
Kapitel 6

Schwingungseigenfunktionen

6.1 Die zeitunab�angige Schr�odingergleichung der

Kernbewegung

6.1.1 Theoretische Grundlagen

Im ersten Abschnitt von Kapitel 4 wurde gezeigt, da� sich die Schr�odingergleichung
eines Molek�uls im Rahmen der Born-Oppenheimer-N�aherung in zwei Gleichungen
zerlegen l�a�t. Die elektronische Schr�odingergleichung, in der die Freiheitsgrade
~R1; ~R2; :::; ~RNA

der NA Kerne nur noch als Parameter eingehen, liefert die elektro-
nische Energie Eel als Funktion dieser Parameter. Addiert man zur elektronischen
Energie noch den Term f�ur die Kern-Kern-Wechselwirkung, so erh�alt man die Po-
tentialhyper�ache.

V (~R1; ~R2; :::; ~RNA
) = Eel +

NAX
�<�

Z�Z�

j~R� � ~R�j
: (6.1)

Dieser Term �ndet sich wieder als Potential in der Schr�odingergleichung, welche die
Bewegung der Kerne beschreibt:

Ĥnucj	nuc >= (T̂nuc + V (~R1; ~R2; :::; ~RNA
))j	nuc >= Enucj	nuc > : (6.2)

Diese Gleichung beschreibt sowohl die station�aren Translationen und Rotationen
als auch die Schwingungen des Molek�ulger�usts. Die Translationsfreiheitsgrade lassen
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sich nun durch einen Wechsel des Bezugssystems, n�amlich von den Laborkoordinaten
zu Schwerpunktskoordinaten, von den restlichen Freiheitsgraden entkoppeln, so da�
sich die Gesamtwellenfunktion j	nuc > als Produkt schreiben l�a�t.

j	nuc >= j�(~S) > 
j	0

nuc >; (6.3)

wobei j�(~S) > die Wellenfunktion der Translation entlang des Schwerpunktvektors
~S ist und j	0

nuc > nur noch die Rotationen und Schwingungen beschreibt. F�uhrt
man jetzt noch als zus�atzliche N�aherung die Annahme ein, da� Rotationen und
Schwingungen entkoppelt sind, so l�a�t sich j	0nuc > nochmals faktorisieren in einen
Anteil der Rotation und einen Anteil, der die internen Schwingungen des Systems
beschreibt:

j	0

nuc >= j�rot > 
j	00

vib > : (6.4)

Die Funktion j	00

vib > h�angt nun nur noch von den 3NA�6 Schwingungsfreiheitsgra-
den des Molek�uls ab. Da selbst bei mittelgro�en Molek�ulen die Anzahl der inneren
Freiheitsgrade immer noch zu gro� ist, um die Funktion j	00

vib > zu bestimmen, f�uhrt
man in der Regel noch weitere N�aherungen ein, indem man bestimmte Freiheitsgra-
de

"
einfriert\ und nur die f�ur die jeweilige Fragestellung relevanten Kernbewegungen

betrachtet. Das f�uhrt zu einem reduzierten Hamiltonoperator, dessen Eigenfunktio-
nen nur noch von den zu betrachtenden Freiheitsgraden abh�angt.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden nur zwei der neun Schwingungen des Salpe-
ters�auremolek�uls ber�ucksichtigt: die O�H-Streckschwingung (rOH , im nachfolgen-
den nur noch als r bezeichnet) und der Abstand zwischen der OH und der NO2

Gruppe (rOH;NO2
, im nachfolgenden mit R bezeichnet), siehe Kapitel 3. Alle ande-

ren Freiheitsgrade wurden beim experimentellen Wert festgehalten. Der reduzierte
Hamiltonoperator f�ur das betrachtete System lautet also:

Ĥ(r; R) = � ~
2

2�OH

@2

@r2
� ~

2

2�ON 0

@2

@R2
� cos(�)

~
2

MO

@2

@r@R
+ V (r; R) (6.5)

In der Regel ist es unm�oglich, analytische L�osungen der Schr�odingergleichung
f�ur die Kernbewegung zu �nden, so da� man auf numerische Methoden angewiesen
ist, welche eine n�aherungsweise Bestimmung der Eigenfunktionen und Eigenenergien
erlauben. Meistens stellt man dazu den Operator Ĥ in einer geeigneten, endlichen
Basis B = f�1; �2; :::; �Ng dar, welche einen Unterraum U des gesamten Hilbert-
raums H aufspannt. Nun sucht man mit Hilfe des Variationsprinzips diejenigen
Funktionen � als Linearkombinationen von �1; �2; :::; �N

� =
NX
i=1

ci�i (6.6)
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zu �nden, welche den Erwartungswert

< �jĤj� > (6.7)

minimal machen. Dies ist �aquivalent der Diagonalisierung von Ĥ in der Basis B,
d.h. dem L�osen des Eigenwertproblems

Ĥj� >= Ej� > : (6.8)

Dabei sollte die Basis B so gew�ahlt werden, da� erstens die Anzahl der Basisfunk-
tionen m�oglichst klein gehalten werden kann, um eine bestimmte Genauigkeit der
L�osung zu erreichen, und da� zweitens die Berechnung der Matrixelemente

< �ijĤj�j > (6.9)

m�oglichst wenig Schwierigkeiten macht.

Im n�achsten Abschnitt soll die Fourier-Grid-Hamiltonian-Methode [101, 102] vor-
gestellt werden, welche vor allem die letzte der obigen Bedingungen in idealer Weise
erf�ullt und im Rahmen dieser Arbeit zur Berechnung der Schwingungseigenfunktio-
nen des zweidimensionalen Modells von HNO3 verwendet wurde.

6.1.2 Die
"
Fourier-Grid-Hamiltonian\-Methode

Die Grundidee der Fourier-Grid-Hamiltonian-Methode nach Marston und Balint-
Kurti macht von der Tatsache Gebrauch, da� das Potential V in Gl. (6.2) im Orts-
raum, d.h. im Raum der Eigenfunktionen des Ortsoperators r̂ diagonal ist, w�ahrend
sich der Operator der kinetischen Energie im Raum der Impulseigenfunktionen als
diagonal erweist. Mit Hilfe der Fouriertransformation ist es m�oglich, eine Funktion
�(r) aus dem Ortsraum in den Impulsraum zu transformieren.

Obwohl das Verfahren im Prinzip f�ur Systeme mit beliebig vielen Freiheitsgraden
anwendbar ist (abgesehen vom numerischen Aufwand), soll die Theorie im folgenden
an einem eindimensionalen System verdeutlicht werden. Sei Ĥ der Hamiltonoperator
eines Teilchens der Masse m, welches sich unter dem Einu� eines Potentials V (x̂)
bewegt.

Ĥ = T̂+ V (x̂) =
p̂
2

2m
+ V (x̂) (6.10)

T̂ ist der Operator der kinetischen Energie, x̂ steht f�ur den Ortsoperator und p̂ ist als
Operator des Impulses de�niert. Die Operatoren in Gl. (6.10) wirken auf Vektoren



50 Schwingungseigenfunktionen

in einem abstrakten Hilbertraum H. Als n�achstes werden zwei Basen eingef�uhrt, in
denen Ĥ dargestellt werden kann. Die Basisvektoren der Ortsdarstellung sind die
Eigenvektoren des Ortsoperators x̂:

x̂jx >= xjx > : (6.11)

Die Orthogonalit�atsbedingung und die Vollst�andigkeitsrelation l�asst sich mit Hilfe
dieser Basisvektoren wie folgt ausdr�ucken:

< xjx0 > = �(x� x0) (6.12)

Îx =

Z
1

�1

jx >< x > dx: (6.13)

Das Potential V ist in dieser Darstellung bereits diagonal, denn es gilt:

< x0jV (x̂)jx >= V (x)�(x� x0): (6.14)

Die Eigenvektoren des Impulsoperators lassen sich wie folgt schreiben:

p̂jk >= k~jk > : (6.15)

Auch diese Vektoren bilden eine Basis mit Orthogonalit�ats- und Vollst�andigkeitsre-
lation:

< kjk0 > = �(k � k0) (6.16)

Îk =

Z
1

�1

jk >< k > dk: (6.17)

In dieser Darstellung ist der Operator der kinetischen Energie diagonal:

< k0jT̂jk >= Tk�(k � k0) =
~
2k2

2m
�(k � k0): (6.18)

Nun existiert eine eindeutige Beziehung zwischen den Basisvektoren des Orts-
und des Impulsraums. Die Matrixelemente f�ur die Transformationsmatrix zwischen
diesen beiden Darstellungen lassen sich wie folgt schreiben;

< kjx >= 1p
2�
e�ikx: (6.19)

Der Ausdruck f�ur ein Matrixelement des gesamten Hamiltonoperators Ĥ in der
Ortsdartellung

< xjĤjx0 >=< xjT̂jx0 > +V (x)�(x� x0) (6.20)
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l�a�t sich also nach Einf�ugen der Vollst�andigskeitsrelation (6.17) in das Matrixele-
ment des Operators der kinetischen Energie unter Ber�ucksichtigung von Gl. (6.19)
schreiben als

< xjĤjx0 >

=< xj
�Z

1

�1

jk0 >< k0jdk0
�
T̂

�Z
1

�1

jk >< kjdk
�
jx0 > +V (x)�(x� x0)

=

Z
1

�1

< xjk > Tk < kjx0 > dk + V (x)�(x� x0)

=
1

2�

Z
1

�1

eik(x�x
0)Tkdk + V (x)�(x� x0): (6.21)

Um die Eigenfunktionen von Ĥ zu berechnen, diskretisiert man schlie�lich den
Ortsoperator x̂, indem man die kontinuierliche Funktion x durch einen Satz diskreter
Werte xi ersetzt.

xi = i�x; i = 1; :::; N; (6.22)

wobei �x den Abstand der Gitterpunkte bezeichnet und i �uber alle N Gitterpunkte
l�auft. Schlie�lich erh�alt man als Ausdruck f�ur die Matrixelemente von Ĥ in der
diskreten Ortsdarstellung:

Hij =
1

�x

(
NX

l=�N

eil2�(i�j)=N

N
� Tl + V (xi)�ij

)
(6.23)

mit

Tl =
~
2

2m
� (l�k)2; �k = 2�=N�x: (6.24)

Diagonalisiert man (6.23), so erh�alt man direkt die Eigenfunktionen und Eigenwerte
von Ĥ auf dem gew�ahlten Gitter.

Ein Nachteil der soeben vorgestellten Methode liegt darin, da� die Gr�o�e der Ha-
miltonmatrix quadratisch mit der Anzahl der Gitterpunkte anw�achst, wodurch man,
vor allem bei mehrdimensionalen Problemen, schnell an die Grenzen des Machbaren
st�o�t. Als Alternativen zur obigen Methode w�aren hier in erster Linie die Verfah-
ren zu nennen, welche unter dem Namen DVR-(discrete variable representation)-
Methoden bekannt sind [103]. Diese Methoden verwenden andere, dem System
angepa�te Basisfunktionen, z.B. Eigenfunktionen des Morsepotentials etc. Dadurch
kann man die Anzahl der Basisfunktionen reduzieren und somit gr�o�ere Probleme
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behandeln. Eine weitere Alternative, die sich grunds�atzlich anderer Methoden be-
dient, ist die

"
Propagation in imagin�arer Zeit\, bei der man Algorithmen der Quan-

tendynamik (siehe Kapitel 7) verwendet, welche in der Regel nur mit N log(N) ska-
lieren, so da� man hiermit auch gr�o�ere Systeme behandeln kann. Allerdings lassen
sich damit nur wenige tieiegende Eigenfunktionen und Eigenenergien bestimmen,
w�ahrend die h�oherliegenden aufgrund der Fehlerfortpanzung sehr schnell ungenau
werden. F�ur Einzelheiten zu diesem Verfahren sei auf die Literatur verwiesen [104].

Ein gro�er Vorteil der
"
Fourier-Grid-Hamiltonian\-Methode beruht auf der Tat-

sache, da� die Ortsdiskretisierung die gleiche ist, wie sie im Rahmen der quanten-
dynamischen Rechnungen verwendet wird. Das bedeutet: Man erh�alt mit diesem
Verfahren die exakten Eigenfunktionen im verwendeten diskreten Unterraum des
gesamten Hilbertraums, welcher von den exakten Eigenl�osungen des Operators Ĥ
aufgespannt wird.

6.2 Die Schwingungszust�ande des zweidimensio-

nalen Modells von HNO3

Zur Bestimmung der Schwingungszust�ande des im Rahmen dieser Arbeit verwen-
deten zweidimensionalen Modells von HNO3 wurden die Eigenfunktionen des oben
vorgestellten Hamiltonoperators (3.8) f�ur die MP2-Grundzustands�ache mit der so-
eben beschriebenen Methode bestimmt. Dabei wurde das gleiche Gitter verwendet,
welches bei der Simulation der Dynamik zum Einsatz kommt. Die dissoziative NO-
Koordinate wurde durch 256 �aquidistante Gitterpunkte zwischen 0.9 �A und 3.0 �A
diskretisiert; f�ur die nichtreaktive OH-Koordinate wurden 32 Gitterpunkte im Be-
reich von 0.5 �A bis 2.0 �A verwendet.

Die Berechnung liefert 95 gebundene bzw. quasi-gebundene Schwingungszust�an-
de j	� >, � = 1; 2; :::95, welche in aufsteigender Reihenfolge der Eigenenergien
E� geordnet werden. Die so bezeichneten Schwingungszust�ande beinhalten sowohl
gebundene Zust�ande mit E� < EDiss

ON als auch Resonanzzust�ande im Kontinuum:
E� > EDiss

ON .

Zur Analyse dieser Eigenzust�ande werden weiterhin zwei Quantenzahlen m und
n de�niert, welche n�aherungsweise die Anzahl der Schwingungsquanten in der OH-
Bindung (m) bzw. in der NO-Bindung (n) bezeichnen. Zur Bestimmung dieser
Zahlen werden die 'zero-order states' j 0

m > und j 0
n > als Eigenl�osungen der 'zero-
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order' Hamiltonoperatoren

Ĥ
0

OH(r) = �
~
2

2�OH

@2

@r2
+ V (r; R = Req) (6.25)

und

Ĥ
0

NO(R) = �
~
2

2�NO

@2

@R2
+ V (r = req; R) (6.26)

berechnet. Die Operatoren (6.25) und (6.26) erh�alt man, indem man im gesamten
Hamiltonoperator jeweils eine der Bindungen an ihrem Gleichgewichtswert festh�alt;
d.h., man vernachl�assigt die kinetische und potentielle Kopplung zwischen den bei-
den Freiheitsgraden. L�ost man die zu diesen Operatoren geh�orenden zeitunabh�angig-
en Schr�odingergleichungen

Ĥ
0

OH(r)j 0
m >= E0

mj 0
m >; Ĥ

0

NO(R)j 0
n >= E0

nj 0
n > (6.27)

mit der oben beschriebenen Methode nach Marston und Balint-Kurti [102], so be-
kommt man die gebundenen Schwingungszust�ande der entkoppelten OH-bzw. NO-
Bindung mit m = 0; 1; 2; :::; 14 und n = 0; 1; 2; :::; 34. Das Produkt j 0

m 
  0
n >

dieser Eigenzust�ande erf�ullt die zweidimensionale Schr�odingergleichung

(Ĥ
0

OH(r) + Ĥ
0

NO(R))j 0
m 
  0

n >= E0
m;nj 0

m 
  0
n > (6.28)

mit

E0
m;n = E0

m + E0
n: (6.29)

Zur Bestimmung der Schwingungszust�ande j	� >, welche n�aherungsweise als ein
einziges Produkt j 0

m 
  0
n > darstellbar sind, berechnet man die �Uberlappung der

zweidimensionalen Eigenfunktionen j	� > mit den zero-order Zust�anden, d.h.

C�;m;n =< 	�j 0
m 
  0

n >; m = 0; :::; 14; n = 0; :::; 34: (6.30)

Diejenigen Zahlenm bzw. n, die zum betragsm�a�ig gr�o�ten Koe�zienten jC�;m;njmax

geh�oren, de�nieren n�aherungsweise einen Schwingungszustand von HNO3 mit m
Schwingungsquanten in der OH-Bindung und n Schwingungsquanten in der NO-
Bindung. Schwingungszust�ande dieses Types werden in der Form geschrieben:

j	� >! jm;n >; E� ! Em;n: (6.31)
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� m n jC2
�;m;njmax Em;n[eV ] Em;n � E0[eV ] Em;n � E0[cm

�1]
1 0 0 0.9999 0.2605 0 0
2 0 1 0.9997 0.3545 0.0940 758
3 0 2 0.9994 0.4464 0.1859 1499
4 0 3 0.9990 0.5362 0.2757 2223
5 0 4 0.9984 0.6242 0.3637 2933
6 1 0 0.9995 0.7054 0.4449 3588
7 0 5 0.9967 0.7105 0.4500 3629
8 1 1 0.9981 0.7951 0.5346 4311
17 2 0 0.9953 1.133 0.872 7033
32 3 0 0.9912 1.543 1.282 10339
55 4 0 0.9875 1.938 1.677 13525
83 5 0 0.9722 2.326 2.065 16655

Tabelle 6.1: Schwingungsquantenzahlen und Energien einiger Eigenfunktionen

In Tabelle (6.1) sind die Energien zu einigen dieser Eigenfunktionen aufgelistet,
zusammen mit den zugeh�origen Quantenzahlen m und n. Neben der Gesamtener-
gie ist gleichzeitig die Energiedi�erenz zum Schwingungsgrundzustand angegeben.
Diese Di�erenz entspricht also der Energie, welche man bei einer Anregung mit ei-
nem Dauerstrichlaser ben�otigen w�urde. Au�erdem ist der jeweils gr�o�te Koe�zient
jC2

�;m;njmax angegeben.

Abbildung 6.1 bis 6.9 zeigt die Konturplots einiger Schwingungszust�ande vom
Typ jm;n >. Der Abstand zwischen zwei Konturlinien betr�agt 0.65.
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Abbildung 6.1: Schwingungsgrundzustand �(0; 0) der zweidimensionalen Potential-
�ache des elektronischen Grundzustandes von HNO3. Gezeigt ist der Realteil von
j	 > �rOH�rNO. Der Abstand zwischen zwei Konturlinien betr�agt 0.65.
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Abbildung 6.2: Erste angeregte Schwingungseigenfunktion �(0; 1)
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Abbildung 6.3: Erster Oberton der NO-Schwingung �(0; 2)
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Abbildung 6.4: Zweiter Oberton der NO-Schwingung �(0; 3)
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Abbildung 6.5: Dritter Oberton der NO-Schwingung �(0; 4)
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Abbildung 6.6: Erste angeregte OH-Schwingung �(1; 0)



58 Schwingungseigenfunktionen

1 1.5 2 2.5 3
0.5

1

1.5

2

r(N-O) [A]

r(O-H) [A]

Abbildung 6.7: Vierter Oberton der NO-Schwingung �(0; 5)
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Abbildung 6.8: F�unfter Oberton der NO-Schwingung �(0; 6)
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Abbildung 6.9: Erste angeregte Schwingungsfunktion mit kombinierten Quanten-
zahlen �(1; 1)
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Abbildung 6.10: Erster Oberton der OH-Schwingung �(2; 0)
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Abbildung 6.11: Zweiter Oberton der OH-Schwingung �(3; 0)
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Abbildung 6.12: Dritter Oberton der OH-Schwingung �(4; 0)
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Abbildung 6.13: Vierter Oberton der OH-Schwingung �(5; 0) (mit E�(5;0) >

Ediss(NO))
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Abbildung 6.14: Schnitt durch die Potential�ache entlang der NO-Koordinate bei
r(O � H) = 0:98 �A, zusammen mit den Energieniveaus der OH-Schwingungen.
Man beachte, da� der vierte Oberton bereits oberhalb der Dissoziationsenergie der
NO-Bindung liegt.

Man sieht, da� die Kopplung zwischen den beiden Freiheitsgraden sehr schwach
ist, so da� man die Schwingungsquanten den einzelnen Freiheitsgraden zuordnen
kann. Man beachte, da� die Energie des vierten Obertons der OH-Schwingung
�(5; 0) mit 2.326 eV schon �uber der Dissoziationsenergie der NO-Koordinate liegt,
d.h., diese Funktion stellt einen sogenannten Resonanzzustand dar, eine im Kontinu-
um eingebettete Funktion mit sehr langer Lebensdauer (quasistation�arer Zustand).
Abbildung 6.14 zeigt einen eindimensionalen Schnitt durch die Potential�ache ent-
lang der NO-Koordinate bei r(O �H) = 0:98 �A zusammen mit den Energieniveaus
der OH-Schwingungen.
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� E� [eV] p�
1 0.2605 0:974
2 0.3545 2:509 � 10�2
3 0.4463 7:024 � 10�4
4 0.5361 2:126 � 10�5
5 0.6242 6:894 � 10�7

Tabelle 6.2: Besetzungwahrscheinlichkeit der niedrigsten Schwingungseigenfunktio-
nen unter Annahme einer Boltzmannverteilung bei 298 K

Berechnet man die Besetzungswahrscheinlichkeiten der Schwingungseigenfunk-
tionen unter der Annahme einer Boltzmannverteilung,

p� =
e�E�=kTP
� e

�E�=kT
; (6.32)

so zeigt sich, da� bei einer Temperatur von 298K (Raumtemperatur) die Grund-
zustandsfunktion zu mehr als 97% besetzt ist. Deswegen wird in den nachfolgen-
den quantendynamischen Simulationen ausschlie�lich die niedrigeste Eigenfunktion
�(0; 0) als Startwellenfunktion verwendet.
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