
Kapitel 7

Theoretische Grundlagen der

Quantendynamik

7.1 Die zeitabh�angige Schr�odingergleichung der

Kernbewegung

Zur Beschreibung der Kerndynamik eines Molek�uls l�ost man die zeitabh�angige Schr�o-
dingergleichung:
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j	 >= Ĥj	 > (7.1)

mit dem Hamiltonoperator

Ĥ = T̂nuc + V̂+ Ŵ(t) (7.2)

T̂ bezeichnet hierbei den Operator der kinetischen Energie, V̂ ist das Potential, und
Ŵ(t) beschreibt eine eventuelle (zeitabh�angige) Wechselwirkung des Molek�uls mit
einem elektromagnetischen Strahlungfeld, z.B. einem Laserpuls.

Betrachtet man im Rahmen der Born-Oppenheimer-N�aherung mehrere elektro-
nische Zust�ande, so l�a�t sich der Hamiltonoperator als Matrix formulieren. Folglich
gilt:
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wobei der Index 1,...,n die elektronischen Zus�ande bezeichnet. Die Matrixelemente
des Hamiltonoperators lauten

Ĥi;j = T̂i;j + V̂i;j�i;j + Ŵi;j(t): (7.4)

Die zeitliche Entwicklung des i-ten elektronischen Zustandes wird also durch die
Wellenfunktion j	i(t) > beschrieben. Eine Kopplung zwischen den elektronischen
Zust�anden erfolgt durch das (in der Regel zeitabh�angige) Strahlungsfeld Ŵi;j(t),
welches �Uberg�ange von einem elektronischen Zustand zu einem anderen induziert.
(Da in der vorliegenden Arbeit ausschlie�lich Singulettzust�ande betrachtet werden,
wird die Spin-Bahn-Kopplung, welche ebenfalls �Uberg�ange zwischen elektronischen
Zust�anden vermitteln kann, vernachl�assigt). Die Diagonalelemente der Wechselwir-
kung mit dem Strahlungsfeld entsprechen photoinduzierten Anregungen innerhalb
eines elektronischen Zustandes, also �Uberg�angen innerhalb der Schwingungsmannig-
faltigkeit des Molek�uls durch den Ein
u� des Lichts.

Die formale L�osung von Gl. 7.1 lautet:

j	(t) >= Û(t; t0)j	(t0) > : (7.5)

Û steht hier f�ur den Zeitentwicklungsoperator, der die Entwicklung der Wellenfunk-
tion j	(t0) > bis zur Zeit t beschreibt. Û ist de�niert durch die Gleichung:

Û(t; t0) = 1̂� i

~

Z t
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Ĥ(t0)Û(t0; t0)dt
0 (7.6)

Folglich gilt

Û(t+ dt; t) = 1̂� i

~
Ĥ(t)dt; (7.7)

so da� sich allgemein aus 7.6 ergibt:
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(7.8)

Betrachtet man den Spezialfall eines konservativen Systems, bei dem der Hamil-
tonoperator nicht explizit von der Zeit abh�angt,

Ĥ 6= Ĥ(t); (7.9)
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so vereinfacht sich der Audruck f�ur den Zeitentwicklungsoperator zu

Û(t; t0) = exp(� i
~
Ĥ(t� t0)): (7.10)

Leider ist gerade bei der Beschreibung photochemischer Prozesse, welche durch
ultrakurze Laserpulse induziert werden, die Bedingung (7.9) nicht erf�ullt. F�ur sehr
kleine Zeitschritte (�t) kann man allerdings n�aherungsweise Gl. (7.9) als erf�ullt
ansehen, so da� sich (7.1) schreiben l�a�t als

j	(t) >= Û(t; tn)Û(tn; tn�1) : : : Û(t1; t0)j	(t0) > (7.11)

mit

ti � ti�1 = �t (7.12)

und

Û(ti; ti�1) = exp(� i
~
Ĥ(ti � ti�1)) = exp(� i

~
Ĥ(ti)�t): (7.13)

Die numerischen Verfahren, welche im Rahmen dieser Arbeit zur L�osung der
Schr�odingergleichung f�ur die Kernbewegung zum Einsatz kamen, werden im �uber-
n�achsten Abschnitt beschrieben. Vorher soll noch kurz auf die Behandlung des
elektromagnetischen Strahlungsfeldes der Laserpulse eingegangen werden.

7.2 Die Kopplung mit dem Strahlungsfeld

Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Laserpulse erm�oglichen eine klassische
Beschreibung des elektrischen Feldes, da sie eine hohe Photonendichte aufweisen.
Das elektrische Feld ~E l�a�t sich durch

~E(~R; t) = ~� � E0 � s(t) �
ei(

~k ~R�!t) + e�i(
~k ~R�!t)

2
(7.14)

beschreiben. Hierbei bezeichnet ~� den Polarisationsvektor, s(t) beschreibt die Ein-

h�ullende des Laserpulses, ~k ist der Wellenvektor, E0 ist die maximale Amplitude und

! die Frequenz des Feldes. Der Term ei
~k ~R l�a�t sich in einer Taylorreihe entwickeln:

ei
~k ~R � 1 + i~k ~R + : : : : (7.15)
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Da die r�aumliche Ausdehnung eines typischen Molek�uls im Bereich von � 10 �A liegt,
w�ahrend die Wellenl�ange des Lasers auf jeden Fall gr�o�er als 200 nm ( = 2000 �A)
ist, kann man die Reihe (7.15) nach dem ersten Glied abbrechen und erh�alt somit
ein ortsunabh�angiges Feld

~E(t) = ~� � E0 � s(t) �
ei!t + e�i!t

2
: (7.16)

Als Ausdruck f�ur den Operator Ŵ, welcher die Wechselwirkung des Systems mit
dem elektrischen Feld in der semiklassischen Dipoln�aherung beschreibt, erh�alt man

Ŵn;m = �~�n;m � ~E(t): (7.17)

~� bezeichnet hier den Operator des elektrischen Dipolmoments.

7.3 Die numerische L�osung { Gitterverfahren und

Propagatoren

7.3.1 Die Diskretisierung des Ortsraumes

Zur numerischen L�osung der zeitabh�angigen Schr�odingergleichung wurden im Rah-
men dieser Arbeit ausschlie�lich Gitterverfahren verwendet [105, 106, 11]. Die
Grundidee dieser Verfahren liegt in der Diskretisierung des Ortsraums.

j	(~r; t) >� j	(ri; t) >; ri = i�r; i = 1; :::; N (7.18)

Man ersetzt also die kontinuierliche(n) Ortsvariable(n) ~r durch ein diskretes Gitter
ri, um somit eine Darstellungsm�oglichkeit f�ur j	 > zu bekommen. In dieser diskre-
ten Ortsdarstellung sind sowohl der Operator der potentiellen Energie als auch der
Operator des Dipolmoments diagonal, so da� sich die Berechnung der Wirkung die-
ser Operatoren auf die Wellenfunktion auf eine einfache Multiplikation beschr�ankt.

V̂j	(~r; t) >= V (ri)j	(ri; t) >; i = 1; :::; N (7.19)

Gleichzeitig kann man mit Hilfe der Fouriertransformation die Wellenfunktion aus
der Ortsdarstellung auf einfache Weise in die Impulsdarstellung transformieren [12,
107]. In diesem Raum ist der Operator der kinetischen Energie lokal. Das hei�t:
Auch hier beschr�ankt sich die Berechnung der Wirkung des Operators auf eine Mul-
tiplikation. F�ur den Fall eines eindimensionalen Gitters ergibt sich

T̂j	(k); t >= (~kj)
2

2m
j	(kj; t) >; j = �N=2; :::; N=2: (7.20)
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mit

kj = (j � 1) � 2�

N ��r ; j = 1; N=2 (7.21)

und

kj+N=2 = (j � 1) � 2�

N ��r � kmax; j = 1; N=2; (7.22)

wobei sich der auf dem Gitter maximal darstellbare Impuls kmax berechnen l�a�t
durch:

kmax =
�

�r
: (7.23)

7.3.2 Der Split-Operator

Die Wirkung des Zeitentwicklungsoperators (mit zeitunab�angigem Hamiltonopera-
tor)

Û(t; t0) = e�
i
~
Ĥ(t�to); (7.24)

welcher die Wellenfunktion j	(t0) > vom Zeitpunkt t0 zum Zeitpunkt t propagiert,
kann im Rahmen der Gitterdarstellung nicht direkt berechnet werden, da der ge-
samte Hamiltonoperator

Ĥ = T̂+ V̂ (7.25)

nicht diagonal ist und die einzelnen Anteile T̂ und V̂ nicht miteinander kommutieren:

[T̂; V̂] 6= 0: (7.26)

Deswegen gilt:

e�
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~
Ĥ�t = e�

i
~
(T̂+V̂)�t 6= e�

i
~
T̂�t � e� i

~
V̂�t: (7.27)

Man setzt nun folgende N�aherung an [108, 109, 110, 111]:
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(T̂+V̂)�t = e�
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~
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�t � e� i

~
V̂�t � e� i

~

T̂

2
�t +O(�t)3: (7.28)

Der Fehler liegt also in der Ordnung (�t)3. Man ist also auf relativ kleine Zeitschritte
angewiesen. Das bringt allerdings gleichzeitig den Vorteil mit sich, da� man dadurch
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immer mit zeitunabh�angigen Hamiltonoperatoren arbeiten kann, da sich das elek-
trische Feld, welches Ĥ zeitabh�angig macht, bei entsprechender Zeitau
�osung sehr
langsam �andert, so da� Ĥ im Zeitintervall �t als konstant angesehen werden kann.
Weiterhin ist der Splitoperator sowohl unit�ar als auch normerhaltend.

Um eine Wellenfunktion j	(t) > zu propagieren, transformiert man diese im er-
sten Schritt mit Hilfe der Fouriertransformation in den k-Raum, multipliziert diese

mit e�
i
~

T̂

2
�t, transformiert zur�uck in den Ortsraum, multipliziert mit e�

i
~
V̂�t, trans-

formiert wieder in den k-Raum und multipliziert wiederum mit e�
i
~

T̂

2
�t. Dies liefert

j	k(t + �t) >, also die um den Zeitschritt �t propagierte Wellenfunktion im k-
Raum und nach nochmaliger Anwendung der Fouriertransformation j	(t + �t) >.

Da e�
i
~

T̂

2
�t unabh�angig vom Zeitschritt ist, kann man zus�atzlich den

"
linken\ Anteil

des ersten Zeitschrittes und den
"
rechten\ Anteil des darau�olgende Zeitschrittes

zusammenfassen, so da� man statt der urspr�unglichen vier Fouriertransformationen
pro Zeitschritt, au�er beim ersten und letzten, nur noch zwei Transformationen pro
Zeitschritt braucht, was diesen Algorithmus besonders e�zient macht, da die

"
fast

fourier transformations\ (FFT), welche bei N Gitterpunkten mit Nlog(N) skalieren
[112], den geschwindigkeitsbestimmenden Schritt darstellen.

7.4 Die zeitabh�angige Berechnung von Spektren

Zur Berechnung von elektronischen Anregungsspektren [10] bildet man die Auto-
korrelationsfunktion

S(t) =
X
i

< 	i(t0)j	i(t) >; (7.29)

welche den �Uberlapp der Wellenfunktion j	i(t) > mit der Startwellenfunktion, d.h.
der Wellenfunktion zum Zeitpunkt t0, j	i(t0) >, wiedergibt. Der Index i bezeichnet
hierbei den jeweiligen elektronischen Zustand. Die Startwellenfuktion j	i(t0) >
erh�alt man durch Multiplikation der Grundzustandwellenfunktion j�0 > mit dem
�Ubergangsdipolmoment �0i, zwischen dem elektronischen Grundzustand 0 und dem
jeweiligen elektronisch angeregten Zustand i.

j	i(t0) >= �0ij�0 > (7.30)

Das Spektrum erh�alt man durch Fouriertransformation der Autokorrelationsfunkti-
on

I(!) /
Z

1

�1

e�i!tS(t)dt: (7.31)
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Da im Rahmen dieser Arbeit nur die beiden Freiheitsgrade r � ROH und R �
RNO explizit in die quantenmechanischen Rechnungen eingehen, wurde der Beitrag
der restlichen sieben zur Autokorrelationsfunktion und damit zum Spektrum ph�ano-
menologisch behandelt. Dabei macht man zwei Annahmen:

� Es gibt weder eine Kopplung zwischen den beiden explizit behandelten Frei-
heitsgraden und den restlichen sieben noch zwischen den ph�anomenologisch
betrachteten untereinander.

� Die 7 ungekoppelten Freiheitsgrade lassen sich durch harmonische Oszillatoren
beschreiben.

Unter diesen Voraussetzungen und aufgrund der Tatsache, da� die Propagations-
dauer zur Berechnung des Spektrums nur 300 fs betr�agt und damit unterhalb der
Rekurrenzzeit der harmonischen Oszillatoren liegt, beschr�ankt sich der Beitrag die-

ser Freiheitsgrade zur Autokorrelationsfunktion auf einen Faktor e
�

t
�i f�ur jeden elek-

tronischen Zustand i. Damit ergibt sich f�ur (7.29)

S(t) �
X
i

< 	i(R; r; t0)j	i(R; r; t) > �e�
t
�i : (7.32)

Die �i werden hier als empirische Faktoren angesehen und so bestimmt, da� das
berechnete Spektrum das experimentelle so gut wie m�oglich wiedergibt.
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