Anhang A

Grundlegendes zur
Differentialgeometrie

Dieses Kapitel spaltet sich in zwei Abschnitte auf. Erst wollen wir einen kurzen Einblick in
die mathematischen Grundlagen der Differentialgeometrie in drei Dimensionen wagen. Dabei
sollen nur die zum Verstdndnis dieser Arbeit notigsten Begriffe und deren Zusammenhénge
eingefithrt werden. Fiir ausfiihrlichere Darstellungen sei auf die Literatur verwiesen [70, 71].

Der zweite Abschnitt hat die numerische Umsetzung der Formeln, die im ersten erar-
beitet werden, zum Thema. Im Rahmen dieser Arbeit werden hierzu Standard—Methoden
verwendet, wie sie in Formelsammlungen [72] aufgelistet sind.

A.1 Analytische Grundlagen

Wir beginnen diesen Abschnitt mit dem Begriff der Flache. Dabei greifen wir Definitionen
heraus, wie sie in [71] - worauf sich simtliche Referenzen beziehen, sofern nicht explizit anders
angegeben - gegeben sind. Der erste Unterabschnitt wird von einem {iber Kriimmungen ge-
folgt. Zugunsten der Anschaulichkeit wollen wir darin einen in der mathematischen Literatur
zu diesem Thema uniiblichen Weg gehen. Zuletzt soll noch kurz der Satz von Gauss—Bonnet
erwahnt werden.

A.1.1 Regulire Fliachen

Der Begriff der parametrisierten Kurve im R? ist ein grundlegender und spielt fiir parame-
trisierte Fldchen bei Tangentialebenen und bei Kriimmungen eine wichtige Rolle. Daher
beginnen wir mit dem Kurvenbegriff. Dabei soll sowohl die regulire Kurve, als auch die re-
gulédre Fliche mittels der Parameterdarstellung eingefiihrt werden, durch die sie beschrieben
werden.!

Fiir die folgenden Definitionen wollen wir uns an die Analysis erinnern, wo Klassen C™
eingefithrt werden. FEine Funktion f gehort zur Klasse C™ (m € N), wenn alle partiellen
Ableitungen von f bis zur Ordnung m stetig sind.

Definition 2 Eine regulire Parameterdarstellung der Klasse C™ (m > 1) einer Kurve C ist

'Eine Definition des eigentlichen Begriffs der reguliren Kurve und der regulidren Fliche wird z.B. in [70]
gegeben.
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138 ANHANG A. GRUNDLEGENDES ZUR DIFFERENTIALGEOMETRIE

eine von einem Parameter t abhingige Abbildung ¥ vom Intervall I C R in den R® (% : 1 —
R®)

T=2(t), tel,
mit den Eigenschaften

1. Z(t) ist aus der Klasse C™ in I.
2. OZ(t) # 0 fir alle t € I.

In obiger Definition, wie auch im Folgenden, stehe 0,% fiir die partielle Ableitung der Vektor-
funktion nach t.

Nun kénnen wir uns dem Begriff einer reguliren Fliche des R? zuwenden. Dabei wiirden
wir eine solche intuitiv vielleicht als Stiicke von R? beschreiben, die im dreidimensionalen
Raum derart verbogen und zusammengesetzt sind, dass Objekte entstehen, die keine Spitzen,
Kanten oder Selbstdurchschneidungen haben und an dessen Punkte Tangentialebenen gelegt
werden konnen. Etwas mathematischer ldsst sich eine parametrisierte Fliche als Abbildung
eines zweidimensionalen Parameterraumes in den R? verstehen. Wir definieren fiir die Fliche

A (Abb. A.1)

Abbildung A.1: Zum Begriff der requliren Parameterdarstellung der Fldiche A.

Definition 3 FEine requlire Parameterdarstellung der Klasse C™ (m > 1) einer Punktmenge
A in R3 ist eine Abbildung X = X (u,v) einer offenen Menge U in der (u,v)—Parameterebene
auf A derart, dass gilt

1. X ist von der Klasse C™ in U.
2. 9,X x 8,X #0 fir alle (u,v) € U.

In dieser Arbeit verwenden wir als reguliire Parameterdarstellung die Monge-Darstellung.?
Deshalb soll diese hier als Beispiel eingefiihrt werden. Wir beschreiben Monge’sche Fliachen-
stiicke durch

)?(u, v) = uéy + véy + z(u,v)és , (A1)
wobei die Funktion z(u,v) von der Klasse C™ und die orthonormalen Vektoren (€7, €2, €3) die
Einheitsrichtungsvektoren des R? sein sollen. Die Monge-Darstellung ist besonders anschau-
lich, denn bei ihr wird der zweidimensionale (u,v)-Parameterraum direkt auf die (€;,62)—
Ebene abgebildet; die Parameterwerte sind somit gleichzeitig der Ort, an dem die Fldche um

2In [71] wird bewiesen, dass die Monge-Darstellung tatsichlich eine regulire Parameterdarstellung ist.
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den Wert z(u,v) in €3-Richtung ausgelenkt ist. Es ist klar, dass der Vorteil dieser Darstellung
darin besteht, dass sie sich sehr einfach in Computerprogrammen implementieren ldsst. Mehr
iiber die hier verwendete konkrete Implementierung folgt in Abschnitt A.2.

Fiir den Begriff der Kriitmmung brauchen wir den Normaleneinheitsvektor und fiir diesen
wiederum Tangentialebenen. Daher betrachten wir eine regulére Kurve C aus der Klasse C™,
die in der (u,v)-Parameterebene liegt 7(t) = ¢(u(t),v(t)). Deren Bild auf der Fliche wird
durch die Beziehung

(1) = Z (1)) = X (u(t), v(t))

beschrieben. Auch Z(¢) ist eine Funktion aus der Klasse C™, da sie aus Funktionen der Klasse
C™ zusammengesetzt ist. Wir kénnen daher differenzieren

dr - du - dv
— =0 X+ 0, X (A2)

und es ldsst sich mit der 1. Bedingung von Definition 3 zeigen, dass dZ/dt # 0 gilt.

Definition 4 Ein Vektor T # 0 heisst Tangente an eine Fliche A in einem Punkt P, wenn
es eine requlire Kurve Z(t) aus A durch P derart gibt, dass T = dZ/dt gilt.

Aufgrund von (A.2) sind alle Tangenten T an die Fliche in P linear abhingig von den
zwei linear unabhéngigen Vektoren 9, X und 9,X (Abb. A.2). Die Ebene durch P, die durch
die Vektoren 8, X und 0, X aufgespannt wird, heisst Tangentialebene an A in P. Aus unserer
Herleitung folgt, dass alle Tangenten T an P in der Tangentialebene am Punkt P liegen
miissen.

e

1

Abbildung A.2: Die Tangentenebene an einen Punkt P der Fldche A.

Auf der Tangentialebene kénnen zwei Vektoren bestimmt werden, die senkrecht aufeinan-
der stehen und sich nur durch ihre Richtung voneinander unterscheiden. Der Normalenein-
heitsvektor soll die Eigenschaft besitzen, dass er mit den, die Tangentialebene aufspannenden
Vektoren 8u)? und 81,)? ein Rechtssystem bildet. Dies legt seine Richtung eindeutig fest und
wir definieren ihn zu

(A.3)
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Um diesen Abschnitt zu beenden, betrachten wir ein differentiell kleines Parallelogramm
aus dem Flichenstiick A, dessen Seiten AX; = 9, Xdu und AXs = 9,Xdv sein sollen. Aus
der elementaren Vektorrechnung wissen wir, dass

dA [AX) x AXy| = [0,X x 0, X dApo; = V7 - dApyoj

real —
den Fliacheninhalt des Gebietes angibt, das durch die beiden Vektoren AX; und AX, aufge-
spannt wird. Dabei ist dApro' = du - dv das auf die Tangentialebene projizierte differentielle
Fliachenstiick des betrachteten Parallelogramms. In erster Néherung steht dA,..,) daher fiir
einen differentiellen Flidcheninhalt unseres Fliachenstiickes A. Das Integral

rea

A

real — proj

/\auX' X 3, X - dA
A

definieren wir als Flidcheninhalt des Gebietes .A.
Fiir die Monge-Darstellung lassen sich einige obiger Ausdriicke explizit berechnen. Aus
(A.1) bestimmen wir mit

0, X = (1,0,0,2) und 0, X = (0,1,0,2)

den Normalenvektor (A.3) zu

§o 020l (A4)
V1 + 0,22 + 0,22
Weiter ist
V7 = 100X x 0,X] = V1 + 0,22 + 0,22 (A.5)

und somit gilt fiir die Berechnung der realen Fliche von A die wichtige Beziehung

Araa] = / V14 0u22 + 0,22 - dApyo;
A

oder in differentieller Schreibweise

dApa] = V1 + 0422 + 0,22 - dAproj -

Jetzt haben wir das Riistzeug zusammen, um uns um die Begriffe rund um die Kriimmung
kiimmern zu kénnen.

A.1.2 Kriimmungen

In der Mathematik ist die Kriimmung einer Fliche durch die Kriimmung einer Kurve auf
dieser Flache definiert. Dies ldsst sich mit Hilfe von allgemeinen Definitionen auf eine formale
Art und Weise einfiihren [71]. Hier soll jedoch ein eigener Weg gewihlt werden [48], wobei wir
uns auf Kriimmungen von Flidchen in Monge-Darstellung beschréinken. Der Grund hierfiir
ist neben der Anschaulichkeit darin zu suchen, dass in dieser Arbeit fiir die Simulationen
ausschliesslich diese Darstellung gewéhlt wird.
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Abbildung A.3: Fine gekrimmte requlire Fliche A mit lokalem Koordinatensytem im Punkt
P.

Ausgangssituation sei eine deformierte, regulire Fliche des R?, an die im Punkt P ein loka-
les Koordinatensystem derart gelegt wird, dass dessen (z,y)-Ebene mit der Tangentialebene
(8. X ,8y)_f ) am Punkt P zusammenfillt (Abb. A.3). In diesem lokalen Koordinatensystem
driicken wir die Fliche in Monge-Darstellung (A.1) aus als

—

X(z,y) = a2+ yy + 2(z,y) 7,

wobei diesmal #, ¢ und 7 fiir die drei Einheitsvektoren des R? stehen. Uns interessiert nur
die z—Auslenkung, die wir in einer Taylorreihe um P entwickeln. Es gilt

z(z,y) =2(0,0) + Opz|z,y=0 - @ + Oyz|zy=0 - y
1 ) ) (A.6)
+ 9 (aacacz‘:v,yzo -z 28:vyzlac7y:0 Sy + ayyZ’x,y:O Y ) + Ry

wobei 0,z fiir die partielle Ableitung von z nach i (i = x,y) steht und R3 das Restglied
hoherer Ordnung der Taylorreihenentwicklung darstellt [50]. Da P im Ursprung unseres
Koordinatensystems und die Tangentialebene bei P parallel zur (x,y)-Ebene liegt, gilt

2(0,0) =0 und O0pZ|zy=0 =0, Oyzlzy=0=0.

Nehmen wir weiter an, dass unsere reguliire Fliche nur leicht deformiert sei,® kénnen wir die
Taylorentwicklung (A.6) nach dem zweiten Glied abbrechen und es folgt

1
Z(:C, y) ~ 5 (azmz|x,y:0x2 + anyth,y:Oxy + 8yyz|x,y=0y2) .
Alternativ schreiben wir diesen Ausdruck mit Hilfe einer Matrix
1 Opzz  Opyz T
Z(x,y)~§($ y)(ay:vz 8yyz y )

wobei wir den Kriimmungstensor

5 ( Ouaz Ouy2 ) an

Oyzz  Oyyz

3Die folgenden Beziehungen fiir den Kriimmungstensor und die Hauptkriimmungen gelten allgemein und
nicht nur fiir leicht deformierte Flachen.
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einfithren. Aufgrund der Beziehung 0,yz = Oy, 2 ist Q ein symmetrischer Tensor. Aus der
linearen Algebra ist bekannt, dass fiir symmetrische Tensoren stets eine orthogonale Transfor-
mation existiert, die sie in Diagonalform bringen [50]. Drehen des lokalen Koordinatensystems
um die zZ-Achse ((z,y) — (§,n)) bringt daher

(2_.< a%Z 0 > . (A.8)

Oz

Die Diagonalelemente O¢z¢z und 0y, z, die zugleich Eigenwerte der Matrix (A.7) sind, heissen
Hauptkriimmungen und werden zu

c1 = Ogex und ca = Oy

geschrieben (Abb. A.3). Es kann gezeigt werden, dass ¢; und co die maximale und die
minimale Kriimmung der Fldche im Punkt P darstellen. Da die Eigenvektoren von (A.7) or-
thogonal zueinander sind, stehen die beiden Hauptkriimmungen in P immer in einem rechten
Winkel zueinander.

FEine wichtige, oft verwendete Beziehung liefert eine interessante Interpretation der Haupt-
kriimmungen. Legen wir ndmlich einen Kreis in den Punkt P derart, dass er sich an den
Flachenverlauf im Punkt P entlang einer Hauptkriimmungsrichtung anschmiegt, so kann ge-
zeigt werden, dass der Radius des Schmiegekreises R gerade das Reziproke der Kriimmung
ist. Mit den zwei Schmiegekreisen (R; und Ry) an die beiden Hauptkriimmungen gilt also

1 1
) un Co 7

In dieser Arbeit spielen die Invarianten des Kriimmungstensors eine wichtige Rolle. Des-
halb wollen wir hier nach den Invarianten von €2 beziiglich Drehung des lokalen Koordina-
tensystems fragen. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass eine 2 x 2-Matrix genau zwei
Invarianten besitzt, ndmlich ihre Spur und ihre Determinante. Wir bezeichnen die Spur

1

J=Sp(Q)=c1+c
als mittlere Kriimmung und die Determinante
K:Det(Q) =C1 " Co

als Gauss’sche Kriimmung. Die numerischen Werte der mittleren und der Gauss’schen Kriim-
mung charakterisieren regulére Fldchen und lassen ihre Klassifizierung zu [50]. Das ist der
Grund fiir ihre Bedeutung in der Differentialgeometrie. Fiir die Monge—Darstellung lassen
sich J und K explizit berechnen. Aus der Mathematik folgen die exakten Ausdriicke fiir
beliebige Punkte P € A

J (1 + 89022) Oyyz + (1 + 8y22) Opz — 20320205y 2 (A.9)

1+ 0,22 40,22
Opx20yyz — 8xyz:2

(1+ 0,22 + 0y2?)

Dabei ist interessant zu sehen, dass im quasiebenen Limes (0,2,0y2 < 1) die bekannten
Ausdriicke

J R Oppz + Oyyz und K =~ 0p320yyz — 8xyz2
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als Ndherungen folgen.

Fiir die Uberlegungen im Haupttext ist eine zusitzliche Interpretationsmaglichkeit der
Kriimmung von Nutzen, die an dieser Stelle als Ausklang fiir diesen Abschnitt stehen soll.
Es lasst sich zeigen, dass bei schwach deformierten Fldachen, d.h. bei Flidchen, bei denen sich
die Richtung des Normalenvektors N beim Wegriicken vom Ursprungspunkt P nur schwach
andert, in erster Niherung die infinitesimale Anderung der Komponenten des Normalenvek-
tors gleich der Kriimmung der Fliche ist. Aus (A.4) kénnen wir fiir kleine Deformationen
(Opz,0yz < 1) folgern, dass fiir die z— und y-Komponenten des Normalenvektors

N, ~ —0zz , Ny = —0yz

gelten muss. Damit kénnen wir den Kriimmungstensor (A.7) darstellen als

O~ OxNy  OyNy .
Oz Ny OyN,

Diese Beziehung ist der Ausgangspunkt mehrerer Schritte, wie sie im Hauptteil dieser Arbeit
dargelegt werden.

A.1.3 Der Satz von Gauss—Bonnet

Ohne Beweis soll in diesem Unterabschnitt der fiir die Differentialgeometrie wichtige Satz von
Gauss—Bonnet widergegeben werden. Fiir den Beweis verweisen wir auf die Literatur [70, 71].
Wir beginnen mit neuen Begriffen.

Wie wir in Unterabschnitt A.1.1 sehen, besitzt jeder Punkt P einer reguldren Fliche A
eine Tangentialebene, die durch die Vektoren (8u)? ) 9, X ) aufgespannt wird. Diese Tangential-
ebene induziert mit Hilfe des Normalenvektors (A.3) eine Orientierung der Tangentialebene.
Diese Orientierung lésst sich in Punkte der Umgebung von P fortsetzen. Ist es moglich,
eine Orientierung fiir jedes P € A so festzulegen, dass diese im Durchschnitt von je zwei
Umgebungen iibereinstimmen, so heisst A orientierbar.*

Aus der Analysis kennen wir den Begriff der kompakten Mengen. Eine Menge heisst dort
kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist. Dies gilt analog fiir Fléchen [70].

Fiir kompakte und orientierbare Flichen A ldsst sich zeigen, dass diese mit einer endlichen
Anzahl von Gebieten R; (1 < i < oo) vollstédndig iiberdeckt werden kénnen, wobei die R;
durch einen geschlossenen Zug gebogener Polygone gebildet werden sollen. Eine Uberdeckung
ist dabei derart moglich, dass sich keine zwei solcher Gebiete iiberlappen. Die Uberdeckung
heisst Polygonzerlegung von A. Sei p die Gesamtzahl der Polygone, s die Gesamtzahl der Sei-
ten und e die Gesamtzahl der Eckpunkte der Polygonzerlegung von A, so liasst sich beweisen,
dass die Zahl x(A) = p — s+ e nur von der Fliche selbst und nicht von der Polygonzerlegung
abhéngt. Die Zahl x(A) € Z heisst Euler’sche Charakteristik.

Damit sind wir bereit fiir den berithmten Satz von Gauss—Bonnet.

Satz 1 (Gauss—Bonnet) Wenn A eine orientierbare, kompakte Fliche der Klasse C? ist,
dann gilt

/K-dA— 2mx(A) ,
A

mit K als der Gauss’schen Krimmung und x(A) als der Euler’schen Charakteristik von A.

“Das klassische Beispiel einer nicht orientierbaren Fliche ist die Mobiusschleife.
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N

Abbildung A.4: Beliebige Polygonzerleqgungen sowohl fir eine Kugel (links), als auch fir
einen Torus (rechts).

Als Beispiele betrachten wir eine Polygonzerlegung auf einer Kugel und auf einem Torus
(Abb. A.4). Fiir die Kugel kénnen wir p = 4, s = 6 und e = 4 z#hlen. Es folgt fur
die Euler’sche Charakteristik einer Kugel X(AKugel) = 2. Fiir unseren Torus zdhlen wir
p=4,5=28und e =4 und es folgt x(Ax,rus) = 0. Bei einem Torus gilt somit fiir die
Gesamtkriimmung

/K-dA—O.
A

Diesen Sachverhalt machen wir uns bei der Simulation dadurch zu nutze, dass wir periodische
Randbedinungen verwenden.

A.2 Numerische Realisierung

Fiir die Simulationen dieser Arbeit wird zur Beschreibung der Fliche die Monge—Darstellung
(A.1) gewahlt. Konkret beschreiben wir eine Fliache A mittels N Stiitzstellen, die dquidi-
stant auf der (u, v)-Flichenprojektionsebene in einem Rechtecksgitter angeordnet sind (Abb.
A.5). Wihrend der Simulation bleiben die Stiitzstellen fest an ihren Plétzen in der projizier-
ten Ebene stehen. Nur der z—Wert der Flichenkoordinaten &ndert sich. Dadurch wird die
rechnerische Verarbeitung der Fliche einfach, denn wir kénnen die Fliache als Matrix

2(1,1) 2(1,2) 2(1,/N)
2(2,1) 2(2,2) 2(2,V/'N)

z(u,v)

z(m,l) z(\/J'V,Q) z(\/ﬁ,\/ﬁ)

speichern, deren Elemente die z—Auslenkung aus der Projektionsebene sind.

Die Darstellung einer Fliche auf der Rechenmaschine ist die Grundlage, um Ableitungen
und daraus die eigentlich gesuchten Kriimmungen der Fléche zu berechnen. Die im Folgenden
aufgezeigten Formeln stammen aus [72]. Wir erwéhnen dabei nur, was wir im Laufe der Arbeit
implementiert und auch getestet haben.



A.2. NUMERISCHE REALISIERUNG 145

Abbildung A.5: Zur Computerdarstellung der Fliche A, links mit Blick von oben auf die
Projektionsebene und rechts mit Blick von der Seite.

A.2.1 Numerische Ableitungen

Neben der einfachen Rechnerdarstellung besteht ein weiterer Vorteil unserer Vorgehensweise
darin, dass numerische Differentiation mittels einfachster Standardmethoden, den Differen-
zenquotienten, durchgefiihrt werden kénnen. Fiir die partielle erste Ableitung einer Funktion
z(u,v) stellt uns die Numerik folgende Moglichkeiten zur Verfiigung

z(u+1,v) — z(u—1,0)

_ 2
Dy = o +O(h?) (A.11)

fiir die Ableitung in u—Richtung und fiir die Ableitung in v—Richtung gilt entsprechend

2w, v+ 1) = 2(u,v — 1)
Dpz = o + O(h?) . (A.12)

Neben diesen einfachen Methoden gibt es weitere Moglichkeiten, die Ableitung einer Funk-
tion in einem Punkt (u,v) zu bestimmen. Eine Moglichkeit besteht darin, die links- und
rechtsseitigen Ableitungen an diesen Punkt zu berechnen mittels

z(u+1,v) — z(u,v)

Oz |+ = Y +O(h?) und
oz |- = Z(“’”)_Z(“_l’”)+0(h2),

oder

—3z(u,v) +4z(u+ 1,v) — z(u £ 2,v)

2

auz |i:

bzw. eine grossere Genauigkeit zu verwenden mit

0,7 — z(u—2,v) — 8z(u — 1,v)1—2|—h8z(u +1,v) — z(u+2,v) Loy

wobei fiir Ableitungen in v—Richtung die Formeln jeweils analog angesetzt werden.
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Bei der partiellen zweiten Ableitung kennen wir zwei Mo6glichkeiten

Ouuz =35 [o(u +1,0) = 2 - 2(u,0) + 2(u — 1,0)] + O(F)
Dy :% 2,0 + 1) — 2+ 2(u,0) + 2(u, 0 — 1)] + O(h2) | )
Ouo? :4—22 ut+Lo+1) —z(u—1v+1)
—z(u+1,0—1)+ z(u— 1,0 — 1)] + O(h?)
oder genauer
. Ut 2,0) + 165(u + 1,0) = 305(u,v) + 162(u — 1) ~ 2(u = 2,0)

12h2
+O0(h")

bei allerdings gleichbleibender gemischter Ableitung.

Obige partiellen Ableitungen werden fiir Terme gebraucht, wie sie im folgenden Unter-
abschnitt aufgelistet sind. Fiir die in dieser Arbeit dargestellten Resultate kommen nur die
Formeln (A.11) und (A.12), sowie die drei Ausdriicke von (A.13) zum Einsatz, da die rest-
lichen Moglichkeiten meist zum Teil bedeutend rechenintensiver sind und die Genauigkeit,
durch die von uns verwendeten Formeln ausreicht.

A.2.2 Kriimmung auf dem diskreten Gitter

Im Laufe der Simulation miissen fiir jeden Punkt mehrfach die mittlere Kriimmung J und
die Gauss’sche Kriimmung K berechnet werden. Zur Berechnung der mittleren Kriimmung J
wird Formel (A.9) verwendet, zur Berechnung der Gauss’schen Kriimmung K Formel (A.10).
Fiir beide Grossen ist es sinnvoll, erst den Faktor (A.5) zu bestimmen. Fiir die Determinante
des metrischen Tensors setzen wir

v =1+ (842) + (0p2)* . (A.14)

Anstelle dieser Beziehung lassen sich aber auch Formeln, gerechnet mit Hilfe der links- und
rechtsseitigen Ableitungen

=145 [0z 1 + @z |1 + Bz [4)° + 00z | )]

und sogar v = 1 setzen.
Die Kriimmungsausdriicke setzen wir an zu

J :Lé Hl + (8uz)2} Opp2 — 20,20, 20upz + {1 + (c%z)Q} 8uuz} ,
’712 (A.15)
K :¥ |:8uu28vvz - (auvz)2] >

wobei hier fiir die partiellen Ableitungen neben den Differenzenquotienten (A.11) und (A.12)
mit links- und rechtsseitigen Ableitungen und auch mit Differenzenquotienten héherer Ge-
nauigkeit simuliert werden kann.
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o N\2
Abbildung A.6: Endkonfiguration eines Laufs, der mit der Formel (VJ) = (0,J) 2+ (0p])?
simuliert wird. Die Parameter des Laufs sind: ko = 0.05-10718.J, k; = 0.01-10736 Jm?, ko =
—0.9-107%0Jm?, k4 = 9-10~72Jm, Kantenlinge L = 6.6nm, 100'000 Sweeps, Starttemperatur
Ts = 398.4K, Endtemperatur Tf = 14.5K und Erniedrigungsfaktor f; = 0.75. Am Laufende

wird das Flichenverhdltnis zu Areal/ApTOj = 1.00 und die Energiedichte zu u ~ —O.OlJ/m2
angegeben. Die negative Energiedichte weist auf Sattelstruktur hin.

Fiir unsere Simulationen bendtigen wir noch die Berechnung des Gradiententerms (V.J)2.
Um eine grossere Glattheit der Membran zu erhalten, berechnen wir erst die links- und
rechtsseitigen Ableitungen der mittleren Kriimmung

J(u+1,v) — J(u,v)
h

J(u,v) — J(u—1,v)

Oud |4+=
+ 7

und Oy |-=

(analog fiir die v—Richtung) und berechnen dann den gewiinschten Term mittels
SN2 1
(V1) =5 (0uT 17+ @uT 1) + (00T 1) + (00T |-)?) - (A.16)

Anstelle dieser Beziehung kénnen wir auch die direkte Berechnung

Ju+1,v) — J(u—1,v)
2h

_ 2
(w) — (0T 4+ (8], mit OuJ =

testen. Leider hat diese schnellere Variante den Effekt, dass Membranformen entstehen
konnen, die im Mittel flach sind, aber an je vier Stiitzstellen einen Sattel ausbilden. Kriim-
mungsénderungen werden von obigem Term nicht geniigend erfasst, die Membran wird des-
halb nicht gentigend geglittet (Abb. A.6).

Obwohl in unserer letzten Programmversion insgesamt 27 verschiedene Moglichkeiten zur
Berechnung der mittleren und der Gauss’schen Kriimmung variabel zur Verfiigung stehen,
werden fiir die Simulationen, die in dieser Arbeit dargestellt sind, ausschliesslich Formeln
(A.14), (A.15) und (A.16) verwendet (mit Ausnahme von Abb. A.6).
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