Kapitel 2

Mathematische und physikalische
Grundlagen

2.1 Mathematische Beschreibung der Kinetik

Bei einem thermischen Relaxationsprozefs wie dem Photozyklus von bR nach der Lichtanre-
gung kann in erster Ndherung von Reaktionsschritten erster Ordnung ausgegangen werden.
Die mathematische Beschreibung erfolgt also durch ein homogenes System linearer Diffe-
rentialgleichungen:

i(t) = K () (2.1)

Die Komponenten des Spaltenvektors 7i(t) seien die relativen Konzentrationen der Interme-
diate zur Zeit ¢, und K ist die sogenannte Ratenmatrix, deren Eintrage K;; die mikroskopi-
schen Raten fiir die Ubergéinge vom Intermediat j zum Intermediat 4 sind' und damit das
Photozyklusmodell definieren. Aus Griinden der ,, Teilchenerhaltung® (3; 72;(t) = 0) miissen
die Diagonalelemente der Ratenmatrix der Bedingung

K = _ZKji (22)
J#i

geniigen. Fiir die Nichtdiagonalelemente miissen noch weitere Bedingungen erfiillt sein, die
als Reziprozitatsbeziehungen oder ,law of detailed balance* bezeichnet werden [Ons31]:

KabecKca = KacchKba (23)

Damit besteht die Ratenmatrix, die n Intermediate miteinander verkiipft, aus ("2—2 -5 —2)
unabhéngigen Raten, wenn noch angenommen wird, dal aus dem n-ten Zustand keine
Riickreaktionen stattfinden [Nag91l|. Durch die Bedingungen (2.2) und (2.3) ist sicherge-
stellt, daf die Eigenwerte der Ratenmatrix £} reell und nichtpositiv sind [Hak83]. Unter
der Voraussetzung, da diese Eigenwerte nicht entartet sind?, ergibt sich als Losung der
Differentialgleichung (2.1):

i(t) = C exp(tk*) (2.4)

!Diese Definition fiir K;; und die Formulierung der DGL(2.1) entsprechen der iiblichen Konvention fiir
die Matrizenmultiplikation

2Bei Entartung treten auch Terme der Gestalt ¢ etk auf, mit [ = 1..(r — 1), wenn r der Entartungsgrad
ist
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wobei exp(tk*) ein Spaltenvektor mit den Eintriigen e™

i ist. An Stelle der Eigenwerte k;
verwendet man iiblicherweise die apparenten Zeitkonstanten 7; = _1% Sei D(E*) eine Dia-

gonalmatrix mit den Elementen k7, dann muf die Koeffizientenmatrix C der Beziehung
K = CD®k) C? (2.5)

geniigen, d.h. C diagonalisiert die Ratenmatrix. Durch die Anfangsbedingung

ist C eindeutig bestimmt.

2.1.1 Die Absorption als ,,Observable* der Kinetik

Die zeitliche Anderung der Intermediatskonzentrationen n;(t) 1i#t sich im allgemeinen nicht
direkt beobachten. In einem Absorptionsexperiment ist vielmehr eine lineare Uberlagerung
der im Zyklus auftretenden Intermediate mit den jeweiligen Absorptionen A4;()\) als MeR-
groke zugénglich:

AN = ﬁ;Aim ni(t) (2.7)

Anstatt den zeitlichen Verlauf der Absorption als absolute Grofe zu betrachten, ist es mei-
stens zweckmifig, die Absorptionsinderung beziiglich des Grundzustandes, der in der Re-
aktionskaskade auch der Endzustand (A(\,tw) = A, (X)) ist, zu behandeln. Mit der Erhal-
tungsbedingung > | n;(t) = 1 ergibt sich:

MY = ALY - A = SAN) - A0 (9

i=1

Setzt man fiir die transienten Intermediatskonzentrationen n;(t) die Losung der Differenti-
algleichung (2.4) ein, geht Gleichung (2.8) iiber in die folgende Form:

Die Summation iiber den Index der Zeitkonstanten j kann nach n — 1 abgebrochen werden,
denn wegen A(\, ts) = An()) und 7, = oo® muk B,()\) = 0 sein. Die zeitliche Entwicklung
der Absorptionséinderung bei der Wellenldnge A laft sich also unter den oben formulier-
ten Bedingungen als eine lineare Uberlagerung von Exponentialfunktionen darstellen. Eine
Anpassung bei den gemessenen Wellenldngen mit jeweils dem gleichen Satz von Exponenti-
alfunktionen liefert demnach die Zeitkonstanten 7; und die zugehérigen Koeffizienten B;(A),
die die sogenannten Amplitudenspektren darstellen. Diese Prozedur wird als ,,globaler Fit“
bezeichnet [Xie87,Mau87a, Mau87h|. Es sei darauf hingewiesen, da der Informationsgehalt
der Zeitkonstanten 7; und der Amplituden B;()) im allgemeinen Fall zu gering ist, um

3Aus der Bedingung an die Diagonalelemente der Ratenmatrix GI1.(2.2) folgt automatisch, daf der Ei-
genwert k; = 0 auftritt.
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das System spektral und kinetisch vollstindig zu charakterisieren. Die Intermediatsspek-
tren A;(\) sowie die vollstindige Ratenmatrix K ergeben sich nicht eindeutig aus den in
der Anpassung bestimmten Parametern.

Wie bereits in Kap. 1.3 dargelegt wurde, kommt erschwerend hinzu, dak fiir eine optimale
Anpassung der Absorptionszeitspuren in der Regel eine gréfere Anzahl von Exponential-
funktionen nétig ist, als spektrale Ubergiinge identifiziert werden konnen. Fiir die formale
Beschreibung nach Gleichung (2.9), mit einer quadratischen Matrix C, wire es demnach er-
forderlich, Intermediate mit entarteten, d.h. identischen, Absorptionsspektren einzufiihren

2.1.2 Die Singularwertezerlegung

Die Anpassung der Absorptionsinderung AA(A,¢) mit Exponentialfunktionen kann unter
Umsténden numerisch sehr aufwendig sein, insbesondere wenn eine grofe Anzahl von Wel-
lenldngen in die Auswertung eingehen soll. Dabei ist aber ein Teil der Daten redundant.
Eine Methode grofie Datenfelder auf linear unabhéngige Vektoren zu reduzieren ist die Sin-
guldrwertezerlegung (engl. Singular Value Decomposition) [Hen92, Pre92|. Dafiir wird die
Gleichung 2.8 in Matrixschreibweise formuliert:

AA = (A-A)n (2.10)

Die Matrizen von Gleichung (2.10) sind dabei wie folgt aufgebaut:

AAA, L) AA(N t) - Ai(A1) Az(A\y)
AA = AA()\Q,tl) A = Al()\Q) -
An(N) An(A) ni(t1) ni(ts)
A, = A,(Ng) n = na(t)

Die Matrix AA wird nun durch den SVD-Algorithmus in ein Produkt von drei Matrizen
zerlegt:
AA=U"D(s)V (2.11)

In der Diagonalmatrix D(s) stehen die sogenannten Singuldrwerte s, der Groke nach geord-
net, U und V sind Matrizen mit orthonormalen Zeilenvektoren:

Z Vts,t ‘/s’,t = 65,5’ und Z Us,/\ Us’,)\ = 53,5’ (212)
t A

Die Orthonormalitdtseigenschaft gilt auch fiir die Spaltenvektoren der Pseudoinversen von
U und V:
Y ViilVig =649 und Y Uy, Usy = sy (2.13)
t A

Die Basisspektren werden durch die Spalten von

S = UTD(s) (2.14)
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gebildet, und die Zeilen von V sind die zugehorigen Zeitspuren. Bei Anwendungen auf Pho-
tozyklusdaten von Bacteriorhodopsin sind i.allg. nur drei oder vier Basisspektren relevant,
so dalt die weiteren, in denen das Rauschen steckt, weggelassen werden kénnen. Damit ist
in vielen Fillen schon eine erhebliche Datenreduktion erreicht. Um eine Beziehung zwischen
den Intermediatsspektren A und den Basisspektren S bzw. zwischen den Intermediatskon-
zentrationen n und den Basiszeitspuren V herzustellen, wird folgender Ansatz gemacht:

(A-A,) = SX' und n = XV (2.15)

D.h. es ist also eine geeignete Transformationsmatrix X zu finden. Dieses Gleichungspaar lie-
fert natiirlich noch keine eindeutige Losung, doch die Anzahl der Unbekannten ist erheblich
reduziert, und der Parameterraum wird durch einige Nebenbedingungen eingeschrankt:

1. Die Absorption ist per definitionem positiv, deshalb sind in der Matrix A nur positive
Eintrage zugelassen.

2. Ebenso miissen auch die Eintrage von n positiv sein, da es sich um (relative) Konzen-
trationen handelt.

3. Ferner darf die Summe der Konzentrationen einen Maximalwert, ndmlich die Anre-
gungseffizienz 7, nicht iibersteigen und muR monoton fallend sein (X7 n;(t) < 7).

2.2 Physikalische Grundlagen

2.2.1 Die Wechselwirkung von Licht mit Materie in der Dipolnéi-
herung

Zur Beschreibung der Wechselwirkung von Licht mit Materie ist fiir die meisten Prozesse ein
semiklassischer Ansatz zweckméfig. Das Licht wird als (klassische) elektromagnetische Welle
beschrieben, wihrend die Materie, ein System von geladenen Teilchen — z.B. ein Molekiil —,
quantenmechanisch behandelt wird. Spektrale Uberginge sind als Konfigurationsinderung
des Molekiils von einem stationdren Zustand in einen anderen durch eine dufsere Storung,
namlich das elektromagnetische Feld der Lichtwelle, zu verstehen. Der Stéroperator hat
dann, mit dem Vektorpotential A und dem (quantenmechanischen) Impulsoperator des j—
ten geladenen Teilchens %V}, die folgende Gestalt [K1i90]:

J

oo Y <—%h(g. V) + iﬁ) (2.16)

o 2
imjc 2mjc

Nach Fermis Goldener Regel ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang aus dem
stationdren Zustand n in den Zustand m:

Winn ~ ‘ <wm | H' | ¢n> |2 (2'17)

¥ und tp, sind dabei die zeitunabhéingigen Wellenfunktionen vom Ausgangszustand n
und Endzustand m. Das Vektorpotential wird als ebene Welle mit Polarisationsvektor Ag
angesetzt:

—

A = Ayelkrwn (2.18)
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Der Faktor ei57 15t sich in eine Potenzreihe entwickeln:

eFT = 14 ik-F— %(k-F)Q + ... (2.19)
Da die Wellenldnge des sichtbaren Lichts um ein Vielfaches grofer ist als die rdumliche
Ausdehnung der elektronischen Wellenfunktion — k-7 liegt typischerweise in der Groéfsen-
ordnung von 1072 —, ist es in vielen Fillen gerechtfertigt, die Entwicklung nach dem ersten
Term abzubrechen, d.h man setzt e**™ a~ 1. Dies wird als Dipolniherung bezeichnet. Der
A2 Term im Storoperator H' kann ebenfalls vernachlissigt werden. Niitzt man noch die
Kommutatorbeziehung [Hy, 7] = —i 2 VZ-, so ergibt sich als Ubergangswahrscheinlichkeit:

R
m

Won — ~ | Ao (| > (4 75) | ¥n) I” (2.20)
J

Das Matrixelement (v, | ¥;(q;77) | ¥n) wird als Ubergangsdipolmoment bezeichnet. Aus

dem Skalarprodukt zwischen dem Polarisationsvektor Ay und dem Ubergangsdipolmoment
ist ersichtlich, daR die Ubergangswahrscheinlichkeit und damit die Absorption vom Kosinus
des eingeschlossenen Winkels # abhiingt: W,,, ~ cos?#f. Diese Beziehung gilt auch fiir den
Polarisationsvektor des elektrischen Feldes EO, da dieser stets parallel zu ffo ist.

2.2.2 Absorptionsanisotropie eines orientierten uniaxialen Systems

Zur Beschreibung eines orientierten Systems von absorbierenden Molekiilen ist die Anisotro-
pie die geeignete physikalische Grofe. Sie ist {iber die Absorptionen parallel bzw. senkrecht
zur Orientierungsachse definiert:

AN — AN
AN +2-A4.(N)

Da Aj(A) + 2- A (A) = 3A(A), wobei Ag()) die Absorption der Probe bei isotroper
Verteilung wire, ergibt sich aus der Definition GI.(2.21):

T‘A()\)

(2.21)

AN = AN (1 + 2r4(0)  und A (N) = Ap(A) (1 = r4(N) (2.22)

Trigt nur ein einziger elektronischer Ubergang zur Absorption bei, dann sind Ajund A}
durch den Polarwinkel # und den Azimutalwinkel ¢ des Ubergangsdipolmoments z beziiglich
der Orientierungsachse gegeben:

Aj|(X) ~ {cos” 0) und A, ()\) ~ (sin® @ cos® @) (2.23)

Die Mittelung ist iiber die axialsymmetrische Verteilungsfunktion W (#) vorzunehmen. Da
die Verteilungsfunktion unabhiingig von ¢ ist, folgt unmittelbar (cos? ) = 1/2, und der
Ausdruck fiir die (wellenlingenunabhéngige) Anisotropie vereinfacht sich zu

(cos?0) — 1(sin*#)
(cos? ) + (sin®6)

A (Ps(cosh)) (2.24)

Betrachtet man nun eine axialsymmetrische Verteilung von Membranen, in denen die ab-
sorbierenden Molekiile, und somit auch deren Ubergangsdipolmomente, eine definierte axi-
alsymmetrische Ordnung aufweisen, so ist W () als Produkt anzusetzen:

we) = f(6)-6(0" o) (2.25)
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X

Abbildung 2.1: Darstellung der verwendeten Polarkoordinaten. Laborsystem: (x,y,z), Membran-
system: (x',y’,z'), Polarkoordinaten des Ubergangsdipolmomentes ji im Laborsystem: (6,4), Po-
larkoordinaten des Ubergangsdipolmomentes ji im Membransystem: (6”,¢"), Polarkoordinaten
des Normalenvektors 77 im Laborsystem: (6',¢")

Dabei ist f(f') die (axial symmetrische) Verteilungsfunktion der Membrannormalen 7i be-
ziiglich des Laborsystems und die Deltafunktion beschreibt die ,, Verteilung” der Ubergangs-
dipolmomente i im Membransystem. Die verwendeten Polarkoordinaten, bzw. die Bezugs-
systeme sind in Abb. 2.1 dargestellt. Alle Ubergangsdipolmomente haben aber denselben
Winkel (6) zur Membrannormalen. Um die Mittelung in Gleichung (2.24) durchzufiihren,
entwickelt man P(cos#) in Kugelflichenfunktionen:

2 ~ ~
Py(cosh) = 4?” S Yo (0, &) Yo (0, 6") (2.26)

m=—2

Es sei darauf hingewiesen, daf} 6" und @' die Kugelkoordinaten der Laborachse im System
einer Membran sind und nicht die in Abb. 2.1 eingefiihrten Kugelkoordinaten einer Mem-
brannormalen im Laborsystem #' und ¢'. Fiir die weitere Rechnung ist es aber nur von
Bedeutung, dafs | o' |=| @' |, wihrend ¢ # ¢ keine Rolle spielt.

Mit dem Produktansatz fiir die Verteilungfunktion GI1.(2.25) und dem Additionstheorem
GL.(2.26) geht der Ausdruck fiir die Anisotropie iiber in:

. Ay S f(0)-6(8" — 00) Yam (—0", @) Yam (0", ¢")dcos 'd¢'dcos 0" d " (2.27)
A [ F(0) - 5(6" = 6y)dcos 0'dg'dcos 0”d " '




2.2 Physikalische Grundlagen 15

Die Integration ist iiber alle Integrationsvariablen (6, ¢', 8” und ¢") zu verstehen. Da
Yo (0", 9") ~ ™" und [;" ™" d¢" = 0 fiir m # 0, gibt es im Zéhler nur fiir m = 0 einen
Beitrag. Dadurch taucht auch ¢', das implizit in Y5, (—6’, ¢') enthalten war, im Integranden
des Zahlers nicht mehr auf, und [ d¢’'d¢” kiirzt sich heraus. Mit Y55 = \/g P, vereinfacht
sich der Anisotropieausdruck GI.(2.27) also entsprechend:

J f(0") Po(—cos@)dcos® [6(6" — by) Po(cosf”)dcos§”
[ f(6) dcos &/ ' 166" — 6y) dcos 6"
= (Py(cos))e . Ps(cos ) (2.28)

Die Mittelung (P(cos6))y ist der Ordnungsparameter und wird mit S, abgekiirzt. Diese
Beziehung zwischen der Anisotropie und dem Polarwinkel des Ubergangsdipolmoments gilt
ganz allgemein fiir jeden definierten Chromophorzustand ¢:

ra, = Sy Py(cosb;) (2.29)

2.2.3 Makroskopische Betrachtung der Lichtausbreitung im Medi-
um

In physikalischen Experimenten ist nicht die Absorption die direkt zu beobachtende Gro-
e, vielmehr wird die Intensitdtsinderung des Lichtes nach Durchlaufen des absorbierenden
Mediums detektiert. Zunéchst sei ein isotropes Medium angenommen. Die Intensitédtsande-
rung ist proportional zur Absorptionswahrscheinlichkeit W,,,, die in Kap. 2.2.1 hergeleitet
wurde, und zur eingestrahlten Intensitéit I(z) selbst. Man setzt daher an*:

dI(z)

— ~ —2al(z 2.30

= (@) (2:30)

Der Absorptionskoeffizient « ist proportional zu W,,,. Diese gewohnliche lineare Differenti-
algleichung hat die folgende (einfache) Losung:

I(z) = I(xz=0)e?*® = I(z=0)10"%Cu (2.31)

Der letztere Ausdruck ist die Formulierung des Lambert—Beerschen Gesetzes, wobei € der
molare dekadische Extinktionskoeffizient ist, und C},; die Konzentration der absorbierenden
Materie in mol/l. Es sei erwihnt, daf zum Extinktionskoeffizienten nicht nur die Absorption
beitragen kann, sondern auch Prozesse wie (elastische und quasielastische) Lichtstreuung,
Raman—Streuung und Fluoreszenz Beitrige liefern. In der vorliegenden Arbeit ist aber neben
der Absorption nur die Lichtstreuung von Bedeutung, die anderen Beitrige sind vernach-
lassigbar klein.

Geht man nun zu einem anisotropen Medium iiber, empfielt es sich, die makroskopischen
Maxwell-Gleichungen zur Beschreibung der Lichtausbreitung zu Hilfe zu nehmen. Fiir
ein nichtmagnetisches, elektrisch neutrales und nichtleitendes Medium reduzieren sich die
Maxwell-Gleichungen auf die folgende Darstellung:

.. OH

E = —pug— 2.32
V x Mo ot ( )
.. 0E 0P
V x H = an -+ E (233)

4Aus formalen Griinden wird als Proportionalitiitsfaktor 2o angesetzt, damit die Bezeichnungen im
folgenden konsistent sind
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L. 1o =
V-E = ——V_.P (2.34)
€o
V-H = 0 (2.35)

Aus den Gleichungen (2.32) und (2.33) und P = ¢, xE ergibt sich die allgemeine Wellen-
gleichung fiir das elektrische Feld E.

. . o 1 0%E 1 O%E

Der Suszeptibilitdtstensor x ist im Hauptachsensystem stets diagonal, mit zwei identischen
Elementen, etwa x11 = x22 =: X, wenn die z—Achse die Symmetrieachse ist:

xt 0 0
X = 0 xi O (2.37)
0 0 X||

Mit dem Ansatz fiir eine ebenen Welle E = Ej ei((’z“&)’?""t), mit k + i@ wird der komplexe
Ausbreitungsvektor definiert |[Fow75|, geht die Wellengleichung in die folgende Form iiber:

- . - . — w2 — w2 —
(k +1id) x ((k+za) XE) + ?E = —ng (2.38)

Die allgemeinste Losung dieser Gleichung zu finden, d.h. fiir eine beliebige Ausbreitungs-
richtung (i.a. k-a # 0), ist offenbar nicht méglich. Aktuelle Versffentlichungen, z.B. [Coj97],
behandeln dieses Problem. Fillt die Ausbreitungsrichtung jedoch mit einer der Hauptachsen
zusammen, dann ist unter bestimmten Randbedingugnen % || &@, und das Gleichungssystem
vereinfacht sich drastisch. Sei k = (kz,0,0) und & = (g, 0,0), d.h die Ausbreitungsrichtung
ist senkrecht zur Symmetrieachse des Mediums, dann ergibt sich:

w2 w2

R - Zun (2.39)
. w? w?

—(ky +i0y)* B, + c_QEy = X E, (2.40)
, w? w?

— (kg +i0g)* E, + = E, = — 5 X E, (2.41)

Daraus ergeben sich zwei unabhéngige Losungen:

I 2 2 w® ' w? "
o 2 2 w2 / w2 "
E = (Oa 07 Ez) 3 kx — Oy = 6_2 (1 + X||) ; 2km Oy = ? X|| (243)

Im ersten Fall ist also die Welle in y—Richtung polarisiert, und der zugehorige komplexe
Brechungsindex ist durch V| = /14 X', +ix'| definiert, wihrend im zweiten Fall Polarisa-
tion in z-Richtung vorliegt, und der zugehérige Brechungsindex durch NV = /1 + X)X
festgelegt wird. Fiir eine beliebige Polarisationsrichtung in der y, z—Ebene ist die Licht-

welle als Uberlagerung von zwei ebenen Wellen zu verstehen, die einen unterschiedlichen
Brechungsindex erfahren.
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2.2.4 Die Kramers—Kronig—Relationen

Zur Formulierung eines Zusammenhangs zwischen der Frequenzabhéngigkeit des Brechungs-
index und der Absorption eines Mediums ist es zunéchst zweckmafig, die elektrische Suszep-
tibilitdt x zu betrachten [R6m94|. Fiir ein Medium, dessen Eigenschaften zeitinvariant sind,
ist eine lineare Abhingigkeit zwischen der elektrischen Polarisation P und der Feldstiirke E
anzusetzen, falls die Feldstérke nicht zu grof ist:

Pit) = =2 [ vl =) B (2.44)

Die Suszeptibilitit y;x(t —t') ist dabei eine matrixwertige Funktion. Fiir die Fourier-Trans-
formierte lautet diese Beziehung nach dem Faltungstheorem:

w) =7 Xin(w) Ex(w) (2.45)
k
Die Suszeptibilitdt muft der Kausalitdtsbedingung
X —t)=0 fir t—t' <0 (2.46)

geniigen, da P(¢) nur vom Feld E(#') in der Vergangenheit ¢’ < ¢t abhiingen kann. Dies fiihrt
dazu, daf sogar fiir komplexe z = w + i das Integral

e (2.47)

XZ_]

existiert und fiir n > 0 eine holomorphe Funktion in der oberen Halbebene darstellt. Unter
der Annahme, daf die Polarisation fiir sehr grofe Frequenzen klein wird, d.h.

lim x;;(z) =0 (2.48)

|z] =00

folgen aus dem Cauchyschen Integralsatz die Beziehungen zwischen dem Realteil ng(w) und
dem Imaginérteil x/;(w) der Suszeptibilitét x;;(w), die Kramers—Kronig—Relationen:

/ X (@)

Xij(w) = _P/ dw w]—w (2.49)
" X (<)

Xij(w) = _—P/ dw le_ " (2.50)

Der Hauptwert des Integrals ist dadurch definiert, dafs die Integration von beiden Seiten
symmetrisch an die Singularitit bei w = w' herangefiihrt wird, d.h. fiir eine beliebige Test-
funktion p(w) wére folgende Grenzwertbildung auszuwerten:

w—e ! fore) !
P/ w29 (/ dw P&y / dw’w) (2.51)
w—-w =0\ J—o W — w w+e w —w

Fiir die folgenden Betrachtungen wird die Indizierung der Suszeptibilitit unterdriickt, da die
Richtungsabhingigkeit, d.h. die tensorielle Eigenschaft, erst wieder im Zusammenhang mit
der linearen Doppelbrechung (siehe Kap. 2.2.5 ) von Bedeutung ist. Die Formulierung der
Kramers—Kronig—Relationen in den Gleichungen (2.49,2.50) ist fiir die praktische Anwen-
dung noch ungeeignet, da die Integration iiber negative Frequenzen w physikalisch keinen
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Sinn macht. Niitzt man aus, dal x*(w) = x(—w), weil die Fourier—Transformierte x(¢) eine
reelle Grofe ist, gehen die Relationen (2.49,2.50) iiber in die Form:

/ /I
X'(w) = P/ dw'™ —w2 (2.52)

2
X'(w) = “’P/ dwt X (2.53)

_w2

Der Zusammenhang von komplexem Brechungsindex N/ = n +x und Suszeptibilitit lautet:
N=1+Y+ix" & n—k’=14+x ; 2nk=x" (2.54)

Da der Realteil des Brechungsindex n(w) als Absolutwert betrachtet nur wenig mit der
Frequenz w variiert, kann man in Gleichung (2.54) n(w) = 1+ én(w) einsetzen, wobei dn(w)
als Beitrag des elektronischen Ubergangs zum Brechungsindex zu verstehen ist. Fiir ein
Medium wie die Purpurmembran erwartet man sehr kleine Werte fiir on(w) und x(w), so
daf quadratische und gemischte Terme zu vernachléssigen sind. Aus Gleichung (2.54) ergibt
sich somit in guter Naherung:

! "
n(w) = X und K(w) =

: (2.55)

Um den Zusammenhang zum Lambert-Beerschen Gesetz herzustellen, wird der Absorpti-
onskoeffizient x durch den molaren dekadischen Extinktionskoeffizienten ¢ ausgedriickt:
w 1
—k(w) = §C'M€(w) In 10 (2.56)
c

Mit w = 27v haben die Kramers-Kronig-Relationen nun die folgende Gestalt:

CM In10 C
n(v) = 27r2 / dv/ 12 (2.57)
) = & lnlO cP/ (2.58)

Zur Kontrolle sei erwéhnt, daf Gleichung (2.57) mit dem bei Kliger et al. [K1i90] verwendeten
Ausdruck iibereinstimmt. Fiir den direkten Vergleich mit dem Experiment ist noch eine
weitere Umformung sinnvoll, da stets die Absorption A als Funktion der Wellenlinge A
gemessen wurde. Durch Substitution

c A(N)
erhalt man schlieklich:
In10 A(N)
sn(x) = P / d)\’ , : 2.60
"N = g - D+ (260
on(N)
A(\) = / d)\' 5 : 2.61
9@ )\21n10 -0+ (2:61)

Beim Zusammenhang von komplexem Brechungsindex und Suszeptibilitdt in Gleichung
(2.54) war der Einfachkeit halber der normaldispersive Teil des Brechungsindex identisch
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1 gesetzt, d.h. formal wire on der Beitrag zum Brechungsindex eines absorbierenden Teil-
chens im Vakuum. Die Behandlung in einem Medium mit Brechungsindex 7 ist aber ohne
weiteres moglich. Dazu wird der Zusammenhang von Brechungsindex und Suszeptibilitit
folgendermafken modifiziert:

! 1

X X )

=2 - \2 ! -n .
“(1+dn+ic)=14+xo+x +ix =1+ 1+ +1
( ) xo+ X +ix" = (14 xo0) ( T

(2.62)

An diesem Ausdruck ist abzulesen, dak > = (1 + xq), und in der gleichen Niherung wie
oben ergibt sich

! "

X X
n(w) = 552 und k(w) = 52 (2.63)

Auf die Kramers-Kronig-Relationen hat dies jedoch keine Auswirkungen, da sich n? jeweils
herauskiirzt.

2.2.5 Lineare Doppelbrechung

In der Kristalloptik ist die Doppelbrechung ein bekanntes Phéinomen, das daherriihrt, daf
sich der Kristall elektrisch anisotrop verhilt. Die durch ein elektrisches Feld induzierte Po-
larisation ist im allgemeinen nicht parallel zu demselben. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit
einer Lichtwelle hingt von der Ausbreitungsrichtung und der Polarisation ab. Doch nicht
nur im Festkorper, sondern auch in einer (kolloidalen) Lésung (submikroskopischer Teil-
chen) kann unter bestimmten Bedingungen Doppelbrechung auftreten. Eine recht prizise
Beschreibung solcher Effekte wurde schon 1939 von Peterlin und Stuart [Pet39] gegeben.
Fiir axialsymmetrische Teilchen, die starr, homogen, nicht leitend und ungeladen sind, lei-

teten sie her:

2rC
An = ﬂ-n v (g1 — gg) SQ (264)

wobei An = n| —ng, n ist der Brechungsindex der Losung, Cy ist der Volumenanteil der
Teilchen und (g1 —g9) ist der optische Anisotropiefaktor. Die Indices 1 and 2 beziehen sich auf
die Symmetrie— bzw. Querachse. Sy, der Ordnungsparameter, oder auch Orientierungsfaktor
genannt, ist als Mittelwert des zweiten Legendre-Polynoms zu verstehen:

S, = (Py(cosv)) = 12 2(;(}?(1’;))1;((:23‘30“9 (2.65)

Dabei ist 9 der Winkel der Symmetrieachse eines Teilchens beziiglich der Orientierungsachse
(beispielsweise die Richtung eines Magnetfeldes) und f(19) die zugehérige Verteilungsfunkti-
on. Der Anisotropiefaktor (g; — g2) vereinfacht sich im Falle von diskférmigen Teilchen (Ro-
tationsellipsoide, deren Symmetrieachse a; auf einen infinitesimal kleinen Wert schrumpft;
eine verniinftige Naherung fiir flache Purpurmembranen):

2
y 2 2 1

a — g2 = (n1 - n2)

e (v = ) (n} = ) (2.66)

47 n?

wobei n; der Brechungsindex des Losungsmittels ist, ny, no sind die Brechungsindices der
Teilchen fiir parallele bzw. senkrechte Polarisation beziiglich der Symmetrieachse. Der erste
Summand in Gleichung (2.66) beriicksichtigt die intrinsische Anisotropie, d.h. eine Materi-
aleigenschaft der Teilchen, wahrend der zweite Summand die Formanisotropie beinhaltet.
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Fiihrt man 72 = (n;+ny)/2 als mittleren Brechungsindex fiir die Teilchen ein®, und verwendet

die Niherung n? ~ n?, n ~ n2, n & n,, erhilt man fiir die intrinsische Doppelbrechung

Angy, = Cy o (n1 = na) Sy (2.67)
n
und die Formdoppelbrechung
Cy =2 212
Anform _W (n - nl) SQ (268)
Im Falle von Sy = 1 ist der letztere Ausdruck identisch mit der Formel von Born und

Wolf [Bor59|, fiir eine regelmifige Anordnung von diinnen parallelen Platten bei hoher
Verdiinnung.

Um diese Formeln auf eine Probe von orientierten Purpurmembranen anwenden zu konnen,
ist noch das relative Teilchenvolumen C'y zu berechnen. Da in den Purpurmembranen die
Trimere des Proteins Bacteriorhodopsin ein zweidimensionales hexagonales Gitter bilden,
erhilt man mit der Dicke der Membran ¢, der Avogadro—Konstante N4, der Gitterkonstanten
a, der Proteinkonzentration Cy,/, (in ,weight per volume“) und dem Molekulargewicht von
bR M:

t & ﬁ a? %
3 2 M
In der intrinsischen Doppelbrechung kann ein Beitrag auftreten, der durch anisotrope Ab-
sorption der Probe (Chromophorbeitrag) bedingt ist. Fiir eine uniaxiale Probe lassen sich
die Kramers—Kronig—Relationen fiir die beiden ausgezeichneten Raumrichtungen (parallel

bzw. senkrecht zur Orientierungsachse) darstellen:

Cy (2.69)

n o0 AN
Sny(N) = éwiz P /O : _§”)((A1)+ %d)\’ (2.70)

. In10 o0 AJ_()\I)
) = g Pl G H 0

N’ (2.71)

Mit Ay — AL = 3 Agry, ergibt sich der Beitrag des Chromophors zur intrinsischen Doppel-
brechung:

Anyg(A) = (5n||(/\)—(57u(/\) =

3In10 P/OO Ag(AN)ra(X) A (2.79)
0

212 d -3 01+%)

2.3 Die Orientierung von Membranfragmenten

Eine wichtige methodische Voraussetzung fiir die Experimente dieser Arbeit war die Ori-
entierung der Purpurmembranfragmente. Einige Verfahren, die dafiir prinzipiell in Frage
kommen, sollen hier kurz vorgestellt werden.

Bei bestimmten Verfahren ist die Immobilisierung der Membranfragmente in einer Gel-
matrix erforderlich. Die Orientierung durch elektrische oder magnetische Felder kann so
auch in Abwesenheit der Felder aufrecht erhalten werden. Die Gelmatrix besteht aus ei-
nem dreidimensional vernetzten Polymergeriist und einem hohen Wasseranteil. Teilchen die

Skorrekt wiire eigentlich n? = (n? + 2n3)/3, aber die exakte physikalische Interpretation von 7 ist hier
nicht von Bedeutung
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grofer sind als die Poren der Gelmatrix werden damit effektiv immobilisiert und befinden
sich aber trotzdem in einer wissrigen Umgebung. Fiir Purpurmembranen ist ein 10% (w/v)
Polyacrylamidgel (PAA) bestens geeignet. Die spektralen und funktionellen Eigenschaften
von bR werden durch das PAA—Gel nicht beeinfluft [Dér85].

2.3.1 Mechanische Orientierung

Bei den mechanischen Verfahren zur Orientierung von Teilchen spielt die dufere Form der
Teilchen die entscheidende Rolle. Dabei unterscheidet man im wesentlichen zwischen Stib-
chen (,,rod-shaped*/prolat) und Scheibchen (,,disc—shaped*/oblat), der letzteren Klasse sind
die Fragmente der Purpurmembran zuzuordnen.

Disc—formige Teilchen werden in einem laminaren Stromungsfeld so orientiert, daf die
Normalen der Scheibchen vorzugsweise senkrecht zur Stromungsrichtung stehen. Diese Me-
thode hat aber den Nachteil, daf sie keine Immobilisierung erlaubt.

Ein klassisches Verfahren (absorbierende) Teilchen zu orientieren ist das Strecken /Dehnen
von Polymerfilmen, in die die Teilchen als Substrat eingelagert sind. Auf diese Weise
werden Polarisationsfilter hergestellt. In der Ebene des Films erfahren jedoch nur stdbchen-
formige Teilchen eine Orientierung. Disc—f6rmige Teilchen wiirden sich vorzugsweise mit den
Normalen senkrecht zur Filmebene orientieren, so daf die Filme fiir senkrecht einfallendes
Licht nahezu isotrop wéren.

Derselbe Effekt einer lamellaren Orientierung ergibt sich, wenn sich oblate Teilchen
(Membranen) auf einer ebenen Oberfliche anlagern, etwa durch Eintrocknen einer Suspen-
sion. Der Ordnungsgrad ist dabei auferordentlich hoch, der Ordnungsparameter S, liegt
fast bei dem maximalen Wert von 1. Zwar kann senkrecht zur Orientierungsachse (Norma-
le der Oberflache) optisch nicht gemessen werden, doch unter schrigem Einfall zeigt sich
Lineardichroismus. Mit diesem Verfahren wurde der Winkel des Ubergangsdipolmomen-
tes von bR im Grundzustand beziiglich der Membrannormalen abgeschitzt [Hey77,Lin89).
Der Ordnungsparameter der Membranen wurde dazu mittels Rontgendiffraktion bestimmt.
Die Lineardichroismusmessung in dieser Geometrie (Einfallswinkel # 0) weist jedoch einige
grundséatzliche Schwichen auf:

e Eine exakte formale mathematische Beschreibung ist nicht méglich®, da die Ausbrei-
tungsrichtung des Lichts nicht in einer der Hauptachsen (die Orientierungsachse oder
senkrecht dazu) liegt und somit keine exakte Losung der Wellengleichung (2.36) ange-
geben werden kann.

e Das Ergebnis héngt recht empfindlich vom (mittleren) Brechungsindex der Teilchen
ab, der fiir Purpurmembranen nur ungenau bekannt ist (n &~ 1.4 — 1.55).

e Fiir zeitaufgeloste Messungen ist die Geometrie besonders ungiinstig, weil die Pola-
risation des Anregungslichtes einen komplizierten Einfluf auf die Verteilungsfunktion
der angeregten Molekiile hat.

e In einer eingetrockneten Schicht sind pH-Wert und Ionenstirke schlecht einzustellen.

Eine weitere Methode ist das Pressen von Gelen [Abd79], in deren Poren die Membran-
fragmente immobilisiert sind. Die Membrannormalen orientieren sich dabei bevorzugt par-
allel zur Pressungsrichtung. Beziiglich der Pressungsrichtung als Orientierungsachse ergibt

6Korrekturen, die starke Absorption und lineare Doppelbrechung beriicksichtigen, werden aber in [Nor77]
behandelt
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sich also ein positiver Ordnungsparameter Ss, der nahezu 1 werden kann. Dieses Verfahren
wurde von J. Kappert im Rahmen seiner Diplomarbeit in der AG Heyn [Kap96| auf PM
angewendet und weiterentwickelt.

Gewissermafsen eine Umkehrung des unidirektionalen Pressens ist die Expansion des Gels in
die entgegengesetzte Richtung. Dies lift sich auch durch bidirektionales Pressen realisieren.
Von diesem Prinzip inspiriert, wurde in der vorliegenden Arbeit eine Methode entwickelt,
die zum selben Ergebnis fiihrt, wie das bidirektionale Pressen. Ein 10% PA A-Gel wurde zu-
néchst vollstindig ausgetrocknet und anschliefend anisotrop gequollen, d.h. Expansion
war nur in eine Raumrichtung zugelassen. Beziiglich der Expansionsrichtung als Orientie-
rungsachse ergibt sich ein negativer Ordnungsparameter S;. Zu den experimentellen Details
sei auf Kap. 3.1.3 verwiesen.

2.3.2 Orientierung im elektrischen Feld

Da Membranen héaufig permanente elektrische Dipolmomente haben, ist die Orientierung im
elektrischen Feld ein naheliegender Ansatz. Zusétzlich konnen durch das Feld auch Dipole
induziert werden, die im Falle anisotroper Polarisierbarkeit ebenfalls zu einer Ausrichtung
des Teilchens im Feld fithren konnen. Die potentielle Energie eines axialsymmetrischen Teil-
chens mit permanentem elektrischem Dipolmoment s, und den Polarisierbarkeiten entlang
der Hauptachsen aj und o, im elektrischen Feld der Stirke E betrigt [O’Ko59):

1
Upt = —f(Eint) pe E cosb, — 3 () — ar) E? cos? 0, (2.73)

wobei 6, und 6; die Winkel des permanenten Dipolmoments ;. beziehungsweise der Sym-
metrieachse des Polarisierbarkeitstensors a beziiglich der Feldstarke E sind. f(Eint) ist eine
Funktion des inneren Feldes und praktisch als Korrekturfaktor zu verstehen. Aus dem Aus-
druck ist ersichtlich, daf permanente und induzierte Dipolmomente, je nach Feldstirke E
und relativer Orientierung, entgegengesetzt wirken konnen. Grundlegende Ansétze zu dieser
Problematik, d.h. die Berechnung der zugehorigen Verteilungsfunktion bzw. des Ordnungs-
parameters, finden sich z.B. bei Shah [Sha63|.

Fiir Purpurmembranen wird schon bei relativ kleinen statischen Feldstirken (DC) (ca.
20V /em) [Kes80] eine gute Orientierung erreicht. Die Membrannormalen orientieren sich
bevorzugt in Richtung des Feldes, der Ordnungsparameter S, ist positiv und erreicht 1 im
Maximum. Die Abhéingigkeit von der Feldstirke 1aft darauf schliefen, daft der Beitrag der
permanenten Dipole fiir £ < 30 V/cm dominant ist und diese senkrecht zur Membranebene
orientiert sind. Tragen die Membranen eine Nettoladung, was i.a. auch der Fall ist, dann
wirkt auf die Membranen auch eine translatorische Kraft und es tritt Elektrophorese ein.
Durch das damit verbundene Strémungsfeld werden aber die Membrannormalen aus der
Richtung des elektrischen Feldes herausgekippt, und der Ordnungsgrad wird schlechter.
Auch mit Wechselfeldern lassen sich Purpurmembranen orientieren [Bar83|. Bei Frequenzen
von 1 bis 20 kH z erreicht der Ordnungsparameter bei etwa einer Amplitude von 300 V/cm
einen Sattigungswert. Wegen der ausreichend hohen Frequenz konnen die permanenten Di-
polmomente nicht mehr ausgerichtet werden (im zeitlichen Mittel verschwindet das zuge-
horige Drehmoment) und nur das induzierte Dipolmoment liefert einen Beitrag. Die Mem-
brannormalen orientieren sich bevorzugt senkrecht zur Richtung des Feldes, d.h. es ist nur
die Komponente der Polarisierbarkeit wirksam, die in der Membranebene liegt (o). Der
Ordnungsparameter Ss ist negativ und bestenfalls -0.5. Elektrophorese sollte bei Wechsel-
feldern nicht auftreten.
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Eine Komplikation bei der Anwendung von elektrischen Feldern ist aber immer die Elek-
trolyse, d.h. an den Elektroden entsteht Wasserstoff—, bzw. Sauerstoffgas. Darunter leidet
die optische Qualitéit der Probe (Inhomogenitét, Streuzentren), und die Immobilisierung in
einem PAA-Gel ist sehr schwierig, da Sauerstoff die Polymerisation verhindert.

2.3.3 Magnetische Orientierung

Da in der vorliegenden Arbeit diese Methode zur Herstellung der meisten Proben einge-
setzt wurde, soll hier etwas griindlicher darauf eingegangen werden. Die Orientierung von
Purpurmembranen in einem magnetischen Feld beruht auf der anisotropen diamagnetischen
Suszeptibilitidt, permanente magnetische Momente sind zu vernachlissigen. Es wird von der
idealisierten Annahme ausgegangen, daf die Membranen vollstindig eben sind. Der ma-
gnetische Suszeptibilitdtstensor x™ hat im Hauptachsensystem die gleiche Gestalt wie die
elektrische Suszeptibilitit (siehe G1.(2.37)). Im Membransystem ist das Magnetfeld durch

. cos ¢ sin 6
H = H | sin¢gsind (2.74)
cos 6

definiert. Das induzierte magnetische Moment ist somit
X' cos ¢sin @

M = x"H = H/| x"singsinf (2.75)
i cosf

Mit Ax™ = X[ — xT ist das Drehmoment, das auf M wirkt

—sin ¢
D = Mx H = H*Ax™sinfcosf | cos¢ (2.76)
0

und die potentielle Energie einer ebenen Membran im Magnetfeld betragt:

w/2 _, N
U = /9 D@)-df = —%mem cos? (2.77)

Im thermischen Gleichgewicht ergibt sich fiir ein Ensemble von Membranen gleicher Fléche
und homogener Suszeptibilitdt als Verteilungsfunktion:

f6) = (273)
2m [y e~ 7 sinfdf

Es hat sich gezeigt, dafs fiir Purpurmembranen die zur Membrannormalen parallele Kompo-
nente der magnetischen Suszeptibilitdt x|/ groker ist als die senkrechte Komponente x". Die
Membranen orientieren sich daher bevorzugt mit den Normalen parallel zur Richtung des
magnetischen Feldes, und der Ordnungsparameter Sy, = [ Py(cos @) f(f)dcos@ ist positiv.
Da es sich um induzierte Dipole handelt, die ausgerichtet werden, sind selbst bei perfekter
Orientierung, also S, = 1, die beiden unterschiedlichen Oberfichen statistisch zur Richtung
des Magnetfeldes verteilt. Das Vorzeichen vom Magnetfeld H geht nicht in die potentielle
Energie ein (G1.(2.77)), und fiir die Verteilungsfunktion gilt f(#) = f(7m — ). Fiir optische
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Messungen bedeutet dies jedoch keine Einschriankung, da auch die Wellengleichung invari-
ant unter Spiegelungen ist.

Lewis et al. [Lew85] haben durch Messung der linearen Doppelbrechung in Abhéngigkeit von
der Magnetfeldstérke die Anisotropie der Suszeptibilitdat pro bR-Molekiil Ax7" . bestimmt.
Es wurde angenommen, daf nur das Protein selbst, genauer die Peptidbindungen der trans-
membranen Alpha—Helices, den mafgeblichen Beitrag liefert. Der Wert von Ay . hingt
aber empfindlich von der Grokenverteilung der Membranen ab. Eine eventuelle Kriimmung
der Membranen wurde jedoch nicht in Betracht gezogen. Die gemessene Temperaturabhén-
gigkeit konnte im Rahmen des Modellansatzes nicht erklirt werden.

Von Dresselhaus [Dre88| wurde beobachtet, daf die Doppelbrechung und somit die Orien-
tierung im M—Zustand um etwa 10% kleiner ist als im bR-Grundzustand. Ob dies die Folge
einer Strukturéinderung ist, d.h. Ax™  #ndert sich beim Ubergang bR — M, oder durch
eine Formédnderung der Purpurmembran (z.B. eine Kriimmung) hervorgerufen wird, scheint
aber unklar. Ungenauigkeiten in der Normierung kénnen ebenfalls nicht ausgeschlossen wer-
den.

Im Gegensatz zur Orientierung im elektrischen Feld, sind fiir die magnetische Orientierung
enorm grofe Feldstérken (mindestens 10T) notig. Solche Feldstérken werden u.a. in supra-
leitenden Magneten erzeugt, die normalerweise fiir Kernspinresonanz—FExperimente verwen-
det werden. Da diese Gerite fiir das Orientieren von Proben nur begrenzt zugénglich sein
konnen, ergeben sich gewisse Einschrankungen: Die Proben sind nicht in beliebiger Zahl ver-
fiigbar, und ein systematisches Durchtesten von verschiedenen Parametern, wie z.B. Puffer—
und Salzkonzentration, ist kaum maglich.

Dagegen sind als Vorteile anzufiihren, dak die Immobilisierung im PAA-Gel relativ unpro-
blematisch ist, und vor allem die optische Qualitdt (Homogenitdt) sehr viel besser ist als
bei elektrisch orientierten Proben.



