Kapitel 2

Methoden

2.1 Das Modell

Das Ziel dieser Arbeit erfordert die Beschreibung eines Molekiils unter dem EinfluB eines
elektromagnetischen Feldes bzw. eines Laserpulses. Wir wahlen dazu die semiklassische
Beschreibung der Wechselwirkung von Materie und Licht. Dabei soll das Molekiil selbst
quantenmechanisch und das elektromagnetische Feld klassisch beschrieben werden. Im
Sinne einer selbstkonsistenten Beschreibung beginnen wir zunachst mit einer knappen
Darstellung der theoretischen Grundlagen, auf denen wir spater aufbauen werden (siehe
[55, 56, 57, 58]).

Betrachten wir zunachst ein Molekiil, welches aus Ng Atomkernen und Ng Elektro-

nen besteht. Die Atomkerne haben die Kernladungszahlen 7, ..., Zy, und die Massen

K
My, ..., My, die Elektronen entsprechend — e und m,. Die Kernkoordinaten werden mit
Ry, ..., Ry, (kurz R), die Elektronenkoordinaten mit ry, ..., ry, (kurz r) bezeichnet. Der

nichtrelativistische Hamilton-Operator fiir ein Molekiil 1aB8t sich in die Terme

~ mol ~el ~ nuk ~ el,nuk ~ el,el ~ nuk,nuk

H =T +T +V ' +V 4V (2.1)

zerlegen. Die einzelnen Terme sind in Sl-Einheiten durch
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2 dmeg k=1 1#k ||Rk - Rl“

gegeben. Dieser Hamilton-Operator ist zeitunabhdngig. Spater wollen wir jedoch den
EinfluB eines elektromagnetischen Feldes auf ein Molekiil untersuchen, wodurch der totale

Hamilton-Operator dann explizit zeitabhangig wird

~ tot ~ mol ~_mol,las

H ¢H)=H +W " () . (2.7)

mol,las
Den Operator der Wechselwirkung zwischen Laserfeld und Molekiil W (t) wer-
den wir erst spater genauer festlegen. Im Moment sei nur gesagt, daB er der einzige

zeitabhangige Anteil des totalen Hamilton-Operators ist.

Im Rahmen der Quantenmechanik wird ein Molekiil durch die zeitunabhingige
Schroédinger-Gleichung

~ mol

H

\Ijmol> _ pmol ‘\Ijmol> (2.8)

beschrieben. Da der Wechselwirkungs-Operator explizit zeitabhdngig ist, wahlen wir zur
Beschreibung des vollstandigen Systems die zeitabhéingige Schriodinger-Gleichung;:

zh— ‘\Iij' >:At°t ‘\me' ) (2.9)
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Zeitabhangige Wellenfunktionen werden mit ~ gekennzeichnet.

In dieser Arbeit geht es methodisch zu einem groBen Teil darum, diese beiden Glei-
chungen zu [6sen. Bei den Gleichungen handelt es sich allerdings um Vielteilchenpro-
bleme, die wir nicht direkt I6sen konnen. Deswegen werden wir zu deren Losung einige
Naherungen machen miissen, die in diesem Kapitel beschrieben werden. Wir werden

dabei parallel die zeitunabhdngige Schrodinger-Gleichung fiir das isolierte Molekiil mit
~ ~ mol

H=H und die zeitabhangige Schrodinger-Gleichung fiir das vollstandige System
. tot
mit I = H (t) betrachten.

2.1.1 Kerne und Elektronen

Im folgenden wenden wir ein allgemeines Verfahren an, um obige mehrdimensionale Dif-
ferentialgleichungen in ein gekoppeltes System von Differentialgleichungen geringerer
Dimensionalitat zu iiberfiihren. Dieses Verfahren wird standardmaBig bei der quanten-
mechanischen Beschreibung von Kernen und Elektronen eingesetzt und entkoppelt die

Kernfreiheitsgrade von den elektronischen Freiheitsgraden.

Hierzu definieren wir einen Teil des Hamilton-Operators als elektronischen Hamilton-
Operator.

~ tot ~ el ~ el,el ~el,nuk .~ nuk ~ nuk,nuk ~_mol,las

H =T +V ' +V +T  +V +W (t) (2.10)

[\ J/

el

H =

Der zeitunabhangige elektronische Hamilton-Operator enthalt, neben den rein elektroni-
schen Anteilen, auch die Wechselwirkung der Elektronen mit den Kernen. Die zugehorige
zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung lautet

I:Iel

v ER)) = E(R)

vmR) (2.11)
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- el
DaH® reell ist, kann man folgendes fordern. ‘¢§I(£§E)> sollen diejenigen reellen Losun-

gen sein, deren Norm hinsichtlich der Integration iiber r gleich Eins ist:

v (;R) = ¢¢ (1 R) (2.12)

(R ER) =0 - (2.13)

Die elektronischen Zustande hangen parametrisch von den Freiheitsgraden der Kerne
ab. Es muB also fiir jede Anordnung der Kerne das Eigenwertproblem gelést werden.
Daher sind auch die elektronischen Eigenenergien ES'(E) von den Freiheitsgraden der
Kerne abhangig. Wie noch veranschaulicht wird, heiBen die so erhaltenen elektronischen

Zustande adiabatische Zustande.

Mit Methoden zur Losung dieser zeitunabhangigen Gleichungen beschéftigt sich die
Elektronenstruktur-Theorie (Quantenchemie). In dieser Arbeit wird hingegen nicht weiter
auf die Losung dieser Gleichungen eingegangen. Wir setzen daher im folgenden voraus,
daB die Losungen fiir die elektronischen Energien Efl(ﬂ) bereits bekannt sind, sei es
durch Riickschliisse auf eine Messung im Experiment oder durch eine quantenchemische
Rechnung.

Mit diesem Wissen machen wir nun den folgenden, allgemeinen Ansatz fiir die zei-

tunabhangige bzw. zeitabhangige Wellenfunktion:

o) -3

el

ue) e

Vi), (214)

‘\Ifm°|(t)> _ Z

el

v e

k)., (2.15)

wobei die Funktionen ‘¢§,I> die Gleichung (2.11) erfiillen. In der zweiten Gleichung haben
wir die Zeitabhangigkeit 0.B.d.A. mit in die Kernwellenfunktion genommen. Die iibliche
Technik besteht nun darin, diesen Ansatz in Gleichung (2.8) bzw. (2.9) einzusetzen.



2.1 Das Modell 11

gmol > wnuk> _ I:Im0| [ e,|>

¢2uk> n [Tnuk+vnuk,nuk] [

zp““k>] (2.16)

?)ol)

w!;“k(t)>] —H () [Z

e

ue) e

wzuk(t>>]
@53”"(1?)>] (2.17)
v e &2“k<t>>]

Gehen wir nun zur Ortsraumdarstellung iiber, so ergeben sich weitere Vereinfachungen.

k,nuk
Die Wechselwirkung zwischen den Kernen ist lokal, womit der Operator v,

Ortsdarstellung rein multiplikativ ist. Wir kdnnen daher ein Potential definieren, das aus
der Summe der Wechselwirkungsenergien der Kerne und dem Mittelwert der Energie der
Elektronen im Quantenzustand e zusammengesetzt ist

~_mit ~ nuk,nuk

W, (R =EIR)+V T (R) . (2.18)

e

Die Projektion von Gleichung (2.16) bzw. (2.17) auf

gekoppelten Differentialgleichungen fiir die nuklearen Kernwellenfunktionen:

1/)§|> fihrt auf ein System aus

Emol wnuk( R) = (2.19)
m't( wnuk +Z T wnuk( ) ,
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i hﬁ &““k(R t) = (2.20)
(R KR, 1) ) +2 T (R) g (R, 1)
+3 WIS (@R, 1) kR, 1)

~ nuk Il . . ..
Die Kopplungselemente T::,l (R) und V\/'m0 aS(R, t) schreiben sich als Integrale iiber

die elektronischen Freiheitsgrade r.

TR) = <1/)§'(£;E)‘ "k el R>>£ (2.21)
e WENCEIS W"‘°"'as<t>\ v E)>r (222)

Der Operator Tze, wirkt also nicht nur auf ¢/"UK(R), sondern auch auf ¢'¢/(r; R), da die
elektronische Wellenfunktion parametrisch von den Kernkoordinaten abhangt. Schreiben

. ~nuk nuk . - .
wir T, in der Ortsdarstellung, so kénnen wir T, (R) weiter charakterisieren. Die

ee’

nuk
Diagonalelemente von Tee, (R) sind dann (e = ¢)

~ nuk

T.. (R)= (2.23)
N,
~ B | & < | |> 0 < 1| 2° |>
R D Iy ¢ K I
kz:; 2M, | OR?2 4 8Rk v r OR; v OR; v r
Die Kopplungselemente sind die Nicht-Diagonalelemente (e # ¢’)
~ nuk
T, (R)= (2.24)
N,
S el| O e|> 9 < el e|>
a kz_; 2 M, [ <1/’ R, ¥ OR;, ve aR2 v r
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~ nuk
Die Diagonalelemente T:eu konnen wir noch vereinfachen. Differenzieren wir beide Sei-
ten der Gleichung (2.13), so erhalten wir die Gleichungen:

[ v @) =0 (2.25)
k

und

mit

wW? (R) = (2.26)

I 2
2Mk/dr@/)e|rR Qwe' r;R) Zsz/ ( w'rm)

Die Dlagonalelemente und Nicht-Diagonalelemente des Wechselwirkungs-Operators wer-

den weiter unten genauer betrachtet.

Damit ergeben sich die gekoppelten Gleichungen fiir die Kernwellenfunktionen im
Ortsraum:

Emol ynuk () — [— (Z I a—2> WM R) + W it(E)] SRR

2M), OR;
+ ZT””k ) k(R (2.27)
’;ée
bzw.
nd KR = |- %h—Qa—Z +WER) + WM R) | oMK(R, 1)
ot e T “~ 2Mj, OR; ¢ ¢ L T
+ Y T, "% (R) FUK(R, 1) (2.28)
’7&8

~_mol,| _
+ Y W R KR
e/
Wir haben damit die mehrdimensionalen Differentialgleichungen (2.8) und (2.9) in ein
gekoppeltes System von Differentialgleichungen geringerer Dimensionalitat iiberfiihrt.
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Neben der kinetischen Energie der Kerne im eigentlichen Sinn tritt zusatzlich die po-

. ., Mit . . . . .
tentielle Energie W’Lm (R) auf. Sie stellt eine kleine Korrektur zur potentiellen Energie
~ mit
w (R) dar.

e

Wir konnen jetzt die sogenannten adiabatischen Potentiale definieren:

VP®) =W R) - W R) (2.20)

e e

2.1.2 Adiabatische Ndherung

nuk
ee’

(R)
zu vernachldssigen. Dadurch erhalten wir im Fall der stationdren Schrédinger-Gleichung

Die adiabatische Naherung besteht nun darin, die kinetischen Kopplungen T

entkoppelte Gleichungen fiir die adiabatischen Kernwellenfunktionen ¢?UK(R). Im Fall
der zeitabhangigen Schrodinger-Gleichung erhalten wir Gleichungen, die dann nur noch

durch den Wechselwirkungs-Operator gekoppelt sind.

Wir definieren den zeitunabhdngigen adiabatischen Hamilton-Operator als

Nk 2 2
.~ adb h 0 - adb
H = — g — —— | +V R) . 2.30

~ adb
Dieser bestimmt die Dynamik der Kerne auf den adiabatischen Potentialflachen V: (R).

~_mol |
Diese Naherung bedeutet insbesondere fiir we as(t) = 0, daB das System nach der

Praparation eines bestimmten elektronischen Zustands ‘w§|> in diesem bleibt und daB

keine elektronischen Ubergénge in andere Zustande auftreten.
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2.1.3 Zwei-Korper-Problem

In dieser Arbeit beschaftigen wir uns ausschlieBlich mit Systemen, die genau zwei Kerne
enthalten. Im folgenden beschranken wir uns daher auf N = 2, so daB der adiabatische

Hamilton-Operator in der Ortsdarstellung

L A
°©  2M; 9R? 2M, OR2

lautet. Damit ergibt sich folgende zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung

- adb
+ VPR, R) (2.31)

EMol KRy, R,) = (2.32)
12 2
A _
oM, ~ R 20,

~ adb
AR, + V. (R1,R») ¢QUk(R1,R2)

und entsprechend

o _
o PMUK(Ry Ry, t) = (2.33)
1i? h? . adb B
_ Ap — A VT (R, R nuk(R, R,. ¢
o7 AR, g A, VIR R)| R R

- mol,| _
"‘Z szo as(Rl,Rmt) T/JSUk(Rl,Rmt)

Die Wellenfunktion wird natiirlich in jedem Fall von den Koordinaten beider Kerne

abhdngen, so daB das zu I6sende Eigenwertproblem recht kompliziert aussieht. In dem
hier betrachteten Fall hangt das adiabatische Potential deb(Rl, R;) nur vom Abstand
r = |R; — Ry| ab, der Wechselwirkungs-Operator VV:;OH
r = R; — Ry. Es liegt also nahe, Relativ- und Schwerpunktkoordinaten einzufiihren.

as .
dagegen vom Relativvektor

1

r = R —Ry=(x,y,2) (2.35)
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Mit
M, M
M= ¥ o,

wird die Gesamtmasse bzw. die reduzierte Masse bezeichnet. Die Kernwellenfunktion

M =M +M, (2.36)

[3Bt sich nun in den Koordinaten r und R formulieren

SRy, Ry) = ¢MKR, (r, R), Ro(r, R)] = 9K (r, R). (2.37)

Wenn wir auch die Laplace-Operatoren in Gleichung (2.32) auf die neuen Koordinaten

transformieren, erhalten wir

EM k(e R) = (2.38)
2 12
2

Da die auf die Koordinaten r und R wirkenden Differentialoperatoren getrennt auftreten,

Ar + V2P | dnvke, R).

brauchen wir nicht erst einen allgemeinen Ansatz wie in Gleichung (2.14) zu machen,

sondern es bietet sich gleich der Separationsansatz

MK, R) = .(R) 9, (x) (2.39)
bzw.
_ ~nuk _
DMUKRyL Ry ) =0, (0 R 1) = 3. (R, 1) (1, 1) (2.40)

an. Dieser fiihrt jeweils auf die beiden Gleichungen:

h? K? n?
KR = 2 ap a®) )
2 152 2 -

(Bret =20 ) v = (5, 24 ¥2%0) v e

. J . S
' '

Ee = Hrel__

e .
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bzw.

D R _

¢ h’a Soe(Ra t) - _m A]_:{ (pe(Ra t) (243)
L0 - h? - adb -

ing G0 = (=5 ar+VIP0)) ditr) (2.44)

~ 1 _
+ 3 W () dalr.t)

el

Schwerpunkt- und Relativbewegung sind damit vollstandig entkoppelt. Die Schwerpunkt-
bewegung entspricht der eines freien Teilchens, wobei die Wellenzahl K iiber A K = P
mit dem Schwerpunktimpuls verkniipft. Das verbleibende, effektive Ein-Teilchen-Problem

(2.42) beinhaltet die Bewegung eines Teilchens der Masse o unter dem EinfluB des

. ~ adb A Ll .
Potentials V: (r) und gegebenenfalls auch WZ;,O as(r, t), wobei der Ortsvektor des

Teilchens durch die Relativkoordinate r gegeben ist. Die Energie des Teilchens betragt
E..

2.1.4 Kugelkoordinaten

Fiir die Bewegung eines Teilchens im dreidimensionalen Ortsraum bietet sich auf Grund

_ i ) ~adb - adb _
der Kugelsymmetrie des Hamilton-Operators bzw. des Potentials V, = V_ (r) eine

Beschreibung in Kugelkoordinaten (7, ©r, ¢r) an. Der Hamilton-Operator in kartesischen
Koordinaten

~ rel h? ~ adb
Hze (.’L‘, Y, Z) = _ﬂ Ar + Vj (7") (245)

3Bt sich mit Hilfe der Transformation

x = r sin(Or) cos(¢r)
y = r sin(Or) sin(¢r) (2.46)

z = 1 cos(Or)
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mit 7 > 0 und dem Laplace-Operator

10 0 1 -
Ar = ﬁa <T2 E) + A@r7¢r Llnd A@r7¢r = _WLZ (247)
in Kugelkoordinaten schreiben
- rel h?1 0 0 1 . ~ adb
H __ 2T (2L L2+V ) 2.4
e (Ta @ra d)r) 2/~L r2 ar (T 8T> + 2/“”2 + e (T) ( 8)
Dabei ist L2 das Quadrat des Drehimpuls-Operators mit
- 0? 1 0 1 0?
L?=-p : 2.49
(a@% T an(©r)20r | sin(Or) a¢§.) (2.49)

Im Hinblick auf die spater noch explizit einzufiihrende zeitabhangige Wechselwirkung

- Ll . . . ~ rel
Wy as(r, Or, ¢r, t), die die Kugelsymmetrie des Hamilton-Operators Hze (r, Or, ¢r)

aufhebt, machen wir an dieser Stelle jedoch nicht den einfachen Separationsansatz

ee’

Vs (t) = Re g (r) Y500(Or, 0r) (2.50)

sondern den allgemein giiltigen Ansatz

Yo(r) = Z Z M Y;m(Or, 0r) . (2.51)

-~ ad
Wir betrachten also nicht den einfachen Fall V? (r), sondern ein Potential mit der
allgemeineren Symmetrie \7(7", Or, ¢r). Dabei sind die Funktionen Y,/ (Or, ¢r) die
bekannten Eigenfunktionen zu L2 oder auch Kugelflichenfunktionen.
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L%(Or, ¢r) Yiu(Or, ¢r) = H2J(J +1) Y 10(Or, 6r) (2.52)

¢..s(7) ist die radiale Wellenfunktion. Mit diesem Ansatz kommen wir zu den gekop-

pelten Gleichungssystemen

h? 0*> RJ(J+1
Eerm ¢e,J,M(T) = {—@w + %] gbe’J,M(T) (2.53)

+ Zve,J,M;e,J’,M’(r) Goyrar (1)

J' M

. 2 RIJ+1)] -
Zh& ¢e,J,M(7"7t) - {_ﬂw‘i‘w} ¢e,J,M(T7t) (254)

+ Z Ve rarer . (T) ée,]’,M’ (r,1)

JI’MI

+ Z We,J,M;e’,J’,M’ (r,1) g)e’,J’,M’ (r,1)
e, J M’

Den Term h2J(J + 1)/(2ur?) bezeichnet man als Zentrifugalbarriere. Die Kopplungs-
elemente werden als Matrixelemente der Potentialfunktion zwischen zwei Kugelflachen-
funktionen berechnet:

Vet anr) = [ A2 Y5 (Or,68) V.5, 0r.66) Yo (Or.66) . (259)

~_mol,las

We,J,M;eI,JI,MI(T, t) = / d Y5 (Or, ¢r) W, " (r,Or, ¢r,t) Yy 0 (Or, ér)
(2.56)

Diese Integrale lassen sich relativ einfach berechnen, wenn das Potential und die Wech-
selwirkung gleichfalls in der Form von Kugelflachenfunktionen vorliegen. Die Integrale
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iiber drei Kugelflaichenfunktionen lassen sich dann mit Hilfe von tabellierten Clebsch-
Gordan-Koeffizienten berechnen. Weiter unten, bei der expliziten Behandlung der Wech-

selwirkung eines zweiatomigen Molekiils mit einem Laserfeld, werden wir darauf stoBen.

Ein besonders einfacher Fall liegt natiirlich dann vor, wenn es sich bei Ve(r, Or, ¢r)

: . . . <adb
wieder um das radialsymmetrische Potential V: (r) handelt. Wegen der Orthonorma-

litat der Kugelflachenfunktionen

T 27
// A2 Y50 (Or, ¢r) Y ar (Or, ér) = 07,5 00,0 (2.57)
0 0

entkoppeln in diesem Fall die Gleichungen (2.53):

W92 RJ(J+1) . adb
Bt 00) = |—g g+ i V0| 6 L s9)
=
H. ;)=

¢, 7(r)/r in (2.58) ist identisch mit R, ;(r) in (2.50); beim H-Atom R, ;(r) genannt.
Wir haben hier den eindimensionalen relativen Hamilton-Operator I:IZeJ(r) definiert,
der von den Quantenzahlen e und J abhangig ist. Der zugehorige dreidimensionalen
Hamilton-Operator lautete ﬂzd(r, Or, ¢r) (2.48). Hier waren die Quantenzahlen noch
nicht vollstandig festgelegt. Fiir jedes Paar Quantenzahlen e, J muB nur eine radiale
Schrédinger-Gleichung fiir ¢, ;(r) im effektiven Potential

~ eff ~.adb K2 1
vy = vy 4 UL

gelost werden. Die Struktur des effektiven Potentials weicht in der Regel durchaus dra-

i (2.59)

stisch von der des wahren Potentials ab, was zu einer Reihe von interessanten Effekten

fiihrt. Einige dieser Effekte werden in dieser Arbeit noch untersucht werden.

Warum tritt nun in der radialen Schrédinger-Gleichung (2.58) die Quantenzahl M
nicht mehr auf ? Wenn man ein Potential V,(r, Or, ¢r) nach Kugelflichenfunktionen



2.1 Das Modell 21

entwickelt, treten im allgemeinen Summen iiber J und M auf. Wegen der Kugelsym-
. -~ adb oty - :
metrie von V: (r) enthalt eine solche Entwicklung aber nur den Term Y, (Or, ér),

also weder eine Summe iiber .J noch M. Allerdings enthlt das Potential \A/':,J(r) neben

~ adb
V2 noch den J abhangigen Zentrifugalterm, so daB gbe’J(r) zwar von .J, nicht aber

e

von M abhangt.

Die Gleichung (2.58) liefert fiir negative Energien E, ; < 0 diskrete Lésungen und

fir positive Energien E, ; > 0 kontinuierliche Losungen, wobei der Energienullpunkt

~adb

durch lim,,, V_, (r) = 0 gegeben ist. Die Lésungen werden im diskreten Fall durch

e
die Quantenzahlen e,v,J und im kontinuierlichen Fall durch e, k,J klassifiziert. Bei
einer allgemeineren Beschreibung werden wir nicht zwischen v und & unterscheiden,
sondern n verwenden. Die Losungen zu den diskreten Energien nennen wir auch Ro--
Vibrationszustande . SchlieBlich erhalten wir die Gleichungen, die im Rahmen dieser

Arbeit noch zu l6sen sind.

h? 0% . eff
Ee,n,J d)e,n,J(r) = T 5, 9.2 + Ve,J(T) d)e,n,J(r)
j“ or (2.60)
A F
= He,](r) ¢e,n,](r)
-
t h’& ¢e,J,M(T7 t) =
h? 0% . eff _
s+ Veo )] G0 (261

+ Z We,J,M;e’,J’,M’(T7t) ¢e',J',M'(7"at)
e, J' M’
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Die entsprechende drei-dimensionale zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung lautet dann

rel

Ee,n,f we,n,J,M(r) = I:Ie (I‘) we,n,J,M(r) (262)
mit

qse,n,J(r)
T

Vemsm(T) = Yim(Or, or) - (2.63)

2.2 Losung des zeitunabhingigen Modells

Ziel in diesem Abschnitt ist es, die Eigenwerte und Eigenfunktionen der stationdren
Schrédinger-Gleichung (2.62) zu berechnen. Da die Lésungen von ganz unterschiedlicher
Natur sind, je nachdem, ob die Energie E, , ; negativ oder positiv ist, unterscheiden wir
im folgenden zwischen gebundenen und positiven Zustinden. Wir miissen daher erst
einen Energienullpunkt festlegen.

Das Potential deb(r) soll im Rahmen der adiabatischen Naherung die gegenseitige
Wechselwirkung zweier Atome beschreiben. Wir kdnnen uns daher schon jetzt das prin-
zipielle Verhalten eines solchen Potentials klarmachen. Kommen sich die beiden Atome
sehr nahe, so wird die gegenseitige AbstoBung immer groBer und deb wird divergieren.

Entfernen sie sich dagegen immer weiter voneinander, so werden sie sich nicht mehr

~ adb
beeinflussen. Vj wird daher folgende Asymptotik haben:

~ adb ~ adb
ViPr=0) =00 ; lim Vo (r) = konstant . (2.64)

r—00

Wenn wir also im Bezug auf einen elektronischen Zustand e von negativen bzw. po-

. . . . . . . ~ adb
sitiven Energien E., ; reden, so ist das immer im Vergleich zu lim, ,,, V_ (r) zu

~

sehen. Das Verhalten fiir lim, ,o, V, (r) mit e = 0 wird zur Definition des absoluten

Energienullpunktes verwendet werden.
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2.2.1 Gebundene Zustinde

Fiir ein radialsymmetrisches Potential lassen sich die gebundenen Losungen zu (2.62)

in Ortsdarstellung als ein Produkt aus einer radialen und einer Kugelflachenfunktion
schreiben (siehe GI.(2.63))

e, (T) = ¢TJ(7~)

Yim(Or, ¢r) - (2.65)
Dabei ist ¢, , ;(r) durch die stationdre radiale Schrodinger-Gleichung (2.60) bestimmt,
wobei diese Gleichung wegen der Transformation (2.46) nur fiir nicht-negative Werte von
r definiert ist. AuBerdem sollen die physikalisch sinnvollen Randbedingungen nge’U’J(r =
0) =0 und lim, , ¢, , ;(r) = 0 erfiillt sein [55].

e,v,J

Um die Gleichung (2.60) fiir negative Energien zu I3sen, berechnen wir fiir jede Kom-
bination der Quantenzahlen e, v, J die diskreten Eigenwerte E., ; und die zugehorigen
radialen Eigenfunktionen ¢, ;(r), und zwar mit Hilfe einer Fourier-Gitter Methode aus
[58].

Die gebundenen Eigenfunktionen ¢, ;(r) spannen den Losungsraum der Gleichung
(2.60) fiir negative Energien auf. Mit der Normierung der radialen Eigenfunktionen auf

1 und der Orthonormalitat der Kugelflachenfunktionen gilt:

Gesan e ®) = [ Vi@ oans)
= G buar [ sl) Goslr) dr (260

= (56,6’ 51},1}’ 6J,J’ (5M,M’

~ eff
Wir beriicksichtigen keine Spineffekte, und das effektive Potential V:,J(r) wird in den
zu betrachtenden Fallen reell sein. Daher kann die Phase der Wellenfunktion ¢, , ;(7)
immer so gewahlt werden, daB ¢, ;(r) ebenfalls reell ist.
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2.2.2 Ungebundene Zustinde

Ganz andere Verhaltnisse herrschen bei positiven Energien. Zu jeder Energie E,; ; > 0
gibt es Losungen der Schrodinger-Gleichung. Asymptotisch bleiben die Eigenfunktionen
zwar beschrankt, aber sie verschwinden nicht; sie beschreiben ungebundene Zustande im

~ eff
Potential V:J(r).

: ; : - eff : ,
Nehmen wir zundchst einmal an, V_ ;(r) bestehe nur aus der Zentrifugalbarriere aus

Gleichung (2.59), d.h., wir betrachten ein freies Teilchen im drei-dimensionalen Raum

~ adb : .
mit V: (r) = 0. Fiir diesen Fall 138t sich die Ldsung der radialen Gleichung (2.60)
sofort angeben [56]:

Go,s(r) =krjs(kr) . (2.67)

js(kr) ist die sphirische Bessel-Funktion, die z.B in [56] definiert ist. Wichtig ist
hier ihr asymptotisches Verhalten, welches auf ¢, ,(r) iibertragen, eine Sinusfunktion
ergibt:

. . Jm
rlggo G .y (r) = sin (kr - 7) : (2.68)

~.adb . : o : :
Wir betrachten nun Potentiale V: (r), die kurzreichweitig sind. Das heiBt an dieser
~ adb . . . .
Stelle, daB V? (r) fiir r — oo schneller gegen null geht als die Zentrifugalbarriere. Wir

~ adb .
kénnen diese Annahme machen, da wir spater fiir Vj (r) ein Morsepotential ansetzen
werden, welches exponentiell mit r gegen null geht. Damit wird die Lésung der Gleichung
(2.60), zumindest asymptotisch, die gleiche Form haben wie die fiir das freie Teilchen
(2.67).

lim ¢, ;(r) ocsin (kr _Jr + 5J) (2.69)



2.2 Losung des zeitunabhangigen Modells 25

0y ist die asymptotische Phasenverschiebung gegeniiber der “freien Welle". Diese Pha-
senverschiebung gibt bei jeder Energie E,; ; > 0 an, um wieviel die Welle der “phy-
sikalischen” Ldsung ¢, ;(r) im AuBenbereich gegeniiber der Losung der freien Glei-

. : . . . ~adb :
chung verschoben ist. Der kurzreichweitige EinfluB des Potentials V: (r) macht sich
bei groBen Abstanden nur anhand dieser GroBe in der Wellenfunktion bemerkbar. Bei
der Beschreibung von Streuprozessen bestimmen solchen Phasen die beobachtbaren Wir-

kungsquerschnitte. Sie werden daher auch Streuphasen genannt.

Die Randbedingungen der ungebundenen Losungen sind damit natiirlich anders als

bei den gebundenen:

J
Geps(r=0)=0 und lim ¢, ,(r) o sin (kr 2Ty 5J> : (2.70)

r—00 2

Berechnung

Wir berechnen die ungebundenen Ldésungen &, ,(r) numerisch, d.h., durch Integra-
tion der Gleichung (2.60). Dies stellt ein Anfangswertproblem dar. Wir starten da-
bei im klassisch verbotenen Bereich r ~ 0 mit den Werten ¢, ,(r ~ 0) ~ 0 und
%d)e’kﬁj(r ~ 0) &~ 0 und integrieren mit einer Methode wie der von Runge-Kutta bis
in den asymptotischen Bereich r — oco. Damit erhalten wir eine reelle, zu ¢, ;(r)

proportionale Wellenfunktion und deren Ableitung =

konstgbe’k’J(r) : konst¢;,k”,(r) ) (2.71)

Gleichen wir diese Funktionen im asymptotischen Bereich an sin (k r— % + 5J) bzw. an
k cos (kr — ZF +6;) an, so erhalten wir ¢, , ;(r) und die Streuphase 6. Wir normieren

damit die Amplitude der Wellenfunktion im asymptotischen Bereich auf 1.

Auch fiir ungebundene Losungen der stationaren Schrodinger-Gleichung gilt, daB
Lésungen zu verschiedenen asymptotischen Wellenzahlen k', k zueinander orthogonal
sind. Da die ungebundenen Wellenfunktionen nicht quadratintegrabel sind, kann man
ihnen aber keine endliche Norm zuordnen. Es bietet sich nun an, die ungebundene
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Wellenfunktionen so zu normieren, daB das Skalarprodukt zweier Zustdande einer Del-
tafunktion entspricht. Allgemein gilt fiir eine radiale Wellenfunktion der Asymptotik
lim, o @(r) = sin (kr + 0) die Gleichung [56]:

S(k—k) . (2.72)

o

/ " dr g () onlr) =

Daher gilt auch

[o¢] . 7_(_
| bissr) sl = 5 80— ) (2.73)
Die Kontinuumszustande
4 1 Gy s(7)
Vet (r) = (2n)P T ’k;aj Ysm(Or, ¢r) (2.74)

lassen sich nun auf verschiedene Weise normieren, wir werden sie wie folgt normieren
[59]:

<¢e,k,J,M(r)|7/)e',k',J',M'(r)> = /w;‘,k,J,M(r) we’,k’,J’,M’(r) d’r

41)? 1 .
= o g dar s [ G0 b lr)
1
= ﬁ (5(]{7 - I{jl) 58,6’ 5J,Jl 5M,M’ . (275)

Die drei-dimensionale Wellenfunktion 1, , ; ,,(r) hat die Dimension [=7mrs]| = [,
wahrend ¢, ;. ;(r) die Dimension |17 ] =[] hat.

2.2.3 Streuzustinde

Die mathematischen Ldsungen zu (2.60) mit E,;; > 0 sind entartet. Genauer: k ist
ein Vektor, und fiir jede Richtung von k gibt es eine Lésung zur Energie E, ; ;. Um die



2.2 Losung des zeitunabhangigen Modells 27

Losung eindeutig zu machen, miissen wir daher noch eine Randbedingung formulieren,

die die freien Zustande erfiillen mussen.

In unseren spateren Berechnungen werden wir Anfangszustinde wahlen, die freie
Lésungen zu (2.60) sind. Um nun den Bezug zu einem physikalischen Experiment her-
zustellen, werden wir annehmen, daB die beiden Atome unseres zweiatomigen Molekiils
aneinander streuen. Das heit: wir behandeln ein relatives Streuproblem zweier Atome
und beschreiben dieses Problem nur durch den relativen Verbindungsvektor r (Zwei-
Korper-Problem). Solange wir die Gleichung (2.60) betrachten, also einen stationadren
Hamilton-Operator, wird diese Streuung elastisch sein. Die Forderung, die man tiiblicher-
weise bei einem solchen Experiment macht, ist, daB sich die komplette Streulosung aus
einer einlaufenden ebenen Welle mit dem Wellenzahlvektor k und einer auslaufenden Ku-
gelwelle mit winkelabhangiger Amplitude zusammensetzt [57]. Durch diese “physikalisch

sinnvolle” Forderung wird nun die Losung von (2.60) eindeutig.

Das einfallende Teilchen sollte eigentlich als Wellenpaket und nicht als ebene Welle
beschrieben werden. Dieses Paket 138t sich jedoch stets als Uberlagerung von ebenen
Wellen mit einer passenden Amplitudenfunktion W (k) darstellen:

2
/d3]{7 \I](k)ei(kr—w(k)t) ; w(k) _ h2_k
1

(2.76)
Es geniigt daher, die Streuung einer ebenen Welle zu berechnen. Natiirlich ware auch
die konsequente Beschreibung des Streuvorgangs mit Wellenpaketen moglich, gestaltet
sich mathematisch jedoch etwas miihsamer. Die ebene Welle hat dagegen den Vorteil,
daB sie ein Energieeigenzustand mit scharfer Energie bzw. scharfem |k| ist, wobei sich

die Energie bei einer elastischen Streuung auch nicht andert.

Die asymptotische Randbedingung fiihrt zu dem folgenden asymptotischen Ansatz
fiir die Streuwelle:

lim xg () = Gy (r) + 6,(r) (2.77)

7—00
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mit der ebenen Welle ¢ (r), die am Streuzentrum die Streuwelle ¢,(r) erzeugt. Fiir die

Streuwelle ¢,(r) gilt dann die Asymptotik

lim 6,(r) = £(©) S (2.78)

wobei man f(O) als Streuamplitude bezeichnet. Es 148t sich nun zeigen [57], daB
genau folgende Entwicklung die geforderte Randbedingung (2.77) erfiillt:

r

W | 7 s Pe (r) .,
Xe,k(r) - (27)3/2 ke ZZ i etdr b Y (O 9x) Yo (Or, ér)
J M

(2.79)

Die Zustande Xe,k(r) werden wir im folgenden als Streuzustande bezeichnen und spater
als Anfangszustand in unseren Rechnungen verwenden. Der Streuzustand Xek(r) ist
also eine Uberlagerung aus Partialwellen gleicher Energie E = hWk2/(2p). Mit dem
Grenziibergang lim, ., bzw. mit dem Wort asymptotisch i,st hier kr > J gemeint,
was sich zundchst wegen der unendlichen Summe iiber .J schwer realisieren 3Bt (siehe

unten).

Unter der Voraussetzung, daB k parallel zur z-Achse liegt, d.h., daB die ebene Welle
in z-Richtung einlduft, vereinfacht sich der Ausdruck (2.79) wegen [59]

2J +1
47

YO = 0,0y ) = dnm0 (2.80)

ZUu

1 1 Y
Xeykz(r) = (271')3/2 E zj: iJ vV 47T(2J—|— ].) e“S‘] qsyk’TJ(r) YJ’O((_')r, d)r) . (281)

Allerdings hatten wir die z-Achse schon in Abschnitt 2.3 durch die Polarisationsrichtung
des elektrischen Feldes festgelegt, so daB wir Gleichung (2.81) nur dann verwenden
diirfen, wenn die Polarisationsrichtung und das Molekiil dieselbe Ausrichtung haben.
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Die einzige Unbekannte in (2.79) ist die Losungsfunktion ¢, , ;(r) (Partialwel-
le) der radialen Gleichung (2.60), die wir ja, wie bereits erwdhnt, numerisch berech-
nen werden. Damit ist das Streuproblem der stationdren Schrédinger-Gleichung (2.62)
vollstandig geldst.

Es sieht nun allerdings so aus, als ob wir unendlich viele Partialwellen ¢, , ;(r) mit
J € [0, 00| zu bestimmen haben. Dann lieBe sich aber auch die geforderte asymptotische
Randbedingung fiir £ > J nie erfiillen. Man kann sich allerdings klarmachen, daB
bei einem kurzreichweitigen Potential wie V:db(r) nur die niedrigsten Quantenzahlen
J beachtet werden miissen [57]. Klassisch kann keine Streuung stattfinden, wenn der
StoBparameter groBer ist als die effektive Reichweite des Potentials. Sei namlich R die
effektive Reichweite des Potentials, so kann man auf Grund des Korrespondenzprinzips
fordern:

1
JS\/J(J+1)SﬁRON/Q,U/Ee,k,J:kRO . (282)

Wir diirfen daher erwarten, daB die Summen liber .J und M bei einer maximalen Dre-

himpulsquantenzahl Jmax von der GréBenordnung k R, abgebrochen werden kdnnen.

Man bezeichnet den Beitrag zu J = 0 als s-Streuung, den zu J =1 als p-Streuung
usw. Nach (2.82) erwarten wir fiir kleine Teilchenenergien bei sehr kurzreichweitigen

Potentialen reine s-Streuung mit einem kugelsymmetrischen Wirkungsquerschnitt.

2.3 Der Wechselwirkungs-Operator

Wir wollen jetzt den EinfluB einer elektromagnetischen ebenen bzw. monochromatischen
Welle auf unser Molekiil untersuchen. Wie schon erwdhnt, wahlen wir dazu die semi-
klassische Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Materie und Licht. Dabei soll
das Molekiil selbst quantenmechanisch (s.0.) und das elektromagnetische Feld klassisch
beschrieben werden. Eine komplette Beschreibung des Wechselwirkungs-Operators zwi-
schen Feld und Materie findet sich in [60].
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Gehen wir noch einmal zum Anfang der Beschreibung eines Molekiils zuriick 2.1. Wir
verwenden jetzt wieder das kartesische Koordinatensystem, nur daB die Ausbreitungsrich-
tung der elektromagnetischen Welle jetzt die y-Richtung e, vorgibt. Auch wollen wir nicht
mehr zwischen dem Ortsoperator der Elektronen r und dem der Kerne R unterscheiden,
sondern allgemein den Ortsoperator eines Teilchens 7 im Molekiil durch R; ausdriicken.

Die Ladung des einzelnen Teilchen wird mit ¢; bezeichnet, die Masse mit m;.

Betrachten wir eine elektromagnetische ebene Welle mit dem Wellenzahlvektor k||e,
und der Winkelfrequenz w, = c|k| = ck. Klassisch beschreibt man das elektromagneti-

Abbildung 2.1: Darstellung des elektrischen Feldvektors E(r,t) und des magnetischen

Feldvektors B(r,t) einer elektromagnetischen ebenen Welle mit dem Wellenzahlvektor k.

sche Feld am Ort r mit Hilfe des skalaren Potentials U(r,t) und des Vektorpotentials
A (r,t), die zusammen das elektrische Feld E(r, t) und das Magnetfeld B(r, t) definieren:

E(r,t) = — </, U(r,t) — %A(r,t) , B(r,t) =<7 X A(r,t) . (2.83)

Die Wahl der Potentiale ist nicht eindeutig und hangt von der gewahlten Eichung ab. Wir
arbeiten auf die sogenannte semiklassische Dipolnaherung hin und werden die Potentiale
so wahlen, daB wir unser Ergebnis in einer fiir die spatere Anwendung giinstigen Form
erhalten.
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Ar,t) = ezgwi [sin(ky — wyt) + sin(wyt) | (2.84)
U(r,t) = —z& cos(wpt) (2.85)

Aus diesen beiden Potentialen ergibt sich unser elektromagnetisches Feld:

E(r,t) = e, & cos(ky — wyt) (2.86)
B(r,t) = e, B cos(ky —wpt) . (2.87)
Dabei gilt
£ wp
— =P _ 2.
B= % = °C (2.88)

mit der Lichtgeschwindigkeit c.

Quantenmechanisch beschreibt man ein physikalisches System aus geladenen Teil-
chen in einem elektromagnetischen Feld durch einen Hamilton-Operator, dessen kineti-
sche Energie mit den kinetischen Impulsen p,;, = p — qA(r,t) definiert ist, wihrend
die potentielle Energie VmOI = Vel'nUk + Vel'el + VnUk'nUk zusatzlich das skalare Po-
tential U(r,t) enthilt. Dabei sind U und A Operatoren, die man erhdlt, wenn man die
klassischen Koordinaten x,y, z durch die entsprechenden Ortsoperatoren ersetzt. Fiir
ein System aus N Teilchen der Ladung ¢; und der Masse m; hat der Hamiltonoperator,

unter EinschluB des Wechselwirkungsanteils zwischen Feld und Teilchen, dann die Form

- tot 1 s A P a v - mol
HO (1))=Y { [f)i — G ARLY| +UR ) — = SiB(Ri,t)} +v™

2 m;
=1

(2.89)

Der letzte Term unter der Summe beschreibt die Wechselwirkung zwischen dem magne-
tischen Moment S; eines Teilchens i und dem oszillierenden Magnetfeld B(R;, t). Diese
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Form des Hamilton-Operators enthalt allerdings nicht den Anteil des freien elektroma-
gnetischen Feldes, so daB es in unserem Modell keine spontane Emission geben wird, bei

der ein angeregtes Atom in Abwesenheit eines duBeren Feldes ein Photon abstrahlt.

Wenn wir nun das Quadrat in Gleichung (2.89) auflgsen, sollten wir daran denken,
daB der Impuls p, nicht immer mit Funktionen von R; vertauscht. Das ist in unseren Fall
allerdings nicht nétig, da A(R;,t) parallel zu e, ist und damit nur die z-Komponente von
p, zu dem Produkt aus p; und A(R;,t) beitragt; nun kommutiert die z-Komponente
e.p; mit der y-Komponente eyf{i, die als einzige in A(f{i,t) auftritt. Wir kdnnen daher

schreiben

~ tot ~ mol ~.mol,las

0o =H" +W () (2.90)

mit dem Wechselwirkungs-Operator

W (t) = (2.91)

~ ~

N 2
Qi . = FREPNEPN q; ~ 9 N
E ——p,AR;,t) — —S,B(R;,t) + —[A(R;, )" + U (R;, ¢
{ mipl ( ) m; ( ) 2mi[ ( ))” + aU( )}

Die ersten beiden Terme des Wechselwirkungs-Operators hingen linear von A(R;,t) ab,
wahrend der dritte quadratisch von A(Rz,t) abhangt. Bei gewdhnlichen Lichtquellen,
wie sie in dieser Arbeit auftreten, sind die Intensitaten hinreichend klein, so dal wir den
[A(R;, )]2-Term gegeniiber den A(R;,t)-Termen vernachlassigen werden. AuBerdem
haben bei unserer Beschreibung des Molekiils die einzelnen Teilchen keinen Spin, so daB

wir auch den Term

N

N qz ~ N A

W, (t) := E e S, B(R;, t) (2.92)
i=1 b

gegeniiber
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N
~ q . . ~ A
=1 ¢

vernachlassigen werden. Diese Vernachlassigung kann man aber auch quantitativ recht-
fertigen, wenn wir die GroBenordnung der beiden Terme vergleichen. éz wird von der
GroBenordnung 7 und B(R;,t) von der GroBenordnung B = & k /w, sein.

W, (t)  hEkjw, hk k2w

W, () pElw, p  pA

(2.94)

Nach der Unscharferelation ist die Lange hi/p hochstens von atomarer Dimension (= 1
Angstrom = ay). Dagegen werden die Wellenldngen der in dieser Arbeit verwendeten
Laserpulse sehr viel gréBer sein

ao
W) A (2:%9)

N
S 4 . ~ A
W,(t) = > — - DiAR;Y) (2.96)
=1 '
N ' 1
- Z _% Pui € o [sin(ky —wpt) +sin(wyt) | + U (R, 1) (2.97)
i1 7 p

Unter der Bedingung

ky ~ % <1 (2.98)

bietet sich an, die Sinusfunktion nach Potenzen von k£ y zu entwickeln.
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sin(ky — wyt) = sin(ky) cos(wyt) — cos(ky) sin(wpyt) (2.99)
k3y3 ) k2y2
= cos(wpt) (ky Y + - > — sin(wy?) (1 ~ 5 + - >

In erster Ordnung kdnnen wir damit schreiben

N

() =) aUR:st) =) —ge.RiE cos(wyt) . (2.100)

i=1 i=1

de(t) ist der Wechselwirkungs-Operator in der sogenannten semiklassischen Dipolnahe-
rung. Die Ndherung besteht nun darin, daB man erstens im Wechselwirkungs-Operator
(2.91) alle Terme bis auf W ,(t) fiir kleine Intensitdten vernachlissigt und zweitens die
Entwicklung (2.99) fiir %> < 1 nach der ersten Ordnung abbricht. Das bedeutet, wir ver-

nachlassigen die Ortsabhangigkeit der elektromagnetischen Welle. In allen Berechnungen

“ Il ~ d
werden wir immer die semiklassische Dipolndherung we as(75) ~W p(t) verwenden.
~.dp A, > A,
W " (t) = — € e, cos(wyt) i = — & cos(wyt) fi (2.101)
Dabei definieren wir den Dipoloperator als
. N Nk Ng
fi=> GRi=) R+ (—e)r; . (2.102)
i=1 1=1 1=1

Kerne Elektronen

Der Hauptbeitrag zum Wechselwirkungs-Operator entsteht also durch die potentielle
Energie des elektrischen Dipolmoments im elektrischen Feld der elektromagnetischen
Welle.

In unseren Rechnungen treten nun bestimmte Matrixelemente dieses Wechselwirk-
ungs-Operators auf. Es fangt an mit Gleichung (2.22)
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- Ll ~d -~ d
W (R, t) ~ WO (R, 1) = <ws'(z; R) \w "(t)\ v (z;5>> . (2109)
r
Wenn wir jetzt fiir e = €' nur liber die stationaren elektronischen Freiheitsgrade r in-
tegrieren, wobei wir die Ladungsbeitrage der Kerne als Punktladung beriicksichtigen, so
erhalten wir das permanente Dipolmoment fiir eine gegebene, aber feste Kernkonfigura-

tion YPUK(R, 1) zur Zeit ¢

o ®) = (VSR i

vwR)) (2.104)

Ng

= YR <1/)§|(£; R) > () wfl(z;ﬂ)>

Bei e # ¢’ handelt es sich um das Ubergangsdipolmoment

fiew(R) = (8 (xR) |

e (r; E)> (2.105)

r
vom elektronischen Zustand wsl(gﬂ) in den Zustand weel(g;ﬂ). Diese Dipolmomente

bzw. Ubergangsdipolmomente sind jetzt noch zu bestimmen.

Betrachten wir wieder ein zweiatomiges Molekiil. Es leuchtet ein, daB f. . (R) nur
vom Abstandsvektor der beiden Kerne bzw. der Relativkoordinate r abhangen kann,
d.h., flee = jiee(r). Fiir die Ausrichtung von i, . (r) miissen wir zwischen e = ¢’ und
e # €' unterscheiden. Das Dipolmoment eines heteronuklearen zweiatomigen Molekiils
hat immer die Ausrichtung der Molekiilachse r||/Z.(r). Dagegen kdnnen die Ubergangs-
dipolmomente eines zweiatomigen Molekiils sowohl parallel r||fZ . (r) als auch senkrecht

rl ji. e (r) zur Molekiilachse ausgerichtet sein.

Transformation des Wechselwirkungs-Operators auf Relativ- und Schwerpunktkoor-
~d
dinaten fiihrt auf die Matrixelemente W, (r,t) aus Gleichung (2.44)

e,e’

(r,t) = — € cos(wyt) Fee(r) . (2.106)
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Wenn wir noch iiber die Kernfreiheitsgrade von Gleichung (2.104) mitteln bzw. integrie-
ren, so erhalten wir den Wert, der experimentell als Dipolmoment gemessen wird. Mit der
Messung bzw. Berechnung dieses Dipolmoments werden wir uns jedoch nicht befassen,
sondern werden an gegebener Stelle auf vorhandene Daten fiir ji, . (r) zuriickgreifen.

Unsere elektromagnetische Welle wird keine ebene Welle sein, sondern ein Laserpuls,

wobei wir fiir die elektrische Feldkomponente den Ansatz
E(t) cos(wpt) = &, g,(t) cos(wyt) (2.107)

vorgegeben. fp ist die maximale Feldamplitude und soll entlang der z-Richtung polari-
siert sein, d.h., der Laserpuls legt die z-Richtung unseres Modells fest. w, steht fiir die
Laserfrequenz und g¢,(t) ist die Einhiillende des Pulses. In dieser Arbeit verwenden wir
die Pulsform [61]

t
g,(t) = sin® (%) L 0<t<2T, (2.108)
p

mit einer Pulsdauer von 2T),. Diese Pulsform dhnelt der eines GauBpulses mit einer vollen
Halbwertsbreite (FWHM) von T, bietet aber den Vorteil eines definierten Anfangs- und
Endzeitpunktes.

Wir werden in dieser Arbeit nur Falle behandeln, bei denen r||f, . (r) gilt. Damit

lautet unser Wechselwirkungsoperator in semiklassischer Dipolnaherung

> WS,EI(I‘J) = —fiew(r) Et) =Y —pew(r) E(t)cos(Or) . (2.109)

Or ist der Winkel zwischen der z-Achse bzw. fp und dem Dipolmoment i, . (7). Dabei

. 5.d . .- . .
wirkt We,E’ (r,t) auf die nukleare Wellenfunktion 1), (r, ¢) im elektronischen Zustand ¢'.

2.4 Losung des zeitabhingigen Modells

2.4.1 Numerische Losung

In 2.2 haben wir uns mit der Losung der dreidimensionalen (2.62) bzw. eindimensio-
nalen (2.60) stationdren Schrddinger-Gleichung befaBt. Betrachten wir nun zusatzlich
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die Wirkung eines zeitabhangigen Laserpulses (2.91), so haben wir die zeitabhangige
Schrddinger Gleichung (2.44) (3D)

~ rel

J - - _
t h’a we(r7t) = e (I') we(r7t)+z ee! (I‘, )we’(r7t) (2110)
bzw. (2.61) (1D)
L0 B2 0% eff _
5 s t) = | =52 V0] G0
+ Z We,J,M;e’,J’,M’(rﬂ t) Qge’,J’,M’(ht)
e, J' M’

zu losen.

. . . : . oeff . :
Da es sich wieder um das radialsymmetrische Potential V_ ;(r) handelt, wird die
Kopplung der einzelnen Radialwellen bzw. der elektronischen Zustande nur durch den

zeitabhangigen Wechselwirkungsoperator

~_mol,las ~.dp

W, (r,t) ® W, (r, 1) = —pieer(r) E(t) cos(Or) (2.111)

bestimmt. Der einzige winkelabhdngige Anteil ist also cos(Or), der sich auch als Kugel-
flachenfunktion schreiben 3Bt

Y10(Or, dr) = ,/% cos(Or) . (2.112)

Das sich aus (2.56) ergebende Integral ist bereits gelSst (siehe z.B. [59]):
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T 27

SJ,M;J’M’ = / df2 Y’}M @r,¢r) COS(@r) Y M’(®I‘7¢I‘)
0

2w

= /d@r sin(Or) /d¢rY§,M(@r,¢r) cos(Or) Yy a(Or, ¢r)
0

0

(J=M)T+M)
(20 — 1)(2] 1) /O

(J-—M+1)(J+M+1)
(2J+1)(2J +3)

+ Orr—10mm - (2.113)

Il
««

Man bezeichnet S 7.5 als Honl-London-Faktoren [62]. Sie sind die Matrixelemente
der Richtungs-Cosinuse in der Darstellung der Kugelflachenfunktionen. Setzen wir nun
den Wechselwirkungs-Operator W87J,M;e,,J,’M,(T, t) (2.56) in die Gleichung (2.61) ein,

so erhalten wir

0 - W92 eff, ] -
1 ha ¢e,J,M(T7 t) = {_EW + Ve’J(T):| ¢6,J,M(7n7 t) (2114)

— EW) Y pee(r) D Ssaraar Ger (Tt
4 J’

Damit haben wir ein System aus zeitabhdngigen, gekoppelten, eindimensionalen Diffe-
rentialgleichungen zu |6sen. DaBl die Summe iiber M wegfillt, ergibt sich physikalisch
dadurch, daB wir linear polarisiertes Licht verwenden, d.h., £(t) dndert seine Ausrichtung
nicht mit der Zeit.

Neben der Losung des Eigenwertproblems (2.60) ist die numerische Lésung der ge-
koppelten Differentialgleichungen (2.114) die eigentliche rechentechnische Aufgabe in
dieser Arbeit.

Operator-Aufspaltung

Nehmen wir an, unser Anfangszustand sei eine Streuwelle in der Art (2.79) bzw.
allgemein eine Linearkombination iiber J und M, dann haben wir die einzelnen Partial-
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wellen gz;&J,M(r, t) zum Zeitpunkt t = 0 gegeben. Unser Ziel ist es, die Wellenfunktionen

Ge s (Tt > 0) fiir Zeiten groBer als null zu berechnen bzw. zu propagieren. Praktisch

haben wir das wie folgt durchgefiihrt.

Wir fassen zunachst die Partialwellen gz_SeJ,M(r, t), d.h. alle, die wir beriicksichtigen

wollen, in einem Vektor zusammen:

é(r, t) = a)e,J,M(Ta t)

Die Matrixdarstellung unseres Hamilton-Operators

h2 02 ~ eff
_ﬂ w + Ve,](r) - g(t) ze,: :U’e,el (T) zj; SJ7M§=],M

zerlegen wir in zwei Matrizen: Eine diagonale Matrix

_R 9
24 Or2 0
T = _n2 o
= 0 2p Or2 0
0

und eine nichtdiagonale Matrix

e, T, M =M —

e=0,J,M;e=0,J M |e=0,J,M;e =1,J" M

(2.115)

(2.116)

(2.117)

V=e Ml | e=1,J,Mie=0J,M|e=1,J,Me=1J, M
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mit den Elementen

~ eff

Ve,J(T) - g(t)/ie@l (T)SJ,M;JIM/ . (2]_]_8)
Man beachte, daB3 i eine Blockmatrix aus tridiagonalen Blocken ist. Die einzelnen
Kastchen sind tridiagonale Matrizen mit den Indizes .J, M, J', M'. Dabei sind die Kastchen
auf der Diagonalen jeweils einem elektronischen Zustand zugeordnet, wahrend die ande-
ren die Kopplungen zwischen den elektronischen Zustanden beschreiben.

: : . : 0
Der Zeitentwicklungs-Operator fiir zeitlich konstante Hamilton-Operatoren H ' lau-
tet:

.t ~0

exp{—z - H } . (2.119)

Fiir hinreichend kleine Zeitschritte At kdnnen wir den Operator £(¢) und damit den
gesamten Hamilton-Operator ndherungsweise als konstant ansehen. Die Zeitentwicklung
der Wellenfunktion @, ;,(r,t > 0) wahrend der Zeit A¢ ist dann in dritter Ordnung
durch die Entwicklung

O(r,t + At) = exp {_i%g} o(r,t) + O(At)® (2.120)

gegeben. So einen Schritt um At nennt man auch Propagationsschritt bzw. Propagation
der Wellenfunktion ¢ (r,t).

Um nun diese Entwicklung zu berechnen, benutzen wir die Technik der Operator-
Aufspaltung (englisch: split operator) [63, 64].

3t + At) = (2.121)
At . At ~ At -
exp {—12—52} exp {—zftg} exp {—22—52} B(r,t)
+ O(AY)?

Zur Berechnung der ersten und dritten Exponentialfunktion bzw. des Operators der
kinetischen Energie benutzen wir FFT Techniken, wie sie in [65] beschrieben werden.
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Um die zweite Exponentialfunktion B = exp{—i%i} zu berechnen, benutzen wir
wiederum die Technik der Operator-Aufspaltung.
At . eff At At - eff
B =exp {—iﬁVzJ(r)é} exp {—z? E(t)ﬁ} exp {—iﬁVzJ(r)é} + O(At)?

(2.122)

1 ist die Einheitsmatrix und p ist die nichtdiagonale Matrix mit den Elementen 1, ./ (1) S a0,
die auf der Diagonalen verschwinden. Die einzige zeitabhangige GroBe £(1) ist ein Skalar.

Wir diagonalisieren nun numerisch die Matrix p. Dies ist allerdings nur einmal erforder-

lich, da p ja zeitunabhangig ist. Damit ist es m_iiglich, die zweite Exponentialfunktion in

B wie folgt zu berechnen:

At

U exp{—z? E(t) gD} ur . (2.123)

Dabei ist die Diagonalmatrix p” durch die unitire Transformation p” = U" u U

=

gegeben.

Im Prinzip ist es damit moglich, das Problem (2.114) vollstandig zu l6sen. In der
Praxis ergeben sich allerdings numerische Schwierigkeiten, da die Dimension der auftre-
tenden Matrizen sehr groB ist. Wir haben daher noch folgende Naherung gemacht. Wir
haben im Vektor (2.115) niemals alle Partialwellen ¢, ,,,(r,t) fiir .J und M beriick-
sichtigt, sondern nur maximal drei Partialwellen. Das heiBt, bei einem elektronischen
Ubergang von €' nach e haben wir die drei Partialwellen ¢’,.J’ = J + 1, M’ = M und
e, J, M propagiert. Wenn wir nun die Drehimpulsquantenzahlen .J € [0;200] beriick-
sichtigen wollen, so haben wir 200 mal nacheinander eine derartige Propagation fiir
verschiedenen J durchgefiihrt. Das bedeutet, daB nur direkte Kopplungen in der Summe
(2.116) beriicksichtigt werden (J’ = J 4 1). Dies ist fiir kleine Wechselwirkungen sicher
eine gute Ndherung. Eine andere mogliche Naherung ist, den Wechselwirkungs-Operator
storungstheoretisch zu behandeln.
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2.4.2 Storungstheorie

Wie im vorherigen Abschnitt ist es auch jetzt wieder das Ziel, die zeitabhangige Schrédinger-
Gleichung (2.44)

Adp _

PR ) = () )+ 3 W dulet) (2120
zu I6sen. Basierend auf der Arbeit von Machholm et al. [44] wahlen wir aber jetzt den
Weg iiber die zeitabhadngige Storungstheorie. Dazu erweitern wir den dort beschriebenen
eindimensionalen Ansatz auf drei Dimensionen. Zunichst entwickeln wir ¢, (r,t) nach
Eigenzustdnden der zeitunabhdngigen Schrddinger-Gleichung (2.62), die wir ja schon in
Abschnitt 2.2 gelost haben

~ rel

He (I‘) we,n,J,M(r) = Ee,n,J,M ¢e’n,J’M(r) . (2125)

- ; ~ el e : . : :
Die Eigenzustinde zu H, (r) sind fiir verschiedene M eigentlich entartet, so daB wir
auch E,,, ; schreiben konnten. Die Entwicklung

17/)8 i Z Oe/ n,J', M’( ) eXp( ZEe ! J M t/h) e, J’, M,(I‘) (2126)

J',M!

wird dann in die zeitabhdngige Schrodinger-Gleichung eingesetzt und auf den Eigenzu-
stand ¢, ,, ; y/(r) exp (=i E,n s t/h) projiziert. Wir erhalten ein gekoppeltes System

aus Integro-Differential-Gleichungen

i hee Copyn(t) = (2.127)

ot
Z Zﬁ Y Wewaseararan(€) exp (e parem i t) Co gran (£) -

J',M'
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Dabei beschreibt

~

dp
We,n,J,M;e’,n’,J’,M’ (t) = <¢e,n,J,M(r)

W, (r,1) ‘ Y (r)> (2.128)

r

die Matrixelemente des Stdroperators fiir einen Ubergang von Vet o o (r) Mach b, 5o (r),
und Wepn gare ot = (EBengm — Ee g ar) /B beschreibt die zugehdrige Bohr-
Frequenz. Man beachte den Unterschied zwischen We’LM;e,J,’M, (r,t) (2.56) und We’nyJ’M;e,’n,J,,M, (t).

Die Néiherung der zeitabhangigen Stérungstheorie erster Ordnung fiir schwache Storun-

Ll
gen Wmo as( t) driickt sich darin aus, daB sich der Anfangszustand nicht dndert bzw.

zeitunabhangig ist. Fiir die Entwicklungskoeffizienten auf der rechten Seite von Glei-
chung (2.127) bedeutet das, C,, ., ji yp(t > 0) = Cy vy 3y (t = 0). Diese Naherung
kann sicher nur dann gemacht werden, wenn die iiber die gesamte Zeitdauer integrierte
Wechselwirkungsenergie klein gegeniiber der Gesamtenergie des Systems ist. Das bedeu-
tet, fiir alle Kombinationen von e, n,.JJ, M und €', n’, J', M’ muB gelten:

27T, .
/ dt We,n,J,M;e’,n’,J’,M’ (t)‘ << |Ee’,n’,J’,M’ * 2 Tp| . (2129)
0

Durch diese Naherung wird obiges System entkoppelt, was die Losung natiirlich erheb-
lich erleichtert, und wir erhalten eine Differentialgleichung zur Berechnung eines jeden
Koeffizienten.

% Coprar(t) Z i JZA;’ (2.130)

1
_% <7~/)e,n,J,M (I')

7~/)e’,n’,J’,M’ (I')>
. i
X SIII2 <2—]})> C’el’nl’leMl (t = 0)

X [exp(z Q—el_,n,J,M;e’,n’,J’,M’ t) + eXp(i Qe_,n,J,M;e’,n’,J’,M’ t) ]

—

/je,e’ (T) &Ep

Dabei haben wir den Ausdruck (2.109) des Wechselwirkungsoperators und die Form des
Laserpulses (2.108) eingesetzt. Die in der Exponentialfunktion auftauchende Differenz
aus Laserfrequenz und Bohr-Frequenz bezeichnen wir als Verstimmung des Lasers

E - E ! ! ! !
+ L e,n,J,M e n' ,J M
Qean,J,M;e’,n’,J’,M’ T :twp + A . (2131)
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Die Differentialgleichung (2.130) 148t sich iiber die Pulsdauer 2T}, integrieren.

Coiir(2T,) Z i > (2.132)

J',M!

T . .
o <we,n,J,M<r> fieo(r) €,

X C’n’J’M’(tZO)
X [G(QZn,J,M;e’,n’,J’,M’TP) + G(Qe_,n,J,M;e’,n’,J’,M’Tp)]

we’,n’,J’,M’ (I')>

Fir Zeiten t > 27T, sind die Koeffizienten C, , ;,, stationdr. Die komplexe Funktion
G(Qi:,n,J,M;e’,n’,J’,M’TP) ist die Fourier-Transformierte der sin’-Pulsform und entspricht
dem Spektrum des Laserpulses. Die Resonanzbedingung fiir einen Ubergang vom An-
fangszustand i = €', n/, J', M' zum Endzustand f = e,n,J, M mit der Laserfrequenz
w, ist genau dann erfiillt, wenn Qj[Z = 0 ist. An dieser Stelle wird |G(Q T,)? =1 ma-
ximal. Dabei erfiillt €27, = 0 die Resonanzbedingung fir die Absorption eines Photons
mit F; < Ej, entsprechend Q}; = 0 bei der stimulierten Emission mit E; > E;. Wir
nennen G(Q]i{;iTp) Resonanzfunktion:

1 2Ty 7t £
+ _ .9 of t
G(QfﬂTp) = E dt Sin (2—7_,1)) e
Z2Qf sz _ 1
- . (2.133)
29?;1'7}»[( f;z'Tp/ﬂ-)2 —1]

An dieser Stelle kann man die verschiedenen gebundenen oder freien Anfangs- bzw. End-
zustande der Form (2.65), (2.74) und (2.79) in Gleichung (2.132) einsetzen. Fiir den
Anfangszustand bedeutet das, man muB die Koeffizienten C, , ;i 1 (t = 0) entspre-
chend wahlen. Insgesamt hat man folgende Optionen: Anfangs- bzw. Endzustand ist
gebunden /frei, Absorption/Emission eines Photons. Wir werden das jetzt fiir drei Fille

explizit durchfiihren.

Zuerst definieren wir die radialen Matrixelemente der Dipolfunktion fiir einen Uber-
gang von ¢ nach f:
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o0

= [ dr 60) 1) 6,0r) (2.134)

0
Dieses Integral wird spater numerisch berechnet werden. Das Quadrat von jiy,; bezeich-
net man allgemein als Franck-Condon-Faktor des entsprechenden Ubergangs. In [66]

werden Eigenschaften dieser Faktoren fiir Uberginge (gebunden<—frei) diskutiert.

Photoassoziation

Betrachten wir zuerst den ProzeB der Photoassoziation, d.h. den Ubergang von einer
Streuwelle der Form (2.79) in einen gebundenen Zustand (2.65) durch stimulierte Emis-
sion. Einsetzen dieser Zustédnde in Gleichung (2.132) fiihrt auf die Entwicklungskoeffizi-
enten des gebundenen Zustandes am Ende des Laserpulses.

4 E,T, 1
Cown(2Ty) = T (2n)32 20 ke (2.135)
« 3 {Z»J: e Y4 11 (O, i)

e J' M’

+
X SJ,M;leM’ /'L87U7J§e,7ke’7=], G(QB,U,J,M;QI,]CE/,J’,M’Tp) }

Dabei haben wir die Resonanzbedingung ausgenutzt und fiir stimulierte Emission G/(Q,, ; 11,00 1., 7 ar 1)
vernachlassigt. Diese Naherung gilt fiir den Fall, daB der Laserpuls lang gegeniiber der
Bohr-Frequenz ist (27, > 1/w;;) [55].

Photoinduzierte Beschleunigung

Entsprechend wird der ProzeB der photoinduzierten Beschleunigung behandelt. Das heiBt,
bei demselben Anfangszustand betrachten wir den Ubergang in eine bestimmte freie Par-
tialwelle (2.74) durch Absorption eines Photons.

(4m)? ET, 1
Corn(2T,) = ~& ;hp k. k. (2.136)
X Z {ijl eié‘]’ Y?}’,M’(@ke” ¢]€El)

e’ J' M’

X Syt Bege,sier kst G 1aner g7 ar Tp) }
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Hier wurde entsprechend G(2, ;1.0 i, 72 Tp) vernachlassigt.
ey, s€ vl yd

Gebunden < gebunden
Betrachten wir den Ubergang von einem gebundenen Zustand in einen gebunden Zustand

durch Absorption eines Photons, so erhalten wir folgende Entwicklungskoeffizienten:

E T, _
B ;hp Z {SJ,M;J’,M’ Hew,J5e’ v',J! G(Qe,v,J,M;e’,v’,J’,M’TP) }(2‘137)

e’ J' M’

Ce,v,J,M(2 Tp) =

Durch die Annahme, daB die einlaufende Streuwelle parallel zur z-Achse bzw. zum
elektrischen Feld fp des Lasers verlauft, d.h. k. || g}, || z-Achse, erreichen wir eine weitere
Vereinfachung. Der Ausdruck fiir die Kugelflachenfunktion [59]

2J+1
5 2.138
T 0o ( )

YO, =0,¢,) =

beseitigt die Summation liber M’, so daB das Problem auf ein zwei-dimensionales re-
duziert wird (M’ = 0). Abgesehen davon, daB der storungstheoretische Ansatz leich-
ter zu berechnen ist als die numerische Losung in Abschnitt 2.4.1, bietet er auch eine
eingangigere Interpretation der beiden Prozesse: Photoassoziation und photoinduzier-
te Beschleunigung. Die obigen Gleichungen zeigen, daB die Entwicklungskoeffizienten
der Zielzustande bis auf Normalisierungsfaktoren proportional zu den Franck-Condon-
Faktoren, den Honl-London-Faktoren und der Resonanzfunktion des Laserpulses sind.
Zur Diskussion der Ergebnisse ist es dann sehr hilfreich, die GroBen einzeln zu betrach-
ten.

2.5 Inelastische Wirkungsquerschnitte

Im folgenden wollen wir inelastische Wirkungsquerschnitte fiir die durch Laserpulse ange-
regten Prozesse der Photoassoziation und der photoinduzierten Beschleunigung definie-
ren. Wir verfahren in enger Analogie zur elastischen Streutheorie, bei der die Asymptotik
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der kompletten Streuldsung durch eine Uberlagerung aus einer einlaufenden ebenen Welle
und einer auslaufenden Kugelwelle gegeben ist (siehe 2.2.3). Die ebene Welle wird dabei
durch ihren Wellenzahlvektor k charakterisiert, und der differentielle Streuquerschnitt ist
durch den Ausdruck

d_O'_ J()?”2
o |Ji]

(2.139)

gegeben. Mit J; bezeichnen wir die einlaufende Wahrscheinlichkeits-Stromdichte (mit der
Dimension: Lange/Zeit), mit .J; entsprechend die in das Raumwinkelelement d<? auslau-
fende Wahrscheinlichkeits-Stromdichte, die fiir hinreichend groBe r umgekehrt propor-

tional zu r? ist.

Wir suchen nun einen entsprechenden differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir die in-
elastische Streuung. Dazu betrachten wir einen inelastischen StreuprozeB unter dem Ein-
fluB eines endlichen Laserpulses mit dem Anfangszustand ¢ und dem Endzustand f. In
Abschnitt 2.4 haben wir die entsprechende zeitabhangige Schrodinger-Gleichung gelost
und als Ergebnis die Entwicklungskoeffizienten des Endzustandes f in der Zustandsdar-

stellung

Dy, 1) = i C;(t) exp (—i By t/1) ,(x) (2.140)
f

erhalten. Fiir freie Anfangszustande i (Streuzustdnde) und gebundene Endzustdnde f
(Assoziation: 2.135) hat |C';(t)|* die Dimension einer Wahrscheinlichkeit pro Volumen im
Impulsraum (d.h. [m?]), fiir freie Anfangs- und Endzustande (Beschleunigung: 2.136) hat
|C(t)|* dagegen die Dimension einer Wahrscheinlichkeit pro (Volumen im Impulsraum)?
(d.h. [m%]). Damit die Entwicklungskoeffizienten in beiden Fillen vergleichbar werden,
miissen wir im letzteren Fall die Endzustdnde f {iber das gesamte Impulsvolumen bzw.

iber einen Teil des Impulsvolumens integrieren (siehe unten).

Fiir inelastische Streuexperimente unter dem EinfluB eines Laserpulses ersetzen wir

den differentiellen Streuquerschnitt durch eine Gleichung fiir die quantenmechanische
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Wahrscheinlichkeit, das System, welches vor dem Puls im Zustand ¢ war, nach dem
Puls im Zustand f anzutreffen. Diese Wahrscheinlichkeitsdichte ist das Produkt aus
der einlaufenden Wahrscheinlichkeits-Stromdichte .J; = fik;/p und dem zeitabhdngigen
partiellen inelastischen Wirkungsquerschnitt fiir den Ubergang f « i (mit f # i). Die

Definition des gesuchten Wirkungsquerschnitts lautet

do,..(t) 1 d
fa\") 2
QT Cr)]F . (2.141)

Bei der Assoziation hat er die Dimension einer Flache, bei der Beschleunigung hat er
dagegen die Dimension Flache mal Volumen. Der Wirkungsquerschnitt ist differentiell
in dem Sinne, daB die einlaufende ebene Welle einen scharfen Impulsvektor k mit der
Ausrichtung Oy, ¢ aus (2.79) hat. Durch Integration iiber die Zeitdauer des Laserpulses
erhalten wir den zeitlich gemittelten Wirkungsquerschnitt

da?;i _ 1

dogalt) _ 1C,(t=2T,)
dQ 27T, | ;]

o ot )

(2.142)

o\:
)

Die Summe iiber alle Endzustande f gibt dann den totalen Wirkungsquerschnitt fiir einen
gegebenen Anfangszustand ¢ an. Man kann jetzt auch noch zwischen den beiden Pro-
zessen der Assoziation und der Beschleunigung unterscheiden, d.h., wir summieren nur
iiber die gebundenen bzw. iiber die freien Endzustande. Wir definieren den Assoziations-

Querschnitt und den Beschleunigungs-Querschnitt:

p

do s do’,; dofee doy.;
i U g dk s k2 =48 92.14
dQ Xf:da’ dQ zf:/ffdQ (2.143)
kg

Beim Beschleunigungs-Querschnitt ist der Endzustand f ein Kontinuumszustand der
Form 2.74 mit scharfem Impuls, daher die Integration iiber den Betrag des Impulses
ks. Erst dann haben beide Wirkungsquerschnitte dieselbe Dimension (Flache) und sind
vergleichbar.
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Die Werte der Wirkungsquerschnitte sind natiirlich von den Laserparametern abhangig,
insbesondere der absolute Wert kann leicht durch die Wahl der Laseramplitude kontrol-
liert werden (siehe 2.135).



