Kapitel 3

Analytische Grundlagen

3.1 Fractional Calculus

In diesem Abschnitt stellen wir die verschiedenen Verallgemeinerungen der
Integration und der Differentiation vor. Aus der reichhaltigen Literatur zum
Thema Fractional Calculus und Anwendungen verweisen wir auf [OS74],
[Nis91], [MR93], [SKM93], [Kir94] sowie [SO89).

Wir beginnen mit der Definition des Funktionenraumes C),, p € R.

Definition 3.1.1.
FEine Funktion f(x) (x > 0) liegt im Raum C,, (1 € R), wenn eine Zahlp >
existiert, derart daf$ f(x) in der Form

f(z) = 2P fi(z) (3.1)

dargestellt werden kann, wobei fi(x) eine stetige Funktion im Intervall [0, 00)
ust.

Offensichtlich ist C), ein Vektorraum und es gilt:
C,cC, & pnp>v (3.2)

Definition 3.1.2 (Riemann-Liouville-Integraloperator).
Fiir o > 0 und x > 0 heifit J*, definiert durch

@ = L ' r—1)1u «
(J)(z) = F(Oé)/o (x —1) (t)dt, >0
(J%u)(z) := Idu(z) = u(x),

Riemann-Liouville-Integraloperator der Ordnung .

(3.3)



24 Analytische Grundlagen

Dabei ist I'(.) die Gamma-Funktion
[(a) := / et dt, aeR (3.4)
0

Eine Rekursionsformel fiir die Gamma-Funktion ist gegeben durch
I(a+1)=al'(a), acR\Z>, (3.5)

wobei T'(1) = 1 gilt. Insbesondere gilt fiir n als ganze positive Zahl
'n+1)=n!, neN (3.6)

Bemerkung 3.1.3. (i) Fiir @ = 1 ist J' = J der gewoéhnliche Integralope-
rator

Ju(z) = /0 (e dt.

(ii) Fiir @« =n € N beschreibt J" die n-fache Integration der Funktion u

! /x(x — )" tu(t) dt

n—l

-/ / / Bty dty .

(i) Der Wert (J*u)(0) wird auch gelegentlich gebraucht. Darunter versteht
man fiir a > 0, lim,_o(J%u)(x). Die Existenz dieses einseitigen Grenz-
werts héngt vom Verhalten von w in der N&he von 0 ab. Ist u dort
beschrénkt und integrabel, dann ist lim,_,o(J%u)(z) = 0. Hingegen er-
gibt sich fiir die Funktion u(z) = 2=, 8> 0

J"u(z) =
(3.7)

0, falls o + 3 > 1,
lirr(l)(Jo‘u)(x) =< I(B), falls a + g =1, (3.8)
00, falls o + 0 < 1.

Bei der Behandlung von Riemann-Liouville-Integraloperatoren st6t man
auf die Beta-Funktion

1
B(a,b) = / N1 — 1)t dt, a>0, b>0. (3.9)
0
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Sie ist eng mit der Gamma-Funktion I'(a) geméifl der Beziehung
[(a)l'(b)
L(a+0b)’
verbunden. Diese Eigenschaft und weitere der Beta- und Gamma-Funktion

findet man beispielsweise in [Nis91],[AS72] oder im ersten Band von [EMOT55].
Die Substitution 7 = s+ t(z —s) (—o0 < s <z < 00) in (3.9) ergibt

B(a,b) = a>0, b>0, (3.10)

/ (x— 8t — ) dt = (x — 5} B(ab), a>0, b>0. (3.11)

Satz 3.1.4.
Der Riemann-Liouville-Integraloperator J*, o > 0 ist eine lineare Abbildung
von C, in Coqp , b > —1, umso mehr eine Abbildung von C, in sich:

J*: C) — Coypy C Cy

Beweis. Der Fall o = 0 ist trivial.
Im Falle a > 0 erhalt man nach einer Variablensubstitution ¢t = z7.

1
/ (1 — T)a_lyl (x7) dT = 2P Y (1),
0

ppte

[(a)

(Jf)(x) =

wobei p > p und y; € C[0, 00).

Das letzte Integral ist gleichmafig konvergent bzgl. x in jedem abgeschlossen
Intervall [0,al, a >0 ;

Folglich gelten

Yo € C[0, 00] und JUf € Cogp
0

Bemerkung 3.1.5. Der Operator J¢, o > 0 kann im Raum C},, p > —1 als
Faltung

(J°f)(@) = (ha* 1)(@),  ha(2) =% fec, (312

dargestellt werden, wobei die Faltung zweier Funktionen f und ¢ als das
Integral

(g% f)(z) = /Oxg(x—t)f(t)dt , >0 (3.13)
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definiert wird.

Aus dieser Darstellung von Jf als Faltung und aus der Kommutativitét
und der Assoziativitét der Faltung ([Dim82], [Mik59],[Yos84]) folgt die Halb-
gruppeneigenschaft des Riemann-Liouville-Integraloperators:

(J2T° f) (@) = (J*J7 f) () = (J*7 f)(x),

feC, pu>-1, a>0 g>0. (3.14)
Es gilt nédmlich:
[T (@)t geta )
o hle) = /o M) 1)~ T & F) = hasslr).

Somit gilt:

he % J° f)(z)
he * hg * f)(x)
hatp * [)(2)
TP f) ().

(J*JP ) () = (
=
=
=

Insbesondere folgt aus (3.14):
(J*. .S ) )= f)z), feC, p>-1, a>0, neN

n

(3.15)

Definition 3.1.6 (Riemann-Liouville-Differentialoperator).
Sei a > 0 und m = [a] ([«] kleinste natirliche Zahl m € N mit m > «).
Dann heifst der Operator D, definiert durch

(D%u)(x) == (D"J" u)(z), m—1<a<m, meN

(D) (z) == Idu(z) = u(), (3.16)

Riemann-Liouville- Differentialoperator der Ordnung c.

Fiir m € N ist dann

Ist & > 0, so versteht man unter (D“u)(0) wieder lim,_o(D“u)(z), falls dieser
Grenzwert existiert.
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Vereinbarungen und Schreibweisen

Die Operatoren J* und D® wirken grundsétzlich auf Funktionen und nicht
auf Funktionswerte, also J*u(z) = (J%u)(z) und D%u(x) = (D%u)(x). Wir
legen den Gedanken zugrunde, dafl die Operatoren stérker an die Funktion u
gebunden sind als u an das Argument x. Deshalb kann man die zusétzlichen
Klammern auch weglassen.

Satz 3.1.7.
Fiiru e C_y gilt:

(DYJ%u)(x) = u(x), (3.17)
d.h. , daff D* linksinvers zu J* ist.

Beweis. Mit Hilfe von Definition 3.1.6 und der Halbgruppeneigenschaft (3.14)
erhalten wir

(D*J%)(z) = (D™J™ " J%) ()
= (D™ J"u)(x)
= u(z),

dauweC_; und meN. O

Der Riemann-Liouville-Differentialoperator D¢ erfiillt weder die Halbgrup-
peneigenschaft, noch ist er rechtsinvers zu J¢. Man sieht das an folgendem
Beispiel:

Beispiel 3.1.8. Wir betrachten die Potenzfunktion ),
or(x) =2 >0, A > 0. (3.18)

Mit Hilfe von (3.11) erhalten wir

(ene) = s [ o=ty
1 a+A—1
= Mo x B(a, \)
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Somit gilt:
()
JY0y = ————0xia, >0, A>0. 3.19
P T a) e @ (3.19)
Seim — 1 < a < m. Wir wollen D%p) ermitteln.

Da(p)\ — ijmfagp)\

_ om Y

(519 T(A+m—a) me

N GV m—a— m—-—a—2)--(AN—«

- DO+ 2) (A= a)
I'(A)

35 T(A— a) PA=a):
Ist aber a — X € Ny, soist |[I'(A — a)| = 0.

Somit gilt
r(\) fiir o — \ & N
Dy = 4 TPy Hra=AgRo, gy (3.20)
0, fiir o« — XA € Ny,
Speziell findet man fiir o, x > 0 und nichtnatiirliches A > 0
'«
D%, (x) =0, Da+A¢a(x) = F((—))\) o_a(7) (3.21)

und daraus
JUD%pa(x) =0 # pu(x) = D*J%p0(T)

DAD*pu() 20 # 1 ripoale) = Do),

Die gebrochene Ableitung einer Konstanten verschwindet im allgemeinen
nicht. Es gilt ndmlich:

L_p—e falls a € N,

(D*1)(x) = {ﬁ

(3.22)
0, falls a € N.

Analog kann, wie in (3.19) und (3.20), mit Hilfe von (3.11) gezeigt werden,
daf fiir beliebige a > 0, a > 0, A > 0, fiir die Funktion

{O, falls 0 <z <a
u(z) =

3.23
(r —a)* 1, falls z > aq, (3.23)



3.1 Fractional Calculus

29

gilt:
0 falls 0 < x < a
e )0 -7 = 3.24
00 = e, eses O3
und
0 falls 0 < x < a
Ja )0 -7 = 3.25
) {F(I;\(izy) (z—a)7!, falls 2 > a. e

Zur Anschaulichkeit wenden wir die Operatoren J und D auf die charak-
teristische Funktion

0, falls0 <z <a, x>0
w() =4 == 3.26
Xaa)() {1, falls a <z <b, ( )
des Intervalls (a,b] (0 < a < b < oo0) an. Wir erhalten
0, falls 0 <z <a
(J"X(@n)(x) = ﬁ(m —a)®, fallsa <2 <b  (3.27)
ﬁ{(m —a)*—(x—0b)}, fallsz >0
und fiir @ € R”°\N
0, falls 0 <z <a
(D% () (x) = ﬁ(x —a)”*, fallsa <2 <b (3.28)
ﬁ{(x —a) = (x—0)"%}, fallsz >0
Satz 3.1.9.
Seiv e C_y und u(x) = (J"™v)(x) (meN).
Dann gilt
(D)) () = (D2 - DYu)(x) = (D™u)() (3.29)
m—mal
und

(J*D%u)(x) = u(x). (3.30)



30

Analytische Grundlagen

Graph von
X(a,b] (2)

Graph von

("X (@) (),
O<axl

Graph von
(DX () (@)
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Beweis. Aus (3.15) und Satz 3.1.7 folgt

(DY---D%u)(z) = (D" -- D J™)(x)
m—mal m—mal

= (D*---D¥J"---J%v)(x)
(3.15) “———~— ——

m—mal m—mal

~ v(a)
und
(D™u)(x) = (D™ J")(z) = v(x).

(3.29) folgt jetzt aus (3.31) und (3.32).
Es gilt also

(/D) (x) = (J*D*J""v)()
= (J” D‘“J‘“ (m=Day) (z)
= (JOJ" ) (@)
= (J" )( )
= u(z),
was die Aussage (3.30) beweist.
Satz 3.1.10.
Sei u(x) von der Form
()
oder
(In2)o(z),
wobei A > —1 ist, und
v(x) = Zanx”
n=0

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

einen positiven Konvergenzradius R hat. Dann gilt fir alle 0 < x < R :
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(a)
a>0 und 0<B<a = DiJwu(r)=J"Pu(x)
a>0 und B>« = DPJ%(x) = D* Pu(z)
0<a<A+1 und >0 = DPD%u(x) = D* Pu(z).
(3.36)

(b) Seim := [«a] und ay =0 fir k=0,1,... ,m — 1. Dann gilt

B<a und a>A+1 = J°D(z)= D Pu(x)
B>a und a>A+1 = J’D(z) = Ju(x) (3.37)
B>0 und a>A+1 = DPD%(x)= DP+ou(z).

Beweis. ([MR93], pp.105-107) O

Satz 3.1.11.
Seiu e C_y und D*ue C_y, m—1<a<m, meN. Dann gilt:

a—m

° lim (J™%u)(z)

(J*D%u)(x) = u(x) — —F(a D)

m=2 ajo1 . i (3.38)
=Y e 0 )@
7=0
Beweis. Sei
v(x) = (J*D%)(x). (3.39)

Offenkundig ist v € C_; und D*v € C'_;.
Aus Satz 3.1.7 folgt

(D*v)(z) = (D°J*D*u)(x) = (D"u)(z).

Daher gilt

d.h.

u — v € ker D°.
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Unmittelbar aus Definition 3.1.6 folgt

m—1
ker D = {w(x) = cprt T s e, € C, (Dw)(z) € Cl} . (3.40)

k=0
Damit erhalten wir

m—1

u(z) —v(z) = Z ez (o € Q). (3.41)

k=0
Weiterhin folgt aus (3.39) und Definition 3.1.6

(J" ) (x) = (J"YJ*D%)(x)
= (JTTYJD™ I ) ()
= (J"D™J" ) (x)

m— k

— (J" ) (z) — > ﬁ { lim ijm_au)(x)}
= (")) = () = 3 gy {0 )
(3.42)
Andererseits ergibt (3.41):
(7 @) = (7 ) JW‘*(}j “ﬂ-m>
m :( ) (3.43)
_ (o, + a—m-+1 o
- - (St )
Ein Vergleich von (3.42) und (3.43) ergibt
1
o = = Im(J™ " %u)(x)

— 1 . a—m-k _ B
%= T D T @} k= m ),
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Daher folgt aus (3.41)

(D)) = u(e) = s () o) .
3.45

1

— Z = e {lim(Da_mJ’ku)(x)} .

—~D(k+a—-m+1) le=0

Die Substitution j = m—k—1 in der Summe in (3.45) ergibt die Behauptung
(3.38) von Satz 3.1.11. O

Definition 3.1.12.

Fine Funktion u(z), x > 0 liegt im Raum ¢y, m € No genau dann, wenn
(m)

u'™ e C.

Wir setzen  C)) = C,.
Offensichtlich ist C*, m € Ny ein Vektorraum.
Unmittelbar aus Definition 3.1.12 folgt, wenn u € C},
> —1:

(i) u e C™(0,00) N C™mY0,00).

mit m € N und

(ii) Es existiert eine Funktion v € C), so, daf u(z) sich in der Form

m—1 k
u(x) = (J"0) (@) + Y ck%, x> 0.
k=0 )

darstellen 1a3t.

Definition 3.1.13 (Caputo-Differentialoperator).
SeiueC™, meNundm—-1<a<m.
Dann heifit fiir x > 0 der Operator D, definiert durch

(D2u)(x) = (7 D™u)(x) = % / S — ) ()

I'im—a
(3.46)
Caputo-Differentialoperator der Ordnung .

Fir m € N ist dann

D7'u(x) = D™u(z) = (;;—mmu(x)
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Wir setzen (D%)(z) :=Idu(z) = u(x).
Dieser Operator heifit so, weil Caputo ihn in seiner Arbeit [Cap67] eingefiihrt
hat. Ausfiihrlich diskutiert wird dieser Begriff in [GM97].

Satz 3.1.14.
Seiu € C™, m € Ny. Dann ist der Caputo-Differentialoperator DPu, 0 <
6 < m wohldefiniert und es gilt:

Dy e C_y, fallsm —1< 3 <m,
u
- CFH10,00) cCy, fallsm—k—-1<B<m-—k, k=1,...,m—1.
(3.47)
Satz 3.1.15.
Seiue C™, meNundm—1<aoa <m. Dann gilt:
(i)
m—1 i Jj'k
(J*D2u)(x) = u(z) = > u' )(O+>H’ x> 0. (3.48)
k=0
(ii)
m—1 ZEk
(D%u)(x) = D° (u(x) — u(k)(O—F)y) ;x>0 (3.49)
k=0 ’
(iii)
De 50 e 0. (3.50
(Dfu)(x) = k:OF1+k_&) ;x>0 (3.50)

Beweis. (3.48) folgt unmittelbar aus Definition 3.1.13 und aus der Halb-
gruppeneigenschaft (3.14). Es gilt ndmlich fir z > 0:

(J*Dlu)(x) = (J*J"™*D™u)(x)
= (J"D™u)(x)

(3.14)
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Wenden wir den Operator D* auf beiden Seiten von (3.48) an, so erhalten

wir
m—1 ZEk
(D*J*D%u)(z) = D* | u(x) — u<’“>(o+)g .
k=0 ’

Dabher folgt aus (3.17), (3.49).
(3.50) folgt aus (3.49) und (3.20). O

3.1.1 Spezielle Funktionen

Die Anwendung von Riemann-Liouville gebrochenen Integralgraloperatoren
auf exponentielle und trigonometrische Funktionen fiithrt auf héhere tran-
szendente Funktionen.

Diese Funktionen sind eng mit der unvollstandigen Gamma-Funktion v*(«, )

1 T
* = t*letdt : 51
v (v, x) F(a)xa/o e'dt, a>0 (3.51)

verbunden. Néheres iiber die Funktion v* findet man zum Beispiel in [MOT66,
MR93|.
Sei f(x) = e*, wobei a eine Konstante ist. Dann gilt nach Definition 3.1.2

(Jf) () = %&) /0 o= sl ds, a0, (3.52)

Die Substitution ¢ = x — s in (3.52) ergibt:

eaa} T
Jf)(x) = / t*lem dt = 2% ~v* (o, ax), a > 0. 3.53
e = i | (0 az) (3.59)

In [MR93] wird die Funktion
e.(a, a) = %" (o, ax) (3.54)

zum Losen von Differentialgleichungen rationaler Ordnung eingefiihrt.
Eine Darstellung von ¢,(«, a) als unendliche Reihe ist gegeben durch

(o, a) =z

> (3.55)
—~ N + k +1)
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Mit Hilfe von (3.20) und (3.55) folgt aus Definition 3.1.6
DPe® = ¢,(—B3,a), f>0. (3.56)
Die Substitution von a durch ia (i = v/—1) in (3.55) ergibt

e )t ()R )
ex(v,ia) =z Z m+z Z TothtD) (3.57)

k gerade k ungerade

Sei
ex(av,ia) == Cpa,a) + 1S (a, a).
Aus der Beziehung

o, ia) == J¥" = J*(cos ax + isin ax)

o (3.58)
= J%cosax 4 iJ" sinax
und aus (3.57) folgt nach geeigneten Variablensubstitutionen
o~ _(=1)'(az)”
Cela,a) == J* =%y ——t" 3.59
(a,a) cosaxr = x > Tlat2+1) (3.59)
und
[e'e] 1 l 20+1
Sz(a,a) == J%sinaxr = ¢ Cl)(az) (3.60)

— D(a+2042)

Die hoheren transzendenten Funktionen e,(a, a), Cy(a, a), Si(c, a), sind auch
mit den verallgemeinerten hypergeometrischen Funktionen

JFolar, ... ap, b, ... b x)

o0

(b - k
I'(a — bl+k F(bq+k) k!
eng durch die Beziehungen
xOé
€x(OZ,CL) = m 1F1(1,0é + 176LZL’)
Cola,a) = o Fy1l l(04—1— 1) l(04—1—2)'—1(12952
T ) - F(O& i 1) 12 ) 9 ) 9 ) 4 (362)
und
azr®t! 1 1 1
=—Fy (1, = 2), — c—Zala?

Sy(a, a) F(a+2)1 2<,2(04—|— ),2(044—3), 4a:z:>
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verkniipft. Fiir Angabe der Konvergenzbereiche der Reihe (3.61) verweisen
wir auf [MR93, Luk69].

Die Plots in Abbildung 3.1-3.6 wurden mit Hilfe von MATHEMATICA unter
Verwendung der Darstellungsformeln (3.62) hergestellt.

Definition 3.1.16 (Mittag-Leffler-Funktionen).
Fiir o > 0 heifst E,: C — C mit

2) = ; r(nj+ 0 (3.63)

Mittag-Leffler- Funktion der Ordnung o. Fir o, 8 > 0 heifit E,3: C — C
maut

Z I'(na + B) (3.64)

n=0

verallgemeinerte Mittag-Leffler- Funktion.

Die Funktionen £, und £, g sind in C wohldefiniert und holomorph. Deshalb
diirfen die definierenden Potenzreihen stets gliedweise integriert und beliebig
oft differenziert werden. Durch Einsetzen findet man:

Eo1(2) = Eu(z), z€C, a>0
Ei(z)=¢*, z€C

Ey(2*) = coshz, z € Cund Ey(—2*) = cos z, z € C.

Die Funktionen E, wurden von Mittag-Leffler 1903 in [Mit03] als Verallge-
meinerung der Exponentialfunktion eingefiihrt.

Die verallgemeinerte Mittag-Leffler-Funktion E, 3 wurde in [Aga53, HA53]
eingefiihrt. In [EMOT55, Chapter 18] und [Bie32] findet man einen Uberblick.
Die beiden Monographien enthalten auch eine Reihe von funktionentheore-
tischen Aussagen iiber die Mittag-Leffler-Funktionen.

Die Funktion €, (a, a) ist ein Sonderfall der Mittag-Leffler-Funktion E, . Es
gilt ndmlich:

(o, a) = g Tt k Y = 2°F) o41(ax) (3.65)
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Abbildung 3.1: J*sin(z) fiir verschiedene
Werte von a: 10, 11 0.5, III
1,1V 1.5,V 2.

Abbildung 3.3: J* cos(z) fiir verschiede-
ne Werte von a: I 0.5, II
1,10 1.5, 1V 2, V 2.5.

2
1.5

1 |

]
0.5 (Y
|
0 X->
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 3.5: J* exp(z) fiir verschiede-
ne Werte von a: 1 0.5, II
1,10 1.5, 1V 2, V 2.5.

Abbildung 3.2: D*sin(z) fiir verschiede-
ne Werte von a: i 0.5, ii
1.5, iii 2.5, iv 3.5 .

Abbildung 3.4: D% cos(z) fiir verschiede-
ne Werte von a: i 0.5, ii
1.5, iii 2.5, iv 3.5 .

150

100

50

-50

-100

Abbildung 3.6: D* exp(z) fiir verschiede-
ne Werte von a: i 0.5, ii
1.5, iii 2.5, iv 3.5 .
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Viele Eigenschaften der verallgemeinerten Mittag-Leffler-Funktionen ergeben
sich aus ihrer Integraldarstellung [EMOT55, Chapter 18]

Fog(z) = — / e af=0, zec (3.66)
a,B\%) = 75— , O , Z . .

ST 2w Jpaon =2

Der Integrationsweg Ha(r) ist ein Hankel-Pfad (s. Abbildung 3.7). Er liegt

in der léngs der negativen reellen Achse aufgeschnittenen (—Ebene und setzt
sich zusammen aus

Ly(r) dem Strahl ¢ = e~ mit oo > £ >,
() dem Kreisrand ¢ = re®™ mit —1 < 6§ < 1, (3.67)
Ly(r)

dem Strahl ¢ = ™ mit r < € < 0.

Dabei ist 7 eine Konstante r > |z|"/®, und der Integrationsweg wird so durch-
laufen, daB der Nullpunkt auf der linken Seite liegt. Fiir ¢® und ¢*~* wird
der Zweig genommen, der fiir positive ¢ reelle Werte liefert.

Aus dieser Darstellung wird in [Pol48] die vollstindige Monotonie von

Im ¢
A

Ly

YA

= Re (
Ly

Abbildung 3.7:

E.(—x),0 < a <1, z > 0 abgeleitet. In [Sch96] wird die vollstandige Mono-
tonie von E, 3(—z), 0 <a <1, 8> a x>0 bewiesen. Eine Funktion u(x)
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mit x > 0 oder x > 0 heiit vollstindig monoton, falls (—1)"u"(z) > 0 fiir
alle n € Ny ist. Ein bekanntes Beispiel ist £} (—z) = e~*. Diese Funktion fallt
vollstdndig monoton von 1 gegen 0, wenn x das Intervall [0, o0) durchlduft.
Den Grenzwert lim, ., F,(—z) = 0 findet man auch fir 0 < a < 2. Das
zeigt die asymptotische Entwicklung von E, 3

Satz 3.1.17 (Asymptotische Entwicklung).

a) Sei 0<a<2, >0,2€C und ar/2 < p < min{r,an}.
Dann gilt fiir jedes N € N gleichmdfiig in arg z :

1 - N Z—k
Baalz) = 0270 exp (247) = 3 s + 0 (1A7)
k=1

mit |z| — oo und 0 < |argz| < p,

(3.68)
N Z_k
E, =—) — = 4+ O (g
7/@(2) ;F(ﬂ—&/{) + (|Z| )
mit |z| — oo und p < |argz| <.
b) Sei «>2,3>0,z€C, neN mit a/2n+1)<2 und
ar/2 < p <min{(2n + 1)m, ar}.
Dann gilt fiir jedes N € N gleichmdfiig in arg z :
E (Z) _ l Z (zem‘”)% exp (ei2k7r/azl/a)
«o,B o
keY(z)
N —k
-y O (YY)
“—~T(8 — ak)
mit |z] — oo und Y(z2):={k€Z: |argz + 2kn| < p}.
(3.69)

Beweis. [Dzr66, Lemma 3.6, Kapitel I11] O
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3.2 Operatorenrechnung fiir den Riemann-Li-
ouville-Integraloperator
Wir werden in diesem Abschnitt eine Operatorenrechnung fiir den Riemann-

Liouville-Integraloperator J*(a > 0) darstellen, so wie sie in [GL97] ent-
wickelt wurde.

Ahnlich wie in der Mikusinski-Operatorenrechnung gilt der Satz:

Satz 3.2.1.
(Cy, *,+) ist ein nullteilerfreier kommutativer Ring.

Mit % wird die Operation der Faltung bezeichnet (s. (3.13)).

Beweis. Offensichtlich ist (C),, *,+) ein kommutativer Ring.
Die Nullteilerfreiheit folgt aus dem Satz von Titchmarsch ([Mik59]). O

Durch die Faktorisierung der Menge C,, x (C,, — {0}) bzgl. der Aquiva-
lenzrelation

(f,9) ~ (f1,01) & (f = g1)(@) = (g f1)(2).
kann der Raum C), zu einem Quotientenraum
M}L = OH X (OH - {O})/N

erweitert werden.
M, ist die Menge aller Aquivalenzklassen 5

§ ={(g1. 1)) € Cu x (C = {O]) | (9. ) ~ (1. f1)}-

)

In der Operatorenrechnung wird das Symbol % (wobei ¢ nicht identisch Null
ist) als Operator genannt. Es bezeichnet diejenige Funktion h (falls es eine
solche gibt), mit der

f=gx*xh
ist.
Bemerkung 3.2.2. Bei Verwendung dieses Operatorenkalkiils darf man die
Division von Operatoren nicht mit der Division von Zahlen verwechseln. Aus

Bequemlichkeitsgriinden wird beidemale der Bruchstrich verwendet, und aus
dem Kontext folgt, was gemeint ist.
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Die Faktorisierung von C,, x (C,, — {0}) und somit die Einfithrung von
Operatoren £ werden nur von Nutzen sein , wenn fiir Operatoren gewisse
Operationen definiert werden koénnen, die es gestatten, in Rechnungen von
ihnen Gebrauch zu machen.

Deshalb werden folgende Operationen in M,, definiert:

f+ﬁ:f*gl+g*f1

(3.70)
g % g*g
Foh_Txh (3.71)
9 g1 g* g
Aus Satz 3.2.1 folgt, daB (M, -, +) nullteilerfreier Ring ist.
Offenkundig kann der Ring C), durch die Abbildung
ha * f xa—l
he = 3.72
A T(a) (3.72)

im Quotientenraum M, eingebettet werden.
Ebenso kann die Menge der komplexen Zahlen C durch die Abbildung

h
2 Zh—a (3.73)

im Quotientenraum M, eingebettet werden.

Der Hauptgedanke bei der Anwendung der Operatorenrechnung zur Losung
von gebrochenen Integralgleichungen besteht darin, sie zu algebraischen Glei-
chungen im Quotientenraum M, zu reduzieren.

Definition 3.2.3.
Die algebraische Inverse des Riemann-Liouville-Integraloperators J* ist das
Element S von M,, , so daf$

Si=—=—" =2 (3.74)

wobei [ := Z—Z das neutrale Element von M, bzgl. der Multiplikation.

Die Gestalt des Riemann-Liouville-Integraloperators im Quotientenraum
M,, ist gegeben durch den Satz:
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Satz 3.2.4.
Der Riemann-Liouville-Integraloperator J* wird in M, in der Form

- f (3.75)

Nl ~

(S ) (x) =
dargestellt.

Beweis. Diese Darstellung folgt aus der Definition von S , aus der Einbet-
tung von C), in M, und der Tatsache, daf die Faltung zweier Funktionen von
C}, der Multiplikation dieser Funktionen in M, entspricht. O

Der Ubersichtlichkeit halber betrachten wir von nun an den Fall g = —1.
In Anwendungen ist es der interessanteste Fall.
Wir wissen bereits (s. Bemerkung 3.1.5), daf§ gilt:

(ha) (@) = (ha * -+ % ho)(T) = hpa(T)

n

Wir erweitern diese Beziehung zu gebrochenen Potenzen von h,(z):
R (7) = haa, QRe(N) > 0. (3.76)

Fiir alle A > 0 gilt h) € C_;.
Weiterhin gelten:

I e, = Poa % hea = hiyrga = BT, Re(y) > 0, Re(€) > 0.

Wir definieren:

h* falls A <0,
Sr=<T  falls A =0, (3.77)
h% falls A > 0.

Mit Hilfe derselben Technik wie in der Operatorenrechnung von Mikusinski
([Mik59],[Yos84]) erhilt man:

SH.Sv =8 veC

Aus Satz 3.2.4, (3.76) und (3.77) folgt, daBl J**, o >0, u > 0in M_1 in
der Form

(S )x) = 25 - f (3.78)
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dargestellt werden kann. Bei der Anwendung der hier dargestellten Opera-
torenrechnung zur Losung von gebrochenen Integralgleichungen ist es wich-
tig, Losungen dieser Gleichungen im Quotienraum M_; mit Elementen des
urspriinglichen Funktionenraumes C_; darstellen zu kénnen. Eine wichtige
Klasse solcher Funktionen wird durch den folgenden Satz gegeben:

Satz 3.2.5.

Sei die Potenzreihe mit komplexer Variable

z2=(z1,...,2m) € C" und komplexen Koeffizienten konvergent im Punkt
20 = (2105 - - - Zm0) 7 O, i.€.

-----

Seien weiterhin >0, pu; >0, 1<i<m.
Dann ist die Potenzreihe

S_I@ Z bi1,...,im(s_ul)il X+ X (S_Hm)’im

21yeenytm=0

- Z bil7---7imh(ﬂ+#1i1+"'+ﬂmim)a(x)7 (3.79)

i1y =0
wobei ho(x) wie in (3.12) definiert ist, ein Element des Rings C_;.
Beweis. Aus der Definition von h,(z) folgt:
Z Divcosim B+ s 4+ i) (T) = 27 fi(w),
i1yt =0

wobei

biy.... iy (TH1 i1y L. (gpPme)im
fila)i= Y D (atmeym.
01,0 eyim =0 (B + pyiy + -+ - + flim)
Es muf gezeigt werden, da8 f;(z) stetig im Intervall [0, co) ist.
Aus der Ungleichung

B(s,t) = =—=
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folgt, daBl es eine Konstante C' € R gibt, so dafl die Ungleichung

1
L(Ba+ prira + -+ + ppima)
C
C(Ba/m + pria) X -+ X T(Ba/m + pmina)’
1520, 1<j7<m,

gilt.
Aus dem asymptotischen Verhalten der Gamma-Funktion fiir grole Argu-
mente (s. [SKM93]) folgt die Abschitzung

1 Ayi

< ci— ,
D(Ba/m + pjizo) = 7 djlre

wobei ¢;, Aj,
Da die Reihe

<j<m,i;=0,1,...,

a; geeignete Konstanten sind.

E i1 i
bll ----- imcig Xt X Zn%? (2107 ceey ZmO) 7é Om

sup  |biy.in g X e X zf% = My < o0
115005t >0
Somit gilt
My .
|bi1 ----- Zm‘g i i 71]_0717 I 1S]<m
‘210‘ 1% «.. X |2m0| m

Daher gilt fiir z = X (0 < X < 00), die Abschétzung :
ZAm(‘)(MIO‘)il X oo X (Xﬂma)im
L(Ba+ priy + - -+ pimima)

m oo C X’u,] z] A;j,ijaj

<M [~

j=11;=0

< o0, (3.80)

was nach dem Satz von Abel zeigt, dafl fi(z) gleichméfig konvergent in jedem
beschriankten abgeschlossenen Intervall [0, X], 0 < X < oo ist. Folglich gilt
f1 eC [0, OO) U
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Durch Anwenden von Satz 3.2.5 erhélt man verschiedene Funktionen des
Operators S in M_q, die sich durch Funktionen von C_; darstellen lassen.
Insbesondere erhélt man folgende Zusammenhénge:

3.2.1 Darstellung einiger Funktionen von M_; in C_;

Zusammenhang des Operators S mit der Mittag-Leffler Funktion
E.p

I _1 I
S—p S .I—pS*1
:S—lzpis—i
i=0

_ Zpih(i—f—l)a(fp) (381)
=0

0 pil,(iJrl)afl

— ['(ai + «)
= xa_lEa,a (an)a

wobel E, 3(z) die verallgemeinerte Mittag-LefHler-Funktion ist.

I
(S—p)™

Potenzen des Operators

I I
G0 (= pS=)

_ i (ﬂ”;)!ip T (3.82)
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wobei

(m); ist in der Literatur als Pochhammer Symbol bekannt.

E75(2) kann als eine Art verallgemeinerte Mittag-Lefler-Funktion angesehen
werden.

Es gilt insbesondere:  E 5(2) = Eop(2).

Zuriickfiihrung des Operators (sfiz)m
Fir 8 >0, v>0ist
S — §—B—ym d
(ST —p)m (I —pS—)m
em N (M)ip' o
— §B— Z g (S7)

_ i (m)ip’ () (3.84)

= x’YOém-i-,@a—l i (m>i(px’ya>i
il (yai + yam + Ba)

i=0
= xmer’@a_lE%,wmjLﬁa(pxw), m € N.
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S—B

Zuriickfiihrung des Opreators FES S Woa
i=1""

Fir 8> 0,a; > 0,1 <75 <m gilt

Sfﬁ o0 m
> e PRk
I =3 i AiSH g zzl
=S > (kl L) [T ST
k=0 l1+-+lm=k 1=1
1120,...,lm >0
- Z Z (kslis ooy lm) H /\ilihﬂa-i-a doity mali (z)
k=0 l1i+---+lm=Fk i=1
11>0,....lm>0
> m )\Axuia)li
— pPa-l Z Z (kl l ) Hzfl( i
T y ULy -+ o tm m
k=0 L+ +lm=k P(Bort+ o) iz pili)
1120,...,lm >0
= xﬂailE(Mla ----- /ima)ﬁa()\lxulaa R )‘mxuma)a

(3.85)

mit einer mehrdimensionalen Mittag-Leffler-Funktion

- T2, =
E(a1 ..... am),b(zlu"'vzm) = Z Z (k; l17~~~7lm) Z7mz )
k=0 I+ +lm=Fk F(b + Zi:l alll)

1120,...,Lm >0

(3.86)

wobei die Koeflizienten

|
(ks ly,y .oyl w

- I x - x 1,
definiert sind.

3.3 Analytische Losung einer Klasse von Abel-
schen Integralgleichungen

Satz 3.3.1 ([GL97]).
Seia>0, AeC, feC_y und

p q
P(S):=> biS', QS):=) S, p<gq
=0 1=0
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derart definiert, dafs gilt:

g Z]Z“ — Zml_q (3.87)

l

Dann hat die Integralgleichung 2. Art

—/\/xK(x—t)u(t)dt:f(x), x>0,

n (3.88)
-3 g ),
=1 j=1
im Raum C_; eine eindeutige Losung
u(z) = f(x) + )\/ R(x —t)f(t)dt, (3.89)
0
wobet
k
ZZdl GRS (w®), (3.90)
=1 j=1

die Konstanten wy, 1 <1 <k und dj;, 1 <1<k, 1 <j <mn werden derart
bestimmt, dafs gilt:

W ;Zd CEY ;nl_q (3.91)

7j=1

Beweis. Mit Hilfe von (3.87),(3.82) und der Einbettung (3.72) wird (3.88)
im Raum M_; auf die Gleichung

P
U — /\Q(S) u=f
zuriickgefiihrt.
Deren eindeutige Losung hat im Raum M_; die Form
Qs Ps)
“ T Q08— AP(S) f= f+AQ(S) —\P(5) f (3.92)
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Da f(z) zu C_; gehort, kann mit Hilfe von (3.82) der Operator ﬁ - f

als Element von C'_; dargestellt werden. Aus Satz 3.2.1 folgt, daf§ die Losung
(3.92) der Gleichung (3.88) darstellbar als Element des Rings C'_; ist . Diese
Losung ist gegeben durch (3.89). O

Bemerkung 3.3.2. Die Gleichung (3.88) ist ein Spezialfall der linearen Vol-
terraschen Integralgleichung 2. Art vom Faltungstyp:

u(z) = f(z) + /095 k(x —t)u(t)dt, t>0. (3.93)

Die Theorie der linearen und nichtlinearen Volterraschen Integralgleichungen
ist —auch fiir allgemeinere Kerne — weit entwickelt. Die Monographie [GLS90)]
von Grippenberg, Londen und Staffans fafit sie zusammen.

Wir wenden uns jetzt zwei Spezialfille der Gleichung (3.88) zu.
Die Substitution m = 1, m; = 1, ¢;1 = 1, z; = 0 in (3.88) fithrt zur
klassischen Abelschen Integralgleichung 2. Art
u(z) = A(J)(z) = f(z)

Mit Hilfe von (3.75) wird diese klassische Abelsche Integralgleichung 2. Art
im Raum M_; auf die algebraischen Gleichung

1
u— /\§ “u = f,
zuriickgefiihrt; deren eindeutige Losung im Raum M_4 ist durch
S I
— . f= A— - f. 3.94
= = A (3.04)

gegeben.
Mit Hilfe von (3.81) und der Einbettung (3.72) erhalten wir die Gestalt der
Losung der klassischen Abelschen Integralgleichung 2. Art.

Korollar 3.3.3.
Seia > 0,0 > 0,A € C und f € C_1. Dann hat die klassische Abelsche
Integralgleichung 2. Art

u(z) = A(J)(z) = f(z) (3.95)
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im Ring C_1 genau eine Losung
u(z) = f(x) + A /x(x — 1) B oMz — 1)) f(t) dt, (3.96)
0

wobei E, g(z) die verallgemeinerte Mittag-Leffler-Funktion ist.

Bemerkung 3.3.4. Offenkundig kann die Losung (3.96) der klassischen Abel-
schen Integralgleichung 2. Art (3.95) auf die bekannte Form [SKM93, GV91,
BvdHS86]

u(z) = % /0 " Ba(Ma — ) F(2) dt (3.97)

zuriickgefiihrt werden.
Im Fall f(x) = ¢y erhélt man die Losungsformel

u(z) = Eo(—Ax%)co (3.98)

In [GV91] beweist das Theorem 7.2.1 die Existenz, Eindeutigkeit und Glatt-
heit der Losung (3.97) der klassischen Abelschen Integralgleichung (3.95),
allerdings im Raum C[0,T], T > 0, mittels Picard-Iteration. Man kann auch
die Losungsformel direkt aus der Reihenentwicklung von E, verifizieren.
Die Losungsformel (3.97) taucht wohl erstmals bei Hille und Tamarkin in
[Tam30] und [HT30] auf. Sie verallgemeinert das Prinzip von Duhamel, wie
man es aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen kennt; wenn
f€C0,T], dann ist die Anfangswertaufgabe

' (z) — du(x) = f(2),0 <z < T,u(0) = f(0), (3.99)

dquivalent zu (3.95) mit o = 1 und hat die Losung

u(z) = f(0)exp (\x) + /Ox exp (A(z —t))f'(t)dt. (3.100)

Diese Gleichung kann nach einer partiellen Integration geschrieben werden
als

u(z) = % /0 "B (Mo — 1) /(1) dt. (3.101)
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Die Substitution m = 1, my =n, Aci; = Ajin (3.88) fiihrt zur Abelschen
Integralgleichung

_ Z Aj(Ju)(x) = f(z). (3.102)

Um diese Gleichung zu 16sen, kénnen wir dieselbe Methode wie fiir die klas-
sische Abelsche Integralgleichung (3.95) verwenden.

Aus (3.78) folgt, dafl die Integralgleichung (3.102) im Raum M_; auf die
algebraische Gleichung der Form

—~. I
U—Z/\jg-u:f
j=1

zuriickgefiihrt werden kann. Diese algebraische Gleichung hat eine eindeutige
Losung im Raum M_;, ndmlich

Sn
Sn— NS\,
STENSTT N,
Sn— S NS -\,

u =

(3.103)

Korollar 3.3.5.
Seta >0, €C(1 <j<n),feC . Seien weiterhin die Konstanten
d;i, und w; derart gewdhlt, daf gilt:

SIS N, 4 I
[ S W I 22 iy Tt my=n

Dann hat die Abelsche Integralgleichung 2. Art (3.102) im Ring C_1, eine
eindeutige Losung der Form

w(z) = f(z) + /0 " Rle - 0f (1) dt, szl R (),

(3.104)

wobei die Funktion E? _ (wx®) wie in (3.83) definiert ist.

eNe% ]
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Bemerkung 3.3.6. In ([MR93] (VI — 2) wurde der Spezialfall a = %,q eN

von (3.102) behandelt. Allerdings mit schéirferen Bedingungen, da mit der

Laplace Transformation.

Mit

R(z) :=a2™ —\ag™t — - =\, K(z):= £_1{R_1(s%)} und M = [ma]

wird dort unter den Voraussetzungen,

(a) daB f(x) und DM f(x) stiickweise stetig in (0, 00), integrierbar in jedem
endlichen Teilintervall von [0, c0) und von exponentieller Ordnung sind,

(b) daBl D?f(z) stiickweise stetig auf [0, 0c0) fir p=0,1,..., M — 1 ist,

gezeigt, dafl die eindeutige Losung von (3.102) mit rationalem o = %, geN
lautet:

_ /OxK(x—t)[Dmaf(t)] dt +

S O[O HO)[DK (L), falls M > ma, (3.105)

J=0

und
_ /;K(x_mDMf(t)] dt +

M-—1
S [DMTIFO)DK ()], falls M =ma. (3.106)
7=0

Wir erhalten nun eine geschlossene Darstellung der Losung der verallge-
meinerten Abelschen Integralgleichung 2. Art.

Satz 3.3.7 ([GL9T]).
Seia>0, u; >0, ; € C, 1 <i<m, feC_1. Dann hat die verallgemei-
nerte Abelsche Integralgleichung

=2 N ulw) = f(a) (3.107)
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im Raum C_q eine eindeutige Losung der Form

u(x) = f(x) + / Qe — 1) £(t) dr, (3.108)
0
wobei
Q(z) = > Na™ ™ Blap..opm).op, (™ Az (3.109)
j=1

und die Funktion
o oL
~~~~~ Qpim),0pt (/\1x M AT lm)

die verallgemeinerte Mittag-Leffler-Funktion (3.86) ist.

Beweis. Aus (3.78) und der Einbettung (3.72) folgt, dafl die Gleichung
(3.107) im Raum M_; auf die algebraische Gleichung

u—zgii~u:f
i=1

zuriickgefiihrt werden kann. Deren eindeutige Losung im Raum M_; ist ge-
geben durch

SH
I P L

2@1 /\Z.S*Mi e
= f + Z7m — f7 n = M-
I — Zi:l /\ZS Hi jzl J

u

- f
(3.110)

Mit Hilfe von (3.85) und der Einbettung (3.72) des Rings C_; in den Raum
M_; erhélt man die Losung der Gleichung (3.107) im Ring C'_; in der Form
(3.108). O

Korollar 3.3.8.
Seien

a>0, ;>0 NeC 1<i<m wund (>0 beC 1<I[<L.
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Dann ist die eindeutige Losung im Raum C_y der Abelschen Integralgleichung

m L
=) NJrCu(x) =Y b (3.111)
=1 =1

gegeben durch

beﬂz +Z > (k;ll,...,lm)lz_:bll“(ﬂl)

k=0 l1+-+lm=k
U1y lm>0

()
; D (ad " (L4 i) s + By)

(3.112)

20 2it (lit0i)pitB—1

3.3.1 Analytische Losung der Abel-Volterra-Integral-
gleichung

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Aussagen iiber Existenz, Eindeutigkeit
und asymptotisches Verhalten im Nullpunkt der Losung von (1.2) formulie-
ren. Die Ideen dazu haben wir von [KS95, KS96] tibernommen.

Satz 3.3.9.
Seiaw >0, 3> —min{l,a}, AeC, v, >—-1, ¢ €C (k=0,1,...,m).
Dann ist die eindeutige Losung der Aufgabe

u(x) + AP Jou(x quaﬂ’“ << X <o) (3.113)
gegeben durch

) =Y qua?* Ea o, (— A7), (3.114)

wobes

n—1

_ ._ [(i(a+B)+7+1)
Eapal@ ZC" =1 C"'_illf(i(oz—i—ﬁ)-i—V-Foz—i-l)'

(3.115)
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dal E, 3, holomorph in ganz C, eine Eigen-
schaft, die erlaubt ihre Potenzreihe gliedweise zu integrieren.

Aus

etd) [1 ‘0 (1)} (121 — oo, |arg(z +a)| < )

folgt

1 D(n(a+8)+~+1) o
o Tty rarn @A =0 (0 o)

Also ist nach dem Quotientenkriterium von D’Alembert E, 3, konvergent

und somit holomorph in ganz C .
Eine Substitution von (3.114) in (3.113) ergibt:

B
A Ju(x) = %)/O x—t‘“lzqkﬂ g (= AP di

= % /Ox(x —t)> !

m co n—1

7 D@+ +%+1) | inlars)
kaZ;Qk;gF(i(ajLﬁ)_F%_i_&_i_l)( A)rgtn(ets) gy

Nach einer Vertauschung der Reihenfolge der Integration und Summation
und nach einer Berechnung des inneren Integrals mit Hilfe von (3.11) erhalten
Wwir:

m

)\xﬁjau(x) _ quxw Z H - i+ B) + v +1) (_/\xa+,@)n+1

(a( 04+B + v +a+1)

n=0 i=0

Die Substitution [ = n + 1 ergibt

-1

« 1T Ll +8) +m+1 )
Aot ou(@) = =3 qa Y[ r(i((a(+ 5)—1)-7k7—ilioz+)1)(_/\x +o).
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Mit der Vereinbarung Hi_:lo := 1 erhalten wir

/\x’gJa quxw“
[e'¢) -1
B " (ot B +m+1) Y, arsy
N

=) g™~ Z Q™ By (— 22 *7)
k=0 k=0

= Z g — u(x).
k=0

O
E, s~ ist eine Art verallgemeinerte Mittag-Lefller-Funktion.
Es gilt ndmlich:
ioc+y + 1)
Eq =1 "
0ne +Z<¢HF 04+1+’y+1)>x
L(y+1)
— 1 n
* Z (na+ v+ 1)x
=T(v+ 1)Eow+1( )-
Im Falle « =1 € Nist Ej 3,(z) eine hypergeometrische Funktion
v+1 v+ x
E x)=F; [ 1; e ; , leN B,v>—-1
ante) = (1 ) o
(3.116)

Definition 3.3.10.
FEine Folge {pn(x)}, n=0,1,2,..., x € (a,b) (a < b < o0) wird asymptoti-
sche Folge (x — a, x € (a,b) ), wenn fir jedes n gilt:

Pnt1(z) = o(pn(x), (x—a, € (a,b)). (3.117)
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Definition 3.3.11.

Sei {¢on(z)}, n=0,1,2,... eine asymptotische Folge (x — a, = € (a,b) ).
Die Reihe Y~ gnpn () heifit asymptotische Entwicklung der Funktion g(x),
wenn fir jedes N > 0 gilt:

Zgnson = o(pn(2)), (x—a, € (a,b)). (3.118)

Schreibweise:  g(z) ~ > 0" gapn(z) (x —a, z € (a,b) ).

Lemma 3.3.12.
Sei {u,} eine monoton wachsende Folge, j, > —1 und lim,_ . pt, = +00.
Gentige g(x)

x) ~ Zgnx“", x— 0, (3.119)

dann hat der Riemann-Liouville-Integraloperator (J*g)(x) die asymptotische
Entwicklung

W)
~§ F Ll + x“ﬁa, z — 0. (3.120)
Od

Beweis. [SKM93, Theorem 16.1] O

Wir wollen jetzt das asymptotische Verhalten in der Néhe von Null der
Losung der linearen Abel-Volterra-Integralgleichung

u(z) = a(x)(J)(z) + f(z) (0<z<o0, 0<a<l) (3.121)

untersuchen, wenn die Funktionen a(x) und f(z) folgende asymptotische
Verhalten haben:

oo

~ 122
kZ NG ak + 1 (3 )

und

. 3.123
Z T Od/€+ ( )
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Satz 3.3.13.
Seien f(x) und a(z) zwei Funktionen in C_y mit den asymptotischen Ent-
wicklungen (3.123) bzw. (3.122) fir x — 04, wobei

I'(ak+a+1)I(1—a)
F(ak +1)

a_y # (k=-1,0,1,2,...). (3.124)

Dann hat die eindeutige Lisung u(x) von (3.121) eine asymptotische Ent-
wicklung der Form

o0

dk ak
~ E A B 0 3.125

wobetr die qi rekurrent aus

B I'(ak+1) ay; 17"
= [ - F(@k+0¢+1)F(1—a)]

k-1
IN'ak + 1ag_1-; 3.126
X[Zr(a(k—1£¢)+1;;(;(¢+1)+1)Qi+¢k 0
i=—1
(k=-1,0,1,2,...)
ermittelt werden.
Beweis. Mit Hilfe von Lemma 3.3.12 erhalten wir
o - dk alk+1
J)(x) ~ AR Y | B 3.127
(J%u)(@) kz;lr(@(k+1)+1) - (8.127)

Aus (3.122) und (3.127) folgt die asymptotische Entwicklung

: Qp—1—iG; ok
g:lr(o‘(k_1—Z')Jrl)F(cv(z'jL1)4r1)>3’j , =0+,
(3.128)

a(@)(Ju)(z) ~ ) (

k=-1

Die Substitution von (3.123), (3.125) und (3.128) in (3.121) ergibt die asym-
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ptotische Entwicklung (z — 0+)

o0

Z dk xak
h I(ak + 1)

k=—1 \i=-1 —

(3.129)

Ein Vergleich von beiden Seiten von (3.129) ergibt

k

= I'(ak +1)ag—1- | o
%_Z-ZIFW(’f—l—i>+1>r<a<¢+1>+1>q’+¢k (k==1,0,1,2,...).

(3.130)

Dies ist aber dquivalent zu

I'(ak+1) a_q
(1 Tk +a+1)I(1 —a)) O

Odl{"— )ak,l,i
- ; k=-1,0,1,2,...),
er —1—@)+1)F(a(i+1)+1)q+wk ( )

(3.131)

wobei gesetzt wird: Z,ﬁfl := 0. Somit werden die g aus (3.126) rekurrent
ermittelt, wenn (3.124) gilt. O

Korollar 3.3.14.

Seien f(z) und a(x) zwei Funktionen in C_; mit den asymptotischen Ent-
wicklungen (3.123) bzw. (3.122) mit a_y = 0 fir x — 0+. Dann hat die
eindeutige Losung u(x) von (3.121) eine asymptotische Entwicklung (3.125),
wobei die q, (k= —1,0,1,2,...) rekurrent aus

k—1

B Dok + 1Vag_1-;
) D sy s s T (3.132)

i=—
ermittelt werden.

Beweis. Da a_; =0, ist die Bedingung (3.124) erfiillt.
(3.132) folgt unmittelbar aus (3.131). O

F(Oék? + 1)(1 —1-iG; ok = 77Z) «
~ Z (Z 10+ 1);(04(1' Y1)+ 1)) Tkt 1) kzl F(ozk:k—l— 0" .
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Bemerkung 3.3.15. Existiere ein j € {—1,0,1,2,...} so, daB§
CTaj+a+1I(1-a)

a_q = , 3.133
! T(aj+1) (3.133)
und ist das lineare System
k T'(ak+1)a i
Gk — D iy T(a(k—1— Z)Jrl)lf(al(erl 4 = Vi
(k#j, k=-1,0,1,2,...) (3.134)

I'(« +1)a i
ij—l I'(a(j—1 Z)—i—l)';(al(z—i-l)—i—l 4 + 77Z)J =0
losbar, dann folgt aus (3.131), dafi die Losung u(x) von (3.121) eine asym-
ptotische Entwicklung der Form

% ok 0 3.135
F(ozj+1 +_Z ak+1 T 0 ( )

k#]

hat, wobei ¢ eine beliebige Konstante ist. Ist das System (3.134) unlosbar,
so hat die Losung von (3.121), sofern iiberhaupt eine Losung existiert, keine
asymptotische Entwicklung der Form (3.125). Die Frage nach der dann be-
stehenden Asymptotik und den resultierenden Schwierigkeiten lassen wir, als
Anregung zu weiterer Forschung, offen.

u(r) ~ S

Satz 3.3.16.

Seien f(x) und a(z) zwei Funktionen in C_y mit den asymptotischen Ent-
wicklungen (3.123) mit ¥_1 = 0 bzw. (3.122) fir x — 0+, wobei wie in
Satz 3.3.13 (3.124) erfiullt ist. Dann hat die eindeutige Losung u(x) von
(3.121) eine asymptotische Entwicklung der Form

- dk ak
~ E _ 0 3.136
g k=0 I'(ak + 1)x v ( )

wober die qi rekurrent aus

|, Tlek+1) a_y 17"
= { F(@k+0¢+1)F(1—a)]

O[]{? + ]_)(l —1—4 (3137)
L_er —1—z)+1)rl‘€(oé(z'+1)+1)q’iW’c

(k=0,1,2,...)

ermittelt werden.
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Beweis. Wegen ¢_; = 0, ergibt (3.131):

(1—a_1)qg_1 =0,

I'(ak +1) a_q B
(1_ F(ak+a+1)F(1—a}) =

k-1
F(Odl{ + 1)ak717i
- - qi—ka, k:0,1,2,....
Z,:ZIF(a(k;—1—2)+1)F(0¢(z+1)+1) ( )
(3.138)
Da aber (3.124) erfullt ist, gilt a_; # 1.
Somit folgt aus (3.138) ¢_; = 0. O

3.4 Analytische Losung der Riemann-Liouville-
Differentialgleichung

Wir wenden uns in diesem Abschnitt der Riemann-Liouville-Differentialgleichung

DHtu(x) — Zm: NiDFiu(z) = f(x) (3.139)
i=1
zZu.
Satz 3.4.1.
Seien
NeC@E=1,...,m), n:=[u]l, felC, (3.140)
und
> >0, m=[u|  firalle i€ {l,...,m}, (3.141)

wobei [u;| die kleinste Zahl n; € Ng mat n; > ; ist.
Dann ist fir gegebene b, € C (¢ =0,... ,n—=1)undc,, € C(i=1,... ,m;q=
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0,...n—1) die eindeutige Lisung in C_y der Anfangswertaufgabe

(D)) = SO MDD ) () = f(o), Hm (T () = by,
lim (D'~ tu)(2) = by, (¢=0,....,n—2), (3.142)

lim ("~ u)(2) = Cigg—1),  Hm (D" u)(z) = cig,

(t=1,....m; q=0,...,m —2),

gegeben durch

u(z) = g(x) + /Ox Q(x —t)g(t) dt, (3.143)

wobei

Q(z) = Z /\jx“_“]’_lE(u_mwJL_um),u_w(/\1x“_’“, ey At T (3.144)
=1
und

o) == (D)) + Y s )Wl—z&(l e ))

I'(p—q
(3.145)
Beweis. Wir fiihren die Gleichung (3.148) auf die Form (3.107) zuriick.

Daher wenden wir den Operator J* auf beiden Seiten von (3.139) an und
erhalten

J*DPu(x) — Z N JFDFiu(x) = JH f(x).
i=1

Dies ist aber wegen der Halbgruppeneigenschaft (3.14) des Riemann-Liouville-
Integraloperators J# dquivalent zu

JED u(x) = Y N JPT T DR () = J* f(x).
=1
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Aus (3.38) und (3.148) folgt

n—1
a1
9= I(
m ni—1 c
. N JHH u(m) _ iq primel | — J“f( )
; [ qz; P(ki —q)

Daraus folgt

m n—1 b

u(z) — Z N JH () = JH f(x) + Z F(iq)x“_q_l
: 1—q
=1 q=0
. ol (3.146)
(S )
— <q:0 T(n—q)
und aus Satz 3.3.7 die Behauptung. O
Wir wollen jetzt eine explizitere Darstellung von Q(z) angeben.
Aus (3.86) folgt
- [T, =2
Elayamta; (21 zm) = > > (kslyy ) =1 s
k=0 I+ +lm=Fk F(aj + Zs:l aslS)

11>0,....lm >0

mQZS

k=l k=l1—12

k=011=0102=0 1I3=0 lm—1=0 s=1

(k zmll)l—[m1 ls

le

F(aj+am(k_z )+Z 1a88)

X

Daher gilt

p—p p—p
By =) = (M D

o) m I
- Z Z (k’ ll? ) lm) m HS:I )\S Z'E;n:l(u_us)ls
I (Zszl(M - :us)(ls + 55]‘))

k=0 I+ +lm=k
11>0,...,lm >0

(3.147)

ok k!
220> Z Ll b (k=SS0 1)
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mit dem KRONECKER-Symbol

1 fiir s =7,
0sj = ) .
0 fiir s # j.

Wir erhalten

m
—i—1 _ _
Q(z) = Z/\jxu H E(u*mwwﬂfum),u*#j (A= A )
J=1

-3 (k3li, . )

l112(.).,....,lm>0
m m l€+5€
% Z - Hs:l )\S ’ xZ;’ll(M*us)(lerésj)*l.
FST 0 )0 T )

Korollar 3.4.2.

Seien die Voraussetzungen von Satz 3.4.1 gegeben.

Dann ist fiir gegebeneb, € C (¢ =0,... ,n—=1) undc;; € C(i=1,... ,m;q=
0,...n—1) die eindeutige Lisung in C_y der Anfangswertaufgabe

(D)) = S ND u)(a) = @), L) (@) = by,

lim (D"~ ) (x) = by, (¢=0,...,7=2),  (3.148)

lim (" u)(2) = Cig—1),  Hm (D" ) () = cig,

(t=1,....m; q=0,...,m —2),
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gegeben durch

n—1 m ni—1
C
= (J"f)(x) + :z:“ql i gt

+Z S (ki)

k=0 Li+-+lm=Fk

11>0,...,lm >0
X Z (H )\{;Hsj) JZZ'Ll(ufus)(lerésj)Jruf(x)
j=1 \s=1
+ > (kb)Y (H Al;”sf)
k=0 li+-+lm=Fk j=1 \s=
1120, >0

:L'ZT 1(# ,U's)(l +65,])+u g—1

by
Yo —ps)(ls +055) +pp—qg—1)"1

m m m

XZ
—Z Z (k;;ll,...,zm)ZZHAz o H8sj+0ss
k=01

14+l =k Jj=111=1s
11>0,...,1,, >0
il 2T (= pis ) (s +0s5+65i)+pn—g—1

x m Ciq.
0 I (Zszl(:u - Ms)(ls + 58] + 531) + o — Q))

q=

(3.149)
Wir betrachten den Spezialfall von (3.139), wenn 1 = ma und p; = (i — 1)a, a > 0.

Korollar 3.4.3.
Seien

l<meN \eC@=1,...,m), n:==[u|, felC, (3.150)
und
n = [(i—Dal firalle i€{1,... ,m} (3.151)

Seien weiterhin die Konstanten d;; und w; derart gewdhlt, daf$ gilt:

Doy NS -~ dy
—m — = —, Mt t+n,=m.
Sm_zz'zl )\Z,Sz 1 ;;(S_wl)j P
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Dann ist fir gegebeneb, € C (¢ =0,... ,n—1) und ¢;; € C(i=1,... ,m; ¢=
0,...n—1) die eindeutige Lisung in C_y der Anfangswertaufgabe

(D™ u)(2) = ) MDD (2) = flx), (7" ) (@) = by,
i=1
ilcil%(Dmo"q’lu)(x) =b, (¢g=0,....,n—2),
lin (77 %) () = iy, (DO ) () =
(t=1,....m; q=0,...,m —2),
(3.152)
gegeben durch
u(z) = g(z) + / R(x —t)g(t) dt, (3.153)
0
wobei
pom ' '
R(z) =YY dijz® ' E] . (wa®) (3.154)
=1 j=1
und
77_1 b
g(x) = Jmaf ) + q xmaqul
©) = N6+ X =g
. —_— ) (3.155)
_ )\z iq xmaqul ’
2 (Z Foma — 9 )

dabei ist die Funktion Ei’aj(wlxa) wie in (3.83) definiert.

Beweis. Die Behauptung folgt aus (3.146) mit 4 = ma, p; = (i — 1)a und
Korollar 3.3.5. U

Wir befassen uns jetzt mit dem Spezialfall

DFu(t) = —pHu(t) + q(1), t>0, m:=[ul, (3.156)
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der in der Literatur , falls 0 < p < 1 als Verallgemeinerung in der Zeitablei-
tung der Relaxationsgleichung

Du(t) = —pu(t) + q(t), t>0, p>0, (3.157)

und falls 1 < p < 2 als Verallgemeinerung in der Zeitableitung der Oszillati-
onsgleichung

D*u(t) = —p*u(t) + q(t), t>0, p>0, (3.158)
vorgeschlagen wird.
Nigmatullin diskutiert in [Nig84] den Spezialfall
DFu(t) = —ptu(t), t>0, p>0, 0<pu<2. (3.159)

Im engen Zusammenhang mit den Gleichungen (3.156) und (3.159) stehen
die Mittag-Lefller-Funktionen E, und die verallgemeinerte Mittag-LefHer-
Funktionen F, g. Die Losungen dieser Gleichungen sind durch das folgende
Korollar gegeben:

Korollar 3.4.4.
Seien

w>0¢€Ck=0,... m—1), m:=[u], peC, felC,

und
w(t) :==t"E, (= (pt)").
Dann lost
m—1 0o
u(t) = Y cxw® () + Jru(t) + Y (=1 p D f(2) (3.160)
k=0 i=0

eindeutig die Anfangswertaufgabe
Dru(t) + ptu(t) = f(t),  limu_o(J"Hu)(t) = e,

3.161
limy_o(D**tu)(t) = ¢, (k=0,...,m—2). ( )

Falls f(t) =0 gilt das asymptotische Verhalten®:
u(t) ~ ey t" " /T ()  fiir t—0. (3.162)

Lg(t) ~ h(t) fiir t — 0 bedeutet lim;_o g(¢)/h(t) — 1
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Beweis. Wir wenden den Operator J# auf beiden Seiten der Gleichung
(3.156) an, um sie auf die Form (3.95) zuriickzufithren und erhalten:

JEDFu(t) = —pt JHu(t) + JH f(1)

Aus (3.38) und den Anfangsbedingungen in (3.161) folgt:

mlxukl

TGt = ) + ),
k=0

Die eindeutige Losung dieser Gleichung lautet aber nach (3.96):

m—1 n—k—1

x
=R
m—1 c t
k _ e
-7 m/(t_ﬂu By (—p"(t = m)) T dr
o -~ \H 0

£ Iu(t) = [ (=P B (<= 7)) dr

Da aber die Mittag-Leffler-Funktion £, g in C wohldefiniert und holomorph
ist, darf die definierende Potenzreihe stets gliedweise integriert und beliebig
oft differenziert werden. Daher erhalten wir durch Einsetzen der Potenzreihe

E, .
L
2 T )
—pt mzl i r pJ“ o /t(t B T)u(j+1)—17_u_k_1 dr
=0 j=0 (g + 1)~ Jo

i t )
+ Jhult p“zr o Pe / (t — 7)PUTD=L i £ (4) dr.

Aus der Halbgruppeneigenschaft (3.14) des Riemann-Liouville-Integraloperators
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J# und aus (3.11) folgt:

m—1 m—1 0
phk-1 J+1p(J+1) ,
u(t) = —r + Ch Z tu(]—l—l)-ﬁ-u—kz—l
=k " = ST+ +p—k)
+ Jru(t) + Z(—l)j“p“(j“)J“(j+2)f(t)
§=0
m—1 fe’e)
(=1)'p™* e

— tu(erl) k—1

;; C’“; T(u(i+ 1) — k)

u(t) = cxw® () 4+ Jhu(t) + i (—=1) g+ £(¢).

O

Wie die asymptotischen Entwicklungen zeigen, fithrt der Ansatz, wie bei der
Gleichung (3.156) beschrieben, in der Regel auf Losungen, die im Nullpunkt
unbeschrankt sind. Zudem ist es physikalisch sinnvoller, an der Stelle ¢ = 0
Werte von v und gegebenenfalls von u’, ... ,u™ ! vorzugeben. Folgt man den
Ausfiihrungen in [GR95],[GM97], [Mai96] und baut die Anfangsbedingungen

direkt in die Gleichungen ein, so bekommt man die modifizierte Aufgabe

D (u<t> - —!u<k><o+>) = rult) 1 (1),

- (3.163)
fel_q, t>0, p>0, m—-1l<pu<m.

Wenn f(t) =0, so heifit die Gleichung (3.163) gebrochene Relazationsglei-
chung, falls 0 < p < 1 und gebrochene Oszillationsgleichung, falls 1 < p < 2.
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Die Gleichung (3.163) ist dquivalent zu der Integralgleichung

mlk
t)+pJ" JFE) + Y —u® (0"
W+ ) = IO+ O
fel t>0, p>0, —1<u§m.

Diese Form wird in der Literatur ([GN91],[GN93],[SW89]) direkt aus

u(t) + pJ™u( Zk— + " f(t)

durch Verallgemeinerung des Integralterms abgeleitet. Ausgedriickt in Mittag-
Leffler-Funktionen sehen die Losungen so aus:

Satz 3.4.5.
Sei w(t) == E,(~(pt)")

(a) Fiir 0 < p < 1 und fiir gegebenes cq ist

u(t) = cow(t) + Z )i JHEHD £ (1), (3.165)
eindeutige Losung von

D* (u(t) — u(O)) = —p'u(t)+ f(t), u(0)=cy, feC_,. (3.166)
Ist f € C[0,00), so erfillt v’
u'(t) ~ —cop"t" T (), fiir t— 0.
(b) Firm—1<p<m, me&N-={0} und fir gegebene

Cr (k:(),,m—l)

15t
m—1 00
u(t) =Y cpTFw(t) + Y (=1 pr I f(2), (3.167)
k=0 =0
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eindeutige Losung von

m—lk
&

D () = 3 7)) = o) + 50,

fec, uPO0NH=¢ (k=0,...,m—1).

(3.168)

u™ erfillt

™ (0) ~ —copt" ™ T (u—m + 1) fiirt — 0.

Beweis. Der Beweis verldauft dhnlich wie der Beweis des vorherigen Korol-
lars 3.4.4. Man fiihrt die Gleichungen auf die Form (3.95) zuriick und benutzt
die Eigenschaften der Mittag-Leffler-Funktionen. O

In [GR95], [GM97] und [Mai96] wird im Fall 0 < @ < 2 das Verhalten
dieser Losungen eingehend untersucht. Entscheidend dabei sind die Mittag-
Leffler-Funktionen E,(—t*), die die gebrochene Relaxationsgleichung

u(t) + JHu(t) =1, w(0)=1, 0<pu<l (3.169)
und die gebrochene Oszillationsgleichung

w(t) + J*u(t) =1, w(0)=1,4'(0)=0, 1<pu<?2 (3.170)
16sen. Fiir 0 < p < 2 gilt:

1 —t*T'(1+p), wennt — 0

E,L(—t“) ~ { _
tHT(1 — p), wennt — 00.

E,(—t") hat fir 1 < g < 21in ¢t > 0 eine ungerade Anzahl von Nullstellen

und bleibt fiir hinreichend grofe ¢ negativ, wihrend E,,(—t*) fir 0 < p <1

in ¢ > 0 streng monoton abklingt. Fiir 1 < p < 2 wéchst die Zahl der Null-

durchgéinge mit u, bis es im Grenzfall y = 2 fiir Ey(—t?) = cost unendlich

viele sind.

Im Vergleich zur Losung e~ der “klassischen” Relaxationsgleichung (mit
p=11in (3.169)) fallt die Losung E,(—t") der gebrochenen Relaxations-
gleichung (mit 0 < g < 1in (3.170)) in der Néhe von 0 viel schneller (die
Ableitung strebt gegen —oo anstelle —1), fiir grofie ¢ viel langsamer (alge-
braisch statt exponentiell).
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Im Vergleich zur Losung cost der “klassischen” Oszillationsgleichung (mit
p = 2in (3.170)) hat die Losung E,(—t*) der gebrochenen Oszillations-
gleichung (mit 1 < g < 2 in (3.170)) nur eine endliche Anzahl lokaler
Extreme und konvergiert fiir ¢ — oo asymptotisch algebraisch gegen 0. Dem-
nach weisen gebrochene Ostzillationsprozesse Merkmale der Relaxation und
der Oszillation auf.

1 1
0.8
0.5
0.6
0
0.4 !
L os
0.2 m :
0 v 1
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Abbildung 3.8: Die Mittag-Leffler- Abbildung 3.9: Die Mittag-Leffler-
Funktion E,(—x®) fiir Funktion E, (—z%) fiir
verschiedene ~ Werte verschiedene ~ Werte
von a € (0,1]: 10.2, IT vona€ (1,2:11.2,11
0.5, IIT 0.8, IV 1. 1.5, 11 1.8, IV 2.

In der Literatur werden die Losungen der gebrochenen Relaxations-Oszilla-
tionsgleichung oft anders angegeben. Die Mittag-Leffler-Funktionen ergeben
sich aus der Technik der Operatorenrechnung oder der Laplacetransforma-
tion. Benutzt man jedoch wie in [GN91] die Mellintransformation, so fiihrt
das auf H-Funktionen von Fox. Durch entsprechendes Einsetzen der Indizes
kommt man wieder auf die Mittag-Leffler-Funktionen.
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3.5 Analytische Losung der Caputo-Differen-
tialgleichung
Wir wollen in diesem Abschnitt eine Existenz-und-Eindeutigkeitsaussage fiir

(1.4) formulieren.
Wir untersuchen erstmal die Gleichung

D}u(z) + aDZu(x) + bu(z) = f(z),

(3.171)
B>a, my—1<a<m, mg—1<p<mg.
Nach Satz 3.5.5 ist die Losung gegeben durch
+/ Q(z —t)g(t) dt, (3.172)
0
wobei
mg—1 (k)
ut™(0)
g(x) = Jf(x)+ > ! o
k=0
ma—1 (k)(o)
u B—a+k
T ; TB—athkt1)"
und
Q(z) = —az” *“'Ep_opp-a(—az’ ", —bz")

— b~ E(g,aﬁ)g(—axﬂ * —baP).
Nach (3.86) ist

By (21, 22) = A0 — ;
(w1, p2) 2 kZ ]Zk: 'j!F(MQ‘i‘,ulZ—F,UQ])

\ |
+

k! PR
(k= ) T(pa + pa(k — 7)) + pag)

WE
Mw

il
[e=]
<
[en]

> |

WE

Oremris
2\ F(u2(j+1)+u1(/€—j))

il
[e=]
<

und

i oJ
k! 23 25

e LA E (i + o)

WE

E(m,m)ul (217 ZQ) =

il
[e=]
+

k! PR
« (k= )T (1 + (k= J) + p2g)

WE
]~

il
o

J

> |

WE

() e
— J P(Mﬂ'—i-,ul(k—j"‘l))'

=

il
o
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Daher gilt
oo k
g )hah b .
Q = —qgPo1 ( ) iyt
. ;JZ: J 047+ —a)(k+1))
Sy
k=0 j=

k+1 k-
1 +1 ]+1b_7 i) a1

k k
" v L (B=) (k=) +5j
J) Tlay + —a)k + )
(
J

[
]2

— \J/ (e +(ﬂ a)(k+ 1))

Eod

, r
=0 j
ZZ (k) (—1)FHigh—ipi+! T
—0 =0 M I(aj+ (8 — a)k+ )
(_
1

k . )
; k_l)r(ﬂk+1)—&(l+1))
2

_|._
ol

k1 g 11 k1

k+1 jpk—1+1
)" a’h B(k+1)—al—1

=0 (’f ]i l) F((ﬂ(k +1) —al)

k1 o
k (—1)kHlgiph—itt P |
- T b t g l 1

k=0 j=0 ( )P(ﬁ(k‘Jrl) —aj)x Subst: j =1+

j_

<

LGN [k (—1)E i bkt B(k+1)—al—1
+ Z Z ([) r(pk+1)— ozl)x :
N (=D a"! B+1)—alk+1)
=2 MBI

k=0
e ] ( 1)k+1bk+l ﬁ(k+1)71
+ R
,; TBk+1)"
0 k 3 -
+ZZ K k ) n (k)} (—1)**1aib a+‘1 -
k=0 j=1 j—1 7)1 T(Bk+1)—ayj)
. i kZ: k + 1) (_1>k+1ajbk—j+1 -t
j ) T(Bk+1) —aj)

-

ZBk+1)—a(l+1)-1 Subst: 1 =k — j



3.5 Analytische Losung der Caputo-Differentialgleichung

77

Daraus folgt

FalbtITA+1) e o
/Qx—tt’\dt ZZ() ﬁk_&jﬂﬂﬁ’“ =

und

/Ox Qx —t)J" f(t) dt = i Zk: (l;) (—1)Fadbb=d Jok+D=ad £ (y).

Der Einsatz in (3.172) ergibt

Korollar 3.5.1.
Die eindeutige Losung der gebrochenen Differentialgleichung (3.171) mit ge-
gebenen Anfangswerten uV(0) = ¢; (i =0,... ,mg — 1) lautet

k (—1)FalbF Pk—aiti,
J)T(Bk—aj+i+1) ’

o0 ma—1 k q k—i
+Z k’ (—1) ajflb ! . xﬂ(kz—f—l)—a(j—l—l)—l—ici'
£ j)TBk+1)—a(j+1)+i+1)

(3.173)

Korollar 3.5.2.
Die eindeutige Losung der gebrochenen Differentialgleichung

e w(z) + aD%u(z) +u(z) = f(z), u(0)=cy, O0<a<l (3.174)

lautet

(3.175)

B R
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Korollar 3.5.3.
Die eindeutige Losung der gebrochenen Differentialgleichung

d2
@u(x) +aDfu(z) +u(z) = f(z), u(0t)=c, v(0)=c l<a<?2
(3.176)
lautet
o k
=33 ()i
k=0 7=0
P 2k+1)-aj ]
x
1— .
too (1= ) (~1 () T2k T3 a)) (3.177)
L k=0 5=0
i % p2k—ai+3 ]
+c | — ( ) :
i == F(Qk—&j—i—él)_
Wir untersuchen jetzt die Gleichung
Diu(w) + bDu(x) + eDlu(z) + du(z) = f(z),  a>p>7,
me —1<a<m,, mg—1<pB<mg, my—1<vy<m,.
Nach Satz 3.5.5 ist die Losung gegeben durch
+/ Q(z —t)g(t) dt
0
wobei
mal,6)(0) me ! ¥)(0)
u u
g(x) = J*f(x) + Sl +b Yy O
= — Tla=F+j+1)
m~y—1 .
. Z u(J)(O). " (3.178)
= Ma—v+j+1)
und

Q(ZE) = _bxa_ﬁ_lE(afﬁ,af'y,a)afﬁ(_bxa_ﬂ, _Cxa_w, —dl'a)
- CxaiyilE(afﬂ,af'y,a)affy(_bxaiﬁ, —C.Tai’y, —dl'a)

— dxo"lE(a_ﬁya_W)a (=bx®™ P, —cax®™, —dx®).
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Wir wollen die Gestalt von Q(z) vereinfachen. Nach (3.86) ist

ol I3
k! 21 25 25

E(m B2, 43 ) 1 21,2’2723 Z Z
o TRIN
o laortsoy 0B D(un (L4 1) + pols + pisls)
oo k k—l1

_Zzzllllg _ll_g2)

k=0 11=01l2=

lel ZéQZ:])f l1—l2

X )
D (L4 0) + pols + ps(k — 1 — 1))

oo  k k—L

E(m 12,3 ) p2 21’22’23 ZZZ ll'lg _ll - l2)

k=0 11=01l>=

lel Zl2 Zk l1—l2

X
Dby 4+ po(lo + 1) + ps(k — I — 1))

und
o k k=l
By iz gisys (71, 22, 23) Z Z Z I (k — ll —1o)!
k=0 1, =0 12=0
y gk kil
T(puly + polo + ps(k — 1y — o + 1))
Daher gilt
- oo k k—i X FEL bl Aomiei 2+ =B(i+1)—yj—1
Q) = ;; ; ik —i— j)!(_l) b (a(k+1) = B(i+ 1) — vj)

ok ' ! ki 1 gh—i=j pok+1)=Fi—y(+1)—1
" (= 1) —

ZZ : z!j!(k—z—j)!( ) C(a(k+1)—Bi—~(+1))
xa(k‘f'l)—/@i—’Yj—l

00 k
k! b Lo i b
-1 7 i—j+1
+ZZ,Oi!j!(k—z’—j)!( yrved Dok +1) = Bi —vj)

xakz—,@i—wj—l

T(ak — Bi— 7))

—(—1) i dE
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Korollar 3.5.4.
Die eindeutige Losung der gebrochenen Differentialgleichung

Du(x) + bDPu(z) + cDYu(x) + du(z) = f(x), a>f[>7,

(3.179)
me—1<a<m,, mg—1<B<mg, my—1<vy<m,,
mit gegebenen Anfangswerten u)(0) = u; (j =0,... ,my — 1) lautet
oo k k—i k!
_ . 1 kbicjdk—i—jja(k+1)—,3i—’yj

: —1)rbid gk
. 2 z’!j!(kz—i—j)!( )
k= Bi—yj+
“Tlak —Bi—~j + 1+ 1)

Uy

k—i mg—1 Ll

22D ) e (3.180)

Tak+1) —Bl+1) —qj+i+1)"
oo k k—imy—1 Ll
: kpi j4+1 jk—i—j
+ZZZ 2 z’!j!(k—z’—j)!(_l) bedT
k=0 =0 j=0 1[=0

L okA1)=Bi—y(j+1)+

“Tlak+1) —Fi -G+ +1+1)

uy.

Wir betrachten jetzt die allgemeine Gleichung
Dlu(x) + Y N Diu(z) = f(z). (3.181)
i=1

Satz 3.5.5.
Seien

NeC@=1,....,m), v:=[u|, o:=min{ul}, felC_, (3.182)
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und

> >0, vii=[p| firalle ie{l,...,m}. (3.183)

Dann ist fiir gegebene ¢, € C (¢ =0,...,v —1) die eindeutige Losung der
Anfangswertaufgabe

Dt u(x) + Z A Dtu(z) = f(x),

— (3.184)
W (0" =¢, q¢e€{0,...,v—1}
gegeben durch
x +/ Qzr —t)g(t) dt
0
wobet
- Z )‘jxuiurlE(ufm,--- NN (=Ah ™ = At
und
ph—Hitg
= J'f(x) + +Y N .
o) = 4500+ 5 2+ 30 (5 e
(3.185)

Beweis. Der Beweis verlauft dhnlich wie der von Satz 3.4.5. Wir wenden
den Operator J* auf beiden Seiten von (3.181) an und erhalten

JH DFu(x) + i N J! DFu(z) = J* f(x).

Dies ist aber wegen der Halbgruppeneigenschaft (3.14) des Riemann-Liouville-
Integraloperators dquivalent zu

JH Dl Z)\ JHH VDY) = J* f ().

=1

Aus (3.48) folgt

u(zx) — Z ‘cq—i-Z)\J“ ’“( Z i )-J“ (x)

q=0
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und aus (3.20)
"y
+ZA () = I Z—!
n vl pH—rita
E: T(u— i+ qt1)

q=

(3.186)
Aus Satz 3.3.7 folgt die gesuchte Losung. O
Aus (3.147) erhalten wir die explizitere Darstellung von Q(x):
Q(x) = Z )‘uniujilE(u—m,--- = Hm ) = [ (_Alxuim’ Tt _)\mxufum)

j=1

= Z Z (/{;;ll,...7lm)(_1)k+1

k=0 l1+--lm=Fk
11>0,...,lm >0

m ls+55'
X Z H As o= (p—ps) (Is+655) =1
S 1 M :U’s)(l + 653))

Korollar 3.5.6.
Seien die Voraussetzungen von Satz 3.5.5 gegeben.

Dann ist fiir gegebene c; € C (7 =0,...,v — 1) die eindeutige Losung der
Anfangswertaufgabe

DFu(x) + Z A Du(x) = f(x),

u(07) =¢;, j€{0,...,v—1}



3.5 Analytische Losung der Caputo-Differentialgleichung

83

gegeben durch

m v;—1
¢ pHHitT
= JH -
ule) = Sl Z' Z ( N uz+q+1)>

q=

+Z Z (k§ll,...,lm)(_1)k+l

k=0 li+-+lm=k

1120,...,lm >0
X Z (H )\iSMSj) JE s () (0 it £ ()
j=1 \s=1
+3 0> (sl L) (DY (H Al;””’) (3.187)
k=0 l1+-+lm=k j=1 \s=1
110, Ly >0

9 1(# ps)(ls+0s5)+a

Yot (= ps) (L +5SJ)+Q+1)

XZ
+Z > kil 1§:§:ﬁ&s+&v+5si
k=01

14+l =k 7j=1 i=1 s=1
11>0,..,lm>0

vi—1 S (u—ps) (Ls 4055 4+0si)+q

X C
ZF o (= prs)(ls + 05 + 05i) + g+ 1))

S

Wir betrachten den Spezialfall von (3.181), wenn g = ma und p; =
(i—Da(i=1,...,m).
Korollar 3.5.7.

Seien
NeC@=1,...,m), v:=[mal|, oc:=min{ma,1}, feC_,
(3.188)
und
vi=[(i—1)a] firalle i€{1,...,m}. (3.189)

Seien weiterhin die Konstanten di; und w; derart gewdhlt, dafs gilt:

Do AT e dy
= — = o+, =m.
SIS S W ; ; S—w) v
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Dann ist fiir gegebene ¢, € C (¢ =0,...,v—1) im Raum C_; die eindeutige
Losung der Anfangswertaufgabe

D + Ni(DUV) (z) = f(x),

( )(x) Zl ( )(z) = f(z) (3.190)

u(z) = g(z) — /Ox R(x —t)g(t) dt, (3.191)

wobet
p
dlj e B (™) (3.192)
=1 j=1
und
—1 vi—1 (m—i+1)a+q
)= JH c + Ai
ooy =09+ L 550+ S0 (8 s e
(3.193)

dabei ist die Funktion E. . (wx®) wie in (3.83) definiert.

a,af

Beweis. Die Behauptung folgt aus (3.186) mit 4 = ma, p; = (i — 1)a und
Korollar 3.3.5. O



