Kapitel 4

Das numerische Verfahren

4.1 Gebrochene Faltungsquadraturen

Wie schon in der Einleitung angedeutet, wurden die gebrochenen Faltungs-
quadraturverfahren von Ch. Lubich [Lub83a, Lub85, Lub86, Lub87, Lub88,
HLS88] entwickelt und basieren auf den linearen Mehrschrittverfahren fiir
gewoOhnliche Differentialgleichungen. Eine andere, auf der Theorie der Peano-
Kerne beruhrende Methode zur Bestimmung des Fehlers numerischer Fal-
tungsquadraturen wird von K. Diethelm in [Die97b] dargestellt. Fiir unsere
Zwecke sind aber die Methode von Lubich und seine Notation zweckméfiger.
Zur Approximation des Integrals [ (z — s)*~'s” ds, 8 > 0 wihlt man eine
Schrittweite h > 0 und das dquidistante Gitter

Gn(X) ={x, =nhin=0,1,... ,N(h) mit  N(h) = [X/h]}.

Definition 4.1.1.
Sei eine Abbildung u: [0, X] — C gegeben. FEine Approzimation an das
gebrochene Integral der Ordnung o > 0

1

(7)) = o /0 @ —s)Pus)ds,  ze0,X]

mn der Form

(Jou)(an) = h* Y " wn_g(@)u(z;) + h° Z woi(a)u(z;),  zn € Gp(X)

= (4.1)
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mit festem s € Ny und von der Schrittweite h unabhdingigen Faltungsgewich-
ten wy(a) (n > 0) sowie Startgewichten wy;(a) (n > 0, ¢ = 0,...,s)
heifit gebrochene Faltungsquadratur (fractional convolution quadrature). Der

Ausdruck

(Qru)(xy,) == h” an_i(a)u(xi), T, € Gp(X) (4.2)

heifit Faltungsteil und der Ausdruck

Ey =Qp —J°, (4.3)
Faltungsquadraturfehler.
Der Faltungsteil wird durch
(Qpu)(x) := h Z w;(a)u(z —ih), z € [0, X] (4.4)
0<ih<w

auf v & Gp(X) fortgesetzt.

Diese Definitionen gehen auf Lubich [Lub86] zuriick.
Quadraturformeln zur Approximation gebrochener Integrale werden so kon-
struiert, dafl man sie noch auf die Testfunktionen

ws(x) =271, >0 (4.5)

anwenden kann. Deshalb wird vereinbart: Wenn die zu integrierende Funkti-
on u an der Stelle z = 0 divergiert oder nicht definiert ist, dieser Wert aber
in die Formel eingeht, setzt man

u(0) = 0.

Bezeichnung: Sei eine Folge d = (d,)°. Mit d(z) wird die von den
Koefhizienten d; erzeugte Potenzreihe

d(z) = i d; 2"
i=0
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bezeichnet.

Stabilitit, Konsistenz und Konvergenz einer Faltungsquadratur sind Fi-
genschaften ihres Faltungsteils.

Definition 4.1.2.
Der Faltungsteil Q5 einer Faltungsquadratur (4.4) heifst

a) stabil, falls fiir die Faltungsgewichte gilt:

wy(a) = O(n*1) fir n — oc; (4.6)

b) konsistent von der Ordnung p € N, falls fiir die von den Faltungsgewich-
ten erzeugte Potenzreihe

w(z;a) = Z wy () 2"

qilt:

h*w(e™; a) =1+ O(h%) fir h — 0; (4.7)

¢) konvergent von der Ordnung p € N, falls gilt:

(Eg2" (1) = O(h°) + O(K?), h — 0, fiir alle 3 > 0. (4.8)

In der Definition der Konvergenzordnung ist die Normierung auf die Stelle
x = 1 durch die Beziehung

(Bt () = a7 (Bt (1), x>0 (4.9)
gerechtfertigt.

Lemma 4.1.3.
Sei v > 0 und seien die Funktion u stetig sowie die Funktion v lokal integrabel
im Intervall [0,00). Dann gilt:

Ep(uxv) = (Eju) * v. (4.10)
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Beweis.

(% (uxv)) (@) = h* Y wj(uxv) (@, — ;)

J=0

= h ij/o J uw(s)v(z, —x; — ) ds
=0

n—1 Tn—;
= h" ij/o uw(s)v(z, —x; —s)ds da
=0

(Qu# v) () = /0 Q) (D)o — 1) dt
=h" /In Z wiu(t — z;)v(xr, —t) dt

0 o<a;<t

n—1
— B Z/
k=0

Tk 0<z;<t

Th+1

n—1 k

Thk+1
1SS / w(t — ;) o, — 1) dt
k=0 j=0 Z
n—1 n—1 Thi1
= haijZ/ u(t — xj)v(z, —t) dt
i=0 k=g
n—1 Tn
= h® ij/ u(t —zj)v(z, —t) dt
j=0 i
n—1 Tn—x;
= h® ij / u(s)v(z, —x; — ) ds
Jj=0 0
= (¢ (uxv)) (z,) wegen (4.11).

Z wiu(t — z;)v(z, —t) dit

lim (u % v)(x) = 0.

z—0

(4.11)

Aus der Darstellung (3.12) des Riemann-Liouville-Integrationsoperators als

Faltung und aus der Assoziativitat der Faltung folgt

Juxv) =he* (uxv) = (he*u)*xv=(J%)*v
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und daraus
Ef(u*xv)=Qp(uxv) — J*(uxv)
= (Qu) xv — (J%) * v
= (Eju) xv.
U
Satz 4.1.4.
Sei o > 0.

Ist (E¢z~1) = O(h') + O(hP) fiiri = 1,2,3,..., dann ist der Faltungsteil
Qf konsistent von der Ordnung p.
Insbesondere folgt aus der Konvergenz von der Ordnung p die Konsistenz von

der Ordnung p.
Beweis. Es sei u,(t) := €'~ eine auf dem Intervall [0, z] definierte Funktion

und

en(w) = (Byua(t)) (x).

Wir wollen zeigen, dafl h*w(e™"; ) = 14+ O(hP) gilt. Daher zeigen wir zuerst,
daB lim, . ex(x) = h*w(e ™) — 1 und anschliefend lim, ., ex(z) = O(hP)
gilt.

en(r) = (Bpe!™)(z) = h* ) we" — (J% ) ()

0<jh<z
= h” wje I — —/ s e ds.
OSthS:E ’ [(a) Jo
Daraus folgt:
lim ep(x) = h® iw-e‘jh b /00 s le™* ds
700 = I'(a) Jo (4.12)
= h®w(e ") — 1.
Wir zeigen jetzt, da lim, . ep(x) = O(hP)gilt. Aus ul*(t) = u,(t) und aus
der Beziehung
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folgt
p—1 4
t—x __ T—T —x
e = (JPeTT) (1) + ¢
=0
1 i
— p—1 T—T t Z
CES AU 2l
und somit
en(r) = (Epe'™")(x) = e, + e,
wobel
1 =1,
ep(2) = —— Bt e (2) und ej(z) =" Y S(ERt)(z)
(p—1)! — il
definiert sind.
Aus (4.10) folgt:
ehw) = =g B ) )
1 o yp— —x
- Er ) @
1 ! —S( poyp—
= =i/, e S(EptP1)(s) ds
Daher gilt:
: 1 1 > —s ayp—1
xlggoeh(x) = -1/, e *(EytP™)(s) ds.

Aus (4.9) und aus den Voraussetzungen folgt:
(Ept?=1)(s) = s* P71 (Eq 7 1) (1) = O(s* 7 RP).

Somit gilt:

e (00) = O(RhF), h — 0. (4.13)
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Da nach (4.9) (E¢t")(z) nur polynomial wichst, wenn x gegen oo tendiert,
gilt:

und daraus folgt:
en(00) = e,(00) = O(hP).
Aus dieser letzten Gleichung und (4.12) erhalten wir die Konsistenz der Ord-
nung p
h*w(e™ a) =1+ O(hP).
U

Wir werden zeigen, dafl Stabilitdt und Konsistenz dquivalent zur Konvergenz
sind, wenn man annimmt, dafl die Faltungsgewichte aus der Potenzreihen-
entwicklung

w(z;a) = Zwi(&)zi
i=0

einer Funktion

w(z; ) = (r1(2))" ro(2) (4.14)
mit rationalen Funktionen r; und 79 hervorgehen.
Wir wollen jetzt eine Charakterisierung der Konsistenz angeben . Die Po-
tenzreihe (4.14) kann auf die Form

w(z;a) = (1 —2)7"0(z; @)

zuriickgefithrt werden, wobei v so gewihlt wird, dafl @(z; «) in 1 holomorph
ist und w(1; o) # 0.

Unmittelbar aus der Konsistenz folgt v = o und w(1; o) = 1.

Die Reihenentwicklung von w(z; a) in 1 ergibt:
N-1

wzie)=1-2""> c(@)1-2)+(1-2)"r(za) (4.15)

i=0

wobei 7(z; ) := (1 — 2)7*7(z; @) gilt und 7(z; @) eine holomorphe Funktion

in 1 ist.

Eine Charakterisierung der Konsistenz durch die Koeffizienten c¢;(a) wird

gegeben durch:
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Lemma 4.1.5.
Seien die v;(«) so, daf$ gilt

Yo ua)(1=2) = (~lnz/(1 =)™

Dann ist der Faltungsteil QY, mit den von der Potenzreihe (4.15) erzeug-
ten Faltungsgewichten, konsistent von der Ordnung p genau dann, wenn die
Koeffizienten c¢;(«) der Beziehung

CZ(OC):’}/Z(OZ) fUT’ Z:O7laap_1
genigen.

Beweis.

(et = (1)l tsa)

1—eh
Dieser Ausdruck ist genau dann 1+ O(h?), wenn gilt:

wle™; o) = (1 _he_h)a + O(h?).

Dies ist aber dquivalent zu:

—Inz

W(za) = (1_Z)a+0((1—z)p).

0

Die Stabilitét des Faltungsteils Qf héngt wesentlich von 7(z; ) in (4.15)
ab.

Lemma 4.1.6.

Der Faltungsteil 2 mit den von der Potenzreihe (4.15) erzeugten Faltungs-
gewichten ist genau dann stabil, wenn die Koeffizienten r,(«) von r(z; a) der
Beziehung

ro(a) = O(n* 1) (4.16)

gentigen.
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Beweis. Wir machen hier Gebrauch vom asymptotischen Verhalten des Quo-
tienten zweier Gamma-Funktionen

F(n+a _ a b a b
L(n+0b) an O, n—oo
F(b—a“‘]) —b
=1 = (=1 2l pabtl
do ) d] ( ) F(b—a)j' 7 (G,),

wobei

a I dj l ¢ xt
5= |(75) ..

verallgemeinerte Bernoulli-Polynome sind. (Vgl. [Luk69], [Gel67]).
Daraus und aus der Beziehung

n

— a—1
(_1)n( a) = - [1 + dlnfl + d2n72 4+ . 4 dN71n7N+1 + O(?”L*N)} ’

T —atj)
1l —a)j! 7

=
£

n—oo dj=(-1)
(4.17)

Sei r,(a) = O(n*1). Wir wollen zeigen, daf die Stabilitit daraus folgt, d.h.
wp(a) = O(n*1).
Aus (4.15) erhalten wir die folgende Gestalt der Faltungsgewichte:

N-1
a4+ a+ N
o) = (70 e et (0
=0
Aus dieser Gestalt, aus der Annahme und aus (4.17) folgt w,(a) = O(n®™1).

Sei nun w,(a) = O(n*1). Dann hat w(z; a) keine Nullstellen im Innern des
Einheitskreises und kann in der Form

w(z;a) =y(z; a) ((z —-1)7* - H(z - Zi)_ai> (4.18)
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dargestellt werden, wobei
lzil =1 y(z;00) #0, >0, z#z,4,j=1,....m

und y(z; a) holomorph in |z| < 1.
Eine Partialbruchzerlegung von w(z; ) (s. [Kat68]) ergibt:

w(z;a) = (z—1)"(z; ) + Z(z —2) %pi(z — z o) + q(z ),

wobei p;(0;a) # 0, (i = 1,...,m) und ¢(z;a) analytisch im Innern des
Einheitskreises und gentigend differenzierbar auf dem Einheitskreis [z] <1 .
Aus (4.17) folgt:

wy(a) = O(n* 1) genau dann wenn  o; < a (i=1,...,m). (4.19)

Ebenso kann r(z; «) in der Form
r(z;a) =(z —1)7g(z; ) + Z(z —2) " %pi(z — zna) + (2 ),
i=0
dargestellt werden, wobei g, p, ¢ dieselbe Eigenschaften wie y, p, ¢ haben.
Daher gilt auch r,(a) = O(n*!). O

Satz 4.1.7.

Unter der Voraussetzung (4.14) ist der Faltungsteil Qf einer Faltungsquadra-
tur (4.1) stabil von der Ordnung p, wenn er konvergent von der Ordnung p
15t.

Beweis. Sei QF konvergent, d.h. (E¢z°~1)(1) = O(hP) + O(h?), 3 > 0.
Nach Satz 4.1.4 folgt aus der Konvergenz des Faltungsteils die Konsistenz.
Daher ist w(z; ) in der Form (4.15) darstellbar.

Wir wollen zeigen, dafl Q¢ stabil ist und zeigen deshalb , dafi r,, () = O(n*1)
in (4.15) gilt, da nach Lemma 4.1.5 diese Beziehung zur Stabilitét dquivalent
ist.

Der Einsatz N =1 in (4.15) ergibt:

w(z;a)=(1—2)""4+(1—-2)r(z;a).
Daher gilt:
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Somit ist (—1)"(7%") + r,(a) der n-Koeffizient von z
Andernseits gilt:

Dadurch ehalten wir:

kiownm - <—1>”(‘“n‘ 1) T rala).

Wir betrachten jetzt den Faltungsquadraturfehler

(E)(1) = h* Y wna(a) - ———  (wh=1)

T(oa+1)
Aus (4.17) folgt:

B = |5

Dabher ist
(Ef1)(1) = O(h) genau dann, wenn  7,(a) = O(n*™1).

Wir geben jetzt das asymptotische Verhalten des Faltungsquadraturfeh-
lers an.

Satz 4.1.8.
Sei a, 3 > 0. Sei weiterhin der Faltungsteil Q) mit den von der Potenzreihe
(4.15) erzeugten Faltungsgewichten stabil. Dann gilt:
N-1
(El?tﬁ_l)(l) = Z €Z‘(Oé, 57 Cos - - Ci)hz + O(hN) + O(hﬂ) (420)

1=0
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Beweis. Wir werden im Beweis Gebrauch von der Eigenschaft der Faltung
zweier Folgen u,, = O(n*) und v, = O(n”) mit v < min{—1, y — 1} machen:

Zun_ivi = O(nM). (4.21)

Diese Eigenschaft erhilt man aus

n n—1 i I
Zunfivi < |unvo| + |uovs| + Kn“Z (1 — _) v

1=0 1=1

1\" 1 > ()
(1——) <! WL B =V e =1, n—1.
n (i+1)"* wenn pu <0,

Sei nun 3 > 0. Nach der Definition des Faltungsquadraturfehlers gilt:

und

(Ept71) (1) = hotft Zn:wni(@)zﬂl —(JPH(1)  (hn =1).

Wir untersuchen jetzt den Ausdruck Y7 | w,_;(a)i? ! und definieren deshalb
die Potenzreihe

B) = i nf=1m,
n=1

Aus (4.17) folgt

Somit gilt:
N-
b(z; 3) = br(1 AN 4 s(2:8), (4.22)
k=0

wobei die Koeffizienten s,(3) von s(z; 3) die Eigenschaft
5u(8) = O 1Y) (4.23)
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besitzen.
Sei nun

y(z;a,03) = Zyk B)2" = w(z; ) b(z; B).

Dann ist y,(a, B) = >0 wy—i(a)i? 1

Aus (4.15) und (4.22) erhalten wir:
N-1 '
y(z 0, 8) = ( ci(@)(1—2)""" + (1= 2)"r(z 04))
1=0
N-1
X be(1 — 2) PNt (2 ﬂ))
k=0
AIN-2 / i
=2 (X b) (1= 2 ¥ 4 (= a)s(z50)
=0 \k=0

+[0(2;8) = s(z;0)] (1 = 2)"r(2; Q).
Sei N so gewéhlt, dal f — 1 — N < min{—1, a — 2} gilt.

st =S (S0

Aus (4.21) folgt

[b(258) = s(z:0)] (1 = 2)"r(z;0)
= [bo(L—2) 7N+ by (1 — 2) PPV (25 ).

Aus der Stabilitéiit folgt r,(a) = O(n®!) und aus (4.17), (4.21), (4.23), daB
sich die Koeffizienten von

[b(z;3) — s(z )] (1 — 2)Vr(z )
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wie O(n®~1) verhalten.
Daher folgt aus (4.17):

yn(@a 5) = éo(@, B, Co)nawfl + 61(04, B3, co, Cl)n(awfl)fl +oe

+ eN(Oda ﬂa Co - - - 7CN)n(a+ﬂil)7N + O(nail)'
Aus
_ _ I'(8)
ay -1 — a+6—1 - —
folgt (4.20). O
Lemma 4.1.9.

Sei a > 0 und (E¢tP~1)(1) = O(hP). Dann gilt:
(EXP~Y) (1) = O(k?)  fiir alle 3 > p.
Beweis. Sei 3 = p + p mit g > 0. Dann ist t°~! als Faltung

U(p + ) B-1 y gp—1
I'(p)l' ()

darstellbar. (4.9) und die Annahme ergeben

-1

(Ept"= 1) () = 27 (B, )(1) (wegen (4.9) )
=210 ((g)p) (wegen der Annahme )
=0 (z*7'hP).

Aus (4.10) folgt aber
ER(tP 7w tv (1) = (BEXP s 471 (1) = O(hP).
Daher gilt

(Ept")(1) = O(h").



4.1 Gebrochene Faltungsquadraturen

99

Satz 4.1.10.
Unter der Voraussetzung, daff der Faltungsteil QY (o > 0) stabil von der
Ordnung p ist, existieren von der Potenzreihe w(z;«) unabhdngige Zahlen

Cola), Gi(a), &), . .. so, daB fiir die folgende Aquivalenz gilt:
(B (1) = O(h?)  fir ¢q=1,2,...,p (4.24)
genau dann, wenn die Koeffizienten c;(«) in (4.15)
ci(a) = () fir i=0,1,...,p—1 (4.25)

geniigen.

Beweis. Der Beweis wird durch vollstéandige Induktion nach p durchgefiihrt.
Trivialerweise ist die Behauptung fiir p = 0 richtig. Sei nun die Behauptung
bis zur Ordnung p bewiesen. Wir zeigen jetzt, dafl sie bis zur Ordnung p + 1
richtig ist. Dafiir ist aber nach Induktionsvoraussetzung hinreichend zu zei-
gen, daf} ¢,(«) eindeutig gewihlt werden kann, damit

(Ept7)(1) = O(h*)

gilt.
Nach Lemma 4.1.9 folgt aus (4.24)

(EotP)(1) = O(R?). (4.26)

Aus der fiir jede natiirliche Zahl n giiltigen Darstellung

npzfai(“é_l) szﬂai(*)”(;:)v

i=1 =1

( mit geeigneten Koeffizienten a; ) erhalten wir

(@)(1) =h™ > wil@)n— 3P0 (nh=1)

_ ppta I:ZT a; i} wj(@)(=1)" (n_—lj) '
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S owila)(—1)"7 (n_fj) ist aber der n-te Koeffizient der Reihe

w(z; a)

(1—2) B

o1 = 2)F o Ga(1 = )
+ cp(a) (1 — 2)7MP (1 — 2)PT (2 ).
(4.17),(4.16) und (4.26) ergeben
ap _ CP(CO - Cp(&) P p+1
(EptP)(1) = Tt hP + O(hP*h).
Daher gilt (4.24) mit ¢ = p + 1, genau dann wenn ¢,(«) = (). O

Satz 4.1.11.

Unter der Voraussetzung (4.14) ist der Faltungsteil Q2 (o > 0) einer Fal-
tungsquadratur (4.1) konvergent von der Ordnung p, wenn er stabil und
konsistent von der Ordnung p ist.

Beweis. Da nach Satz 4.1.4 aus (4.24) die Konsistenz von der Ordnung
p folgt, sind die Zahlen (;(cv) in Satz 4.1.10 mit den Zahlen v;(«) in Lem-
ma 4.1.5 identisch.

Aus Satz 4.1.8 und Lemma 4.1.9 folgt fiir 8 > p

er (o, B,v(), ... , () =0 k=0,...,p— 1.
Andererseits folgt nach Lemma 4.1.5 aus der Konsistenz von der Ordnung p
ci(la) =7(a) furi=0,...,p—1

O

Die Herleitung der Faltungsgewichte aus den linearen Mehrschrittverfahren
ist durch den Sonderfall & = 1 motiviert. Wird ein lineares m-Schrittver-
fahren (p, o) mit den charakteristischen Polynomen

p(z) = Z a;Z2"h o(2) = Z biz2™ " (m > 1; ag by #0),
i=0 i=0

auf das Problem «/(z) = v(x), v(0) = 0 angewandt, berechnet sich die nume-
rische Approximation @, an u(zx,) bei gegebenen Startwerten o, ... , Um_1
aus

m

i aiﬂn_i =h Z bﬂ](l‘n_z)
1=0

1=0
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Diese 1, erfiillen eine Faltungsquadraturformel ([BvdH86] Kapitel 6.1.2, [Lub83al)
i = (Jhv)(@n) = h Y wa_jo(a;) +h Y waju(x;),
=0 =0
deren Faltungsgewichte w,, Koeffizienten der formalen Potenzreihe

-1

wz:a(z ):mwz"
) p(z71) ; "

sind.

Der folgende Satz ist ein Hilfsmittel um Faltungsquadraturen zu konstruieren.

Satz 4.1.12.

Sei o > 0. Das implizite lineare Mehrschrittverfahren (p, o) sei stabil und
konsistent von der Ordnung p und alle Nullstellen des charakteristischen Po-
lynoms o(z) seien betragmdfig hochstens gleich Fins. Ist

o(z7t

( )_ G W Zn
e _; n (4.27)

w(z) =
und werden die Faltungsgewichte w, () (n > 0) aus der formalen Potenzreihe

w(z a) = ("(Z_lsy - 210”(04)2” (4.28)

p(z7!
erzeugt, dann ist der dazugehorige Faltungsteil Qf stabil, konsistent und kon-
vergent von der Ordnung p.

Beweis. Laut Voraussetzungen ist das lineare Mehrschrittverfahren konsi-
stent von der Ordnung p, d.h.

hw(e ™) =1+ O(hP).
Das Potenzieren von der Ordnung « dieser Gleichung ergibt
hw(e™; ) = 1+ O(h?),

die Konsistenz von der Ordnung p des Faltungsteils Qf .
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Wir wollen jetzt die Stabilitédt beweisen.
Nach den Voraussetzungen iiber (p, o) kann w(z) in der Form

dargestellt werden, wobei v(z) holomorph ist und keine Nullstelle Z mit |Z| <
1 hat, Z; sind die Nullstellen von p(z) mit || = 1. Daher gilt

l

w(za) = (w(2))" = [ [(1 = 22)""0(2),

k=0

wobei v*(z) holomorph im Einheitskreis ist. Daher folgt nach (4.18) und
(4.19)

w(@) = O(n*™),

die Stabilitdt des Faltungsteils 29 .
Die konvergenz von der Ordnung p folgt jetzt aus Satz 4.1.11. O

Jede Faltungsquadratur J;', deren Faltungsteil aus einem linearen Mehr-
schrittverfahren (p, o) stammt, erfiillt die Bedingung (4.14).

Definition 4.1.13.

FEine Approzimation an das gebrochene Integral J*(aw > 0) mit einer Fal-
tungsquadratur J;', deren Faltungsteil aus einem linearen Mehrschrittverfah-
ren (p, o) stammt, heifft gebrochenes lineares Mehrschrittverfahren

Berechnung der Faltungsgewichte w,(«)
Satz 4.1.14 (J. C. P. Miller Formel).
Sei Q(z) :== Zj; q; 2. Dann gilt im Ring der formalen Potenzreihen:

(1+Q) =Y 697,

J=1
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wobes
00(6) = 17
1 N
() =~ ; [B(n — 7) — 4] ¢;(B) Gn—; (42
_ %Z[(ﬂﬂLl)j—n] (B g, n=1,2....

Die Berechnung von N Koeffizienten c1(3), ... ,en(8) kann in N* Multipli-
kationen und N — 1 Divisionen durchgefiihrt werden.

Beweis. ([Hen74], pp. 41-42) O

Satz 4.1.15.
Sei (p, o) ein konvergentes lineares Mehrschrittverfahren der Ordnung p > 1
mit

p) =0 o(2)= Y b m 1o by £0),
und set
Sm = (F)
Dann gilt
wn(e) =+ (2)' Z (0t 1)~ we () (430)
wobei

— 5 D=1 45 Qi falls m < j.

ag

b LS g, falls1<j<
q]:{bo aop Zilajqj_“ fa S —j—m7 (431)
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Beweis.

o(z7t) Y lgbiE
p(z71)  YlgaiEm
bo by

b a Um
S e 14+ 2 g Imom
&0(—|—boz+ +boz)/(+aoz+ +&Oz)

bo >
=— |1+ Q‘Z] )

wobei

b, : :
= {% — % L a;qi—;, falls1<j<m,
= .

1 .
T ao 3:1 Ajq5—i, falls m < 7.

Daher gilt

Unmittelbar aus Satz 4.1.14 folgt die Behauptung

o) = 5 (2) Dl 1) =

O

Bemerkung 4.1.16. Mit Hilfe der Fast-Fourier-Transform-(FFT)-Techniken
kann die Berechnung der Koeffizienten c;(3), ... ,cn(8) fiir N =2 [ € Nin
weniger als ¢(V) := 51N Log,(4N) Multiplikationen durchgefithrt werden.
(s.[Hen79], pp. 520-521) Daher ist die FFT-Methode effizienter als die J. C.
P. Miller Formel, wenn N =2', [ >9, [ € N.

Die wichtigste Klasse von impliziten linearen Mehrschrittverfahren (p, o),
die stabil und konsistent von der Ordnung p sind und fiir die alle Nullstellen
des charakteristischen Polynoms o(z) im Inneren des Einheitkreises liegen,
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ist die Klasse der p-stufigen Riickwérts-Differenzenmethoden (backward dif-
ference formulas) (BDF).
Sie sind definiert durch

w@y:<§ilu_¢y>_, 1<p<6 (4.32)

(siehe z.B. [Hen62],[Gea71]).
Die entsprechenden gebrochenen p-stufigen Riickwérts-Differenzenmethoden
(BDFp)® sind durch Tabelle 4.1 gegeben.

Liegen die Faltungsgewichte w,(«) fest, kommt man durch die Wahl der
Startgewichte wy,;(a) zu den verschiedenen Varianten der Verfahren. Bei der
Wahl dieser Startgewichte wird das Verhalten der zu integrierenden Funktion
im Ursprung beriicksichtigt.

p | w(za)

[ (I-2)°

2| (3 —2z+42%)

3 (%—32—1—— ézg)a

4] (B —-4z+322 - 33 124

5 (%—52—1—52 +iz4 ézs’)o‘

6| (LI 6z 12— 223+1454 6,5 4 1,6)-a

Tabelle 4.1: Formale Potenzreihen w(z; «) fiir (BDFp)*, 1 <p <6

Die folgenden Sétze 4.1.17 und 4.1.18 zusammen verallgemeinern Theorem
2.4. in [Lub86] und Theorem 6.1.4. in [BvdHS86].

Satz 4.1.17.

Sei (p,o) ein stabiles, konsistentes, lineares, implizites Mehrschrittverfah-
ren der Ordnung p > 1 mit allen Nullstellen des charakteristischen Polynoms
o(z) betragmdfig hochstens gleich Eins und sei

w(za) = (‘;((z_g)a a> 0.
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Sei wetterhin

L
u(r) =Y aPv(x), 0<pB;<p-1, v eC([0,X]), j=1,...,L
j=1
(4.33)

und
B ={y=pu+06; | pneNU{0}, y<p—-1}, s;:=cardB;—1,

L
4.34
B:U&,MWMBA( )
j=1

und die Startgewichte wy;(«) seien durch das lineare System

- . L(y+1) - .
Wpi(a)i! = —————2__np)t> Wp—i(a)i?, € B. 4.35
Sl = g =Y ) (1.3

gegeben. Dann gilt:
(i) wpi(a) = O, i=0,...,s;

(ii) Jiu(z) — Ju(x) = O(hP~%), 0 < e < 1, € passend (s. (4.36))
gleichmdafig fir jedes fizierte x,, = nh =: x € [0, X].

Beweis. (i) Unmittelbar aus Satz 4.1.12 folgt die Konvergenz von der
Ordnung p des Faltungsteils €1} der Faltungsquadratur J;', d.h.

(B2 1)(1) = O(h°) + O(h?), VB > 0.
Aus (4.35) folgt
n . 1 1 i
(Eoa)(1) = ha;wn_i(a)(m)v _ m/0 (1= )" d

= . D(y+1)
— hOH—W . Yy N TS
;;wnxaﬁ MNa+vy+1)

nh::1 a+ry a ] o F("}/ + 1) a-+y
" [; U Ve

= h*t Z Whi()i” (nh =1).
i=0



4.1 Gebrochene Faltungsquadraturen 107

Also ergibt sich fiir vy € B

Z wni ()i = (ES27)(1) /b (nh=1)

= (O(K™) + O(R)) /KT (nh=1)
= O ) + O *")  (nh=1)
O(n*1).

Also gilt

sj . (3) ;
v;7(0) i st (sj+1)
’Uj(.il?) = Z J 7 xr + (S' n 1)'?)]- (5j)7 é-j € (0, .CI?)
P ! j !
Somit gilt
si (0 L 3.
v; (0) 1 fES]JrﬂjJrl si+1
U(l‘) = Z J i l"g]+ + Z mvj( J )(fj), éj € (0, l‘)
j=1 i=0 ) j=1 " ’

Fiir alle m € N mit m >p— 3; — 1 gilt

(Jjr = )" = (Bt ) (a +h“Zwm ) (i)™
g (g5, ) 1)

s
+ potm+B; Z wm(a)im-f—ﬁj

=0

o((4)) o ((2))

+ O(R™ Pt
_ O(xm+’6j+a_php).

— anrerﬂj
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Bei der Wahl (4.35) der Startgewichte wy;(«) ist
(J — J*)2"h =0, fiir allei € {0,...,s;}und j € {1,... L} .

Daher erhalten wir

S z'

L
v i
(Jn = Z — J*)at

J

Joz) s;4+0;+1

+

2 T

1 =0
L s +1)
vj (@)
Jj=1 (S

L
ZO sj+0j+a— p+1hp>

7j=1

Sei J:={jla+s;+0; —p+1<0}.

Fall 1) j & J = 0<gotsitlimptl < xotsi+hi—p+l hegchriinkt,
also gilt O(xitbita=pr+ipr) = O(hP).
Fall2) j€J: x=n-h notsitfi—ptl <
- O(ijJrﬁjJra*erlhp): O(n5j+ﬁj+a*p+1hsj+ﬁj+a+1)
— O(hsj--l-/@j-i—a—i—l)

Wir definieren

0, J=10
) { T 0. (4:36)

maXjesp —s; — 3 —a—1,

Offenkundig gilt: 0 <e < 1.
Aus

si+Bi+a+l=p—(p—s;—fBj—a—-1)>p—cVjeJ
erhalten wir fiir den Fehler:

Jiu(x) — J%u(z) = O(hP7F).
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Satz 4.1.18.

Sei (p,o) ein stabiles, konsistentes, lineares, implizites Mehrschrittverfah-
ren der Ordnung p > 1 mit allen Nullstellen des charakteristischen Polynoms
o(z) betragmdfig hochstens gleich Eins und sei

w(za) = <‘;((§:3)a a0,

Sei weiterhin

L
u(z) =Y 2% w(z), win0 divergent,
; ! (4.37)
0<A<p, v;eC(0,X]), j=1,....,L
und
S;j={y=p+X | peNU{0}, v <p}, s;:=cardS;—1,
(4.38)

L
S = USj’ s :=card S
j=1
und die Startgewichte wy;(«) seien durch das lineare System

- 0 T(y) o B )
1 +a—1 1
;wm‘(a)ﬂ = mm — ;wn—i(a)ﬂ . yed (4.39)

gegeben. Dann gilt:
(i) wpi(a) =01, i=1,...,s;

(i1) Jpu(x) — Ju(z) = O(hP~¢), 0 < e < 1, € passend (s. (4.40))
gleichmdafig fir jedes fizierte x,, = nh =: x € [0, X].

Beweis. (i) Unmittelbar aus Satz 4.1.12 folgt die Konvergenz von der
Ordnung p des Faltungsteils (23 der Faltungsquadratur J;', d.h.

(Ee2P~1) (1) = O(RP) + O(hP), VB > 0.
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Aus (4.39) folgt

I(a)

RS a1 ()
= RN ()i - ——
; (o) I'(a+7)

(B ™)(1) = b S wns(a) i) - 1 /0 (1 )11 gt

R . I'(v) -
— hOH"Y 1 Wi Z'y 1 7na+'y 1
; (@) I'a+7)

= potrl ani(a)i7’1 (nh =1).
i=1

Also ergibt sich fiir y € S

D wni(@)i = (Epa’ ) (1) /hT (nh=1)

— (O() + O(®) /B (b= 1)
=0 )+ O (nh=1)
=0(mn*h

Also ist

Wpi(@) =O0M*1), i=1,...,s.

(ii) Eine Taylorreihenentwicklung von v; in 0 ergibt:

si (@) .
v, (O) i l‘SJ—H si+1
vl) =2 et o), & e (0,)

=0 (Sj + 1)' J
Somit gilt
S v](.i)(()) Aj+i-1 ST (s;+1)
U(.CIT) = Z il T + Z m?)j (5j)7 gj € (0, .CI?)
j=1 i=0 j=1
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Fiir alle m € N mit m > p — A; gilt

(Jir = T8 = (Bt (@) 4+ 5y wnla) (i)™
i=1
— g () (1)

S
4 hoz+m+)\j*1 Z wni(&)ier)\jfl
i=1

MR CRICH)

_ O(mer)\jJrafpflhp) )

— xa—l—m-‘r}\j -1

Bei der Wahl (4.39) der Startgewichte wy;(«) ist

(J — J*)xt =0, fiir alle i € {0,...,s;} und j € {1,... L} .

Daher erhalten wir

(i = Tul) =33~

Fall1l) j & J = 0<22mtA—P < XoFsitAi~P heschrinkt,
also gilt O(z%itAte=Ppr) = O(hP).
Fall2) je€J: x=n-h, notsithi—p <1
= O(xs]--i-)\j-i-a—php): O(ns]'+>\j+a—ph5j+)\j+a>
— O(hsj"l‘)\j‘i‘a).



112

Das numerische Verfahren

Wir definieren

O pu—
gi=9 J=0 (4.40)
maxjesp—S; — Aj—a, J #0.
Offenkundig gilt: 0 <e < 1.
Aus
SHBta=p—(p-s—f-a)2p-cVjed
erhalten wir fiir den Fehler:
Jiu(x) — J%u(z) = O(hP7F).
O

Korollar 4.1.19.

Seien o« > 0 und (p, o) ein stabiles, konsistentes, lineares, implizites Mehr-
schrittverfahren von der Ordnung p > 1 mit allen Nullstellen des charakteri-
stischen Polynoms o(z) betragmdfig hochstens gleich Fins.

Seien weiterhin die Faltungsgewichte w,(«) aus der formalen Potenzreihe

i (G5

erzeugt und die Startgewichte wy;(«) durch das folgende lineare System ge-
geben

Z W) F AT = F(N +A) pitatA-1 Zw JitA-1

F(,u + A+ a) (4.41)
(ILL = 17 * 78)7
wobei s € N derart gewdhlt wird, daf
sHA<p<s+A+1, (4.42)

erfillt ist. Dann gilt:

(i) wpi(a) =01, i=1,...s;
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(i) seiu(x) =2 'w(x), u in 0 divergent, v € CP([0, X])

A=XA+k Xel0,1), keNu{0}.
Dann gilt fiir den Diskretisierungsfehler:

Jou(x) — Jou(z) = O(z*hP) (4.43)
gleichmdfig fiir jedes fizierte x,, = nh =: x € [0, X].

Bei der Berechnung der Startgewichte w,,;(a) tauchen endliche Summen
der Form

> wn ()i
=0

auf, wobei 0 < n < N(h). Diese Summen konnen als diskrete Faltungen der
Folgen {w;(a)} und {57!} aufgefaBt werden. Solche Faltungen werden am
effizientesten durch die Fast-Fourier-Transform-(FFT)-Techniken berechnet,
wenn die Anzahl N(h) der Stiitzstellen sehr grofi und eine Potenz von 2 ist.

4.2 Gebrochene lineare Mehrschrittverfahren
fiir mehrgliedrige Abelsche Integralglei-
chungen

Sei eine Abbildung f: [0, X] — C gegeben. Ein gebrochenes lineares Mehr-
schrittverfahren fiir die mehrgliedrige Abelsche Integralgleichung

u(z) + Zai JY%u(x) = f(x) (4.44)

hat die Form
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mit festem s € NU {0}. Die Startgewichte w,;(a;) und die Faltungsgewichte
wy—j(;) sind wie in Satz 4.1.17 bestimmt.

Wir wollen jetzt (4.45) ndher betrachten. Fiir n = 1,... | s erhalten wir

Up = — Z <Z (lihai (wn_j(ozi) + wm(ozz))> U,

=1

=t (4.46)
+ f(zn) Z azho‘z wn(&z) + wno(&l))uo, n=1,...,s,
=1
wobel w;(a;) = 0, falls j < 0.
(4.46) ist dquivalent zum linearen System
Uy gi(aq, ... am)
(anj (ala SR am)) = s (447)
Usg gs(aq, ..., ap)
mit
L+ 30 aih® (wo(ai) + wn(a;)), falls n = 7,
anj(a, ... o) = QD0 aih®wy (), falls n < 7,
Z;‘il aihai (wn_j(ozi) + wnj(Oéi)) ) falls n > j,
(4.47")
(n,j=1,...,s),
und
Gn = flx,) — Z a;h® (wn(&i) + wno(&i))uo. (4.47")
i=1
Nehmen wir jetzt an, dafi die “Anfangswerte” {uy,...,us} schon berech-
net sind und sei s + 1 < n < N(h). Die entsprechenden Naherungswerte
{ts41, ... ,un(n)} werden dann rekursiv berechnet aus
1
Up = m )
1+ ZZ 1 aihO‘Z’LUo(Odi)
X

B (i) e

- (4.48)
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Lemma 4.2.1 (diskrete Gronwall Ungleichung).
Sei z,, 0 < n < N(h), eine Folge von nichtnegativen reellen Zahlen mit

n—1
o <C1+hCyY 2, n=k,... N(h), (4.49)

Jj=0

wobei k >0, C; > 0, 1 = 1,2 und Cy unabhingig von h (h > 0). Dann gilt:

Zn < (hCQZ + Cl)(l + hCQ)nik, n = k, R ,N(h), (450)
wenn fir die Anfangswerte zg, ... ,zp_1 gilt:  z; < z/k.
Beweis. [Sch76] 0

Lemma 4.2.2 (diskrete Gronwall Ungleichung).
Sei z,, 0 <n < N(h), eine Folge von nichtnegativen reellen Zahlen mit

n—1
2 SX+MBE*Y (=52, 0<n < N(h), (4.51)

J=0

wobei 0 < v < 1, x >0, M > 0 und M unabhingig von h (h > 0). Dann
qilt:

zn < XEo(MT (a)(nh)®), 0<n<N(h), (4.52)
wobei Eg(x) die Mittag-Leffler- Funktion ist.
Beweis. [DMS83] 0

Satz 4.2.3 (Konvergenz des gebrochenen linearen Mehrschrittverfahrens).
Seien folgende Bedingungen erfiillt:

(i) Sei (p, o) ein stabiles, konvergentes, lineares, implizites Mehrschrittver-
fahren der Ordnung p > 1 mit allen Nullstellen des charakteristischen
Polynoms o(z) betragmdflig hichstens gleich Eins;

(i) seiw(z0) = T gwa(a)2" = (5= )

(iii) sei f(z) = Z]L=1 ity (),
0<B<p g;€C?(0,X]), j=1,... L
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Die Integralgleichung (4.44) mit (a; € C, a; >0, i =1,... ,m) werde durch
das gebrochene lineare Mehrschrittverfahren (4.45) diskretisiert, wobei die
Startgewichte w,;(o;) folgendermafSen bestimmt sind:

1) Falls f(0) < oo ist, soll das Gleichungssystem

2 o ['(%) 1w .
1 Fai—1 e 1
Zwm’(%’)ﬂ = mnv - anﬁ(%)ﬁ , YEA,
7=0 7=0
(4.53)
erfillt sein. Hierin ist
Al3:{7:M+Z@ili+ﬁl‘ﬂalieNo y<p} 1=1,...,L,
= 5 (4.54)
A= UAl’ s:=card A — 1.
1=1
2) Falls f(0) = oo soll das Gleichungssystem
i o ['(%) -~ i .
(v Ny — _ ~ N1 yto—1 NOAY et A
j; wn] (al)] 1—1(7 + C(Z) n ; wn—] (al)j I ,7 E
(4.55)

mit s = card A (A wie in (4.54)) erfiillt sein.
Dann gilt:

max |u(z,) —u,| = Oh’™), 0<e<1, e passend,
0<nzN (k) (4.56)
(h 10, N(h) = [X/h]).

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir den Fall, daf f(0) < oc.
Der Beweis fiir den Fall f(0) = oo verlduft analog.

(a) Konsistenzfehler. Die Losung u(x) von (4.44) mit f(z) wie in (iii) hat
nach Korollar 3.3.8 die Form
L m

L oo
u@) =Y a0 g @) 1Y Y SIS AT e g ),
j=1

k=0 li++lm=k =1 j=1
llv"' 7lm20



4.2 Gebrochene lineare Mehrschrittverfahren fiir mehrgliedrige Abelsche

Integralgleichungen

117

wobei die Funktionen g; geniigend differenzierbar sind.
Daher gilt nach Satz 4.1.17 und Satz 4.1.18

Jyiu(z,) — J%u(x,) = O(RP7), 0 <e < 1,

Somit gilt

m

dy = a; (Jytu(a,) — J¥u(x,) = O(F"), 0<e<1.  (4.57)

i=1

(b) Fortpflanzungsfehler. Sei e, := u(x,) — u,.
Aus (4.1) und (4.45) erhalten wir:

en = u(x,) — up
n m
= > aih&i“’n—j(Oﬁ)) u;
=0 \i=1

+ aihaiwnj(ozi)> uj — Za,J‘”u(xn)
=1

Jj= (

= Zai (Jytu(zn) — J%u(xn))

j=0 \i=1 =0 \i=1
n=1,...,N(h),
(4.58)
und ey = u(0) — f(0) = 0.
Sei 1 <n < s. Fiir diese Werte von n gilt
€1 dl
(anj(Oéla s 704m>) = ) (459>

€s ds
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wobei die Matrixelemente {a,;(c,... ,oy,)} wie in (4.47') und d,, wie in
(4.57) definiert sind.

Da das lineare System (4.59), fiir h > 0 klein genug, nichtsinguldr ist,
gilt:

e;=0MP2),0<e<1, j=1,...,s (4.60)

Wir betrachten nun den Fall s +1 <n < N(h).
Fiir h > 0 klein genug, gilt:

e, =d, — Z (Za,h Wh,— jozz>
Jj=s+1

s

- Z <Z azhfaZ Wp—j az) +U}n] Oéz ) Zazho‘lwo O[Z

Somit gilt:

(1 + iaiho‘iwo(&i)> e, =d, — Z (Z a;h®w,_j(a; )
i=1 j=s+1

s

_ Z (Z a;ih® (wn—j(a;) + wnj(@i))> €

Nach Satz 4.1.12 und Satz 4.1.17 existieren endliche Konstanten C(«;)
und Cy(a;) so, daf gilt:

[wn—j(as)| < Ci(es)(n —5)™ 71, 0<j<n<N(h)
und
[wnj(w)| < Cola)n® ', j=0,...,s (n>1).
Auflerdem existiert, fiir h > 0 klein genug, eine Konstante K so, daf} gilt

" 1
(1 + Z aiho‘iwo(&i)> <K < o0

i=1
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Daher gilt:
n—1
len] < Kldo| + K Z <Z|az‘ho‘101(ozz)(n — )" ) =1
j=s+1 \i=1

R (Z'“i‘h”’ (Crlas)(n =)™~ + 02<az->nafl)) e
< K|d, y+KZ (Z]az\h iCy(a)(n — )™~ ) les]

7=0 =1

+KZ<Zraz\h (Gl =) +02<ai>n“”)) “

= K|d,| + KZ <Z\az |h% (2C1 (o) (n — §)* 7! + Cooy)n®~ )) lej]

7=0 i=1
n—1 m

< Kldy| + K (Zmai\hwcl(a»(n - j)%‘—l) ]
j=0 \i=1

n—1 m
+ KR (Zfai\flfﬁil@(%v le;l,
7=0 =1

(da, n® ™t < n¥ 1h% = ppi—l).

Also erhalten wir

n—1
len] < Kldn| + K (Zlaz hi Cy() (n — 5)*~ ) le;|

7=0 =1

n—1 m
+Khy (Z]ai\xging(ozi)> le;|, s4+1<n<N(h),
j=0 \i=1

(4.61)

wobei

Cs(a;) == max{2C)(a;),Co(ay)}, i=1,... ,m.

Sei @ := mini=1,...,m{04z'}
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1. Fall

2. Fall

a>1.
In diesem Fall gilt:

(n—j) ' <n™! j=0,....,n—1, i=1,...,m

Damit folgt aus (4.61)

n—1
e < Kldn| + KBi(z,)h Y lejl, s+1<n< N(h)

=0
mit By (z) :== Y " |ai|z* 1 C5(e;) und aus Lemma 4.2.1
len| < (K1 Bi(zn)h? ™75 + Kh?™°) (1 + hK By(x,)),
Ki>0, 0<e<l.
Also gilt:
len| = O(RP7°), 0<e< 1l

a <1
Aus der Ungleichung 0 <1 — % <1, (j=0,...,n—1) folgt

J\ai—1 Jia1 oo .
1—2)% < (1 —=)* f llez e {1,... .
1-Lpr <@ Ty fraeie (1. m)

hai(n j)ai 1 — hain 1(1 . l)ai—l
n
, J\a-1

< pi 1 1 — L)@

< h%n _ ( n)

= 2 )

Weiterhin folgt aus 1 < (1—2)a=1 (j=0,... ,n—1)
h< h(1— L)1 = gl=apa(p — j)a1,
n

Mit Hilfe dieser Ungleichungen erhalten wir die Abschétzung

—

n—

len] < K|dy| + B(2,)h® Y (n—5)Ye;l, n=s+1,...,N(h),

<.
Il
o

(4.62)
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wobei

B(z) :=2K Z|ai\C’3(a,~)xai_a.
i=1
Aus (4.60) und (4.62) folgt

n

len| < Kah?™ + By(x,)h™ Y (n—5)*Ye;l, n=0,...,N(h),

I
—

<.
Il
o

und aus Lemma 4.2.2 und nh < N(h)h < X
len| < Koh? B, (Bo(X)D(@)X®), 0<e< L.

Da aber die Mittag-Leffler-Funktion E,(z) gleichméBig konver-
gent fir alle X ist, existiert eine Konstante C'(X) so, daf gilt

lea] < C(X)P5, 0<e< 1.

O
Bemerkung 4.2.4. Die mehrgliedrige Abelsche Integralgleichung 1. Art
> aiu(x) = f(z), a; € C\{0}, a; >0, m > 1 (4.64)
i=1

148t sich durch Anwendung des Operators J* (mit ay, := min{a; : 1 <i < m})

auf beiden Seiten von (4.64) auf die Integralgleichung 2. Art

apu(x) + Z a; JU "% u(z) = D f(x) (4.65)

iZh

zuriickfiithren.
Generell mufl nur noch D f(x) passend dargestellt werden, damit eine Dis-
kretisierung erfolgen kann. Als Hilfsmittel konnen Tabellen von speziellen
Funktionen [MOTG66, OS74, MR93] herangezogen werden. Im trivialem Fall,
falls f(x) von der Form Y, fiz#tor=1 3 > 0 ist, wird (4.65) wie (4.44)
diskretisiert, wobei die Startgewichte w,,;(a; — o) dhnlich wie in Satz 4.2.3
bestimmt werden.
Eine direkte Diskretisierung von (4.64) ohne vorherige Zuriickfithrung auf die

Form einer Integralgleichung 2. Art fithrt zu einem schlecht konditionierten
linearen System.
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4.3 (Gebrochene lineare Mehrschrittverfahren
fiir Caputo-Differentialgleichungen

Die Zuriickfiirung der Caputo-Differentialgleichung
x) + Zai Dfiu(z) = f(x), a>a; >0 (4.66)

auf eine Integralgleichungsform (s. Beweis von Satz 3.5.5) ergibt:

Z a; () = Jf () + r(x), (4.67)
wobei
v—1 i vi—l po—aity
r(x) _ _u(q)(0+) + a; ( (q)( +))
g [ — = MNa—a;+q+1)
mit

Sei f: [0, X] — C von der Form

f( ) fl +f2 Zlﬂl 7 fl(x)zzlﬂlilgl(x)a
leM (4.68)
x) = Z 2" g (), :={l | ¢(z) nicht quasipolynomial}
1gM
gegeben.

Bemerkung 4.3.1. Unter quasipolynomiale Funktionen verstehen wir Funk-
tionen g(x), die sich in der Form

T

g(ZL’):ZCZ(L‘Q7 CZ‘E(C, Q’LZO7 TN

i=1

darstellen lassen.
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Ein gebrochenes lineares Mehrschrittverfahren fiir die Caputo-Differential-
gleichung (4.66) hat die Form

tn =(J5 1) (@n) + (J* f2) () Z (ZW “w,-j(a i>> uj

7=0 =1
— Z (Z a;h® ™ Wy, (a — o@) w; + (), x, € Gp(X)
j=0 \i=1

mit festem §, € NU {0}, wobei (J;* f1)(z,) folgendermafien bestimmt wird:
Fall1) >1Y e M (f(0) < oo)

(4.69)

(‘]hf1> xn = hazwn 7 fl Z; +hazwm fl xz) (47())

Bii={y=p+6 | peNU{0}, y<p} leM

Bi=|JB, s=cadB-1, &)
leM

mit den durch das lineare System

gegebenen Startgewichten wy;(a);

Fall 2) £,(0) = oo

(Jfi)(x,) = hO‘an (@) fi(x; —|—ha2wm Vfalzy), (4.73)

wobei

Sij={y=p+08; | neNu{0}, y<p}, jeM
~:LJS]-, si=cardd (4T74)
JEM
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und die Startgewichte wy;(c) durch das lineare System

- Sy — ( ) — a e — ~
1 ) +a—1 1
; 1 wm-(oz)fY = 7F(7 )n“Y - E wn_i(oz)ﬂ , veSs.

i=1
(4.75)
gegeben sind.

Satz 4.3.2.
Seien folgende Bedingungen erfiillt:

(i) Sei(p, o) ein stabiles, konvergentes, lineares, implizites Mehrschrittver-
fahren der Ordnung p > 1 mit allen Nullstellen des charakteristischen
Polynoms o(z) betragmdflig hichstens gleich Eins;

.. . oo n . o(z"H\“.
(i) sei w(z0) = 2y wa(a)z = (228",

(7ii) sei f wie in (4.68) definiert mit

1 —min{l,a} <G <p, ¢geCP(0,X]), [=1,...,L.
Die Caputo-Differentialgleichung (4.66) mit (a; € C, a > a; > 0, @ =
1,...,m) werde durch das gebrochene lineare Mehrschrittverfahren (4.69)
diskretisiert, wobei die Startgewichte wy;(o — o) folgendermafen bestimmt

sind:
: . I'(y) PR .
Doy — )y — N oy Fa—ai—l (v — v: )7L
Zwm(& a;)J F(7+&_&i>n an,J(& a;)J
Jj=0 j=0
v € A,
(4.76)
mat

Ai={y=p+> (@—a)li+a+pf | plieNy, ~<p},
=1

I=1,...,L,
m 477
Apg = {r=p+ > 0—adki+1 | mheNy, v<ph, T
=1
L+1
A::UAZ, S:=card A —1;

=1
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Dann gilt:

max |u(z,) —u,| = OhP™%), 0<e<1, e passend,
0<n<N(h) (4.78)
(h ] 0, N(h) = [X/h]).

Beweis. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Satz 4.2.3 unter Bertick-

sichtigung der Gestalt (3.187) von u(z) und der Aussagen von Satz 4.1.17
und Satz 4.1.18. U

4.4 Gebrochene lineare Mehrschrittverfahren

fiir Riemann-Liouville-Differentialgleichun-

gen

Die Zuriickfiirung der gebrochenen Riemann-Liouville-Differentialgleichung

m

(D'u)(x) = ) A(D"u)(x) = f(z), u>p=0 (4.79)

i=1

auf eine Integralgleichungsform (s. Beweis von Satz 3.4.1) ergibt:

u(z) — i N R(z) = J4f () + 7(2), (4.80)
im1
wobei
&~ b A
mit
n=1Iul, m=[wl, i=1...,m,

lim (J7"u)(2) = by, im (D"~ tu)(2) = by, (¢=0,...,n = 2),

lim () (2) = iy, L (DF ) () =

(t=1,....m; q=0,...,m —2).
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Sei f: [0, X] — C von der Form

f(a) = fi(z) + fole Zxﬁl ) A=Y d" (),
lem (4.81)
x) = Z " g (x), M:={l | g(x)nicht quasipolynomial}
IgM
gegeben.

Ein gebrochenes lineares Mehrschrittverfahren fiir die Riemann-Liouville-Dif-
ferentialgleichung (4.66) hat die Form

Unp :(Jil;fl)(xn) + (Juf2)(xn) + Z (Z /\ihuimwn—j(ﬂ - Hz)) u

j=0 \i=1

+ Z (Z N PP D, (e — ,uJ) u; + (), z, € Gp(X), (4.82)
j=0 \i=1

S 0, falls u(0) = o0
o u(0), falls u(0) < oo
mit festem 5, € NU {0}, wobei (J}' f1)(z,) folgendermaBen bestimmt wird:

Fall1) 8, > 1Vl e M (f(0) < o)

(‘]ufl) xn = huzwn 7 fl Z; +huzwm fl xz) (483)

Bi={y=v+p8 | veNuU{0}, v<p}, leM

B .= U B, s:=cardB—1 (4.84)
leM

mit den Startgewichten w,,;(u) durch das lineare System

- . I'(v) 1 1
wni(/'b)lw f= n’Y"’N Wnp— z Z’Y Y E Bv
; - T(y+p) Z

(4.85)

gegeben;



4.4 Gebrochene lineare Mehrschrittverfahren fiir
Riemann-Liouville-Differentialgleichungen

127

Fall 2) f,(0) =
(‘] fl) xn = huzwn % fl Z; +huzwm fl xz) (486>

wobel

Sj={y=v+p | veNuU{0}, yv<p}, jeM

= U S;,  si= card§  (4.87)
JEM

und die Startgewichte w,,; (1) durch das lineare System

- y— I'(v) 1 -1 &
Wi ()17 = 7ﬂ+“ wn—i(p)i"t, v €S,
ZZI Ly +p) Z

(4.88)
gegeben.

Satz 4.4.1.
Seien die Voraussetzungen von Satz 3.4.1 erfillt und f wie in (4.81) mit

0<p<p, geC?(0,X]), l=1,...,L,

definiert.

Sei weiterhin (p, o) ein stabiles, konvergentes, lineares, implizites Mehrschritt-
verfahren der Ordnung p > 1 mit allen Nullstellen des charakteristischen Po-
lynoms o(z) betragmdfig hichstens gleich Eins und die Potenzreihe w(z; 1)
folgendermaflen definiert:

“Emi - (5)

Die Riemann-Liouville-Differentialgleichung (4.79) mit (\; € C, pu > p; >
0, i = 1,...,m) werde durch das gebrochene lineare Mehrschrittverfahren
(4.82) diskretisiert, wobei die Startgewichte wy;(1n — ;) folgendermafen be-
stimmt sind:
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1) Falls f € C_¢ mit ¢ := min{l,u} und (b, = 0, falls p ¢ N) und
(Cii—1) =0, fallsm; =n, i =1,...,m), soll das Gleichungssystem

: _ o~y P(V) —pi—1 - y—1
W (pp— pi)j" = L W—ji(pe— )37,
jzo i ) Ly + p— pi) jzo it )
ved,
(4.89)

mit

Cr={y=v+) (n—p)li+n+0 | v,ieNy, v<p},

i=1

I=1,...,L,

Crogi={r=v+ Y (w—mli+p—q | mlieNy, ~v<p},
=1

q: 17"' 77/’7
L+n
C = UCZ’ s:=cardC —1
=1

(4.90)
erfillt sein.

2) Falls f € C_1\C_¢ oder (by—1 # 0, falls p & N) oder (c;,,,—1y # 0, falls
ni=mn,1=1,...,m), soll das Gleichungssystem

- _ y— ['(y) —pi—1 - y—1
Wy (= pa))" ™ = =TT N (e — )T
Sl = > nesi =
veC, 5:=cardC (C wie in (4.90))
(4.91)

erfillt sein.
Dann gilt:

O<1Trln<a]\>[<(h) lu(z,) —u,| = OMP~F), 0<e<1l, (h]0, N(h)=][X/h]).
. (4.92)
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Beweis. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Satz 4.2.3 unter Beriick-
sichtigung der Gestalt (3.149) von u(z) und der Aussagen von Satz 4.1.17
und Satz 4.1.18. Wie man aus (3.149) ablesen kann, ist «(0) < oo, wenn die
Voraussetzungen in 1) erfiillt sind und u(0) = oo, wenn die Voraussetzungen
in 2) erfiillt sind. 0

4.5 (Gebrochene lineare Mehrschrittverfahren
fiir eine Klasse von Abel-Volterra-Integral-
gleichungen

Ein gebrochenes lineares Mehrschrittverfahren fiir die Abel-Volterra-Integral-
gleichung (3.113)

u(x) + AP Ju(z) = Z qrz
k=0

hat die Form

m

U, = —A(nh)’h® (Z Wy—j(a)u; + anj(a)uj> + Z qr(nh)’. (4.93)

k=0

Satz 4.5.1.
Seia >0, B> —min{l,a}, A€ C, v > —1, ¢, € C\{0}.
Seien weiterhin folgende Bedingungen erfiillt:

(i) Sei (p, o) ein stabiles, konvergentes, lineares, implizites Mehrschrittver-
fahren der Ordnung p > 1 mit allen Nullstellen des charakteristischen
Polynoms o(z) betragmajig hiochstens gleich Eins;

(ii) sei w(z;a) =Y o0 jwy(a)z" = <Zg§:;) ;

Die Integralgleichung (3.113) werde durch das gebrochene lineare Mehrschritt-
verfahren (4.93) diskretisiert, wobei die Startgewichte w,;(«) folgendermafSen
bestimmt sind:
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1) Falls v > 0 (k=1,...,m) soll das Gleichungssystem

- . L(y+1) - .
njl@)j) = =————=n""" — wi(@)j?, y€A, (494
jZOwJ(CV)J P(V—i—oz—}-l)n jzow J(O‘)] Y ( )

erfillt sein. Hierin ist
A= UAk, s:=card A — 1.

k=1

(4.95)

2) Falls ming_y vk <0, soll das Gleichungssystem

goos

- L _ T+ - .
. v — AN ) vt y Y A 4.
mit s = card A (A wie in (4.95)) erfillt sein.
Dann gilt:
max |u(z,) —u,| = O ), 0<e<1, e passend,
0<n<N(h) (4.97)
(h 1 0, N(h) = [X/h]).

Beweis. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Satz 4.2.3 unter Beriick-
sichtigung der Gestalt (3.114) von u(z). O

Wir betrachten nun die lineare Abel-Volterra-Integralgleichung (3.121):

u(x) — a(x)(Ju)(z) = f(z),

wobei die Funktionen a(x) und f(x) die asymptotischen Verhalten fiir x —
0+ (3.122)

- ag ak
a(z) kgl Tk D"
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bzw. (3.123)

haben.
Ein gebrochenes lineares Mehrschrittverfahren fiir die Abel-Volterra-Integral-
gleichung (3.121) hat die Form

u, = a(nh) h® <Z Wn—j(a)u; + anj(a)uj> + f(nh). (4.98)

Satz 4.5.2.
Sei > 0. f und a haben die asymptotischen Verhalten (3.123) bzw (3.122)

mit
(ak+a+1)I'(1 —a)
I'(ak+1)

r
a_y # (k=-1,0,1,2,...). (4.99)

Seien weiterhin folgende Bedingungen erfiillt:

(i) Sei (p, o) ein stabiles, konvergentes, lineares, implizites Mehrschrittver-
fahren der Ordnung p > 1 mit allen Nullstellen des charakteristischen
Polynoms o(z) betragmajig hiochstens gleich Eins;

.. . oo n . o(z=H\“.
(i) sei w(zia) = Ty wa(e)2 = (20)"

Die Integralgleichung (3.121) werde durch das gebrochene lineare Mehrschritt-
verfahren (4.98) diskretisiert, wobei die Startgewichte w,;(«) folgendermafSen
bestimmt sind:

1) Falls ¢_1 = 0, soll das Gleichungssystem

> . L(y+1) . .
E ni(@)j) = =————— ”*a—E nei(@)g7, e A, (4.100
=0 Y ](Coj F(7 + o+ 1)n j=0 v ](&)j ! ( )

mit
A={y=p+al|lpleNy y<p-1}, s:=cardAd—1, (4.101)

erfillt sein.
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2) Falls ¥_1 # 0, soll das Gleichungssystem

: . I'(y+1) - , _
§ njl@)j) = ————— V*a—E n—j(@)ji’, yeA, (4102
2" A =5 e )" = (s 102

A={y=p+al-1)|pleNy y<p-1}, s:=cardA, (4.103)
erfillt sein.
Dann gilt:
max |u(z,) —u,| = OM™), 0<e<1, e passend,
0<n<N (k) (4.104)
(h 10, N(h) =[X/h)]).

Beweis. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Satz 4.2.3 unter Bertick-
sichtigung der Gestalt (3.125) von u(x), falls ¢»_; # 0 und der Gestalt (3.136)
von u(x), falls ¢p_y = 0. O

Bemerkung 4.5.3. Satz 4.5.2 gilt auch fiir den Fall, dafl

D(aj 4+ a+ DI - a)
I(aj+1)

a_1 =

fir ein j € {—1,0,1,2,...} und das lineare System (3.134) lssbar ist, da
unter diesen Bedingungen, nach Bemerkung 3.3.15, u(z) das asymptotische
Verhalten (3.135) hat.



