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Chapter 5

Conclusions

Elliptic problems with discontinuous, piecewise constant diffusion coefficients (inter-
face problems) are a natural generalization of the Laplace problem. These problems
possess characteristic properties of problems with non-constant diffusion coefficients as
singularities. Singularities decrease the regularity and cause in Finite Element applica-
tions approximation errors of lower order.
In the present work we investigated interface problems from the analytical point of view
and proposed a-posteriori error estimators for their numerical treatment when calculat-
ing an approximation with Finite Element Methods.
In both areas, in order to achieve robustness, a special criterion on the structure of the dif-
fusion coefficients turned out to be important. This criterion is called quasi-monotonicity
condition. Robustness is essential in case of a-posteriori error estimators since one does
not want to enter large factors in the error bounds. But robustness is also important
from the analytical point of view, since regularity of a problem can be seen as a measure
of its quality.
We showed that quasi-monotonicity is necessary and sufficient for regularity H1+1/4

independent of the bounds of k. If quasi-monotonicity is violated, we derived sharp
regularity results depending on the bounds of k and gave an example of a function
with lowest regularity under given bounds of the diffusion coefficient. In the quasi-
monotone case we derived robust error estimates.
Numerical experiments with model problems showed that the performance of the esti-
mators depends on the regularity of the problem. The estimators are robust in the quasi-
monotone case, but in case of low regularity, that means in the non-quasi-monotone
case, it seems that this is not true.
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hard Bänsch für sein Interesse und seine Hilfe bei der Fertigstellung dieser Doktorar-
beit bedanken. Bei Dr. Jürgen Fuhrmann bedanke ich mich für die Aufgabenstel-
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Appendix A

Zusammenfassung der Dissertation

Es werden elliptische Randwertaufgaben mit unstetigen Diffusionskoeffizienten in
räumlich zwei- oder dreidimensionalen Gebieten betrachtet. Hierbei wird vorausge-
setzt, dass der Diffusionskoeffizient teilgebietsweise konstant ist. Es werden Dirichlet-,
Neumann- und teilweise Cauchy-Randbedingungen zugelassen.

Im ersten Teil der Doktorarbeit werden H s-Regularitätsaussagen hergeleitet, die un-
abhängig von der Anzahl und Geometrie der Teilgebiete gelten. In der speziellen Klasse
der quasimonotonen Diffusionskoeffizienten, die in [24] in Hinblick auf Finite-Elemente
Anwendungen eingeführt wurde, gelingt es, H 5/4-Regularität zu zeigen. Diese op-
timale Regularität gilt unabhängig von der Variation (den Sprüngen) des Diffusion-
skoeffizienten (2D-Fall). Untersucht man die Hs-Regularität in Abhängigkeit von der
Variation des Diffusionskoeffizienten, so werden optimale H s-Regularitätsaussagen des
Types s = 1 + O(δ) für die Schranken δ ≤ k ≤ δ−1 an den Diffusionskoeffizienten k
erzielt (2D-Fall). Regularitätsaussagen für den 3D-Fall werden auf Grundlage von [17]
vom 2D-Fall hergeleitet.

Im zweiten Teil der Arbeit wird das stetige Problem mit dem Galerkinverfahren und
mit linearen Finiten Elementen diskretisiert. Es werden residuenbasierte a-posteriori
Fehlerschätzer entwickelt, die robuste (vom Diffusionskoeffizienten unabhängige)
Schranken des Approximationsfehlers darstellen. Diese Aussagen gelten aber nur für
quasimonotone Diffusionskoeffizienten. Parallele, unabhängige Arbeiten [11], [21] set-
zen stärkere Einschränkungen an den Diffusionskoeffizienten voraus.

In numerischen Beispielen mit Modellproblemen und mit realen Daten werden die
Fehlerschätzer auf ihre Effizienz geprüft. Numerisch wird für den quasimonotonen
Fall auf adaptierten Gittern eine optimale Reduktion des Fehlers bezüglich der Anzahl
der Freiheitsgrade und ein moderater Effizienzindex beobachtet. Experimente mit nicht
quasimonotonem Diffusionskoeffizienten weisen darauf hin, dass der Fehlerschätzer
hier nicht robust ist.

Beispielrechnungen mit Daten der Wasy GmbH zeigten die Verlässlichkeit der Fehler-
schätzer für den Fall des gesättigten Fliessens in einem beschränkten Aquifer.



112

Lebenslauf

Name Martin Petzoldt
22.1.1970 geboren in Halle an der Saale
1984 - 1988 Heinrich-Hertz Spezialschule für Mathematik

und Naturwissenschaften in Berlin
Nov. 1988 - Apr. 1989 Wehrdienst
1989 - 1994 Studium der Angewandten Mathematik an der

Universität Warschau, Diplomarbeit bei Prof. Dryja
1994 - 1996 Graduiertenkolleg an der Universität Warschau,

Betreuer Prof. Dryja
Okt. - Dez. 1996 Praktikum am Fraunhofer -Institut für

Software- und Systemtechnik ISST in Berlin
Apr. - Juni 1997 wiss. Mitarbeiter an der Universität Rostock
ab Juli 1997 wiss. Mitarbeiter im Weierstrass-Institut

für Angewandte Analysis und Stochastik

Berlin, den 15.1.2001


