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Standardnotationen

Es werden durchgehend die in der analytischen Zahlentheorie iiblichen Notationen be-
nutzt. Dariiber hinaus gelten folgende Konventionen:

Die Menge IN der natiirlichen Zahlen enthélt nicht die 0, es wird INy = IN U {0}
geschrieben.

Die Menge der Primzahlen wird mit /P abgekiirzt.

Das Symbol p ist ausschliellich fiir Primzahlen reserviert.

Mit dem Symbol € ist stets eine beliebig wahlbare, aber feste positive Zahl gemeint.
Fiir eine natiirlichen Zahl n gibt 7(n) die Anzahl der Teiler, w(n) die der verschiedenen
Primfaktoren und ©(n) die aller Primfaktoren von n an.

Fiir eine reelle Zahl r bezeichnet ||r|| den Abstand von r zur nichsten ganzen Zahl und
{r} den Abstand von r zur néchstkleineren ganzen Zahl, also

[|I7|| ;== min{r — [r], [r]+ 1 =7} und {r}:=r—[r].



Einleitung

Es sei d eine fest vorgegebene natiirliche Zahl, und mo4(z) bezeichne fir x > 2d die
Anzahl aller Paare (,,Zwillinge”) (p, p + 2d) von Primzahlen mit p + 2d < x, also

7T2d(36) = Z 1.

2d <p<ua,
p—2d€IP

Hardy und Littlewood erhielten 1923 mit ihrer Kreismethode (s. [HLi]) die Vermutung

(1)

T

Toq(x) ~ o (2d) - e’z

fiir  — oo, wobei die Zwillingskonstante o(2d) definiert ist durch

—9. p—1, _
0(2d) =2 = g<1 (p_1)2> : (2)

Schon um 1920 zeigte Brun mit der von ihm entwickelten Siebmethode (s. [Sch]) die

obere Abschatzung
x

mal) < ¢ log?® x

fiir gentigend grofles x, wobei ¢ eine von d abhangige Konstante sei. Eine nichttriviale
untere Abschétzung fiir mo4(x) ist bisher nicht bekannt. Insbesondere weiff man nicht, ob
fiir vorgegebenes d unendlich viele Paare (p, p+2d) von Primzahlen existieren. Das bisher
beste Ergebnis in dieser Richtung erzielte Chen 1973 (s. [Che]). Er bewies mit Hilfe einer
Verbesserung der Selbergschen Siebmethode, dafl es unendlich viele Primzahlen p gibt,
fiir die p + 2d hochstens zwei nicht notwendig verschiedene Primfaktoren hat.

In der vorliegenden Arbeit sollen natiirliche Zugénge zum Zwillingsproblem von Hua
und Pan Chengdong weiterverfolgt werden, die sich grundsatzlich von der klassischen
Kreismethode und von Siebmethoden unterscheiden. Hua und Pan Chengdong for-
mulierten ihre Ansétze zwar fiir das Goldbachproblem (s. [Hual], [Pan]), aber eine
Ubertragung auf das Zwillingsproblem ist nicht schwer und erfolgt in den Abschnit-
ten 1.2 und 3.1 dieser Arbeit. Grob gesprochen bestehen die Ansétze jeweils darin, dafl
moq(z) als eine geeignete Summe dargestellt wird, von der dann auf naheliegende Weise
ein Hauptterm abgespalten wird. Fiir diesen wird gezeigt, dafl er die von Hardy und
Littlewood fiir mo4(z) vermutete Grofenordnung besitzt.

Im ersten Kapitel der vorliegenden Arbeit wird das nach Pan Chengdong erzielte
Resultat dahingehend verbessert, dafi von dem iibriggebliebenen Restterm weitere Teil-
terme abgespalten werden, fiir die bewiesen wird, daf3 sie von kleinerer Groflenordnung
als der Hauptterm sind.

Das zweite Kapitel befafit sich mit einer Herleitung von Fast-Alle-Aussagen fiir Prim-
zahlzwillinge auf Grundlage des Ansatzes von Pan Chengdong. Es wird also gezeigt,



daB die fiir mo4(x) vermutete Asymptotik fiir ,,fast alle” d in einem bestimmten, von z
abhangigen Bereich zutrifft.

Eine Verallgemeinerung des Ansatzes von Hua fiir Paare natiirlicher Zahlen
(a,a + 2d) mit beschrédnkten Anzahlen von Primfaktoren erfolgt im dritten Kapitel.
Hierbei werden Vermutungen fiir die Anzahl solcher Paare (a,a + 2d) mit a + 2d < z
hergeleitet.
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Anhang

Zusammenfassung der Ergebnisse

Hardy und Littlewood gelangten mit ihrer Kreismethode fiir festes d € IN und z — oo
zu der bis heute unbewiesenen Vermutung

> A(m)A(n—2d) ~ o(2d)(z —2d) ,

2d<n<z

wobei 0(2d) eine gewisse von d abhéngige Konstante ist.
Nach Pan Chengdong (1982) gilt fiir beliebiges A > 0 die Abschitzung

> An)A(n —2d) = 0(2d)(x — 2d) + Laa(z) + O (x(log) ™) |

2d<n<z

wobel

Log(x) := ) > 11(q1) log ¢ 3 11(q2) log g2

n§$—2d q1 | n, q2 | (n+2d)7
Q<q <=z Q<q<=z

sei mit ) := z3 (log 2)~“*+7. Die Vermutung von Hardy und Littlewood ist also Aquivalent
mit Log(z) = o(x).

Im ersten Kapitel der vorliegenden Arbeit wird das nach Pan Chengdong erzielte Re-
sultat dahingehend verbessert, dafl vom oben definierten Term Lgg4(z) noch nichttriviale
Teilterme abgespalten werden, fiir die gezeigt wird, dafl sie von der GréBenordnung o(x)
sind.

Das zweite Kapitel befafit sich mit einer Herleitung von Fast-Alle-Aussagen fiir Prim-
zahlzwillinge auf Grundlage des Ansatzes von Pan Chengdong. Es wird ohne Benutzung
der Kreismethode gezeigt, dafl die von Hardy und Littlewood fiir 1s(y, 2d) erwartete
Asymptotik fiir fast alle d < z zutrifft, wenn (2 4 €)z < y < xlog” z gewihlt wird.
Hierbei ist B eine beliebige positive reelle Konstante.

Eine Verallgemeinerung des Zugangs von Hua zum Primzahlzwillingsproblem fiir Paare
natiirlicher Zahlen (a,a + 2d) mit beschriankten Anzahlen von Primfaktoren erfolgt im
dritten Kapitel. Hierbei werden Vermutungen fiir die Anzahl solcher Paare (a,a + 2d)
mit a + 2d < x hergeleitet.
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