Kapitel 1

Verbesserung eines Ergebnisses von
Pan Chengdong

1.1 Formulierung der Problemstellung

Im gesamten ersten Kapitel soll durchgehend 2d < x vorausgesetzt werden.
Analog, wie man beim Beweis des Primzahlsatzes von m(x) zur praktikableren Funktion

~ Y AW)

n<x

ibergeht, kann man statt mog(x) die eng verwandte Funktion

Yoz, 2d) := Y A(n)A(n —2d)

2d<n<z

betrachten. Dieser Ubergang zu t,(z, 2d) ist vorteilhaft, weil die Mangoldt- Funktion A
in einfacher Weise als Faltung geschrieben werden kann, namlich als A = u * log. Der
Zusammenhang zwischen 7moq(x) und 1y (x, 2d) wird hergestellt durch

Lemma 1.1:

(i) Sei f : IR" — IR" eine riemannintegrierbare, monoton wachsende Funktion mit
z2logr < f(z) < foa7s- Dann ist fiir o > 2d + 2

dt
1og tlog(t — 2d)

Tog() = o(2d) - + O(f(x)) (1.1)

aquivalent mit

a(x,2d) = o(2d)(z — 2d) + O (f(x) log® x) . (1.2)

(77) Die Vermutung (1) von Hardy-Littlewood aus der Eineitung ist dquivalent mit

bo(x, 2d) ~ o(2d)(z — 2d) .
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Beweis:

Zunéchst 188t sich 19(x, 2d) aufspalten in
ng(l', 2d) = H(ZL’, 2d> + R(l‘, 2d) )

wobei
H(z,2d) := > logp log(p — 2d)
2d<p<u,
p—2dcIP
und
R(x,2d) := > log p1 log ps

p1,p2 € IP, a1, € IN
2d < pit <z, pt —2d = p3?,
ap-az > 2
sei. Da ay nur Werte < [log, ] und ay entsprechend nur Werte < [log,(x —2d)] annimmt
und nicht gleichzeitig «; = 1 und ay = 1 ist, kann die Summe R(x,2d) abgeschétzt
werden durch

[logs ] [log, (z—2d)]
R(z,2d) < > logn log(n"—2d)+ > > log(n" +2d) logn
h=2 h=2

1 1 1
(2d)h <n<zh n<(x—2d)h

= 0 (a;% log® :r;) )
Wegen der Voraussetzung 3 logz < f(z) ist also (1.2) dquivalent mit
H(z,2d) = o(2d)(z — 2d) + O (f(x)log’ z) . (1.3)

Fiir den Beweis von Teil (i) geniigt es somit, die Aquivalenz von (1.1) und (1.3) zu zeigen.
Zuerst soll bewiesen werden die Richtung

5(1.3) = (1.1):

Partielle Summation liefert

T

_ H(z,2d) 1 '
m2a(2) = log 2 log(z — 2d) _2d[2 H(t,2d) <logtlog(t — 2d)> dt - (1.4)

Wegen (1.3) kann die rechte Seite approximiert werden durch

H(z,2d)
log z log(x — 2d)

- / H(t,2d)

2d+2
x

1 /
. dt
(logtlog(t - 2d)>

_ o@d@-2d) [ o2yt —20)

log 2 log(x — 2d) siea

- (10gt10g1(t—2d)>,dt + 0 (f(x) +/ /1) dt)



Das Integral im O-Term 1aflt sich wegen der Voraussetzungen des Lemmas abschatzen

durch
/tlogtdt_ dt + /@dtﬁx /@dt + f(x)/@dt = O(f(2)) .
2 x 5 )

(1.6)

Fiir den Hauptterm auf der rechten Seite von (1.5) ergibt sich mit partieller Integration

1 /
o(2d)(t = 2d) - <logtlog(t - 2d)> dt

(S
[N

T T

0
tlogt

o

[N
Nl

o(2d)(z — 2d) ’
log z log(z — 2d) B /

2d+2
f dt 20(2d)

— o(2d) - / .

o(2d) sie2 log tlog(t — 2d) + log(2d) log2

Aus (1.4), (1.5), (1.6) und (1.7) folgt nun (1.1).
Sehr ahnlich erfolgt der Beweis der Richtung
»(1.1) = (1.3)”:

Partielle Summation liefert

H(z,2d) = moq(x) log z log(x — 2d) — / Taq(t) - (logtlog(t — 2d))" dt . (1.8)
2d+2
Wegen (1.1) kann die rechte Seite approximiert werden durch
Toq(x) log z log(z — 2d) — / Taq(t) - (logtlog(t — 2d)) dt
2d+2

i dt
= logzlog(x —2d) - o(2d) - / —
2 log tlog(t — 2d)

T

t
du
log t log(t — 2d))’ - o/(2d / dt
/ (log ¢ log ) - o(2d) log ulog(u — 2d) -
2d+2 2d+2

@) (f(x) log® x + / (logtlog(t — 2d)) - f(t)dt) . (1.9)

2d+2

Das Integral im O-Term 1483t sich abschétzen durch
/ (log tlog(t — 2d)) - f(B)dt < f(z)- / (log tlog(t — 2d))' dt < f(z)log’z , (1.10)
2d+2 2d+2

da die Funktion f laut Voraussetzung monoton steigend ist. Fiir den Hauptterm auf der
rechten Seite von (1.9) ergibt sich mit partieller Integration



’ dt
logxlog(x—Zd)-a@d)-/ —
2 log tlog(t — 2d)
T t du
log t log(t — 2d))’ - 2d~/ dt = o(2d)(z—2d—2) .
| (ogtlog(e—20)) - o(2d) [ o(2d)(x )
2d+2 2d42

(1.11)

Aus (1.8), (1.9), (1.10) und (1.11) folgt nun (1.3). Damit ist Teil (i) gezeigt.

Wegen
i dt x x
| o)
_ 2 3
sie2 logtlog(t —2d) log”x log® x
ergibt sich Teil (i7) sofort aus Teil (i), womit Lemma 1.1 bewiesen ist. O

Nun kann ¢9(x, 2d) wegen A = p * log in der Form

Yoz, 2d) = ) (ZM(QI)IOgQI > M(C]2)10gQ2) (1.12)

n<z—2d \q|n q2|(n+2d)

geschrieben werden. Das Ziel ist es jetzt, von der rechten Seite von (1.12) einen Teilterm
Toq(x) mit moglichst vielen Summanden abzuspalten, fiir den

Toy(z) ~ o(2d)(x — 2d)

gezeigt werden kann. Dann ist wegen Lemma 1.1(i¢) die Vermutung von Hardy- Little-
wood genau dann richtig, wenn der , Rest” s (z,2d) — Tog(x) ein echter Fehlerterm ist,
also

oz, 2d) — Tog(z) = o(x)

gilt. Im ersten Kapitel dieser Arbeit sollen Teilterme der rechten Seite von (1.12) der
Form

Toq(z, ur,v1, ug, v2) := Z Z 1(q1) log 1 Z 1(q2) log 2
n<x—2d Q| n, g2 | (n+ 2d),
ur <q1 < uz < q2 < v2
(1.13)

mit geeignet in Abhangigkeit von z gewahlten Parametern wuy, vy, us, v3 € IR betrachtet
werden.



1.2 Ein Ergebnis von Pan Chengdong

Ubertrigt man die in [Pan] fiir das Goldbachproblem bewiesene Aussage auf Primzahlzwil-
linge, so gelangt man zu folgendem

Satz 1.1:

Seien A > 1 und 6 € (0, §) beliebig, aber fest. Dann gilt fiir 2° < @ < x%(log )~ (A+7)
die Abschétzung

T2d<a:707 Q,O,I) +T2d<I7Q7I707 Q) = U(Qd)(l'—Qd) +O<I(10g$)_A) ) (114)
wobei die O-Konstante nur von A und 6 abhéngt.
Daraus erhédlt man wegen Lemma 1.1(77), (1.12) und (1.13) sofort als

Korollar 1.1:

Fir Q := x%(log x)~% ist die Vermutung von Hardy-Littlewood dquivalent mit

T2d(x)Q>x?an) = O(CC) .

Im folgenden soll Satz 1.1 auf dhnliche Weise wie die analoge Aussage in [Pan| bewiesen
werden. Dazu wird wie in [Pan| der Satz von Bombieri-Vinogradov iiber die Verteilung
der Mangoldt-Funktion A in primen Restklassen benutzt.

Zunéchst ist es sinnvoll, die linke Seite von (1.14) in der Form

T2d(x> 0? Q; 0? 37)—|—T2d(f13, Q; T, 07 Q) = T2d(x> 0? T, 0? Q)+T2d(x? 07 Q? 07 x)_T2d(x> 0? Q; 0? Q)

(1.15)
zu schreiben. Die Terme auf der rechten Seite von (1.15) werden nun einzeln abgeschétzt.
Fiir den letzten Term erhalt man

Lemma 1.2:

Unter den Voraussetzungen von Satz 1.1 gilt
Ty(x,0,Q,0,Q) = o(2d)(x — 2d) + O <x(1og x)—(2A+1z)) ,

wobei die O-Konstante nur von A und 6 abhéngt.
Beweis:

Der Term To4(z,0,Q,0,Q) 1a8t sich wegen der spéteren Gleichung (1.24) dhnlich wie
in [Pan] aufspalten in

T2d(x? 07 Q? 07 Q) = H2d(x? 07 Q? 07 Q) + R%d(x? 07 Q? 07 Q) + R%d(aja 0? Q; 0? Q) ’
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wobei die Terme auf der rechten Seite definiert seien wie in (1.25), (1.26) und (1.27).
Wegen der Voraussetzung @ > z° von Satz 1.1 ergibt sich aus dem spéter bewiesenen
Satz 1.4

Hyg(,0,Q,0,Q) = 0(2d)(x — 2d) + O (xe—ﬁ>

fiir eine geeignete, nur von § abhédngige Konstante ¢; > 0. Schétzt man die Terme
RY,(2,0,Q,0,Q) (v = 1,2) trivial ab, so bekommt man ferner

54(2,0,Q,0,Q) < Q*log’ x < z(logx)”*4H12)
Insgesamt folgt die Behauptung. O

Zur Abschitzung der Terme To4(x,0, 2,0, Q) und Thy(x,0,Q, 0, x) auf der rechten Seite
von (1.15) sollen diese zunéchst geeignet approximiert werden. Dies geschieht in

Lemma 1.3:

Fir @ < x gelten die Abschéatzungen

(i) Toa(z,0,2,0,Q) =~ > p@)logq(r—2d;q,—2d) + O(z) , (1.16)
(q7q2§)21

(i) Toa(2,0,Q,0,2) =~ > plg)logq(¥(x;q,2d) —(2d;q,2d)) + O (2) ,
(q7q2§)21

(1.17)

wobei die O-Konstante jeweils nur von ¢ abhangt.
Beweis:
Wegen A = i * log gilt
Toq(2,0,2,0,Q) = > > plg)loga > 1(q2) log g2

n<x—2d q1ln g2 | (n+ 2d)
@1 <z g2 <Q
= — Y An) > 1(q)logq
n<z—2d q| (n+2d)
<@
= — Y An) > p(q)logq +
n<z—2d q| (n+2d)
g<Q
(g,2d) =1
- > Al > plg)logg . (1.18)
n<z—2d q | (n+2d)
4<Q
(g,2d) > 1
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Die erste Doppelsumme in der letzten Gleichungszeile kann umgeformt werden in

> An) > ul@logg = Y ulg)logg > A(n)

nsz—2d ql(n+2d) q<Q n = —2d mod q
<@ (q,2d):1 n<xz-—2d
(g,2d) =1

= > ua)logq ¥(z — 2d;q,—2d). (1.19)

g<Q
(¢,2d) =1

Da (n,2d) > 1 aus q | (n+2d) und (¢, 2d) > 1 folgt, bekommt man unter Beachtung der
Definition von A fiir die zweite Doppelsumme auf der rechten Seite von (1.18)

[log‘p(w—2d)]
Y An) > p(gloggl = > > A@®®) > 11(q) logq
n<z—2d q| (n+2d) pl2d a=1 al(p* +2d)
q<Q q<Q
(g,2d) > 1 (g,2d) > 1

[logp(x—Qd)]
< > > logplogQ T(p™+2d), (1.20)
a=1

pl2d

wobei 7(t) fiir beliebiges ¢ € IN die Anzahl der Teiler von ¢ bezeichne. Die letzte
Gleichungszeile kann wegen der aus Satz 5.28. in [Kra] folgenden Abschéitzung
7(t) = O () und wegen der trivialen Abschédtzung w(2d) < log,(2d) fiir die Anzahl
w(2d) der verschiedenen Primfaktoren von 2d weiter abgeschitzt werden durch

[logp (zde)]

> > logp logQ T(p* +2d) = O (2f) . (1.21)

pl2d a=1

Aus (1.18), (1.19), (1.20) und (1.21) erhédlt man Teil (7).
Auf analoge Weise kann Teil (i7) gezeigt werden. Damit ist Lemma 1.3 bewiesen.

O

Nun liegt es nahe, die Ausdriicke ¢(x — 2d;q, —2d) und ¥(x;q,2d) — ¥(2d;q,2d) in

Lemma 1.3 jeweils durch 2722 anzunihern, also die rechten Seiten von (1.16) und (1.17)

©(q)
jeweils durch > 1(q)logq f{((f)d zu approximieren. Zur Abschatzung des dabei
gsQ
(g,2d) =1

entstehenden Fehlers wird der Satz von Bombieri-Vinogradov benutzt. Dieser wird for-
muliert in folgendem
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Lemma 1.4: (Bombieri-Vinogradov, siehe Satz 6.2.1. auf S. 197 in [Brii])

Sei B > 1 beliebig. Dann gilt

¥(y;q,a) - |=0<x<1ogx>-3+cm<1og@x>6) ,

Z MaX(g,q)=1 MaXy<y
q<Q

v
(q)
wobei die O-Konstante nur von B abhangt.

Daraus ergibt sich

Lemma 1.5: Unter den Voraussetzungen von Satz 1.1 gelten die Abschéitzungen

. o _ r—2d _ (o )4
(i) ZQ u(q)logq<¢(w—2d,q, 2) = =1 ) O (z(loga)™)
(q,2d) =1
. r —2d A
CI o) oga (00,20 = (20, 20) ~ - 20) 0 (sttoga) ) |
(q,2d) =1

wobei die O-Konstante jeweils nur von A abhéngt.
Beweis:

Teil (i) erhélt man sofort aus Lemma 1.4, und Teil (ii) folgt aus

Y. ma)logg ((w(:z:; ¢,2d) — ¥(2d; ¢, 2d)) — £= 2d>

= v(9)
(g,2d) =1
- 2d
_ | c0od) — ) _ 1 2d;q,2d) — —
P ) I A (LR
(¢.2d) =1 (g,2d) =1

indem die Summen auf der rechten Seite mit Hilfe von Lemma 1.4 abgeschétzt werden.
(Il

Schliefflich wird fiir den Beweis von Satz 1.1 noch gebraucht
Lemma 1.6: (Lemma 3 auf S. 557 in [Pan])

Sei ¢y > 0 beliebig, aber fest. Dann gilt fiir beliebige m € IN, Q € IR' mit m < Q%
und eine geeignete positive reelle Konstante c3 die Abschétzung

p(q)logg e
T s emo(envr).
(g,m) =1
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Aus den Lemmata 1.3, 1.5 und 1.6 erhélt man unmittelbar
Satz 1.2:
Seien A > 1 und 6 € (0, 5) beliebig, aber fest. Dann gilt fiir 2° < Q < 23 (log z)~(4+7)
die Abschétzung
(i) Tea(x,0,2,0,Q) = o(2d)(x — 2d) + O (z(logx) ™) ,
(ii) Taa(w,0,Q,0,) = 0(2d)(x — 2d) + O (x(logx) ™) ,

wobei die O-Konstante jeweils nur von A und ¢ abhéngt.
Dieser Satz wird in Kapitel 2 noch geeignet verallgemeinert. Nun erfolgt der kurze
Beweis von Satz 1.1:

Aus (1.15), Lemma 1.2 und Satz 1.2 ergibt sich die Behauptung. O

1.3 Formulierung der Hauptergebnisse

In den folgenden Abschnitten des ersten Kapitels dieser Arbeit soll das nach [Pan] erzielte
Ergebnis aus Abschnitt 1.2 in der Weise verbessert werden, dafl vom dort unbewéltigt
gebliebenen Term To4(x, Q, z, Q, ) noch Teilterme Toy(z, uq, v1, ug, v2) mit ,,vielen” Sum-
manden abgespalten werden, fiir die gezeigt wird, dafl sie von der Groéfienordnung o(z)
und somit vermutlich echte Fehlerterme sind. Dies erfolgt nicht wie in Abschnitt 1.2 mit
Hilfe des Satzes von Bombieri-Vinogradov, sondern durch Riickfithrung auf die Expo-
nentialsummen

. , . (2dh @
GZ(th, k’, 81, W1, Sa, IUQ) = Z u(qlk)’,u(qgk)’e (T . q—1> (122)
51 <q1 <w 2
s2 < q2 < w2
(q1,q2) =1

mit ¢ = 1,2, wobei ¢; jeweils eine beliebige ganze Zahl mit ¢;¢; = 1 mod ¢ bezeichne.
Diese Exponentialsummen werden spater mit Hilfe der in Abschnitt 1.7 eingefiihrten
Hypothesen DFI und R* iiber unvollstandige Kloostermansummen, sowie hypothesen-
frei abgeschéatzt.
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Als erstes Hauptergebnis bekommt man aus der spateren Gleichung (1.24) und den in
den folgenden Abschnitten bewiesenen Sdtzen 1.4, 1.5(i), 1.6(¢), 1.7, 1.8 und 1.9

Satz 1.3:

a) Es gebe eine Konstante A € [0, 1), so daf fiir ¢ = 1,2 und beliebige
S1, W1, 8o, wy € IR, bk € IN mit 51 < wy < 281, 59 < wy < 289,

1-A

h < (s150)"5 (51 + s2)°5 und k|2d die Abschéitzung

G'(2dh, k, 51, w1, $9,w5) = O <(8182)A+6<81 + 32)1_‘4)
gilt, wobei die O-Konstante nur von €, d und k abhangt. Dann folgt

Toa(z,0,2,0,2%) = 0(2d)(z — 2d) + O <xe‘cl\/@) (1.23)
fiir beliebige, aber feste by, by > 0 mit max{b; + Abs, Ab; + b} < 1 und eine geeignete,
nur von b; und b, abhangige Konstante ¢; > 0. Dabei hangt die O-Konstante nur von

b1, by und d ab.

b) In Teil a) kann gewéhlt werden

1
(i) A:= 5 unter der Hypothese DFI,

(1) A:= 1 unter der Hooley Hypothese R,
57
(i1i) A= 3 ohne Hypothesen.

Daraus erhélt man unmittelbar folgendes
Korollar 1.2:
Unter der Voraussetzung von Satz 1.3a) gelten die Abschétzungen
0 Tuten 00 V).
@ T80 =0 V).
fiir beliebige, aber feste ay, by, as, by € IRT mit 0 < a; < by, 0 < ag < b,

max{b; + Aby, Ab; + by} < 1 und eine geeignete, nur von ay, by, as, by abhéngige Kon-
stante ¢; > 0. Dabei hiangt die O-Konstante nur von aq, by, as, by und d ab.
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Vom in Abschnitt 1.2 unbewiéltigt gebliebenen Term Toy(z, @, x, Q, x) kdnnen nun wegen
Korollar 1.2 unter den Hypothesen DFI und R*, sowie auch hypothesenfrei noch nicht-

triviale Teilterme Thy(z, 2, 2%, 292, 2*) der GroSenordnung O (xe_cl V 10@’“) abgespal-

ten werden. Dazu sind aq, by, as, by so zu wahlen, dafl % < a; < by, % < as < by und
max{b; + Aby, Ab; +bs} < 1 gilt, was wegen A < 1 moglich ist. Dieser Sachverhalt wird

verdeutlicht in der folgenden

Abbildung 1:

Gerade Aty +1ty =1 mit A = %

— Gerade t; + Aty = 1 mit A = %

logz Q7

Das schraffierte Rechteck stellt einen Term Thg(x, 2%, 2%, 2%, 2°2) der GroBenordnung
O (xe_cl V 10g“’> dar, der von dem bei [Pan] unbewiltigt gebliebenen Term Thy(z, Q, x, Q, x)

abgespalten werden kann. Der Term To4(z, Q,z,Q,x) ist durch das dick umrandete
Rechteck gekennzeichnet.

Verscharft man die Voraussetzung von Satz 1.3a) noch etwas, so gilt die Abschitzung

(1.23) sogar fiir eine von d unabhéngige O-Konstante. Genauer erhélt man aus (1.24)
und den Sétzen 1.4, 1.5(éi), 1.6(éi) und 1.8 als zweites Hauptergebnis
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Satz 1.3’:

Es gebe eine Konstante A € [0,1), so daf fiir i = 1,2 und beliebige s1, wy, 82, ws € IR,
h,k € IN mit s < wy < 2871, $3 < wy < 2s9 und k|2d die Abschétzung

Gi(th, k,s1,w, s2, wz) =0 ((3182)A(51 + 82)1_A(dh3182)6)

gilt, wobei die O-Konstante nur von e abhangt. Dann folgt
TQd(l', 0, aj’bl , O, [L’bz) = U(?d)(aj’ — 2d) +0 (we—cm/loga:)

fiir beliebige, aber feste by, by > 0 mit max{b; + Abs, Ab; + b} < 1 und eine geeignete,
nur von b; und by abhéngige Konstante ¢; > 0. Dabei hingt die O-Konstante nicht von
d, sondern nur von b; und by ab.

Unter der Hypothese DFI kann A := % gewahlt werden.

1.4 Aufspaltung der Teilterme

In &hnlicher Weise wie bei Huas Ansatz (s. [Hua|) wird der Teilterm Thy(x, uy, vq, usg, vs)
zuerst in ein Hauptglied Hog(z,uy,v1, us, v2) und zwei Restglieder R, (z,uq, vy, ug, vs)
und R2,(x,ui,vi, us, v2) aufgespalten. Diese Terme haben eine dhnliche, aber nicht die
gleiche Gestalt, wie die entsprechenden Haupt- und Restglieder in [Hua]. In den folgen-
den Abschnitten werden Hog(z, uy, vy, ug, v3), Ray(x, uy, v1, Uz, vo) und Ray(x, uy, v1, us, vs)
dann einzeln abgeschéatzt, wobei die Hauptgliedabschéitzung dhnlich durchgefiihrt wird,
wie die in [Hual, und die Restgliedabschétzung mit Hilfe von Hypothesen und bewiese-
nen Aussagen iiber Kloostermansummen erfolgt. In [Hua] wurde das dort auftretende
Restglied hingegen nicht gesondert untersucht.

Aus (1.13) folgt

Toa(, uy, v1, ug, va) = Z p(qr)logqr p(q2)log go

q1,42, M1, m2
uy < q1 <1,
uz < q2 < v,
qimi §172d,
ga2mz — q1my = 2d
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z — 2d

= Z p(q) log gr p1(q2)log g - 4 {m1 < | gmy = —2d mod QQ}

ur < q1 <, q1

uz < qz2 < vz

T — 2d —2d
= Y > p(qik) log(qik)p(qzk) log(gek) - £ {ml < k; | gmy = - mod q2}
% < q2 S %7
(q1,q2) =1

=S X sakios(akulat) os(ant) - (|20 4 30 - 2L A1

k k k
kl2d M o<g <Y 4192 a2 42
% <q2 < %7
(q1,92) =1

wobei ¢, € Z beliebig mit ¢;¢1 = 1 mod ¢ sei. Der innere Term

([% + %d . Z—ﬂ — [%d . Z—; in der letzten Gleichungszeile kann approximiert werden

durch $’2d bis auf den beschrankt bleibenden Fehler

(— {iqu + 2. Z—;} + {%d . g—;}), wobei {r} wie in den Standardnotationen fiir alle r € IR

definiert sei durch {r} := r — [r]. Daher liegt es nahe, To4(x, u, vy, us,v2) nun aufzu-
spalten in

Tog(x, uy, vy, Uz, v9) = Hog(x,uy, vy, us, v9) + R%d(%“hvhumvﬂ‘f‘ Rgd(x,ul,vl,uz,vz)
(1.24)
mit dem Hauptglied

p(qik) log(gik)p(gzk) log(gzk)

Hog(x,uy, vy, us,v9) := (. — 2d) - Z
k|2d

??‘I»—l
(]

“Tl<q1§%, N2
U«T2 <Q2§ %7
(qg1,92) =1

und den Restgliedern

Roq(w, uy, 01, uz, v3) = > > p(ark) log(gik) plgzk) log(gzk)- ({de QI} - 1)

YTy @) 2
B <R,
(q1,92) =1
(1.26)
und
Ry, uy, w1, u9,05) = Z Z (qik) log(qik)p(gzk) log(gak) -
kl2d L <q <35
2 <<,
(q1,92) =1
(1—{‘” 2d+2—d-@}> . (1.27)
2 kq1qz kg

18



1.5 Abschatzung des Hauptgliedes

Mit einer &hnlichen Methode wie bei der Abschétzung des Hauptgliedes in [Hual], das
eine etwas andere Gestalt als das hier auftretende Hauptglied hat, wird gezeigt

Satz 1.4:

Fiir beliebige, aber feste by,by € IR mit b;,by > 0 und beliebige v,v, € IRT mit
v1 > 2% und vy > 2 gilt die Abschéitzung

HQd(-T7 O,'Ul, O, ’UQ) = 0’(2d><x — Qd) +0 <x601\/10gx) 7

wobei ¢; > 0 eine geeignete, nur von b; und by abhangige Konstante sei und die
O-Konstante von d unabhéngig ist.

Beweis:

Zunéchst kann fir u; = 0, up = 0 die innere Summe auf der rechten Seite von (1.25)
umgeformt werden in

5 p(q1k)log(qik) p(gek) log(gok)
o< <R N>
(q1,q2) =1
_ i p(n) p(qink) log(qink) 1(gank) log(gank) (1.28)
e T Vet o oy @
(n,k)=1

Aus (1.25), (1.28) und dem spiter bewiesenen Lemma 1.8 folgt fiir v; > 2% und vy > 22
nach kurzer Rechnung

Hool(z.0.0:.0.05) = N’(k)Qk i - /L(’I’L) (r—2d 9] kBeflxefczn/logm
2d< y Uy U1, Y, 2) ]%l gp(k)Q nzz:l ¢<n>2 ( >+ kZIC;
(n,k)=1
(1.29)
fiir eine geeignete, nur von b; und by abhéngige Konstante ¢4, > 0 und eine nur von €
abhangige O-Konstante. Die Summe im Restglied auf der rechten Seite kann wegen Satz

5.26 auf S. 123 in [Krd] abgeschétzt werden durch

og 2 3e
Z k3671 — <2d)3€*1 Z k1*3€ — O <€(l+6) (llogglog)2d) (1.30)
k|2d k|2d
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fiir geeignetes 0 > 0. Auflerdem gilt fiir die Doppelsumme auf der rechten Seite von
(1.29)

p(k)k & p(n) | _ p(k)’k 1
) R SER > 2 ‘Z(W e <p—1>2>)

k|2d

k|2d plk p>2
2|k p>2
_ 5. 2 D . _ 1 ! . B 1
- [ d (M(l) lz}(p_l)Q lp_|!<1 <p_1)2> ) 171;[2<1 (p—1)2>
211
2 Tt ). 1
— 2. % (u(l) ,,|lp—2) p];[2<1 (p_1)2>
211
= U 0 U S
= 2 plgl’ - ]91;[2<1 (p_1>2> (2d) (1.31)

nach Definition der Zwillingskonstante o(2d) in (2).
Aus (1.29), (1.30) und (1.31) ergibt sich die Behauptung des Satzes, wenn man e <
wahlt und die Generalvoraussetzung 2d < x des ersten Kapitels beachtet. ]

[

Es mufl nun noch das Produkt

( 5 p(qink) log(qur)) . ( fi(gonk) log(qznk))

<L q1 q2

—nk

auf der rechten Seite von (1.28) abgeschétzt werden.
Dazu benotigt man zuerst

Lemma 1.7: (Modifikation von Lemma 2 in [Hual)

Fiir alle y € IRT, z € IN und geeignete Konstanten cs, cg > 0 gelten die Abschitzungen

(4) Z M = O(zee%\/@) :

n<y n
(n,z)=1
(i) y plmlogn +O<Z€ecﬁ,rogy> |
o n ¢(z)
(n,z)=1
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wobei die O-Konstante jeweils nur von ¢ abhangt.
Beweis:

Wegen
S~ T
;::1 p(n)n™ = g(l p) o)
(n,z) =1

fir s € €, Re s > 1 kann die Summe Y>> p(n) mit der Methode der komplexen Inte-
n<y
(n,z) =1

gration abgeschitzt werden. Geht man analog vor, wie bei der Abschitzung von Y- u(n)
n<x

in [Pra], S.70-72, so kommen in die Integrale lediglich noch die Produkte I (1 —p~*)

plz

-1

herein. Benutzt man die fiir s € @, Re s > 0 giiltige Abschatzung

Ma-p) | < T(-p") .

plz plz

so gelangt man auf diese Weise zur Abschéitzung

S un)=0 (H (1-p) yf) (1.32)

n<y plz
(n,z) =1
fiir geeignete Konstanten c7, cg € IR mit % <cr<lund cg > 0. Wegen p~ " 4+ p~© < 1
fiir geniigend grofies p bekommt man auflerdem

11 (1 —p*”)_l < []pr < 2. (1.33)

plz plz

Nun liefern (1.32) und (1.33) zusammen

> pn) = O(zeyecs\/logy> , (1.34)
n<y
(n,z)=1

woraus sich mit partieller Summation (7) ergibt.
Aus (i) gewinnt man wiederum mit partieller Summation

> % _ O<Zee—c6\/@> (1.35)

(n,z)=1

fiir eine geeignete Konstante cg > 0. Wegen

s | 2 |
$omlmlogn o pmlogn o od | ()
o n s—1+0 o ns s—1+0 (s o

(n,z) =1 (n,z) =1 (n,z) =1
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folgt aus (1.35) nun (7). O
Mit Hilfe von Lemma 1.7 kann gezeigt werden
Lemma 1.8:

Fir beliebige, aber feste b1, by € IR mit by, by, > 0 und beliebige z € IN, vy, v, € IR mit
v > 2% und vy > 22 gilt die Abschiitzung

5 p(¢12) log(qi2) | 5 pla) log(ge2) | _ pl2) 22 0(236604¢@> ,

2
p<i ¢ g2 2 q2 ¢(2)

wobei ¢, > 0 eine geeignete, nur von b, und b, abhéngige Konstante sei und die
O-Konstante nur von € abhangt.

Bewelis:

Fir v € IR" und 2z € IN ist

+ log(z) - i)

1(qz)log(qz) s p(q)logq
Y == = () == p

q q<
1 (g,2)

q
q<¥ (S
(9,2)

Il wie
Il wie

1

Beachtet man die bekannte Abschitzung &5 = O (loglog z) (s. z.B. Satz 5.31 in [Kré)])
und die Voraussetzung des Lemmas, so ergibt sich aus der obigen Gleichung und
Lemma 1.7 nach kurzer Rechnung die Behauptung. a

1.6 Abschatzung der Restglieder

Als néchstes erfolgt eine Abschétzung der in (1.26) und (1.27) definierten Terme durch
Riickfithrung auf die in (1.22) definierten Exponentialsummen G*(2dh, k, s1, w1, 2, W3).
Zuerst wird gezeigt
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Satz 1.5:

(7) Unter der Voraussetzung von Satz 1.3a) gilt die Abschétzung
R2,(2,0,2,0,2%) = O (xl"s) (1.36)

fiir beliebige, aber feste by, by € IRT mit max{b, + Aby, Ab; +by} < 1 und eine geeignete
Konstante 6 > 0. Dabei hangt die O-Konstante nur von by, by, § und d ab.

(i) Unter der Voraussetzung von Satz 1.3” gilt die Abschétzung (1.36) mit einer von
b1, by und 9, aber nicht von d abhéngigen O-Konstante.

Statt bei der Riickfithrung auf Exponentialsummen den direkten Weg zu gehen und
die auf der rechten Seite von (1.27) vorkommende Funktion f(z) = 1 — {z} in ihre
Fourierreihe zu entwickeln, sollen hierzu Hilfsmittel aus der Theorie der Gleichverteilung
benutzt werden, da man auf diese Weise bessere Abschétzungen erhélt. Die benétigten
Hilfsmittel werden im folgenden bereitgestellt.

Definition 1.1: (nach [Hla], S. 90)

Fiir N € IN wird die Diskrepanz Dy einer im Intervall [0, 1) liegenden Folge (r,,) definiert
durch

AN (CL, b)
Dy = su _
N O§a<1b)§1 N

wobei Ay(a,b) die Anzahl aller n < N mit a < r, < b bezeichne.

—(b=a)},

Eine Abschatzung der Diskrepanz bekommt man mit folgendem
Lemma 1.9: (Ungleichung von Erdos und Turdn, siehe [Hla], S. 97-104.)

Sei N € IN. Dann gilt fiir die Diskrepanz Dy einer im Intervall [0, 1) liegenden Folge
(rn) die Abschitzung

N

e(hry)

n=1

10 4 H1
Dy < N
N—H+1+wN,;h

fir alle H € INj.

Auflerdem wird noch benotigt
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Lemma 1.10: (Variante der Ungleichung von Koksma)

Sei Dy die Diskrepanz einer im Intervall [0, 1) liegenden Folge (r,,) und f : [0,1] — IR
eine stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

1

[ iy = - 5ir

0

1
< Dy~ [1£(y)ldy
0

Beweis: Siche [Hla], S. 106, 107.
Es folgt nun der
Beweis von Satz 1.5:

Zunichst wird der in (1.27) definierte Ausdruck R2,(x,uy, vy, us,vs) zerlegt in

V1 Uy U
R3, (2, uy, 01, ug, v2) = %UM( e El f f) ; (1.37)
wobel
Usa(k, x, s1,t1, S9,t2) = Z (g k) log(qrk)p(gok) log(gok) -
s1<q1 <t
sz<g2§t2
(q1,92) =1

2 kq1q2 k¢
sei. Doppelte Anwendung von partieller Summation liefert

U2d(k7 €, S1, tl) S2, t2) =

dr
log(t1k) log(tak)Saa(k, , 51,11, 82,12) — log(tlk)'/52d(k7$a 51,751,52772)7_—2 —
2
S2
d Y dry d
lOg tQ /Sgd ]{Z €, Sl,Tl,SQ,tQ + //Sgd k Xz 81,7'1,82,7'2) e 7—1 (138)
FAA T2 T
mit
1 r—2d 2d @
Soq(k, x, 51,71, S2,T2) = Z w(q k) p(gek) (5 — { p =+ - @}> .
s1<q1<m q192 g2
s2 < q2 < T2
(q1,92) =1
Die Summe So4(k, x, s1, 71, S2, T2) kann weiter aufgespalten werden in
S2d<k,l’,51,71,82,72) = S%d(k’x731,7—173277—2) - 52211%7%51771732,72), (1-39)
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wobel

j 1 —2d 2d @
S%d(k7x73177-173277_2) = Z (5_{:1; +_.@}>

s1<q<m kqiqo kg

s2<q2 < T2
(q1,92) =1 ‘
wlark)p(gzk) = j

kqig2 q2
$1<q1 <711, 82 < e < T, (q1,q2) = 1, w(qrk)p(qgek) =3 als endliche Folge rq, o, ... Txn

und setzt f(y) := % — y, so erhélt man unter Beachtung von N < 77, aus Lemma 1.9
und Lemma 1.10 die Abschéatzung

sei flir j = £1. Schreibt man nun die Parameter {“’ 2d 4 2d 2d 9—} mit

- 1077 4
j 172
’52d<k795,3177'1,82,7'2)‘ S ;

H
1 )
H+1 z:: % : ‘E%dwla k,x, 81,1, 82,7'2)‘ (140)

fiir alle H € INy, wobei

; h(x — 2d 2dh @
E%d(h7 k',l', 8177—178277—2) = Z € ( ( >> € ( : @> (141)
s1<qi<m karqe ko g
s2 < q2< T
(q1,92) =1
wlark)u(azk) = j

sei. Die storenden Terme e (%) auf der rechten Seite von (1.41) kénnen nun wieder

durch doppelte Anwendung von partieller Summation beseitigt werden. Es ergibt sich

|E%d<h k X 51,7'1,52,’7'2>| < |FJ<2dh k 81,’7'1,82,’7'2)| +

27rhx w1 27rh,a: dws

/|FJ (2dh, k, 51,71, 82, ws)| — +
'lU

2

/|FJ (2dh, k, s1, w1, 52, T)| —5-

1

T1 T2

2mhx dws d
7T— /|F] 2dh k 31,w1,32,w2)| U;Qi; +
R w; Wy
onha\°> | 7 dws dw
( k ) S/S/lFJ(th k Sl,wl,SQ,’lUQ>| w:;w—:fl s (142)
wobel "
. 2 7
F7(2dh, k, s1,wy, So, ws) := > e (— . @> (1.43)
s1<q1 Sw k e
s2 < q2 < w2

(q1,92) =1
wlark)plgzk) = j

sei. Schlieflich kann die unangenehme Summationsbedingung p(q1k)u(g2k) = 7 auf der
rechten Seite von (1.43) noch entfernt werden durch die fiir j := +1 geltende Riickfithrung

) 1
F](2dh, k, 81,w1,82,w2) = 5 : (G2(2dh, k,s1,wr, 82,102) +jG1(2dh> k,s1,w, 52,102))
(1.44)
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mit G'(2dh, k, s1,wy, so, wy) definiert wie in (1.22). Wendet man nacheinander die Vor-
aussetzung von Satz 1.3a), (1.44), (1.42), (1.40), (1.39), (1.38) und (1.37) an und setzt
in (1.40) dabei

H = [(3132)1_%(31 +32)%x_%} , (1.45)
so bekommt man fiir uq < v; < 2uq, us < v < 2us nach langerer Rechnung

24 2(1-A) 1

Rgd(x,ul, U1, Uz, v9) = O ( ((UlUQ)A(ul + u2)1_A + (uqug) ™ (ug +ug)” 3 a3+

A 1-A 2
3

+(uruz) 5 (ur + uz) 5 27 ) (urus)° ) (1.46)

mit einer von € und d abhéngigen O-Konstante. Man beachte dabei, dafl die in Satz 1.3a)

vorausgesetzte Ungleichung h < (8182)%(81 + 82)% stets erfiillt ist, da die Variable

h in (1.40) bis H summiert wird und fiir das in (1.45) gewéhlte H die Ungleichung
1-A A—1

H < (s182)73 (s1+s2)73 gilt, falls 53 <z und sy < x ist.
Nun liefern

T b2
"0t 417 20 el iz

Ryfe,027,04%) = Y S R,

i1=1 i2=1

[10g2 xbl] [10g2 me]
<x

und (1.46) die Abschitzung

R2,(x,0,2",0,2%)
— O( (xb1+Ab2 4 opAbitbe o (bt Ab)+g 4 F(Abitba) g L

W=

(b1+Ab2)+2 + x%(Ab1+b2)+§) z€ )

(1.47)
mit einer von € und d abhingigen O-Konstante. Hieraus ergibt sich die Behauptung von
Teil (i).
Benutzt man im Beweis statt der Voraussetzung von Satz 1.3a) die von Satz 1.3’ und
beachtet die Generalvoraussetzung 2d < x des ersten Kapitels, so gelten die Abschatzungen

(1.46) und (1.47) auch mit einer von d unabhéngigen O-Konstante, und man erhélt sich
die Behauptung von Teil (i7). Damit ist Satz 1.5 bewiesen. O

Vollig analog wie Satz 1.5 143t sich beweisen
Satz 1.6:
(7) Unter der Voraussetzung von Satz 1.3a) gilt die Abschétzung
Rhy(x,0,2",0,2") = O («' ) (1.48)
fiir beliebige, aber feste by, by € IRT mit max{b; + Aby, Ab; +by} < 1 und eine geeignete

Konstante 6 > 0. Dabei hangt die O-Konstante nur von by, by, § und d ab.
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(17) Unter der Voraussetzung von Satz 1.3’ gilt die Abschétzung (1.48) mit einer von
b1, by und 9, aber nicht von d abhéngigen O-Konstante.

1.7 Abschatzung unvollstandiger Kloostermansummen
und einfache Folgerungen

Im folgenden kommt es darauf an, eine Abschitzung fiir die in (1.22) definierten Ex-
ponentialsummen G*(2dh, k, s1, w1, o, wy) zu finden. Dies geschieht auf unterschiedliche
Weise mit Hilfe eines Lemmas und zweier Hypothesen iiber unvollstéindige Kloosterman-
summen.

Ohne Verwendung von Hypothesen konnten Duke, Friedlander und Iwaniec zeigen

Lemma 1.11: ([Iwa], S.2, Theorem 3)

Seien (), (Bn) beliebige komplexe Folgen, M, N € IR und A € IN. Dann gilt

Z Z QU On€ <)\ . ﬂ)
M<m<2M N <n<2N "
(n,m) =1

= 0 ( > |am|2) ( > |Bn|2) (A + MN)® (M + Nz | |

M<m<2M N<n<2N

wobei die O-Konstante nur von € abhéngt. Dabei sei mm = 1 mod n fiir (m,n) = 1.
Daraus folgt unmittelbar
Satz 1.7:

Fur ¢ = 1,2 und beliebige sq, wy, 89, wy € IRT, h, k € IN mit s; < w; < 2sq,
Sg < wy < 289, h < 8189 und k|2d gilt die Abschitzung

Gl<2dh, k,s1,wy, 82,’11}2) =0 ((3152)%+€(51 + SQ)é) ’

wobei die O-Konstante nur von €, d und k£ abhangt.
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Ebenfalls in [Iwa] formulieren o.g. Autoren die wesentlich stérkere

Hypothese DFI: (s. [Iwa], Ungleichung (2.20); die hier eingefiihrte Bezeichnung ,, DFI”
leitet sich von den Anfangsbuchstaben der Autoren Duke, Friedlander und Iwaniec ab)

Seien (auy), (B,) beliebige komplexe Folgen, M, N € IRT und A € IN. Dann gilt

£, L, o)

M<m<2M N <n<2N
(n,m)=1
: :
= 0 ( ) |am|2) ( > |ﬁn|2) (M + N)Z(AMN)“ |,
M<m<2M N<n<2N

wobei die O-Konstante nur von e abhéngt. Dabei sei mm = 1 mod n fiir (m,n) = 1.
Diese Hypothese liefert sofort
Satz 1.8:

Fiir i = 1,2 und beliebige s1,wy, s, wy € IRT, h, k € IN mit s; < w; < 25y,
Sg < wy < 289 und k|2d gilt die Abschitzung

Gi(th, k,s1,wy, 83, w2) =0 ((8152>%<51 + 52)%<dh8182)€> )
wobei die O-Konstante nur von e abhéngt.

Im néchsten Abschnitt erfolgt eine Abschétzung von G*(2dh, k, s1, w1, 2, wy) auf Grund-
lage der

Hooley-Hypothese R*: (s. [Hol], S.44)
Sei s,w € IRY, 2, M\, N\ € Z, z#0und 0 < w — s < |z|. Dann gilt

) 6<M> =0 ((w=s+1)2]2]°(\,2)7) ,

s<qg<w z
(g,2)=1

wobei die O-Konstante nur von e abhéngt. Dabei sei gg = 1 mod z fiir (¢, 2) = 1.
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1.8 Abschatzung der Exponentialsummen mit Hilfe
der Hooley-Hypothese R*

Es soll gezeigt werden
Satz 1.9:

Unter der Hooley-Hypothese R* gilt fiir ¢ = 1,2 und beliebige s, wq, so,ws € IRT,
h,k € IN mit s < wy < 251, S < Wy < 289, h < (3152)%(51 + 52)% und k|2d

G'(2dh, k, s1,wy, $9,w3) = O ((3132)%_1“(31 + 32)%) :
wobei die O-Konstante nur von €, d und k£ abhangt.
Dazu wird zuerst benotigt
Lemma 1.12:

Unter der Hooley-Hypothese R* gilt fiir beliebige s1, w1, s9,wy € IR, h,k € IN mit
s1 < 89, $1 < wy < 287, So < wy < 289 und k|2d

G2(2dh, b 51,101, 52,w05) = O (s sa(hss2))
wobei die O-Konstante nur von €, d und k£ abhangt.

Bewelis:

Aus (1.22) folgt

G*(2dh, k, s1, w1, s2,w2) = p(k)> > plgek)? > wiqr)?e <2dh- q_1> .

s2<q2<ws s1<q1 w1 qQk
(q1,q2k) =1

(1.49)
Wegen der Summationsbedingung (q;, g2k) = 1 fiir die innere Summe auf der rechten
Seite von (1.49) kann die durchgehend geforderte Bedingung ¢;¢; = 1 mod ¢, nun durch
die schirfere ¢1¢1 = 1 mod ¢k ersetzt werden. Man erhélt somit fiir ff = 1 mod ¢k,
qq = 1 mod ¢k

5 u<q1>Qe(2dh-qq;—lk)= S ulf) zie(zdhﬁ-%ik).

s1<q1 <wy I <V H<qg<
f f
(q1,q2k) = 1 (f,q2k) =1 (¢, q2k) =1

(1.50)
Da fiir f,k € IN, sy < ¢ < wo wegen der Voraussetzungen des Lemmas %t — 35 < gk

ist, kann nun R* angewendet werden, um die innere Summe auf der rechten Seite von
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(1.50) abzuschétzen. Dies liefert

o=

) . (1.51)

> <2dhf2 : qi) = 0 (17 (quh)*(2dh, goh)

(qquk):]'

Aus (1.49), (1.50) und (1.51) bekommt man unter Beachtung der Voraussetzung
Sy < wy < 285 des Lemmas

G*(2dh, k, 51, w1, 82, ws) = O (51%+6(52k)€ > (Zdh,qgk)%) ) (1.52)
s2<q2<wa
Wegen Lemma 2(iii) auf S.68 in [Ho2] gilt
S (2dh, k)i <Y (2dh,q) = O (7(2dh)s2k) (1.53)
s2<q2<w2 sok<q<lwak

wobei 7(2dh) die Anzahl der Teiler von 2dh bezeichne (s. Standardnotationen). Da
wegen Satz 5.28 in [Kri| die Abschétzung

7(2dh) = O ((dh))

gilt, folgt aus (1.53) die spater noch wichtige Abschitzung

> (2dh, q2k)? = O (sah(dh)) | (1.54)
s2<g2<5w2
welche zusammen mit (1.52) die Behauptung liefert. O

Als nachstes soll G(2dh, k, sy, w1, s2, ws) unter den Voraussetzungen von Lemma 1.12
abgeschatzt werden. Dazu wird benotigt

Lemma 1.13: (Variante der Vaughan-Identitét fiir die p-Funktion)

Sei f: IN — @ eine beliebige arithmetische Funktion. Dann gilt fiir beliebige
UVvwelRmitr<w,l<U<p, 1<V<vp

Z p(n)f(n) = S1+ Sy,

v<n<w
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Beweis: (vgl. [Brii], S.194, 195 fiir die von Mangoldt-Funktion)

Seien F': (1,00) =@, G : (1,00) — @ beliebige Funktionen. Dann gilt sicher

1
¢(s)

Setzt man nun

= F(s)+ G(s) — ((s)F(s)G(s) + (L —

¢(s) F“0<P—U®G@D. (1.55)

F(s):=> pmn==, G(s):=> pn)n*

n<U n<V

und schreibt ﬁ als Dirichletreihe > pu(n)n™* und ((s) als Dirichletreihe > n™*%, so zeigt

ein Koeffizientenvergleich in (1.55) nach Ausmultiplizieren der Produkte von Dirichlet-
reihen auf der rechten Seite

pu(n) = ai(n) + az(n) + asz(n) + as(n) (1.56)
mit
‘ (n) fallsn <U ‘ (n) fallsn <V
a1(n) = { HO sonst ’ az(n) = { HO sonst ’
as(n):=— > plmu(r), ain)=— > ple) D p(r).
qgmr =mn, qt = n, r|t

Multipliziert man die Zerlegung (1.56) von p(n) mit f(n) und summiert iiber alle n mit
v < n < w auf, so erhalt man unter Beachtung der Voraussetzung des Lemmas

Yo oum)fn)= > as(n)f(n)+ > a(n)f(n). (1.57)

v<n<w v<n<w v<n<w

Setzt man ¢ = mr in der Summationsbedingung fiir as, so folgt

> az(n)f(n) =5 (1.58)

v<n<w

wobel S definiert ist wie im Lemma. Beachtet man

> u(r)=0

r|t
r<V

flir 1 <t <V, so findet man auflerdem

> as(n)f(n) =5, (1.59)

v<n<w

Aus (1.57), (1.58) und (1.59) ergibt sich die Behauptung. O
Mit Hilfe von Lemma 1.13 kann nun gezeigt werden
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Lemma 1.14:

Unter der Hooley-Hypothese R* gilt fiir beliebige s;, w1, s9,ws € IRY, h,k € IN mit
s1 < 89, $1 < wy < 287, So < wy < 289 und k|2d

G1(2dh, k, 81,w1,82,w2) =0 <311_%32(h3182)6> )

wobei die O-Konstante nur von €, d und k£ abhangt.

Bewelis:

Analog wie (1.49) ergibt sich aus (1.22)

G'(2dh, k, s1,w1, s2,w2) = p(k) > plgek) S pla)e <2dh- q—1k> , (1.60)

s2<q2Lw2 s1 < q1 S wy 42
(q1,92k) = 1

wobei wieder ¢1¢1 = 1 mod ¢k sei.

Fir s; < 1 gilt die Behauptung des Lemmas trivialerweise. Im folgenden werde also
1 < 51 vorausgesetzt.

Dann 1a8t sich die innere Summe auf der rechten Seite von (1.60) wegen Lemma 1.13
aufspalten in

Z pqi)e <2dh' q_1k> = S1(q2) + Sa(q2) (1.61)
s1<q1 S wi 72
(q1,92k) = 1
mit B
77
Silg)=— > at) Y e (2dh : —qk> (1.62)
t< UV Scg<® q2
(t,q2k) =1 (q,92k) =1
und

Swe=- X a0 ¥ uwe(anet)

k
Vr<H o max(Uf) <q<® &
(tg2k) =1 (4,42k) =1

wobei tt = 1 mod ¢k und gg = 1 mod g2k gelte und U und V freie Parameter mit
1 <U <s1,1 <V < sy seien, die spater noch geeignet gewahlt werden.

Da fur t,k € IN, s; < g2 < wy wegen der Voraussetzungen des Lemmas 7 — 2t < gk
ist, kann wieder R* angewendet werden, um die innere Summe auf der rechten Seite von

(1.62) abzuschétzen. Dies liefert

> e <2dh-ﬁ> ~0 ((%) (qgkz)e(2dh,Q2k’)%> . (1.64)

a2k
F<a<H
(q,q2k) =1
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Zur Abschitzung von S;(g2) bendtigt man auflerdem die aus Satz 5.28 in [Kri] folgende
Abschatzung
la(t)] < 7(t) =0 (t°) . (1.65)

Aus (1.62), (1.64) und (1.65) erhélt man
Si(@) = O ((s1UV)2 (qkUV)"(2dh, q:k)? )

woraus wegen (1.54)
S w@h)Si@ < S ISi(@)| =0 <31532k(UV)%(dh32kUV)€) (1.66)
s2<g2<w2 s2<q2<w2

folgt. Die Abschétzung von Ss(g2) ist schwieriger. Mit der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung ergibt sich zunachst

2
tq
|Sa(g2)|* < > |3(t)]? > > w(q)e <2dh : —k:>
V<t< V<t<g | max(U,8) <q< X, q2
(qak) =1 (k) =1 | gy =1
(1.67)

Fiir den ersten Faktor auf der rechten Seite von (1.67) bekommt man

1+e
> por=o((3)") (1.68)
V<t<
(t, q2k) =1

aus der analog zu (1.65) geltenden Abschitzung

Bl <) =0(tF) .

Ausmultiplizieren des zweiten Faktors ergibt

> > ulg)e <2dh- t_—q>

g2k

= > > p(ma ) p(ma)e <2dh(m2 — ) - ! )

wk

V<t<H max(U,sTl)<m1,m2§%v
(t,q2k) =1 (m1, g2k) = (m2, g2k) =1
= Ai(g) + Ax(q2) + Aa(qa) , (1.69)

wobei m;m; = 1 mod ¢k gelte fiir i = 1,2,

Ailg) == > ple)? > L, (1.70)

U<g< max(\/,%)<t§%l,
(¢, q2k) =1 (t, qak) = 1



e <2dh(m1 — y) - t )

U<mi <mz< G rnax(\/,nsqu <t< AL Q2k
(ml,(pk) = (mz,QQk) =1 (t,qzlk) _1 2
mims t
=X dmn) X e (2antm ) T
U<7’n1<’mg<w—vl ma,)((‘/,?i—l)<t§%7 q2
(mima, q2k) =1 tagk)=1
(1.71)
sei und Ay(ge) das konjugiert Komplexe zu Ay(qz) bezeichne. Offenbar gilt
A1<QQ) =0 (8}4_6) . (172)

Zur Abschitzung von Ay(qe) kann wieder die Hypothese R* benutzt werden, denn fiir
k,mi,mo € IN, my; < Mo, So < qu < wsy ist wegen der Voraussetzungen des Lemmas

;‘;—12 — ;—11 < @qok. Man erhélt also fiir die innere Summe in der zweiten Gleichungszeile

von (1.71)
__ _E 1
> e <2dh(m2 —my) - el ) =0 <<i> ’ (g2k) (2dh(mg — my), qgk)%> ,
gk ma
max(V,sl—ll) <t< ::’L—;,
(t,qz]{i) =1
woraus
51\ 2 1
M) < @ X ()X (@dhm—m), b’
my < G e my < mg
(m2,q2k) =1 (m1,q2k) =1
1
1 51\ 2 1
< (k) (2dh, k) Y (—1) S (migk)® (173)
maz < 871 m2 m < ma2
(ma2, q2k) =1 (m, g2k) =1
folgt. Analog wie in (1.54) ergibt sich fiir die innere Summe in (1.73)
> (mek)? = O (ma(g:h)) . (1.74)
m < ma
(m,q2k) =1

wobei ¢ diesmal fest bleibt. Aus (1.73) und (1.74) gewinnt man die Abschitzung
As(gz) = O ($3V 7% (goh)*(2dh, gok)7) . (1.75)

Faft man (1.67), (1.68), (1.69), (1.72) und (1.75) zusammen und zieht die Wurzel, so
erhélt man

Sao(q2) = O ((51[]% + S%Ufévf%@dh, QQk)%) (31612@6) ;
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woraus wegen (2dh, zk)i < (2dh, ¢2k)? und (1.54)

Y w@k)S@) < Y |52(q2)|:o((5132U%+sfs2w%v%) (dhkslsg)e)

s2<g2<w2 s2<q2<w2
(1.76)

folgt. Da wegen (1.60) und (1.61)

s2<g2<w2 s2<q2<wsz

G (2dh, k, 51, w1, 52, w2) = (k) ( Z 1(q2k)S1(g2) + Z M(Q2k)52(Q2)) (1.77)
ist, liefern (1.66) und (1.76) zusammen
G'(2dh, k, s1,wy, 89, w3) = O ((s%sz(UV)% + slng_% + s%szU_%V_%) (hslngV)e) ,

1 2
wobei die O-Konstante nur von €, d und k£ abhangt. Setzt man nun U := s{ und V := s},
so ist die im Beweis gestellte Bedingung 1 < U < sy, 1 <V < s erfiillt, und man erhélt
die Behauptung. O

Zum Schluf} folgt der

Beweis von Satz 1.9:

Fiir den Fall s; < s5 folgt die Behauptung sofort aus Lemma 1.12 und Lemma 1.14.

Es werde nun s, < s; vorausgesetzt.

Leicht einzusehen ist, dafl
_ A\ _
e ()\ . @> =e (—) e (—)\ . @> (1.78)
q2 142 0

gilt fiir beliebiges A € IN. Wird X := 202 gesetzt, so folgt aus (1.22) und (1.78)

' ; ; 2dh 2dh @
G’L(2dh7 k7817w1,82,w2) = Z M(Chk)lli(qgk)le ( ) e (_— ] @) (179)
s1 < q1 < wi, k?Q1Q2 ]{Z q1
s2 < q2 S w2
(q1,q2) =1

fiir 4 = 1,2. Sei nun G¥(2dh, k, s3, wy, 51, w1) das konjugiert Komplexe zu
G'(2dh, k, s9,ws, 51, w1), also

_. . . 2dh @
G*(2dh, k, s, w3, s1,w1) = Z w(qik) n(gzk)'e <_T ) @> : (1.80)
51 < q1 < wa, &
s2 < g2 < w2
(q1,92) =1

Dann erhélt man wegen

‘ ( 2dh >| Andh
1—ce <
kqi1gz kqiqo
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und der Voraussetzung des Lemmas aus (1.79) und (1.80)

, _ dh
G'(2dh, k, s1, w1, S2, ws) = G*(2dh, k, $9,ws, $1,w1) + O <?> ) (1.81)
Wegen so < s1 liefern nun (1.81), Lemma 1.12 und Lemma 1.14 zusammen die Behaup-
tung.
Damit ist Satz 1.9 bewiesen. O

1.9 Weiterer Versuch zur Abschatzung der Expo-
nentialsummen

Nun soll noch der Versuch dargestellt werden, die Exponentialsummen G*(2dh, k, s1, w1, 2, ws)
mit Hilfe einer weiteren Hypothese abzuschatzen, die im Gegensatz zu den bisher be-
nutzten Hypothesen DFI und R* eine Aussage iiber Summen von vollstandigen
Kloostermansummen trifft. Es handelt sich dabei um die

Hypothese VLS: (Verallgemeinerte Linnik-Selberg-Hypothese)

Fiir beliebige k,1,m,n,w € IN mit (k,l) =1 und w > (n, m)% gilt die Abschatzung
> S(ml,£n;ck) = O (kl%w“’e)
c < w,

(e,) =1

mit einer nur von € abhangigen O-Konstante. Dabei bezeichne [ jeweils eine beliebige
ganze Zahl mit [ [ = 1 mod ck.

Bekanntlich sind die hier verwandten klassischen Kloostermansummen S(m,n;c) fiir
m,n € Z und q € IN definiert durch

S(m,n;c) = > e<w).



Leider gelang es nicht, die erste Exponentialsumme G1(2dh, k, s1, w, 52, ws) allein mit
Hilfe der Hypothese VLS abzuschétzen, und auch eine Kombination mit der Hooley-
Hypothese R* brachte keine Verbesserung des Ergebnisses von Lemma 1.14. Nach dem
spater bewiesenen Lemma 1.16 reicht die Hypothese VLS aber zumindest fiir eine be-
friedigende Abschitzung der zweiten Exponentialsumme G?(2dh, k, s1, w1, 2, wy) aus.

Da die Hypothese VLS nicht der Literatur entstammt, sondern eine hier eingefiihrte
Verallgemeinerung der bekannten Linnik-Selberg-Hypothese iiber Summen von
Kloostermansummen ist, soll sie erst einmal motiviert werden.

Nach A. Weil gilt fiir m,n,q € IN die Abschidtzung (s. [Des|, S. 243)
|S(m,n;c)| < (m,n, C)%C%T(C) ,

aus der sich

> % -S(m,n;c) =0 (w%“)

c<w

ergibt mit einer von e, m und n abhangigen O-Konstante. Kuznietsov zeigte die im
w-Aspekt viel starkere Abschitzung (s. [Des|, S. 221)
1 1y
> = -S8(m,n;c) =0<w6 )

c<w ¢

mit einer von €, m und n abhingigen O-Konstante. Die Linnik-Selberg-Vermutung
besagt sogar (s. [Des|, S. 235)

Z l-S(m,n;c) =0 (w°)

c<w ¢

fir w > (n, m)%, wobei die O-Konstante nur von e¢ und nicht von m und n abhéngt.
Daraus ergibt sich durch partielle Summation

> S(m,n;c) =0 (wHE) : (1.82)

c<w
Weiter erhédlt man aus Theorem 9 in [Des] folgendes
Lemma 1.15:
Sei k,l,m,n,w € IN, (k,l) = 1und g : IR — (' eine zweimal stetig differenzierbare Funk-

tion mit kompaktem Support in [w,2w], die den Bedingungen |g(c)| < 1, |¢'(c)| < w™!
und |¢”(c)| < w2 fiir alle ¢ € IR geniigt. Dann gilt die Abschitzung

Z g(c)S(ml, £n;ck) = O <w€ (k\/m)okz k\/lw) ,

(e,l)=1
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wobei 0, eine geeignete von kl abhangige Konstante ist und die O-Konstante nur von e,
m und n abhangt.

Auflerdem liefert die Selbergsche Eigenwertvermutung 0y, = 0 fiir alle k,1 € IN
(s. [Des|, S. 232,234), was im Fall £ = [ = 1 nach [Des|, S.235 unten auch tatséchlich
zutrifft. Damit gewinnt man aus Lemma 1.15 erst einmal die Vermutung

> g(c)S(ml, £n;ck) = O (kl%wHe) (1.83)

(e,l)=1

mit einer von ¢, m und n abhangigen O-Konstante. Fiir k = [ = 1 ist die Abschétzung
(1.83) im w-Aspekt genauso gut, wie die Vermutung (1.82), mit dem einzigen Unter-
schied, daf8 auf der linken Seite von (1.83) eine Gewichtsfunktion g auftritt, die den Be-
dingungen von Lemma 1.15 geniigt. Es liegt also nahe, dafy auch fiir beliebige k,[ € IN
die Abschitzung (1.83) giiltig bleibt, wenn die linke Seite durch > S(ml, £n;ck)

c < w,
(¢,l) =1

ersetzt wird. Auflerdem sollte analog wie in (1.82) die O-Konstante nicht von m und

n abhéngen, sondern lediglich die Bedingung w > (n, m)% vorauszusetzen sein. Somit
bekommt man die Hypothese VLS.

Im folgenden soll bewiesen werden
Lemma 1.16:

Unter der Hypothese VLS gilt fiir beliebige s1, w1, $o, we € IRY, h, k € IN mit
51 < wp <281, 89 < wy < 289, h < (3152)%(51 + SQ)i und k|2d

G2<2dh7 k,s1,w, 52,102) =0 ((5182)%+€(51 + 52>i> )

wobei die O-Konstante nur von €, d und k£ abhangt.

Zum Beweis miissen spater gewisse unvollstandige Kloostermansummen auf vollstandige
zuriickgefiihrt werden. Dazu wird benotigt

Lemma 1.17:

Die Funktion ¢ : [0,1) x (0, 1] — IR werde definiert durch

1 fallsy <=z
g(z,y) =
0 sonst .

Dann gilt fiir alle (x,y) € [0,1) x (0,1] mit y # x und y # 1

g =rt— 3

2T oy

e(nz)—1

" e(—ny) ,
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wobei in der Reihe die Glieder mit £n zusammenzufassen sind. Die Reihe konvergiert
fir alle (z,y) € [0,1) x (0,1]. Bricht man die Entwicklung an der Stelle N € IN ab, so
bekommt man einen Fehler

1 e(nr)—1
An(z,y) = |g(z,y) — | =+ i > - e(—ny) ||
In| < N
n#0
der fiir alle (z,y) € [0,1) x (0, 1] abgeschétzt werden kann durch
An(z,y) < mi { N c}
x,y) < min ; ;
) 2n Nyl 27Ny — al]

wobei C' eine geeignete positive reelle Konstante ist und ||z|| fiir beliebiges z € IR den
Abstand von z zur néchsten ganzen Zahl bezeichne (s. Standardnotationen).

Beweis:

Fir (z,y) € [0,1) x (0,1], y # x, y # 1 ist offenbar

1 1
sy =a+ -2y —5) - (W -3) - (184
Nach [Brii], Lemma 4.1.2. gilt nun fiir alle z € IR

e(—nz) _ { {2} -5 fallsz¢Z (1.85)

ne 20} 2min 0 falls z € Z
und
1 e(—nz) 1
{z} -5 - — | < . (1.86)
2 InEN 27in 27 N||z||
n#0
Da nach dem selben Lemma die Partialsummen > % gleichmaflig beschrankt in
In| <N
n#0

z und N sind, gibt es auflerdem eine positive reelle Konstante C', so daf} fiir alle z € IR
und N € IN

(-t oy A ¢ (1.87)
2 < N 2min 2
n#0

ist. Zusammen liefern (1.84), (1.85), (1.86) und (1.87) nach kurzer Rechnung die Be-
hauptung. a
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Nun kann durch eine geeignete Riickfithrung auf Summen von vollstandigen Kloosterman-
summen und anschliefender Anwendung der Hypothese VLS gezeigt werden

Lemma 1.18:

Unter der Hypothese VLS gilt fir beliebige si,wq,ss,wy € IR, k,[,m € IN mit
s1 < wy < 281, $9 < we < 285 und (k, 1) =1

7,1
> > e (m- %) =0 ((sd%k +os1k3l+ g) (m8182)€) ,
s2 < q2 Swsz, s1<q Swi, 2

(g2,1) =1 (q1,q2k) =1

wobei die O-Konstante nur von e abhéngt.
Beweis:

Wegen der Beziehung

s 3l

s2 < g2 w2, s1<q Swi,

(g2,0) =1 (q1,92k) =1
il 3
et Z Z €<m~%> — Z Z €<m.%> —
q2 < wa, q1 < wi, 42 q2 < wa, q1 < s1, 2
(g2,) =1 (q1,92k) =1 (g2,0) =1 (q1,92k) =1
0l ql
> Yoo <m~ Q_1k> + > oo (m- %) (1.88)
q2 < s2, a1 < wi, 2 q2 < s2, q1 < s1, 2
(g2,0) =1 (q1,92k) =1 (g2,0) =1 (q1,q2k) =1
geniigt eine Abschétzung fiir > > e (m . q%l;) mit 21, 2o € IRT. Trivialer-
q2 < z2, q < 21,

(@2,) =1 (q1,q2k) =1
weise gilt die Aufspaltung

Sy . (m-q—ll> 8 +5, (1.89)

q2 < z2, q1 < z1, qQk
(g2,0) =1 (q1,q2k) =1

mit B
7,1

5= X % efn

q2 < 22, q < j—; - q2, 2

(@2,0) =1 (q1,q2k) =1

" Syi= > > e(m-q—ll>. (1.90)

k
g <z, q<2.q, 2

= 7z

(q1,k) = (q2,q11) =1
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Es soll zunachst S; abgeschatzt werden.
Unter den Bezeichnungen von Lemma 1.17 erhélt man die weitere Aufspaltung

21 21 T il
S :[—] Cor(m) + ({—} ) <m-—>,
(g2,0) =1 (a2,) =1 (q1,q2k) =1
(1.91)

wobei die Ramanujansumme C,,(m) definiert ist durch

Copp(m) == 3 e(m i).

q < QZk?, qQk
(q7 qzk) =1

Wendet man die Definition von Ay(z,y) in Lemma 1.17 an, so ergibt sich aus (1.91) fir
beliebiges N € IN nach einigen Umformungen

1 e(n-2)—1
Sl_—l' Yo Cprlm) — 5=+ > —( 2k) - > S(ml, —n; gk)
290k < . 2mi w0, n .
(g2,0) =1 In| <N (g2,0) =1

< ¥ % AN<{ZZ;]€} Ch). (1.92)

q2<z2 q1<q2k a2k
Die rechte Seite 143t sich wegen Lemma 1.17 weiter abschatzen durch

Y ¥ oavf{Z) L)X “““{Wll;—zn ST BT }

q2<22 q1<q2k 2522 q1<q2k q2k 22k

Q@k 2"k
< 20 +4 ). > NG - O |2+ : (1.93)
1

< k
q2522 < ‘IL

Es sollen nun noch die Summen von Ramanujan- und Kloostermansummen auf der linken
Seite von (1.92) abgeschétzt werden. Aus der bekannten Beziehung

plgak/(m, g2k))
o(q2k/(m, gak))

Coar(m) = p(qak) -

folgt
|Coor(m)]| < (m, g2k)

also
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Wird die rechte Seite wieder mit Hilfe von Lemma 2(ii7) auf S.68 in [Ho2] abgeschétzt,
so bekommt man daraus

Y Cpr(m) = O (22kmf) . (1.94)
q2 < 22,
(g2,0) =1

Falls zo > N 2 ist, so erhalt man ferner mit Hilfe der Hypothese VLS

€ (TL . ;—1k) -1 _ 1 1
> 2 Y S(ml—nigek) = O (5 Tk(1+10g N)) . (1.95)
n #0, q2 < 22,

In| <N (g2,0) =1

Fafit man (1.92), (1.93), (1.94) und (1.95) zusammen und wéhlt N := [25+ 1], so gewinnt
man die Abschatzung )
Sl =0 ((21 + 2215]{3) (m22)6> . (196)

¢k qlgzk ql

gilt, 188t sich die in (1.90) definierte Summe Sy weiter aufspalten in

Da analog wie (1.78)

52 = 53 + 54 (197)
mit T
Szi= Y oo (—m . QQ—Z>
¢1 < z1, %Sff-fm 0
(q1,k) =1 (g2, 1) =1
und

ok
v B xR )
q1 < z1, q2 < z—?-qh Q1l qllqgk

(Qhk): 1 (q2,q1l) =1

Analog zu (1.96) hat man

S3 =0 ((2’2 + Zlk%l) (mzl)e) y (198)

( m ) ‘ 2mm
e -1 <
‘ q1lgak q1lgak

Sy=0 <M> . (1.99)

und wegen

ergibt sich

kl
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Nun liefern (1.89), (1.96), (1.97), (1.98) und (1.99)

o 1 1
Z Z € <m~ £> =0 ((@ﬁk + k2l + T) (m2122>6> )

q2 < 22, q < z1, G2k kl

(2,) =1 (q1,¢2k)=1

woraus zusammen mit (1.88) unter Beachtung der Voraussetzung
51 < wy < 281, 89 < wy < 285 des Lemmas die Behauptung folgt. O

Mit Hilfe von Lemma 1.18 erfolgt jetzt der
Beweis von Lemma 1.16:

Aus (1.22) erhélt man zunéchst

G*(2dh, k, s1,w1, 83, w2) = p(k)* > (@)’ p(g2)’e (2dh‘ ;—1k> ,
2

s2<q2<wz s1<q <w
(q2,k) =1 (q1,q2k) =1

woraus weiter
G2(2dh,k,51,w1,52,w2)
q
S WP ) XX aaPulaee (20 ) o

glk %2<q2§% s1<q1 <w 429
(q1,929k) =1

folgt. Schreibt man p(g;)? (i = 1,2) jeweils in der Form

wa)* = > pu(f)

I2lg

(vgl. [Brii], S.175) und summiert in geeigneter Weise um, so ergibt sich aus (1.100)
G*(2dh, k, s1,w, s2,w2) = p(k)* 3 plg) Y- > () W(g, fi. f2)

glk wy J1 < Vwr
YA (f1, f2gk) =1

(1.101)
wobel

W fifa)= 3 T e<2dh- ¥ ) .

. q 12gk
52 < w2 S1 < Wi 2J2
720 <q2 = 2] 77 <q1 = 72

(g2, f7) =1 (q1,92f3gk) =1

sei. Die Summe auf der rechten Seite von (1.101) kann fiir beliebiges, aber festes U € IR
mit U < min{1 /W1, 4 /%} weiter aufgespalten werden in

Z 1(g) Z Z p(f)p(f2)W (g, fi, f2) = S1 + Sz + Ss (1.102)
" RV T G
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mit

Sii=Y" ulg) > > w(f)ulf2)W (g, fr, f2)

glk fo<U iU
(f1, fogk) =1
S=% ul) ¥ 3 u(fOu(f)W (g, f1, f2)
glk f<U U< f1 < ywr
(f1, fogk) =1

und

Ssi=)_ ulg) Y. ulf)u(f)Wg, f1, f2) -
glk [ug  f1 < w1
U<f2< 92 (fr, fagh) = 1
Beachtet man die Voraussetzung von Lemma 1.16 und schétzt den Ausdruck W(g, fi1, fo)
mit Hilfe von Lemma 1.18 ab, so bekommt man

Sy =0 ((s1+ 52)UK? + dh) (dhsys)°) - (1.103)

Eine triviale Abschéatzung von W (g, f1, f2) liefert
8182]{5
Sg—l—ngO( ) : (1.104)
U
1

Setzt man nun U := (k(ijfg)) *, so ist die im Beweis gestellte Bedingung U < min{, /W1, | /%}
erfiillt, und die Behauptung folgt aus (1.102), (1.103) und (1.104). O

Soll GY(2dh, k, s1, w1, s9, ws) wie in Lemma 1.14 durch Anwendung der Vaughan-Identitat
fiir die p-Funktion abgeschétzt werden, so ist eine Abschitzung der Summen Y 1(qr)Si(go)

s2<ga<w2

mit ¢ = 1, 2 erforderlich, wobei S(g) und Ss(gz) definiert seien wie in (1.62) und (1.63).
Zum Schlufl wird noch dargestellt, wie > p(gek)Sa2(qe) allein mit Hilfe von

s2<q2<wsz

Lemma 1.18, also auf Grundlage der Hypothese VLS abgeschatzt werden kann. Dabei
sollen die gleichen Voraussetzungen gelten, wie in Lemma 1.14. Ferner soll wie im Beweis
des Lemmas 1.14 0.B.d.A. wieder 1 < s; vorausgesetzt werden.

Zunachst liefert die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung unter Beachtung der Vorausset-
zung S, < wy < 2s5 von Lemma 1.14

2

> M(QQk)S2(QQ)§32%( > |52<q2>|2) : (1.105)

s2<q2<w2 s2<q2<w2

Wegen (1.67), (1.68) und (1.69) ist weiter

> |S2(Q2>|2<<<%1)1+6( o Alle)+ D Adw)+ D) Az(Qz))

s2<gq2<w2 s2<g2<ws s2<g2<ws s2<q2<w2
(1.106)
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fir Ai(qa2), Aa(ge) definiert wie in (1.70) und (1.71). Dabei sollen U, V wieder freie
Parameter mit 1 < U < 51, 1 < V < 51 bezeichnen, die spéater noch geeignet gewéhlt
werden. Fiir die erste Summe auf der rechten Seite von (1.106) folgt aus (1.72)

Y Ai(g)=0 (s%“sg) : (1.107)

s2<q2<wy

Nach Definition von Ay(gs) ergibt sich fiir die zweite Summe

Z Asy(q) = Z p(ma)p(msz) Z Z

s2<q2<ws U<my <mg <% 52 < q2 < wa max(%%)<t§%,
(mima, k) =1 (g2, mimz) =1 (t,q2k) =1
mi1me E
e | 2dh(my — myq) - .
@k

Beachtet man die Voraussetzung von Lemma 1.14 und schétzt die innere Doppelsumme
auf der rechten Seite mit Lemma 1.18 ab, so bekommt man nach kurzer Rechnung

s2<q2<w2

s3sok k3 sydh
> Az(qQ)=O<( 1V§ + ‘1/3 + ‘;k)(dhslsg)ﬁ) : (1.108)

Nun liefern (1.105), (1.106), (1.107) und (1.108) zusammen

5 %kl %dlhl
s?siks  s1s3dzhz
1
2

UiVik:

NI ol
+

2
k
> ulgek)Sa(q2) = O ((8182 4 1% (dhsyss)¢

s2<gqa<w2 l]% [f%‘/
(1.109)

Nach allen bisherigen Untersuchungen scheint Lemma 1.18 ungeeignet zu sein fiir die
ebenfalls bendtigte Abschétzung der Summe Y. u(gek)S1(g2). Man mufl somit auf

s2<q2<wy

die aus der Hooley-Hypothese R* folgende Abschitzung (1.66) zuriickgreifen. Aus (1.66),
(1.77) und (1.109) erhélt man

5 1 1
1 2 2.2 z2n3
G1(2dh7 ka 81, Wi, 327w2) =0 ((SfSQ(UV)% + 81812 + °1% + 81182 + 81812‘/12) (h'sl'SQUV)E) )
2

Uz UiV: U:V: UiVz
3.3
wobei die O-Konstante nur von ¢, d und k abhéngt. Der Term ;1%—;25; auf der rechten

Seite kann weggelassen werden, da wegen der Voraussetzung s; < s von
5 1

Lemma 1.14 offenbar 31? 8223 < 31%823 ist. Wie im Beweis von Lemma 1.14 ist die Ab-

U2vz ~ U2V?2 L )
schitzung von G1(2dh, k, s1, w1, s9, ws) nun optimal, wenn U := sf und V := s7 gewihlt
wird. Dadurch ergibt sich aber das gleiche Ergebnis, wie in Lemma 1.14, wobei zusatzlich

2
sogar noch h < s7 sy gefordert werden muf.
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