Kapitel 2

Fast-Alle-Aussagen fur
Primzahlzwillinge

2.1 Problemstellung

Wiéhrend ein Beweis der Vermutung von Hardy-Littlewood beim gegenwartigen Wissens-
stand in weiter Ferne ist, 1at sich zeigen, dafl die vermutete Asymptotik

y
Toa(y) ~ o(2d) -Qd{LQ bgtlcéﬁ b.z.w. y(2d,y) ~ 0(2d)(y — 2d) fir ,fast alle” d < z

zutrifft, wenn y geeignet in Abhéngigkeit von x gewahlt wird. Konkret ist mir als bestes
Ergebnis in dieser Richtung bekannt

Satz 2.1: (Mikawa, siehe [Mik], S. 19)

Sei x € IR und 22 < y < 2*7¢. Dann kann fiir beliebige A;, Ay € IR" die Anzahl
der d < z, fiir die

[ (y, 2d) — 0(2d)(y — 2d)| # O (y(logy) ")

ist, durch O <I(log x)*A2) abgeschitzt werden.
Anders ausgedriickt: Unter obigen Voraussetzungen gilt

> ha(y, 2d) — o(2d)(y — 2d)| = O (flfy(log y)*A)

fir beliebiges A € IR*.

Wegen Lemma 1.1 ist Satz 2.1 aquivalent mit
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Satz 2.1°:

Sei z € IR" und 22 + 2 < y < 2*°¢. Dann kann fiir beliebige A;, 4, € IRT die
Anzahl der d < z, fiir die

Y
dt
_ . —(24A1)
m(y) — 0(2d) 212 og TTog —aa)| 7 © (vllogy)™**)

ist, durch O <:)3(10g :)3)"42) abgeschatzt werden.

D. Wolke hatte obigen Satz 2.1 im Jahre 1989 unter der starkeren Voraussetzung

20 < y < x5 ¢ erhalten (siche [Wol], $.529). Fiir den Beweis verwandte er die Kreis-
methode und Dichteséatze fiir die Nullstellen der Dirichletschen L-Reihen. Durch eine
Verfeinerung der von D. Wolke benutzten Methode gelang H. Mikawa 1991 der Beweis
des Satzes 2.1.

Im folgenden Abschnitt wird mit einer grundsétzlich anderen Methode eine etwas schwéchere
Fast-Alle-Aussage fiir Primzahlzwillinge hergeleitet. Diese Methode basiert hauptsachlich
auf dem Ansatz von Pan Chengdong und dem Satz von Barban-Davenport-Halberstam,
der eine Aussage iiber die ,,Varianz” der Mangoldt-Funktion A iiber arithmetische Pro-
gressionen trifft. Desweiteren werden zum Beweis die Vaughan-Identitat fiir die Mangoldt-
Funktion und Analoga der Sétze von Siegel-Walfisz und Barban-Davenport-Halberstam
fiir die Funktion f(n) := p(n)logn benutzt.

2.2 Formulierung und Beweis des Hauptergebnisses

Fiir das Hauptergebnis und fast alle Lemmata dieses Abschnitts wird sowohl eine hy-
pothesenfreie, als auch eine verschéarfte Version unter der Verallgemeinerten Riemann-
Hypothese (VRH) fiir Dirichletsche L-Reihen bewiesen. Diese Hypothese besagt:

Fiir jeden Dirichlet-Charakter x liegen alle nichttrivialen Nullstellen von L(s,y) auf
der Geraden Re s = 1.

Als Hauptergebnis wird bewiesen
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Satz 2.2:

(1) Seien A, B beliebige positive reelle Konstanten, z € IR* und (2+¢)z < y < xlog” z.
Dann gilt die Abschatzung
> [tha(y, 2d) — o(2d)(y — 2d)| = O (wy(logy) ™) . (2.1)
d<z
(#7) Unter VRH (Verallgemeinerte Riemann-Hypothese) gilt die Abschétzung (2.1) fiir
alle 7,y € IR" mit (2+ ez <y < z15.

Natiirlich ist Satz 2.2 in Satz 2.1 enthalten. Wie aber bereits im vorigen Abschnitt
gesagt wurde, unterscheidet sich die hier benutzte Beweismethode grundsatzlich von
der, die D. Wolke und H. Mikawa verwandten. Man kommt hier ohne die Kreimethode
aus und benutzt lediglich Aussagen iiber die Verteilung von A(n) und f(n) in arithmeti-
schen Progressionen.

Mit Hilfe der spateren Lemmata 2.2 und 2.11 erfolgt nun der

Beweis von Satz 2.2:

Wegen (1.12) und der Defintion von To4(y, ui, v1, ug, v9) in (1.13) kann ¢ (y, 2d) fir be-
liebiges M € IN aufgespalten werden in

—2d —2d
¢2(y, Qd) = T2d (y) 07 y—) 07 y) + T2d (y) L)y - 2d) 07 y) .

M M
Daher 148t sich die linke Seite von (2.1) abschétzen durch
d<z
mit
y—2d
Ry(xz,y, M) := Z Tog | y,0,=——,0,y | —o(2d)(y — 2d) (2.3)
d<z M
und
y—2d
R2($,y,M) = Z T2d yai?y_2dao?y . (24)
d<zx M

Setzt man nun M := [1 + (logy)BO], schétzt die Summen Ry (x,y, M) und Ro(z,y, M)
mit den spéter bewiesenen Lemmata 2.2(¢) und 2.11(z) ab und wéhlt die Konstanten d;,
32, By, Bi, Bs geeignet, so erhilt man wegen (2.2)

>~ [aly, 2d) — o(2d)(y — 2d)| = O (x7y> (logy) ©)

d<zx
fiir beliebiges C' > 0, woraus sich die Behauptung von Teil (i) ergibt. Analog bekommt
man unter VRH

> [a(y,2d) — 0(2d)(y — 2d)| = O (¢ y T + ay(logy) ™)

d<zx
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wenn man M = [1 +93_22_1yﬂ wahlt und die Summen R;(z,y, M) (i = 1,2) mit den
Lemmata 2.2(i7) und 2.11(éi) abschétzt. Hieraus folgt die Behauptung von Teil (i).
O

2.3 Abschatzung von Ry(x,y, M)

Zur Abschitzung der in (2.3) definierten Summe R;(z,y, M) wird benotigt
Lemma 2.1: (Barban-Davenport-Halberstam)

(1) Fiir beliebiges, aber festes A > 0 und beliebige Q,y € IRT mit Q < y gilt

q

. Yy

T X |w<y,q,a> L
(a,q) =1

(77) Unter VRH gilt fiir beliebige @,y € IRT mit Q <y

q o _LQ

=0 (Qy logy + y%“) :
q<Q a=1

(a,9) =1

2
=0 (Qulogy +y*(logy) ™) .

Beweis:

Teil (i) gilt nach [Brii], Satz 5.6.2, S. 189. In den Beweis dieser Aussage flieit der Satz
von Siegel-Walfisz ein, der besagt, daf fiir ¢ < (logy)? und alle a € Z mit (a,q) = 1 die
Abschéatzung

W(y;q,a) = O (ye‘c l°gy> (2.5)

gilt, wobei A > 0 beliebig, aber fest sei und C' eine von A abhéngige Konstante bezeichne
(siehe [Brii], Satz 3.3.3, S. 114). Unter VRH gilt in dem deutlich groferen Bereich ¢ <y
die weitaus bessere Abschétzung

1 €
U(y;q,0) =0 (y27) (2.6)
(siehe [Brii], S. 116). Ersetzt man nun im Beweis von Teil (i) die Abschitzung (2.5)
durch (2.6), so gelangt man zur Behauptung von Teil (ii). O
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Mit Hilfe der Lemmata 1.3(éi), 1.6 und 2.1 wird nun gezeigt
Lemma 2.2:

(1) Sei 321 > 0, 81,05 € (0,1). Dann gilt fiir beliebige x,y, M € IRT mit y** < z < 2 und
02 y—2z
Yy <7

Ry(z,y, M) = O (zyM~2(logy)"** + ay(log y) ™ + 22y> M~ log’ y + w2y> M~ (logy) ™) .
(17) Falls VRH zutrifft, so gilt unter den Voraussetzungen von Teil (7)

Ri(z,y, M) = 0O (:L’nyM*% +ay(logy) P + adydtem 4 x%y%“M*%) '

Beweis:

Wegen der Voraussetzung 3% < 9_72”” folgt aus den Lemmata 1.3(i7) und 1.6

Bi(z,y, M) < >, >, n(g)log(g) <w(y; ¢.2d) — $(2d; ¢, 2d) — ' 2d>

d<z g < u=2d ©(q)
(g,2d) =1
+0 (xye_cl \% logy) (2.7)

fiir eine geeignete Konstante ¢; > 0. Die rechte Seite 146t sich trivialerweise abschatzen
durch

—2d
> > 1(q) log(q) (zb(y;q, 2d) — ¥(2d; ¢, 2d) — y@(q) ) < (Aj+A42) log y+As
d<z < y—2d
(0,242 1
(2.8)
mit

A=) ) ‘w(y;qﬂd)—i

e plq)]
(q,ad) =1
2d
d<z q < min {Qd, y_TZd} SO<Q)
(g,2d) =1
2d
Ay = 3 p(q) log(q) | ¥(2d; ¢, 2d) — )
d<min{:c 2(M+1)} 2d <q< y;;d o\
(g,2d) =1



Da fiir ¢ > 2d stets ¥(2d; q,2d) = A(2d) gilt und A(2d) nur dann ungleich 0 ist, wenn d
eine Zweierpotenz ist, erhélt man fiir die Summe As

1
Ay < ¥ 2 - mla)los(e)| O (yMlog’y) |
dgmin{x, 2d < g < ¥=2d QO(CD
q

ot }
2(M+1) ( 771{1

q
2d)

woraus sich wegen Lemma 1.6 und der Voraussetzung 3% < z
Ay < yMtog?y + > 2d - e=2V10820 N[V og? y + 22 - e73VI08Y (2.9)
dgmin{x,

T |

fiir geeignete Konstanten ¢y, c3 > 0 ergibt.
Als néachstes soll die Summe A; in einen Ausdruck umgeformt werden, der mit Hilfe von
Lemma 2.1 abgeschatzt werden kann. Durch Umsummieren bekommt man

Yy
<y > |¢(y;q,a)——| :
qg_l% a§2x go(q)

(a,q) =1

Hieraus erhélt man durch doppelte Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

2

AP < Z > q > |¢(y;q,a)—L|

q<—L q q<—l a <2z So(q)
(O‘v(I):l
y 2
< 2z(l+logy)- D>.g¢ D ‘w(y;q,a)—— (2.10)
q<_l a <2z go(q)

(a,9) =1

Offenbar 143t sich die Doppelsumme in der letzten Zeile weiter abschatzen durch
2

a0 ‘w(y;q,a)—i2 < Z(J(H%) > ‘w(y;q,a)—ﬁ

< a <2z QO(C]) <% a=1
(a;q) =1 (a;q) =1
y 2
< ( + 2x> |1/)(y;q,a) - —
Z az_:l e(q)
(a,q) =1
(2.11)

Nun liefern (2.10), (2.11) und Lemma 2.1(¢) zusammen die Abschitzung

Ay =0 (wyM > logy + wy(logy) = +a?y? M logy +xy> M 3 (logy) =) .
(2.12)
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Unter VRH ergibt sich aus (2.10), (2.11) und Lemma 2.1(7)
A =0 (xyM_% logy + zyit + z2y2 M ' logy + x%ng’eM_%) . (2.13)

Die Summe A, kann nun auf dhnliche Weise wie A; abgeschatzt werden. Allerdings
werden die Einzelheiten etwas komplizierter, da hier nicht iiber Ausdriicke der Form
W(y; q,2d) — % mit festem y summiert wird, sondern iiber die Terme v(2d; ¢, 2d) — %
mit variablem d.

Es sei nun z € IN ein freier Parameter mit z < 2z, der spater noch geeignet gewahlt

wird, und z,, werde definiert durch

Dann gilt offenbar

Ay < n; > > |1/)(a;q,a) — —)| ) (2.14)

a
Tp—1<a<Tp q< min{a, yl\—/[_a} @(C]
(g,0)=1

Wegen der Definition von ¢ (a; ¢, a), der schon frither verwendeten Abschétzung
o = O(loglog ¢) und der Wahl von xz,_1, x, kann der innere Term auf der rechten
§eite fir z,_1 < a < x, approximiert werden durch

a Tn 2x
v(a;q,a) — m = (xn;q,a) — m + 0 (logy . q—z> ) (2.15)

Aus (2.14) und (2.15) folgt

z
A<y > -
n=1 zp-1<a<tn 4 < min {a7 y&_a}
(ga) =1

I

©(q)

z

O<%> . (2.16)

Fiir die innere Doppelsumme auf der rechten Seite bekommt man durch Umsummieren

T
5 5 \wn; 5,0)— =2
Tn—1<a<Tn q < min {a, yﬁ“}
(g,a0) =1

< Z Z |77[)(xn;q7 a) - n

g<min{zn, 4}  Tn-1<a<zn
(a,q) =1

(2.17)

Eine doppelte Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung liefert unter Beachtung
der Wahl von z,,_1, x, fiir die rechte Seite
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> > |¢(xn;q,a) S

q<min{xn,—%} Tp—1 < a<Tp SO(C_I)

(a,q) =1
2
1 Tn
< DR IR S’ > U(wn; ¢, a) — 6
q<min{xn,—]\%} q q<min{mn,—l\%} Tn—1<a< Tn vl

(a,q) =1

2
2x T,
o (E) T 0 E e
q<min{zn, % } Tno1 <a<azn ¥lq
(aiq):]'
(2.18)

Wegen der Wahl von z,_;, z, laB3t sich die Doppelsumme in der letzten Zeile weiter
abschatzen durch

> ooq > |1/)(9:n;q,a) S

q<min{xn,%} Tp—1<a<an

IA
g
L

N

—

+

&

SN—

M=
<=
5

S

&
|
8
3

q<min{mn,—%}

(aiq =1
2 1 z, |
< (@+%) T Y o @)
a,q) =

Fiir die Doppelsumme in der letzten Zeile ergibt sich aus Lemma 2.1(7)

2
=0 (:cnyM’1 logy + 22 (log xn)’A) .

q

Tn
q<min{xn,—]\%} (aa,;i )

(2.20)
Wiahlt man z := [1 + (log y)%], so ist die im Beweis an z gestellte Forderung z < 2z
wegen der Voraussetzung 4°' < z des Lemmas fiir geniigend grofes y erfiillt, und man
erhélt aus (2.20), (2.19), (2.18), (2.17) und (2.16) nach kurzer Rechnung

3
2

Ay =0 (IL’ y%M_%(log y)H% + 2% (log y)Q_f) . (2.21)

Die Behauptung von Teil (7) folgt nun bei geeigneter Wahl von A aus (2.7), (2.8), (2.9),
(2.12) und (2.21). Ersetzt man (2.12) durch (2.13), so bekommt man die Behauptung
von Teil (7). O
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2.4 Aufspaltung von Ry(z,y, M) in Teilterme

Die in (2.4) definierte Summe Ry(x,y, M) wird nun in dhnlicher Weise abgeschétzt, wie

der in [Hea] betrachtete Ausdruck 3 Z Ag(n)A(m n)) Allerdings ist die Ab-

20<m<3z \n<lx
schiatzung von Ry(x,y, M) mit groferen technischen Schwierigkeiten verbunden, als die
des obigen Ausdrucks in [Hea.
Eine geeignete Aufspaltung von Rs(z,y, M) geschieht in

Lemma 2.3:

Sei f(q) := u(q)log(q). Dann gilt fiir beliebige z,y € IRT, M € IN mit 2z <y

Ry(z,y, M <Z Z Z<|Tam|+|T(am)|),

a<2r m<M-1 i=1

wobel

n < Vm
~ n—a
Tam) == ¥ Aw-s("0).
n =a mod m m
n<\7m
t t—a
Lm) = Y ah) X legref(=1),
k<Upm, t =a mod m
klt, t <y
- t t—a
Ty(a,m) = > p(k) > log%-f( ) :
= _ m
k<Up, t =a mod m

klt, ¢ < mU—a) 4

Tila,m) == > am(k) > f(t_a),

k<UnVm t =a mod m m
klt, t <y
~ - t—a
Ti(a,m) = > am(k) > f ( ) ;
k<Ume t =a mod m m

klt, ¢ < mWZa) g

kl —
Ty(a,m) = Y 3 ﬁm(k)A(l)f< a),
k>Un 1> Vi, kl<y m
kl =a mod m

Tiam) = Y > Bn RIS (’“l - )

k>Um 1> U, k1< 829 g
kl =a mod m
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sei. Hierbei sollen Uy, Vin, U, Vin reelle Parameter mit Uy, V,, € [1,y] und U, Vin €

[17 %ﬂ f.a. m € IN bezeichnen, und die Funktionen «u,, &, Bmn, Om seien definiert
durch

k k
(k) = A=), ap(k):= AN | -] ,
LR WA () P o (%)
ﬁm(k) = Z M(C) ) Bm(k) = ,U,(C) .
clk clk

Fiir den Beweis von Lemma 2.3 wird gebraucht
Lemma 2.4: (Vaughan-Identitét fiir die Mangoldt-Funktion, siehe [Hea], S. 53)

Sei g : IN — ' eine beliebige arithmetische Funktion. Dann gilt fiir beliebige
UVwelRmitl<U<w, 1<V <w

Z A(n)g(n) = So+ 51 — S — S5,

wobei
Soi= 3" Almg(n) . Sie= 3 (k) Y Toa - gl)
Syi= Y alk) D glt), Ss:=>, >  Bk)A)g(kl)
k<UV k|t k>U 1>V
t<y kl<y

sei. Die Funktionen o und (3 seien hierbei definiert durch

k
o= X wen(t) s 2w,
clk clk
Tt <e<U c<U

Mit Hilfe von Lemma 2.4 kann gefiithrt werden der

Beweis von Lemma 2.3:

Die Defintion von To4(y, uq, vy, ug, ve) in (1.13) liefert

y—2d

—2d
S <a<y-2d

- ¥ > £(2) A+ 2d)
n<y—-2d  m < M-—1, mn m
y;\/?d < %S y:fd
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t— 2d
- ¥ ) Aw( )
m<M-1 t =2d mod m m
my=2d) 4 gg<t<y

S )3 A(n)f<n_2d>

m<M-1 n = 2d mod m m
n<y
n —2d
p> 2 A<n>f( — )
m<M-—1 n = 2d mod m

n < muz2d) | og

mit f(q) := p(q)log(q). Hieraus folgt sofort

>

d<z

—2d
T2d <y7 yTvy - 2d707y>|

A
(]
=
=
~~
R
S
|
S
~

(2.22)
Wendet man Lemma 2.4 mit
g(n) = { f (7) , falls » = a mod m
0 sonst
auf die inneren Summen auf der rechten Seite von (2.22) an, so bekommt man
n—a
> A(n)f < — ) = Ti(a,m)+ Ty(a,m) + Ts(a,m) + Ty(a,m) (2.23)

n =a mod m
n<y

und

> - TI <a7 m) + T2<a7 m) + T3<a’7 m) + T4(CL, m) ) (224)

n =a mod m
m(y—a)
'fls T—l—a

wobei die Ausdriicke T;(a, m), T;(a, m) mit ¢ = 1, .., 4 definiert seien wie im Lemma. Aus
(2.22), (2.23) und (2.24) ergibt sich die Behauptung. O
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2.5 Abschatzung der Teilterme

Im folgenden werden die Summen 3} > Ti(a,m) aus Lemma 2.3 ausgewertet.
a<2x m<M-1 5

Vollig analog konnen dann die Summen > > Ti(a,m) behandelt werden.
a2z m<M-1

Eine triviale Abschitzung der Summe 77 (a, m) liefert sofort
Lemma 2.5:

Fiir beliebige z,y, M € IRT mit 2z < y gilt

> > ITl(avm)|=0<x10g2y > Vm)-

a<2x m<M-1 m<M-—1

Zur Abschétzung der Summen Y > Ti(a,m) mit i = 2,3,4 aus Lemma 2.3 wer-
a<2x m<M-1

den die folgenden Aussagen iiber die Verteilung von f(n) = p(n)logn in arithmetischen
Progressionen gebraucht.

Lemma 2.6: (Satz von Siegel-Walfisz fiir f(n))

(7) Sei A > 0 gegeben. Dann gibt es eine Konstante C' = C(A) > 0, so daf fiir alle
q < (logy)*, a € Z gilt

g fln) =0 (ye=oVorr)

n<y

(77) Fiir beliebiges, aber festes A > 0 und alle ¢ < y, a € Z gilt

> f(n)=0(yllogy)™)

n =a mod ¢
n<y

wobei die O-Konstante von A abhéngt.

(273) Unter VRH gilt fir alle ¢ <y,a € Z
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Lemma 2.7: (Satz von Barban-Davenport-Halberstam fiir f(n))

(i) Fiir beliebiges, aber festes A > 0 und beliebige @,y € IRT mit Q < y gilt

2

q

> X X S =0(Qulogy+y*(logy) ) .

q<Q a=1 n = a mod g
n<y

(77) Unter (VRH) gilt fiir beliebige @,y € IR mit Q <y
2
q
> > S f)| =0(Qulogy+y2*e) .

q<Q a=1 n =a mod ¢
n<y

Beweis der Lemmata 2.6 und 2.7:

Die Lemmata 2.6(7), (¢4¢) und 2.7 konnen analog bewiesen werden, wie die entsprechen-
den Sétze fiir die Mangoldt-Funktion A. Teil (i7) des Lemmas 2.6 folgt sofort aus Teil
() des selben Lemmas, wenn man die triviale Abschitzung

5 sm=o((2+1)us)

n<y
beachtet.

Damit sind die Lemmata 2.6 und 2.7 bewiesen. O

Nun stehen alle Mittel fiir eine Abschétzung der in Lemma 2.3 definierten Summen
> > |Ti(a,m)| mit i = 2,3,4 bereit. Aus Lemma 2.6 erhélt man

a<2x m<M-1

Lemma 2.8:

(i) Seien By > 0, § € (0,1) gegeben. Dann gilt fiir beliebige z,y, M € R mit 2z < y,
M < y1—5

> X |T2(a,m)|=0<:ry logy)™ > mlU).

a2z m<M-1 m<M-1

(77) Unter VRH gilt fiir beliebige z,y, M € Rt mit 2z <y, M <y

sy |T2<a,m>|=o(xy%+e 5 m%Um).

al2x m<M-1 m<M—1
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Bewelis:

Durch partielle Summation iiber ¢ bekommt man zunéchst

t—a
To(a,m) < logy - > maxecy<y > f < ) . (2.25)
k<Upm t=amodm m
klt,t <w

Im Falle (k,m)ta ist die innere Summe auf der rechten Seite leer, da die Summations-
bedingung t = a mod m, k|t dann fiir kein ¢ € Z erfiillt ist. Falls hingegen (k, m)|a ist,
so gibt es offenbar einen Modul ¢ und ein b € Z, so daf

D (%) = X W (2.26)

Elt,t <w n< w=a
- m

gilt. Weiter folgt aus Lemma 2.6(i7) fiir a < w < y und m < y'=?

> f(n)=0 (%(log y)A> : (2.27)

n =b mod ¢q
w—a
ns o

wobei die O-Konstante nur von A und 6 abhéngt. Unter VRH liefert Lemma 2.6(4i7) fur
a<w < yund m < y sogar

ngodq flm)=0 (<%>1+> ' (2.28)

Die Behauptung ergibt sich nun aus (2.25), (2.26), (2.27) und (2.28). O
Mit Hilfe von Lemma 2.7 wird gezeigt
Lemma 2.9:

(i) Seien Bz > 0, 61,0 € (0,1) gegeben. Dann gilt fiir beliebige z,y, M € IR* mit
yPr<z <M<yt

> 2 |Ts(a,m)

a2z m<M-1

< xy%(logy% > Umem 27'( ) +ay(logy) ™™ Y mT'r(m) +
m<M—1 m<M—1
:U2y%(logy)1_§+33 > Umem’%T(m) + 2 y(ogy)® > Umem L7(m) +
m<M—1 m<M—1
7*(logy)~ Z m~'r(m) + z(logy)? Z U Vin(m
m<M—1 m<M—1
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(71) Sei By > 0 gegeben. Dann gilt unter VRH gilt fiir beliebige x,y, M € IRT mit
yPr<az<i M<y

> 2 ITs(am)

al2x m<M-1

11
< ayite > UzVizm ™ 27r(m) + zyi* > om~ ir(m) +

m<M—1 m<M—1
11
zayate > UmeTrf%T(TrL)—kavéy%re > U%Vn%m*%T(m)—k
m<M—1 m<M—1
2?(logy)™™ > m7l'r(m)+zy Y. UpViT(m
m<M—1 m<M—1

Bewelis:

Offenbar 148t sich T3(a,m) aufspalten in
T3<a'7 m) = Z T3(CL, m, l) (229)

llm

mit

Tyaml) = Y  an) Y f(t_“) . (2.30)

k< UnVm t =a mod m m
(kym) =1 klt,t <y

Im ersten Teil des Beweises wird > T3(a,m,!) fiir den Spezialfall [ = 1 durch eine
a<2x

Riickfiihrung auf Lemma 2.7 abgeschatzt, im zweiten Teil erfolgt eine Verallgemeinerung
dieser Abschétzung fiir beliebiges [|m.
Offenbar 188t sich T3(a,m, 1) in der Form

T3(a,m,1) = > U (K) > f(a)

k< UnVm mq = —a mod k
(k,m) =1 g< L2
= > am(k) > f(a) (2.31)
k< UmnVm q = —am mod k
(k,m) =1 g< L2
schreiben, wobei mm = 1 mod k sei. Im folgenden bezeichne z € IN einen freien

Parameter mit z < 2x, der spater noch geeignet gewahlt wird, und x, werde wie im
Beweis von Lemma 2.2 definiert durch

Dann folgt aus (2.31) offenbar

>_ [T5(a,m, 1)] 2:: > > |om (K)] - > f(q)

a<2z Tp—1<a<Tn k< UnVm q = —am mod k
(k,m) =1 =
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Die innere Summe auf der rechten Seite 148t sich fiir 2,1 < a < x,, wegen |f(q)] < logg
und der Wahl von z,, approximieren durch

> so= X @+ 0(ley (Sp 1)) (23)

q = —am mod k q = —am mod k
qu;a qu;%
m m

Zusammen ergeben (2.32) und (2.33)

Z|T3<a,m,1>|si1 > S Jan®)- S @

a<2zr =1 zp_1<alzn k< UmnVm q= —am mod k
(k) =1 g < tzen

1 Qm(k
10 | ogy)stm . Y 1 k( Ny stogy) ¥ Jam)
k< UnVm k< UnVm
(kym) =1 ( 1

(2.34)

Aus |ap (k)] < 7(k)logk und der nach Satz 1.2.2. auf S.12 in [Brii] geltenden Ab-
schatzung

> 7(k) =0 (NlogN) (2.35)

k<N
folgt

> fam(k)] = O (UnVimlog*y)
k<UpmVin

und mit partieller Summation wegen der Voraussetzung U,, < vy, V,, <y von
Lemma 2.3

Z v (K| —-0 (10g3 y) .

k<UmVm k

Somit bekommt man aus (2.34)

S Tam1) < 3 S Jam(®)- ) SRt

a<2x n=1 z,-1<alzn kE<UnVim q= —am mod k
(k,m) =1 g< ik
+0 <332(10g y) 2 tm + 2 (log y)3Ume) . (2.36)

Beachtet man die Wahl von z,_1, x,, so liefert eine doppelte Anwendung der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung weiter
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) ) | (K)] - ) fq)

Tp—1<a<zn k< UnVm q = —am mod k
(k) = 1 g< Lz
2
2 | (K)|?
g(7+1)-(z el D SR S > @
k<UmVm k< UmnVim Tn—1<a<Zn q = —am mod k
(kym) = 1 g< izza

(2.37)

Aus der wegen |a,, (k)] < 7(k)logk und Ungleichung (6.18) in [Brii] geltenden Ab-
schatzung

> an(k)?=0 <N log® N)

k<N

folgt fiir den zweiten Faktor auf der rechten Seite von (2.37) mit partieller Summation

> M =0 (log6 y) . (2.38)

k<UmVm k

Der dritte Faktor auf der rechten Seite von (2.37) kann wegen der Wahl von z,_1, z,
weiter abgeschatzt werden durch

>, k> > f(q)

k < UnVm Tn—1<a<Tn q = —am mod k
(k,m) =1 q< ¥=in

< (7+Umvm>- > f: 72 flg)| . (2.39)

Schétzt man die Doppelsumme in der letzten Zeile mit Lemma 2.7(i) ab, so erhdlt man
fiir m < y'=°

2

k
> > > (@) =0 (y(logy)UnVimm ™" +12(logy) *m™?) . (2.40)
k<UnVm a=1 ¢=amod k
q S y:nz”

62



Unter VRH folgt aus Lemma 2.7(ii) fiir m < y sogar

2

> X ) F@)| =0 (y(logy)UpVium ™ +y2om™3) . (2.41)

Wahlt man z := [1 + (log y)A}, so ist die im Beweis an z gestellte Forderung z < 2x

wegen der Voraussetzung y°* < z des Lemmas fiir geniigend grofies y erfiillt, und man
gewinnt aus den Ungleichungen (2.36) bis (2.40) nach kurzer Rechnung die Abschitzung

Z |T3(CL, m, 1)| =0 (Tl(aja Yy, m, Um, Vm))

a<2x
mit

™ (377 Yy, m, Um, Vm)

N[

= xy%(logy)%Un%Vém_% + zy(log y)?’_%m_1 + x%y%(log y)%+%Umem_
+z7y(log y)3UéVém_1 + 2%(log ) m ™! + 2(log y)*Up Vi - (2.42)
Durch Ersetzung von (2.40) durch (2.41) erhalt man unter VRH sogar
> | Ts(a,m, 1) = O (ra(z, y, m, Un, Vi)

a<2x
mit
T2(377 Yy, m, Um, Vm)
1 Trrse 5 1 3ic _3 11 LA _1
= xy2(logy)zUiVam™2 + xys " “m™1 + z2y2(logy)2 2 U, V,m™ 2 +
11
2y i T UAVEm i + 2*(log ) m ™' + 2(log y)*Up Vi - (2.43)

Nun soll > |T3(a, m, )] fiir beliebiges {|m in analoger Weise abgeschétzt werden, wobei
a<2x

Ty(a, m, 1) definiert sei wie in (2.30). Zunichst sicht man leicht, daf Ts(a, m,[) = 0 gilt,
falls Ifa ist. Fiir l|a kann T3(a, m, 1) analog wie T5(a,m, 1) in (2.31) geschrieben werden
in der Form

T3(a,m,l) = Z (k) Z f(q)

k< UmnVm mq = —a mod k
(kym) =1 q< Lo
= > (kL) > fa)
kSUlem g=—9¢-mmod k
(k,m) =1 qg< v

= 1 mod k sei. Schétzt man nun Y |T3(a,m, )| auf analoge Weise ab, wie
a<2x

> |T5(a, m, 1)| im ersten Teil des Beweises, so gelangt man ebenfalls zu der Abschétzung
a<2x

wobei m - %

Z |T3(a> m, l)' =0 (7“1(56, Y, m, Up, Vm)) (2.44)

a<2x
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und unter VRH sogar zu

Z |T3(a7m7l)| =0 (Tg(x,y,m, Un, Vm)) ) (245)

a<2x

wobei r;(z,y, m, Up, V;) fur i = 1,2 definiert sei wie in (2.42) und (2.43). Aus (2.29),
(2.44) und (2.45) ergibt sich bei geeigneter Wahl von A die Behauptung. O

Schliefllich 1453t sich aus Lemma 2.6 herleiten
Lemma 2.10:

(i) Seien By > 0, § € (0,1) gegeben. Dann gilt fiir beliebige z,y, M € R mit 2z < y,
M Smin{az,yl_é}

> 2 |Tu(a,m)

al2xr m<M-1

m<M-—1 m<M-—1

= O(:Uy(logy)g)M% > m’%Unzi—i—x%yg(logy)’B‘*M% > mlUJLEle).

(77) Unter VRH gilt fiir beliebige z,y, M € RT mit 22 <y, M <z

> 2 |Tu(a,m)

a<2x m<M-1

= 0 (J;yl—f—eM% Z m_%U;l%+x%y%+eM% Z m_%Um%Vn;l) .

m<M—1 m<M—1

Beweis:

Zunéchst folgt aus der Defintion von Ty(a,m) in Lemma 2.3

kl —a
Tem= X A0 X smr (M0
Vm<l<ﬁ Un <k<¥
kl =a mod m

woraus man durch Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

m

|T4<a,m>|2<( 5 A(l)?)- > 5 Bm(k)f<kl_a> (2.46)

Vm<l<v% vm<l<v% k(l]m

<7
od m

erhalt. Der erste Faktor auf der rechten Seite 1483t sich trivial abschatzen durch

. A< ylog'y (2.47)

Vi <I< g Unn
m
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und eine einfache Umformung des zweiten Faktors ergibt

2

kl—a
> > ﬁm(k’)f< )
Vm<l<5% Un<k<¥ m
kl = a mod m

-y x (e (50)

Vm<l<ﬁ kll]m <k gd%
= a mod m

2 Y > B (1) B ) (’“”m‘ ) f (’“ﬂm‘ ) |

Vin<I< g Un <k <ka<¥
k1l = k2l = a mod m

(2.48)

Summiert man die erste Doppelsumme auf der rechten Seite von (2.48) iiber alle a < 2z
auf und schétzt weiter ab, so bekommt man wegen |f(¢)| < logq und |3,,(k)| < 7(k) fir
alle m € IN

5 5 5 (ﬁm(kz)f (k’ln:a>>2

a2z Vi <l<g Un <k<¥
kl =a mod m
< log’y- Y Y > TRy
a<2r Vi <I<g Un <k<¥
kl =a mod m
< log’y- Y > 7(n)’
a2z n<y

n =a mod m

2
< logly- Yrln) (12 )

n<y

woraus wegen der dhnlich wie (2.35) beweisbaren Aussage

> 7(n)’ =0 (ylog°y)

n<y
fiir m < x die Abschétzung
kl—a\\?
Z Z Z (ﬁm(k)f ( - a)) =0 (y log®y - %) (2.49)

a2z Vp<I<gh Un <k<¥
kl =a mod m

folgt. Nach Aufsummieren der zweiten Doppelsumme auf der rechten Seite von (2.48)
iiber alle a < 2x erhalt man durch geeignetes Umordnen
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DS S T e T )

ag2z  Vp<l<g Un <k <ka<¥ "
k1l = ka2l = a mod m

kil —a kol —a
=Y Bulk)Balk) X 3 f<1 >f<2 )
Um<k1<ka<- a<2z Vin <1< £ m m

k1l = ka2l = a mod m

=Y Gak)Balk) Y S0 2

Um<k1<k2<‘—,% klv"lT*Qz<j§:2% max{Vm,j}c—T}<l§min{%,%}
m|(ka2 — k1)l
ko — k1)l
f (j + M) . (2.50)
m

Es soll nun die innere Summe in der letzten Zeile von (2.50) abgeschétzt werden. Offenbar
gibt es wy, wy € IRT mit w; < wy < % und einen Modul ¢, so daf

S (T o R IO

maX{Vm,%}<l§min{%, T n =j mod q
m|(ke — k1)l w1 <n < wy

ist. Hieraus folgt wegen Lemma 2.6(i7) fiir alle m < y'=°

ko — k1)l
> f (j + M) =0 (ﬁﬂog y)A) o (2:52)
rnax{\/m,%}<l§min{%,% m m
m| (ka2 — k1)l

wobei die O-Konstante nur von A und § abhéngt. Unter VRH ergibt sich aus (2.51)
wegen Lemma 2.6(i4) fiir alle m <y sogar

> f (j + w> -0 ((%>%+> . (253)

max{Vm, %} <l < min{%, %}
m|(ka — k1)l

Beachtet man |f(j)| < logj, |Bm(k)] < 7(k) und (2.35), so erhdlt man aus (2.50) und
(2.52) die Abschétzung

>y S s (M) (M)

a<2zx Vm<l<f,% Un <k <ka< ¥ m
kil = kol =a mod m
= 0 (y4 (log y)?”Am’QV,;Q) (2.54)

und unter VRH aus (2.50) und (2.53) sogar

kil —a kol — a Tie _
> > Bm(kl)ﬁm(krg)f< ' )f( - >=0(y5+m 3
a2z Vm<l<5% Un <ki <k2< ¥ m m

k1l = kol = a mod m
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Zusammen liefern (2.46), (2.47), (2.48), (2.49), (2.54) die Abschétzung

> | Ti(a,m)P = O (23> (log y)°'m U, + ¢ (logy)* *m U, 'V, 2) . (2.56)

a<2x

Ersetzt man (2.54) durch (2.55), so bekommt man unter VRH sogar

> | Ti(a,m)P = O (297 (logy) °'m~ U, +y2 m ™2 ULV 2) . (257)

a<2x

Die Behauptung ergibt sich nun aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und den
Abschétzungen (2.56) und (2.57). 0

2.6 Abschatzung von Rs(z,y, M)

Fiir die in (2.4) definierte Summe Ry (z,y, M) erhélt man nun aus Lemma 2.3, den Ab-
schdtzungen fiir die Summen > > |Ti(a,m)| in den Lemmata 2.4, 2.5, 2.8, 2.9,
1

a<2x m<M-— B
2.10 und analogen Abschétzungen fiir die Summen Y. Y |T;(a, m)| folgendes
a2z m<M-1
Lemma 2.11:

(1) Seien Bs > 0, 01,0 € (0,1) gegeben. Dann gilt fiir beliebige x,y € IRT, M € IN mit
y" <x <4 und M Smin{@yl_‘s}

Ry(,y, M) = O (zy(logy) M + 22y2 (logy) P M3) .

(i7) Sei By > 0 gegeben. Dann gilt unter VRH fiir beliebige =,y € IRT, M € IN mit
y% <z < ¥%und M Smin{x,y%}

Rz(l’,y, M) =0 (l’%y%+€M% + x%y%"'eM% + x%y%M% + xQ(logy)—Bs) )
Beweis von Teil (i):

Setzt man U, := (logy)?® und V,, := y(logy)™25¢ fiir alle m < M — 1, so folgt aus
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den Lemmata 2.5, 2.8(7), 2.9(7), 2.10(¢) bei geeigneter Wahl der Konstanten By, Bj, By,
Bg die Abschétzung

> 24: |T:(a,m)| = O (xy(logy)_B“"M + x%y%(log y)_B5M%) .

a<2x m<M-1 1i=1

Auf analogem Wege kann bei passender Wahl der Parameter U,,,, V,, € [1, %[9] die gleiche
4
Abschitzung fir Y>> > X |Ti(a, m)| hergeleitet werden.

a<2e m<M-1 i=1
Wendet man nun Lemma 2.3 an, so ergibt sich die Behauptung von Teil (7). O

Beweis von Teil (ii):
Setzt man U,, := x%y*%M%m% und V,, = x*%y%m*i, so ist Uy, Vin € [1,y] fur alle

m < M — 1 wegen der Voraussetzung des Teiles (i7), und aus den Lemmata 2.5, 2.8(ii),
2.9(77), 2.10(4i) folgt unter VRH nach langerer Rechnung die Abschétzung

oojot
ot

+ x%y%JreM% + x%y%M

4
S Y IGlam)| =0 (aEyitM

a<2x m<M-1 i=1

+2%(logy)™™)

wenn man die Voraussetzung von Teil (i7) beachtet.
Auf analogem Wege kann unter VRH bei passender Wahl der Parameter U,,, V,, € [1, %}
4
die gleiche Abschitzung fir > > |T:(a, m)| hergeleitet werden.
a<2r m<M-1 i=1
Wendet man wieder Lemma 2.3 an, so ergibt sich die Behauptung von Teil (i7). O

2.7 I"Jbertragung auf das Goldbachproblem

In diesem Abschnitt werden die Fast-Alle-Aussagen fiir Primzahlzwillinge aus Satz 2.2
in analoger Weise fiir das Goldbachproblem formuliert. Aus dem so gewonnenen spéateren
Satz 2.2’ 1af3t sich dann der berithmte Dreiprimzahlsatz von Hardy-Littlewood-Vinogradov
folgern, der besagt, dafl sich jede geniigend grofle ungerade Zahl als Summe dreier
Primzahlen darstellen 1&8t (siehe [HLi] und [Vin]).
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Zunéchst bezeichne G3(2N) fiir N € IN die Anzahl aller Primzahlpaare (pi,ps) mit
p1+ po = 2N, also

Go(2N) =14 {(pl,pz) € IP? | p1+ p2 = QN} .
Mit ihrer Kreimethode gelangten Hardy und Littlewood fiir N — oo zu der Vermutung

N

welche dquivalent ist mit

> A(n)A(n)) ~ 20(2N)N

n+n’/=2N

(siehe [HLi]). Die Methode von Hardy und Littlewood fiihrt sogar auf die schérfere
Vermutung

¥5(y,2N) = o(2N)y + o(y)

fir ¥ <N < ¢y und y — oo, wobei

Vi(,2N) = >0 Am)A(R)

und ¢ > % eine beliebige Konstante sei.

Die Methoden, die in den vorangegangenen Abschnitten zur Herleitung von Fast-Alle-
Aussagen fiir ¥,(y,2N) benutzt wurden, lassen sich nun in einfacher Weise so modi-
fizieren, dafl auch Fast-Alle-Aussagen fiir % (y, 2)V) gewonnen werden kénnen. Als Ana-
logon zu Satz 2.2 erhalt man so

Satz 2.2°:

(i) Seien A, B, C beliebige positive reelle Konstanten. Dann gilt fiir alle z,y,2 € IR"

mit z >y, z4+2 < (C+ 1)y und = > logyBy die Abschitzung

S W55, 2N) — 0(2N)y| = O (ay(logy) ™) .

2<N<z+4z

(17) Unter VRH (Verallgemeinerte Riemann-Hypothese) 1a8t sich die Voraussetzung

. . 15
> @BLy in (i) ersetzen durch z > yi7 7.

Wéhlt man z := y und x := ¥, so ergibt sich aus Satz 2.2(i) fiir beliebiges A > 0

die bereits in [Hea] bewiesene Abschétzung

> 15y, 2N) — o(2N)y| = O (y*(logy) ™)

y<N<3-y
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aus der nach [Heal, S.46 folgt

Korollar 2.1: Jede geniigend grofie ungerade Zahl 143t sich als Summe dreier Primzahlen
darstellen.

Dies ist der berithmte Dreiprimzahlsatz von Hardy-Littlewood-Vinogradov.

2.8 Herleitung von Fast-Alle-Aussagen durch Riick-
fuhrung auf Exponentialsummen

Im letzten Teil dieses Kapitels sollen Fast-Alle-Aussagen fiir Teilterme Thy(y, 0, 4%, 0, y°2)
von ¥, (2d, z) durch Riickfithrung auf geeignete Exponentialsummen und anschliefender
Abschéatzung dieser mit Hilfe des grofien Siebes gewonnen werden. Die Riickfithrung auf
Exponentialsummen geschieht dabei analog wie in Kapitel 1. Leider gelangt man mit
der hier angewandten Methode nicht zu Fast-Alle-Aussagen fiir ¢»(2d, x). Die Griinde
hierfiir werden in einer Schluflbemerkung (Abschnitt 2.10) erortert.

Als Hauptergebnis wird gezeigt

Satz 2.3:

Sei a > 0 fest vorgegeben. Dann gilt

S [Taaly,0,9,0,4) — 0(2d)(y — 24)| = O (Nye-orv/orr) |

r<d<z+N

fiir alle z,y € IR*, N € IN mit z + N < ¥ < N und fiir beliebige, aber feste by, by > 0
mit by + by < 1+ (20,)71.

Dieser Satz wird in der Abbildung 2 auf S. 79 graphisch veranschaulicht.
Nun erfolgt der

Beweis von Satz 2.3:

Fiir den Beweis geniigt es wegen (1.24) und Satz 1.4,

5 R (sna) -o (o)

r<d<z+N
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zu zeigen flir v = 1,2. Diese Abschéatzung folgt aus den spéater bewiesenen Satzen 2.4
und 2.5. Damit ist Satz 2.3 bewiesen. |

Zur Abschatzung der Summen Y ’Rgd (y, 0,y",0, yb2> iiber die Betrage der Rest-

r<d<z+N

glieder wird zuerst gezeigt
Lemma 2.12:

Sei @ > 0 fest vorgegeben. Dann gilt fiir alle z,y, N € IN mit x + N < ¥ < N¢
und fiir beliebige, aber feste by, by > 0 mit max(b1 + by, = - (b1 + 3b2)) <1+ (2a)7! die

Abschatzung
Z ‘Rgd (yv 07 yb17 07 be)

r<d<ax+N

1
2

=0 (Ny") (2.58)
fiir eine geeignete Konstante 6 > 0, wobei die O-Konstante nur von by, by und § abhéngt.

Beweis:

Wegen (1.37) gilt

Uy V1 Uy U
Z ’Rgd<y7u17v17u27102)‘ S Z Z U2d (k)aya?l)fvaf)‘
r<d<z+N z<d<z+N k|2d
Ur U1 Uy v
= Z Z U2nk <k7y7?17?17?27?2>
k<z+N Z<p<zl
2tk
U1 V1 Uz Uy
Ui (g, =2 2L 22 2231 92.59
> > |v (k52 (259

k<2(z+N) 2z_p<2@tN)
2| k k ="k

Zunéchst soll die innere Summe der zweiten Doppelsumme in der letzten Zeile von (2.59)
abgeschéatzt werden.
Wegen (1.38) bekommt man fiir beliebige z, M € IR*

Z |Unk (k7y7817t17827t2)| S

z<n<lz+M
to d
e
log(tik)log(t2k) Y |Suk (k,y, 51,11, 82, t2)| + 10g(t1k)'/ > 1Suk (k,y, 51,11, 82, 72) —=2 .
z<n<z+M so 2<n<z+M T2
t1 t1 t2
dr dry dt
log(t2k) / Z |Snk (k7y78177—1> 527t2)| — + Z |Snk(k>y7 5177—178277—2” —21 :
s1 #<n<z+M ! s1 89 F<n<z+M T2 T
(2.6

Weiter kann Y |Sux(k, y, 1,71, S2, T2)| wegen (1.39) abgeschétzt werden durch
n<z
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> 1Sk y, s1,71, 80, 72)| < > ’S}Lk(k,y,sl,ﬁ’smﬁ)""

z<n<z+M z<n<z+M

Z ’S;kl(k7y78177—178277—2)’ . (261)

z<n<z+M

Fiir j = £1 und beliebiges H € IN, folgt nun aus (1.40)

; 10’7’17’22 4 H 1 ;
Z Sik(k,y,sl,ﬁ,smﬁ) < + —'Z e Z Eik;(h, k,y,51,71,52772) .
z<n<z+M‘ ’ H +1 ® h=1 h z<n<z+M‘ ’
(2.62)

Analog zu (1.42) bekommt man durch doppelte Anwendung von partieller Integration

Z ’Eik(hvkayaslaTbSQaTQ)‘ S Z ‘F‘j(nkh,k,Sth,Sg,Tg)‘ +

z<n<z+M z<n<z+M
onhy | , dw onhy | , dw
- y/ > ‘Fﬂ(nkh,k,sl,wl,sz,@) —21 + y/ > ‘Fj(nkh,k,81,7'1,82,w2) _22 '
T2 z<n<zm wi T g z<n<ztM w3
orhy | f ‘ dws dw
== S [F kb s wn, s, w0)| S
$1 8o z<n<z+M w; wy
2 T1 T2
2mh , dws dw
( ﬂk y) // > ‘Fj(nkh,k,sl,wl,sg,wg)’ —32—31 (2.6
s1 8o 2<n<z+M Wy Wy

Wendet man nun nacheinander das spater bewiesene Lemma 2.15 und die Ungleichungen
(2.63), (2.62), (2.61), (2.60) an und setzt in (2.62) dabei

18 _1 1 3 _2,32
H = [<M+1>68182<81+52) 6 ((M—|—1)2 +32) Y 3k3] ,
so bekommt man fiir s; < t; < 281, 89 < ty < 289 nach langerer Rechnung

Z |Unk<k7y7817t17827t2)| = O(f(M7 k7y7817t17827t2)<<M+ 1)ky8182)6) (264)

z<n<z+M

mit

(M + 1)%Sl<81 + S9) ((M + 1)% + 32) + (M + 1)§81%(81 + 32)% ((M + 1)% + 32> y

2
1
1
6
1

W

f(M7 kaya 817t17 827t2) =
1
2

k75 o+

W=

Wl
Wl

(M +1)559 (51 + 52)5 (M +1)% + 32)% ysk~ (2.65)

Vollig analog kann

> Uik, ys s1,t1, 82, t2)| = O (f(M, k,y, s1, 1, s2,t2) (M + 1)kysis2))  (2.66)

Z z+M
NS5
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gezeigt werden. Beachtet man
((M+1)% +55)" < (M +1)% + 55

fiir ¢ < 1, so kann der in (2.65) definierte Ausdruck noch abgeschétzt werden durch

W=

12
f(M, k,y,s1,t1,80,t2) < (M+ 1)%515 (51 +52>% + (M + 1)%5f523(51 +52)%Z/%k¢_ +
1
k3 4+ (M4 1)s2(s1 + s0)
1 2
(M +1)s3(s1 + 82)%3/ o (M +1)s?(s1+ 52)%3/5](

(2.6)

(S

+
2
3

Aus (2.59), (2.64), (2.66) und (2.67) folgt

Z ’Rgd(yaulavlaUQa'UQ)’

r<d<z+N

< O<(N%u1§u2(u1+u2)% + N

Wl
Wl

1 2 101 5 1 1 1
uiud (up +ug)3y3 + Noufus (uy + ug)sys +

1 1 1
Nuj (uy +u2)% + Nui(uy +u2)%y% + Nuf (uy +u2)%y% (NU1U2y)€> (2.68)
fur uq < v < 2uq, Uy < vy < 2uy. Nun liefern

[logy y1] [logs y2]

>R 0y 0) < Y Y Y

r<d<z+N i1=1 i9=1 r<d<z+N

und (2.68) die Abschétzung

> By, 0,9, 0,97

r<d<z+N
1 11 3 2 2 2 1 2 1 1 5 1 1 2
— O((Ngyb1+b2+N§y§b1+§b2+N§y§b1+§b2+§+N§y§bl+b2+§_|_Ngy§bl+§b2+§+

24 \ Y Qi1+17 i1’ Qig+1" iz

N%yébﬁ-%bz-i-% —I—Nybl _|_Ny%b1+%b2 —i—Ny%bH_% —I—l‘y%bl—i_%bﬁ_% +Ny%b1+%+
Nyshsh3) (Ny))

aus der man die Behauptung erhalt. |

Als néachstes soll die Voraussetzung max(b1 + b, % (b + 362)) <14 (2a)7! aus
Lemma 2.12 noch abgeschwiicht werden zu by + by < 1+ (2a)™!. Es wird also gezeigt

Satz 2.4:

Sei a > 0 fest vorgegeben. Dann gilt fiir alle z,y, N € IN mit z + N < § < N¢
und fiir beliebige, aber feste by, by > 0 mit by + by < 1 + (2a)~! die Abschitzung

Z ‘Rgd (y)oaybl)oabe)

r<d<z+N

=0 (Ny'™)
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fiir eine geeignete Konstante 6 > 0, wobei die O-Konstante nur von by, by und § abhéngt.
Beweis:

Wegen der Definition des Ausdruckes R3; (y, u1, vy, s, v2) in (1.27) und der fiir beliebiges
A € Z geltenden Beziehung

A-ﬂz (i—/\~q—2> mod 1
q2 4192 q1

148t sich R2, (y, u1, vy, us, v2) auch in der Form

Ryy(z,uy, v1,u9,02) = D > p(ark) log(qik)p(gzk) log(gzk) -
kl2d 2 <q < 5,
P <qp< B,
(q1,92) =1

-2 2)
2 kqiqo k¢

schreiben. Nutzt man diese Vertauschung der Parameter ¢; und ¢, aus, so kann man
vollig analog wie Lemma 2.12 beweisen, dafl die Abschétzung (2.58) auch unter der

Voraussetzung max(b1 + b, % - (3by + bg)) < 1+ (2a)7! gilt. Dies liefert zusammen mit
Lemma 2.12 die Behauptung des Satzes, wenn man die Implikation

1 1
by +by <1+ (2a0)7" = ( 5(b1 +3by) < 1+ (2a)""  oder 5(3bl +by) <1+ (2a)7! >
beachtet. a
Auf analoge Weise wie Satz 2.4 1af3t sich beweisen

Satz 2.5:

Unter den Voraussetzungen von Satz 2.4 gilt

Z ‘Réd <y7 07 yb17 07 ybz)

z+d<z+N

=0 (Ny'™)

fiir eine geeignete Konstante o > 0, wobei die O-Konstante nur von by, by und § abhéngt.
(I
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2.9 Abschatzung einer Exponentialsumme mit Hilfe
des Groflen Siebes

Zur Vervollstandigung des Beweises von Lemma 2.12 wird noch eine Abschatzung fir

die Exponentialsumme Y. |F7(nkh, k, s1,wy, so, wy)| benotigt, wobei der Term
z<n<z+M

Fi(nkh, k, sy, wy, 53, wy) mit nk = 2d definiert sei wie in (1.33). Dazu soll das grofie Sieb
benutzt werden, welches formuliert wird in

Lemma 2.13: (Grofles Sieb, siehe Satz 5.2.2 auf S. 159 in [Brii)

Sei z, M € IR", (ay) eine Folge in@, R € IN, oy, s, ...,ar € IR, § := min;4;||a; — o],
d # 0. Ferner werde S(«) definiert durch

S(a):= Y ape(na) .

z<n<z+M

Dann gilt

SISl < (M+571) > aal® .

r<R z<n<z+M

Dieses Lemma kann recht einfach verallgemeinert werden zu folgendem
Lemma 2.14:

Sei wieder z, M € IR", (a,) eine Folge in@, R € IN, a1, ag, ...,ar € IR. Mit §
werde die kleinste positive reelle Zahl bezeichnet, fiir die es 4,5 € {1,..., R} gibt mit
0 = |Jou — o], also

0 := min, ; {||a; — ay]| > 0} .

Weiter setze man
J = maXo<g<i ﬁ{i € {17 ---,R} | ||0‘i - 6” - O} ’
Dann gilt

SIS <T(M+67) Y e,

r<R z<n<z+M

wobei S(«) definiert sei wie in Lemma 2.13.

Beweis:

Die Menge {1, ..., R} 1a8t sich disjunkt zerlegen in Mengen Aq, ..., A;, fiir die
(1,5 € AvA i % ) = llos — o) > 0

gilt fiir alle v =1, ..., R. Wendet man Lemma 2.13 an, so erhalt man

S ISP < (M+571) X anl,

reAy z<n<z+M
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woraus sich nach Aufsummieren iiber v die Behauptung ergibt. O
Eine Anwendung des Lemmas 2.14 fithrt auf folgendes
Lemma 2.15:

Sei 0 < 51 < wy < 281, 0 < 89 < wy < 289, hyk € IN, j = £1 und 2, M € IR".
Dann gilt

Z ‘Fﬂ(nk’h, k, 31,w1,32,w2)’ =0 <(M—|— 1)%31%(31 + 32)% ((M+ 1)% + 82) h€> )

z<n<z+M

Beweis:

Aus der Definition von FY(nkh, k, s1, w1, s, ws) in (1.33) erhélt man

> ’F‘]<nkh,k,81,wl,82,'IU2>‘ = > > e(nh-@>
z<n<z+M z<n<z+M s1<q <wi %
s2 < g2 < w2
(q1,q2) =1
mlqrk)p(gak) = j

<> ¥ ) e (nh : @) . (2.69)
tlh  z<n<z+M s1 < q1 <wy i
s2 < q2 < w2
(q1,92) =1
wlark)plgk) = j
(q2,h) =1

Man definiere nun sgn(c) fiir eine beliebige komplexe Zahl ¢ durch

sgn(c) :=

lel

{ 0, fallsc=0

sonst

und setze

a, = sgn Z e (nh @>

s1<q1 <w e
s2 < q2 S w2
(q1,92) =1
wlark)p(gzk) = j
(q2,h) =t
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Dann folgt fiir die innere Summe in der letzten Zeile von (2.69)

3 3 e(nh.@> _ ¥ 5 ane<nh.q_1>.

z<n<z+M s1<q1 <w e si<q <w  z<n<z+M e
s2 < q2 S w2 s2 < g2 < w3
(q1,g2) =1 (q1,92) =1
wlark)p(azk) = j wlark)p(gzk) = j
(q2,h) =t (q2,h) =1t

(2.70)
Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 1afit sich die rechte Seite weiter ab-
schatzen durch

Z Z aneé (nh- @>
s1 < q1 < wi z<n<z+M qQ
s2 < q2 S w2

(q1,92) =1

wark)p(gak) = j

(q2,h) =t

o=
o=

2
< > 1 > > age (nh- @> (2.71)
51 < q1 <w 51 < q1 <w z<n<z+M 42
s2 < g2 S w2 s2 < g2 Swa
(q1,92) =1 (q1,g2) =1
mlark)pu(gak) = j mlark)pu(gak) = j
(g2,h) =t (q2,h) =t
Die erste Summe auf der rechten Seite kann abgeschatzt werden durch
4518
3 1< =22 (2.72)
t
s1<q Sw
s2 < g2 S wa
(q1,92) =1
wark)u(azk) = j
(q2,h) =t

Schreibt man die Parameter h - Z—; mit 57 < @1 < wy, S92 < @ < wa, (G1,q2) = 1,
(g k)p(gek) = j, (q2,h) = t als endliche Folge aq, ..., ag, so ist sehr einfach zu sehen,
dafl unter den Bezeichnungen von Lemma 2.14 ¢ > ws 2> (282)_2 und

J <1+ t;”—; < t(l + %) gilt. Also liefert Lemma 2.14 fiir die zweite Summe auf der
rechten Seite von (2.71) die Abschéitzung

2
q1
5 S e (m il

s1 < q1 < wip z<n<z+M e

s2 < q2 < w2

(q1,92) =1 ‘
ulqrk)p(gak) = j

(g2,h) =t

<t (1 + ﬁ) (M + (255)?) (M +1) . (2.73)
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Aus (2.69), (2.70), (2.71), (2.72) und (2.73) ergibt sich

281

> ‘Fj(nkh, k,s1,wn, 52,102)‘ < 7(h) (48182 (1 + ) (M + (282)2) (M + 1)>% ;

n<z S9

woraus unter Beachtung von 7(h) = O (h¢) die Behauptung folgt. O

2.10 Schlufibemerkung

Es lage nahe zu versuchen, die Abschatzung der Exponentialsumme

S |Fi(nkh,k,si, w1, S2,ws)| in Abschnitt 2.9 so weit zu verbessern, dafl man Fast-
z<n<z+M

Alle-Aussagen fiir Primzahlzwillinge erhélt. Empirische Untersuchungen lassen aber ver-
muten, dafl die wahre Groflenordnung dieses Ausdrucks mindestens bei

O ((M +1)(s1 + s2)7(h)) liegt, selbst wenn man M ,,grol” gegeniiber s; + s wihlt,
und dies geniigt nicht fiir die Gewinnung von Fast-Alle-Aussagen fiir Primzahlzwillinge.
Selbst wenn der o.g. O-Term tatséchlich die wahre Grossenordnung von

> |Fi(nkh, k, s1, w1, s9,ws)| angibt, so konnte mit der Methode aus den Abschnit-
z<n<lz+M

ten 2.8, 2.9 lediglich bewiesen werden, dafl die Abschatzung

Z ‘TZd(y7 07 yb1’ 0, yb2) — O‘(Qd)(y — Qd)’ =0 (Nye—m\/logy) ,

r<d<z+N

aus Satz 2.3 bei geeigneter Wahl von z, IV, y fiir beliebige, aber feste by, by < 1 gilt.

Damit scheint die Methode aus den Abschnitten 2.8, 2.9 nicht geeignet zu sein fiir eine
Herleitung von Fast-Alle-Aussagen fiir Primzahlzwillinge. Dies liegt anscheinend daran,
daf3 die speziellen Eigenschaften der in der Definition von FV(nkh, k, s1, w1, Sy, ws) ent-
haltenen mobiusschen p-Funktion, etwa ihr Verhalten in primen Restklassen, hierbei
verlorengehen.

Zum Abschlufl wird Satz 2.3 graphisch veranschaulicht in der folgenden

78



Abbildung 2:

— Gerade t; +t, =1 + (2a)7! mit a = 2

Durch das schraffierte Rechteck ist ein Term der Form

> ‘ng(y, 0,9%,0,9y%) — o(2d)(y — 2d)’ gekennzeichnet, der sich wegen Satz 2.3 ab-
r<d<z+N

schétzen 1at durch O (N ye V108 y) .
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