Anhang A

Die Superzellmethode

Dieser Abschnitt tridgt mehr technischen Charakter und soll den Umfang der Ar-
beiten etwas néher bringen, die zur Vorbereitung der Oberflachenrechnungen durch-
gefiithrt werden muften. Auflerdem sollen hier einige Probleme angesprochen werden,
die bei der Durchfiihrung der Arbeit viel Zeit in Anspruch genommen haben.

Die zur Beschreibung bzw. zur Berechnung der Oberfliche verwendete Methode
ist die Superzellmethode. Warum wurde ausgerechnet diese Methode gewahlt? Sie
stellt eine Moglichkeit dar, den zwangslaufigen Verlust der Translationssymmetrie
an der Oberflache in Richtung der Oberflaichennormalen durch einen Trick zu ver-
meiden und erlaubt somit die Weiterverwendung aller fiir den unendlich ausgedehn-
ten Festkorper benutzten und entwickelten Programme, die sich unter anderem auf
Translationssymmetrie stiitzen. Die Idee, die sich mit der Superzelle verbindet, ist
es, ein System sich periodisch wiederholender Oberflichen zu konstruieren.

Das erste Problem, auf das man bei der Konstruktion der Superzelle stoft ist die
sinnvolle Wahl der Basisvektoren, die die Superzelle aufspannen. Sie hdngt von der
Oberfliche ab, die beschrieben werden soll. Da keines der uns zur Verfiigung ste-
henden Programme fiir Oberflichen geschrieben wurde, mufiten vollig neue Pro-
grammteile extra fiir diese Verwendung hinzugefiigt werden und an vielen Stellen
Erweiterungen eingefiihrt bzw. Verdnderungen durchgefiithrt werden. Dies geschah
in vielen kleinen Schritten und unter grolem Zeitaufwand, da in nahezu keinem Fall
auf bereits vorhandene Losungen anderer zuriickgegriffen werden konnte.

Fiir die (100)-Oberflache wurden die Basisvektoren achsenparallel angesetzt und der
Vektor in z-Richtung besonders lang gewéhlt, damit einige Lagen Atome, die den
Slab bilden, und Vakuum in die Zelle passen. Die beiden anderen Basisvektoren
in x- und y-Richtung sind gleich lang. Bei dieser Oberfliche konnte der flichen-
zentrierte Charakter iibernommen werden. Im Fall der (110)-Oberfléiche gestaltete
sich die Konstruktion schon etwas schwieriger. Zwar liegen hier die Basisvektoren
auch achsenparallel, sie haben jedoch alle unterschiedliche Langen und das Gitter,
welches mittels des Slabs aufgebaut werden mufite, um diese Oberflache zu beschrei-
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98 ANHANG A. DIE SUPERZELLMETHODE

ben, triagt raumzentrierten Charakter. Die (111)-Oberfléache schlieBlich hat von der
Gitterstruktur her die Lehrbuchkonstruktion des flichenzentrierten Gitters in der
Abfolge der Ebenen ABCABC.... in der z-Richtung und die beiden gleichlangen Ba-
sisvektoren in der x-y-Ebene haben einen Winkel von 60° zueinander, wihrend der
dritte Basisvektor parallel zur z-Achse liegt.

1

Xy [a,]
®
®

z [aj]

Abbildung A.1: Schematisch dargestellte Superzelle der (100)-Oberfldche in der Seiten-
ansicht. In der Zelle befindet sich ein Slab mit fiinf Lagen, der durch
die Atome (mit Kreisen markiert) gebildet wird. Der Slab liegt in der
Mitte der Zelle und ist rechts und links symmetrisch von je vier Lagen
Vakuum begrenzt.

In einem néchsten Schritt wurden die Atompositionen der Gitteratome innerhalb
der Zelle im Ortsraum festgelegt. Dies muflte mit einiger Sorgfalt vorgenommen wer-
den, da programminterne Symmetrietests in der Startphase der Rechnung fiir den
Grundzustand den anfianglich innerhalb der Zelle liegenden Slab bei einer ungiinsti-
gen raumlichen Anordnung auseinandergerissen haben, sodaf er sich zum einen Teil
noch in der Zelle und zum anderen Teil in der Nachbarzelle befand. Fiir den un-
endlich ausgedehnten Festkorper wiirde dies weiter kein Problem darstellen, fiir die
Superzelle jedoch ist dies unerwiinscht. In ihr befinden sich Atomlagen, die den Slab
bilden, sowie auch Vakuumlagen, die den Slab begrenzen, in wohlgeordneter Form.
Als Beispiel seien die in der Rechnung verwendeten Atompositionen fiir den Slab
der (100)-Oberfliche mit fiinf Lagen, wie schematisch in Abb. A.1 gezeigt, sind in
Einheiten der Gitterkonstante ag gegeben durch
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Nachdem alle Schritte in der Startphase erfolgreich bewéltigt werden konnten, be-
stand die nun folgende Aufgabe darin, eine erfolgreiche Grundzustandsberechnung
durchzufithren. Begonnen wurde mit der (100)-Oberfliche. Nachdem der Grundzu-
stand der (100)-Oberflache fiir einen Slab mit fiinf Lagen Atomen erfolgreich be-
rechnet worden war, ging es darum, den Einflul der Vakuumdicke zu iiberpriifen.
Es stellte sich heraus, daf drei bis vier Lagen Vakuum geniigen (d.h., etwa SA), um
zwei benachbarte Slabs zu entkoppeln. Eine weitere Erhohung der Anzahl der Va-
kuumlagen fiihrte zu keinerlei Verdnderung der Resultate, verlangerte lediglich die
Dauer der Rechnung unnétig. Diese Verldngerung resultierte aus der Vergroflerung
der Superzelle in z-Richtung im Ortsraum, die einhergeht mit einer Erhohung der

(x,y,2) =(0,0,2), (0,1,2), (0 ), (0,0,4), (0,1,4).
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Anzahl der reziproken Gittervektoren, die in die Entwicklung der Wellenfunktionen
eingehen. Also ergab sich fiir die Superzelle dieses Slabs in die x- und y-Richtung ei-
ne Ausdehnung von einer Gitterkonstante ag und in die z-Richtung eine Ausdehung
von 6ag als gute Wahl. Da wir an einer symmetrischen Form des Slabs interessiert
waren, beginnt und endet jeder Slab in z-Richtung mit der gleichen Oberflichen-
struktur, wie auch in Abb. A.1 fiir z=2a¢ und z=4aq zu sehen ist. Es wurden also
nur Rechnungen fiir Slabs mit einer ungeraden Anzahl an Lagen durchgefiihrt. Dies
bedeutet, dal auf dem schrittweisen Weg zu dickeren Slabs, ausgehend vom Slab mit
fiinf Lagen, jeweils zwei Atomlagen hinzugenommen wurden, was zu einer Verldnge-
rung der Superzelle um jeweils eine Gitterkonstante ag gefithrt hat, wenn man zum
néchstdickeren Slab iibergegangen ist. Dabei wurde fiir alle Slabdicken die gleiche
Dicke von vier Gitterkonstanten ag pro Superzelle fiir das Vakuum verbraucht. Fiir
die (110)-Oberfléche ist in gleicher Weise verfahren worden. Allerdings muBten im
Fall der (111)-Oberfléche jeweils drei Atomlagen hinzugenommen werden, um zum
néchstdickeren Slab zu gelangen, was an der speziellen ABCABC...-Struktur dieser
Oberflédche liegt.



Anhang B

Der selbstkonsistente
Grundzustand

Zur Berechnung des Grundzustandes wurde das Programmpaket fhi96md verwen-
det. Es wird mit einem sogenannten Shell-Skript gesteuert, in dem unter ande-
rem die Geometrie der Elementarzelle anzugeben ist, die Gitterkonstante, die Art
und Anzahl der Atome und deren Valenzelektronen pro Elementarzelle. Die Rech-
nung wird mit einem sogenannten Pseudopotential durchgefiihrt. Dieses Potential
beschreibt die Wechselwirkung des Ionenrumpfes (Kern plus Kernelektronen) mit
den Valenzelektronen, die im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie behandelt wer-
den. Die Idee, die sich dahinter verbirgt ist die, dal die Kern-Elektronen sehr stark
an die Atomriimpfe gebunden sind und fast gar nicht in Wechselwirkung mit den Va-
lenzelektronen stehen. Fiir die Valenzelektronen werden in diesem Zusammenhang
die sogenannten Kohn-Sham(KS)-Gleichungen gelost.

Weshalb spricht man von einem selbstkonsistenten Grundzustand? Klarer Weise gibt
es nur einen eindeutigen Grundzustand. Also ist dieser Begriff auf den ersten Blick
etwas verwirrend. In der Dichtefunktionaltheorie werden alle Gréflen des Systems
als Funktionale der elektronischen Dichte ausgedriickt. Dies bedeutet, dafl man die
Wellenfunktionen Wy ; der Elektronen, die man aus der Lésung der Kohn—Sham(KS)
Gleichungen erhalt, hermmmt und durch einfache Aufsummation die elektronische
Dichte bildet

n(r) = ZZJCE,J’NIE,]'(F)F , (B.1)

die die Variable des Systems darstellt. Die fj i sind die Besetzungszahlen der elek-
tronischen Zusténde Wy ;. Mit dieser Dichte berechnet man erneut (iterative Vorge-
hensweise) das effektive Potential veg[n(7)] in den Kohn-Sham(KS)-Gleichungen

1 —
_§V2 + verr(F) | Wy () = e, V5 () (B.2)
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wobei gilt:

-\ 3,./ n(fy> —
ve(?) = U(F)+/d iy ()] (B.3)

Uion(m + Vcoul [n(f‘)] + Uxe [n(f')}

Man geht dabei allerdings so vor, dafl man die elektronische Dichte der letzten und
vorletzten Iteration mischt, um die Dichte fiir die ndchsten Iteration zu bilden, mit
deren Hilfe man wieder das effektive Potential bestimmt. Der Grundzustand ist dann
beschrieben, wenn sich die Dichte nicht mehr &ndert, wenn man aus den durch Losen
der Kohn-Sham(KS)-Gleichungen gewonnenen Wellenfunktionen die gleiche Dichte
berechnet, die man zu ihrer Aufstellung eingesetzt hat. Diese Eigenschaft nennt man
Selbstkonsistenz beziiglich der Dichte und man spricht in diesem Zusammenhang
vom selbstkonsistenten Grundzustand.



Anhang C

Die Behandlung der
Dyson-Gleichung

Die Dyson-Gleichung wird gelést, um die angeregten Zusténde zu beschreiben. Die
allgemeine Form ist schon gegeben worden. Hier soll nun die Darstellung und Losung
im Bloch-Raum gezeigt werden, wie sie fiir diese Arbeit zur Anwendung kam. Wih-
rend die Kohn-Sham(KS)-Gleichungen des Grundzustandes selbstkonsistent in ei-
nem [terationsverfahren mit mehreren Durchléufen gelost werden, ist bei der Dyson-
Gleichung nur ein einziger Durchlauf nétig, in dem alle Groflen des Grundzustandes
renormiert werden. Die Erfahrung hat gezeigt, dafl diese Vorgehensweise erfolgreich
ist.

Um einen Uberblick zu gewinnen, seien hier die einzelnen Schritte angegeben, die
zur Berechnung der Dyson-Gleichung durchgefiihrt werden miissen. Zur Erinnerung
sei die Dyson-Gleichung (2.23) hier noch einmal angegeben

HESW(7) + [ d S 7 B) 0 (7) = BUG(R) (C.1)

Fiir imagindre Frequenzen, bzw. imagindre Zeiten, ist das dquivalent zu folgender
Darstellung der Dyson-Gleichung

GY1,1) = GMPA(1,1) = £(1, 1) (C.2)

mit

¥(1,1) = 2(1,1") — [ug (1) + vee(1)]6(1 = 1) . (C.3)

Dabei ist G(1,1’) die Einteilchen-Greensche Funktion des wechselwirkenden Systems
und GFPA(1,1') die Einteilchen-Greensche Funktion fiir das Vielteilchensystem im
Grundzustand, berechnet mit Hilfe der LDA. Die Variable 1 steht fiir den Ortsvektor
7 und die imagindre Zeit 7 [Mah90] und [Fet71]. Man arbeitet auf der imaginiren
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Zeitachse, da viele der verwendeten Funktionen dort glatt sind. Die Transformation,
die eine Funktion in die Bloch-Basis tiberfiihrt ist geméf [Sch99] gegeben durch

fia @) = [ dr [ dr'w (9 F (770 (7). (C.4)

Hierbei wurde vorausgesetzt, dal f(7,7) eine gitterperiodische Funktion ist, d.h.,
daB f(7,7) = f(r+ R, 7"—1—]?) gilt. Die ¥’s sind die Bloch-Wellenfunktionen, die man
erhélt, wenn man die Kohn-Sham(KS)-Gleichungen fiir den kristallinen Festkorper
16st. In der Bloch-Basis hat die Dyson-Gleichung nach dieser Transformation in den
Bloch-Raum die Form

G (T iwn) = GERY (T i) — (T iwn) (C.5)

j und j’ sind Bandindizes und ¢ ist ein reziproker Gittervektor aus der ersten
Brillouin-Zone (BZ). Die Greensche Funktion der LDA hat in der Bloch-Basis die
Form 5

GEOA(Giwy) = —2F— C.6
wobei die Frequenzen w,, Femionenfrequenzen im Matsubara-Formalismus sind,
W, = m(2m+1)/(Bh). Die wg; sind die Eigenwerte der Kohn-Sham(KS)-Gleichung,
gemessen vom chemischen Potential p, wg; = €5; — p-

Folgt man dem in [Sch97] gezeigten Formalismus, so ist als erstes mit

x> _ ~LDA /> . ST
Gl (@ iwm) = Gy (G iwm) — 355:(0)055 (C.7)
eine Hilfs-Greensche-Funktion definiert. Ein wichtiger Punkt ist hier die Frequen-
zunabhéngigkeit von %7, (). Die Diagonalgestalt von G;{}l(qf iwm) beztiglich der
Bandindizes macht keine Aussage dariiber, ob Y% . (7) auch diagonal ist oder nicht.
Die Fourier-Transformation von G; j(q,iwy,,) ist gegeben durch (7 > 0)

1 — W T — .
ﬁZe TG (G, twnm) (C.8)

mit 5 = 1/kgT. Die Summe iiber die Frequenzen konvergiert nur sehr langsam,
da G, (g, iwy,) mit iw,t geht. Deswegen wird G; /(q, iwy,) auf der linken Seite der
Gleichung C.8 addiert und wieder subtrahiert. Die Differenz zwischen der wahren
Greenschen Funktion und der Fock-Greenschen Funktion konvergiert gut. Man ge-
langt so zu dem Ausdruck

pod 1 — W T — . x — .
Gir@m) = g5 2 [Grp(@iwn) = Gy (@ iwm)

Gjp(q,7) =

ilwnLlSiW'maJ;

—(wg 45 (@) 1
—e 3. 1— . C.9
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fiir die Greensche Funktion im 7-Raum fiir 7 > 0. Die Summe iiber die Frequen-
zen wird mit einer Fast-Fourier-Transformation durchgefiihrt. Wichtig ist, dafl diese
Prozedur nur dann durchgefiihrt werden kann, wenn die Nichtdiagonalelemente von
G, j(q, iwy,) vernachléssigbar klein sind. G; j(¢, iwy,) kann nur dann Diagonalgestalt
haben, wenn die Selbstenergie diagonal ist. Mit der Greenschen Funktion im 7-Raum
kénnen wir nun die Polarisation berechnen. Sie ist fiir 7 > 0 durch

P (q :_22 Z uvkﬁh 7) uV’(E"i_J_F[’T)

TR N TNV

Aj ,,(q,k+q—H k)A

—

k+q—H,K (C.10)

iz ;4(

gegeben. k und ¢ sind reziproke Gittervektoren der ersten Brillouin-Zone. Die auf-
tretenden Koeffizienten A sind gegeben durch das Integral {iber drei Bloch-Wellen-
funktionen

Apur @R+ 7= AR = [drvs (0, g, 000,00 . (C11)

Der Vektor H ist ein reziproker Gittervektor, der k+ ¢ in die erste BZ zuriick-
bringt. Eine weitere Fast-Fourier-Transformation iiberfiihrt die Polarisation auf die
imaginédre Frequenzachse

Bh 4
Pig(@ ) = [ €T P (@7 (©12)

Hier sind die w,, = 27n/fh Bosonenfrequenzen im Matsubara-Formalismus. Nach-
dem man nun die Polarisation kennt kann nun in einem néchsten Schritt das abge-
schirmte Potential W, oft auch mit V° bezeichnet, berechnet werden. Es ergibt sich
aus der Gleichung

Wi (@ iwn) = 035(D) + 3 05u(@) P (G, deon) W je (G iconm) (C.13)

1%

Der Ausdruck v; ;(¢) ist das nackte Coulomb-Potential in der Bloch-Basis

V(@) = / Erd*r v (Fo(F - ), (7). (C.14)

Die letzte Gleichung, die den Formalismus abschlielt, ist die Gleichung fiir den
Austausch-Korrelationsteil der Selbstenergie 3% (¢, iwy,). Dieser ist gegeben durch

E]x'c q’lwm = Z Z AJN S H,k)A;/7V/’V(q_‘,k+q_)_ H,k)

k pvp/v’

ZGW G+ Kk — H,iwn — iwn)Wy (K iw,) . (C.15)

zwn
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Ist 5% (g, iwnm) berechnet, so gelangt man zu i]ff;/((j, iwm) durch Subtraktion des
Austausch-Korrelationspotentials. flf‘;, (¢, iwy,) kann nun in die Dyson-Gleichung C.5
eingesetzt werden.

Die Berechnung der Greenschen Funktion wird also, wie gesehen auf der imaginéren
Frequenzachse durchgefiihrt. Der Grund hierfiir liegt darin, dal die Funktionen, wie
Greensche Funktion, Selbstenergie und Polarisierbarkeit dort beziiglich der Frequenz
sehr glatt und einfach zu handhaben sind. Um jedoch mit der Wirklichkeit, dem Ex-
periment, vergleichen zu kénnen, mufl man zuriickkehren auf die reelle Achse. Dieses
Zuriickkehren geschieht iiber eine analytische Fortsetzung. In der Praxis fithren wir
die analytische Fortsetzung mittels Padé Approximanten durch, d.h. eine komplex-
wertige Funktion f(z) wird approximiert durch das gebrochen rationale Polynom
Cn(z) [VidTT7]
_ An(2)
By(2)

C N(Z) (016)
Hierbei ist z ein Punkt der komplexen Ebene und Ay (z) und By(z) sind rationa-
le Polynome. Der Hintergrund ist, dal die Daten auf der imagindren Achse an ein
rationales Polynom angefittet werden und anschliefend dieses Polynom fiir Frequen-
zen sehr dicht an der reellen Achse ausgewertet wird [Bak75]. Ist N gerade, so sind
die Polynome Ay (z) und By(z) von der Ordnung (N — 2)/2. Ist N ungerade, so ist
das Polynom Ay(z) von der Ordnung (N — 2)/2 und By(z) von der Ordnung N/2,
sodal Cy(z) mit der Ordnung 1/z geht. Prinzipiell hat man allerdings die Freiheit,
Polynome A und B zu wéhlen, die geeignet erscheinen.

Die praktische Vorgehensweise der Losung der Dyson-Gleichung im Programm er-
folgt in mehreren Schritten. Dazu werden im ersten Schritt einige physikalische und
einige numerische Parameter der Grundzustandsrechnung eingelesen. Zu den phy-
sikalischen Parametern gehoren die Gitterkonstanten a;, as und asz, die Eigenwerte
€% und die Besetzungszahlen ng ;- Lu den numerischen Parameter zéhlen die Koor-

digate_I} der reziproken Gittervektoren /2, sowie G und die Entwicklungskoeffizienten
c(k+@G) fur die Wellenfunktionen. Mit ihrer Hilfe kénnen dann die Wellenfunktionen

W) = <= Y+ Gyl (€1
G

berechnet werden. j gibt wieder den Bandindex an und V' das Volumen des Ma-
krokristalls. Die Anzahl der Summanden in der Entwicklung ist {iber den cutoff
gegeben, der sich iiber

By = ——cut (C.18)
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bestimmt. In einem néchsten Schritt wird das Coulomb-Potential in der Bloch-Basis
berechnet. Im Anschlufl daran erfolgt die Berechnung des Austausch-Korrelations-
potentials, ebenfalls in der Bloch-Basis. Danach werden die Koeffinzienten (C.11)
Aju (4, k+ q— H , E), die in der Polarisierbarkeit auftauchen, mit Hilfe der Wel-
lenfunktionen berechnet. Damit sind alle Vorbereitungen getroffen, um die Dyson-
Gleichung zu 16sen. Anzumerken ist, dal die Berechnung der Koeffizienten A sehr
zeitintensiv ist. Das gleiche gilt auch fiir die Selbstenergie. So dauert eine durch-
schnittliche Rechnung fiir einen kristallinen Festkoérper etwa eine Woche. Fiir Ober-
flachensysteme erhoht sich diese Zeit betréchtlich. Ursache ist eine viel groflere An-
zahl an Vektoren é, an Entwicklungskoeffizienten ¢; und besetzten Béndern j. Je
nach System landet man in der Gréfenordnung von Monaten.



