Kapitel 6

Die Zweifelhaftigkeit der
Gebrauchsthese in Dummetts
Lesart

Das Ziel dieses zweiten Teils ist mit der vorangegangenen Argumentation bereits
erreicht; mit ihr ist die Gebrauchsthese,, also die Annahme der Entwickelbarkeit
einer Bedeutungstheorie; in erheblichen und wohlbegriindeten Zweifel gezogen.
Das soll in diesem sechsten Kapitel deutlich werden. Ferner will ich auf zwei
weitere Probleme neben dem der Vermeidung des strikten Finitismus aufmerksam
machen, die sich im Rahmen des Projekts der Entwicklung einer Bedeutungsthe-
orie; mit Blick auf die Mathematik stellen wiirden und die den im vorigen Ka-
pitel geweckten Zweifel an der Durchfiihrbarkeit dieses Projekts noch um einiges

verstarken.

6.1 Das strikt-finitistische
Normativitidtsargument als Quasi-Reductio
der These

Die Gleichsetzung mathematischer Wahrheit mit praktischer Beweisbarkeit ist vollig
inakzeptabel — ganz gleich, welchen Beweisbegriff man dabei zugrundelegt. In dieser
Einschétzung sind sich die allermeisten Philosophen der Mathematik einig. Wright
macht sich also zum Auflenseiter, wenn er in Auseinandersetzung mit Dummetts
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Fundamental-Kritik in Wang’s Paradoz' des strikten Finitismus diesen verteidigt

— in seinem Aufsatz Strict Finitism, der wie folgt endet:

The points I hope to have made plausible are: [. . .| that strict finitism remains
the natural outcome of the anti-realism which Dummett has propounded by
way of support for the intuitionist philosophy of mathematics |...] and that
there is no extant compelling reason to suppose that [as Dummett claims]
its involvement with predicates of surveyability calls its coherence into que-
stion. The correct philosophical assessment of strict finitism, and its proper
mathematical exegesis, remain absolutely open, almost virgin issues. This is
not a situation which philosophers of mathematics should tolerate very much
longer. (S.166)

Vielleicht hat ja Wright recht damit, dafl nicht ohne weiteres auszuschliefen ist,
daB sich mathematische Wahrheit kohdrentermafien mit praktischer Beweisbarkeit
identifizieren 1a8t. Aufler Frage steht aber, dafl diesbeziiglich gehorige Skepsis ange-
bracht ist. Somit sprechen das strikt-finitistischen Pendant des Manifestations- und
das des Normativitdtsarguments indirekt gegen die Gebrauchsthese; — diese hétte
ja geméf den beiden eben die Konsequenz der Identitét mathematischer Wahrheit
mit praktischer Beweisbarkeit.

Nun treffen offenbar die in 2.2 gegen das Manifestationsargument vorgebrachten
Einwénde das strikt-finitistische Manifestationsargument genauso wie jenes. Solan-
ge die Einwéande nicht entkréftet sind, ist also festzuhalten: Das strikt-finitistische
Manifestationsargument ist ebensowenig iiberzeugend wie das Manifestationsar-
gument und stellt somit keine Reductio der Gebrauchsthese; auf die zumindest
scheinbare Absurditét der Identitdt mathematischer Wahrheit mit praktischer Be-
weisbarkeit dar.

Anders verhélt es sich mit dem strikt-finitistischen Normativitdtsargument bzw.

mit folgender Variante desselben:

Eine £-Bedeutungstheoriey ist ein bloles Hirngespinst; sie a8t sich selbst mit noch

"'Womdglich wird sich mancher Leser spiter dariiber wundern, da ich auf diesen Aufsatz
lediglich in dieser Fufinote eingegangen sein werde — und das auch nur dufferst fliichtig. Schliellich
legt die Uberschrift des Aufsatzes die Vermutung nahe, dal es Dummett darin gerade darum
geht, den Verdacht auszuriumen, seine bedeutungstheoretischen Uberlegungen zugunsten des
Intuitionismus liefen sich genausogut zugunsten des strikten Finitismus vorbringen.

Der Grund, weshalb ich den Aufsatz dennoch getrost vernachléssigen kann, ist der:

Dummett entwickelt darin im wesentlichen allein besagte Fundamental-Kritik des strikten Fini-
tismus. Und sollte sich die Kritik denn als stichhaltig erweisen, so wire damit das Fazit dieses Ab-
schnitts, dafl das strikt-finitistische Normativitdtsargument eine Quasi-Reductio der Gebrauchs-
theseq darstellt, eher noch gestérkt als geschwécht.

93



so groem Aufwand nicht entwickeln. Sie wéare ndmlich nicht nur insbesondere mit
der mathematisch-realistischen Grundintuition unvereinbar, sondern auch mit jeg-
licher anti-realistischer Auffassung mathematischer Wahrheit, dergemafl auch die
blof3 prinzipielle Beweisbarkeit eines mathematischen Satzes fiir dessen Wahrheit
hinreichend ist. Denn wenngleich wir keine sehr genaue Vorstellung von ihrer Theo-
rie der Kraft haben, so ist doch immerhin klar: Mit den von der Theorie der Kraft
gelieferten Sprachspiel-Erklarungen ginge eine Erkldrung mathematischer Wahr-
heit in Form einer Zuriickfithrung der Wahrheit mathematischer £-Sétze auf die
Korrektheit von AuBerungen der Sitze einher. Und offenbar miiite gemiB der Er-
klarung, soll sie in Einklang mit einer nicht-strikt-finitistischen Auffassung ma-
thematischer Wahrheit stehen, gelten: Ein mathematischer £-Satz ist genau dann
wahr, wenn er prinzipiell korrekt #uflerbar ist; wobei eine Auflerung eines solchen
Satzes bei Vorliegen eines Beweises des Satzes korrekt ist. Das hiefle aber sicherlich,
es gibe durchaus praktisch verwendbare mathematische £-Sétze, deren Bedeutun-
gen jeweils durch eine Regel mitbestimmt wéren, die die £-Sprecher nur prinzipiell

befolgen kénnten. Und dies ist véllig inakzeptabel.

Wie die Diskussion in 5.2 deutlich gemacht hat, ist diese Uberlegung nur durch
eine geeignete reduktive Analyse des Regelfolgens zu entkréften, an deren Moglich-
keit allerdings stark zu zweifeln ist. Und da, wie gesagt, die Kohérenz des strikten
Finitismus, wenn nicht ohne weiteres auszuschliefen, so doch ebenfalls stark anzu-
zweifeln ist, stellt die Uberlegung nahezu eine Reductio der Gebrauchsthese; dar;
sie widerlegt diese zwar nicht definitiv, zieht sie aber iiberzeugend in erheblichen
Zweifel.

6.2 Das Problem der Sprachlichkeit von

Beweisen

6.2.1 Das Problem in bezug auf intuitionistische Beweise

Wie im strikt-finitistischen Normativitdtsargument festgestellt, miifite die Theorie
der Kraft z.B. einer D-Bedeutungstheoriey, soll sie in Einklang mit der intuitio-
nistischen Analyse stehen, bedingen: Ein mathematischer D-Satz ist genau dann
wahr, wenn er prinzipiell korrekt #uflerbar ist; wobei eine Auflerung eines solchen
Satzes bei Vorliegen eines i-Beweises des Satzes korrekt ist. Hieran ist, wie gese-
hen, problematisch, daf die i-Beweise z.B. von gv(10'") oder von ™= gv(10'0"")"

uniiberschaubar sind. Doch ist dies nicht der einzige problematische Punkt; auf
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einen weiteren macht Dummett — anscheinend ohne sich dessen bewufit zu sein —

in folgender Passage aus FElements of Intuitionism aufmerksam:

Of what sort are the constructions which are supposed to constitute proofs of
mathematical statements, in the sense in which ‘proof’ is used in the intuitive
[intuitionistic] explanations of the logical constants? We know that they must
be mental constructions: hence they are not to be identified with the formal
proofs of any formalized theory. Intuitionists usually say that written proofs
are only imperfect representations of the corresponding mental constructions:
but, unless we are to acquiesce in a purely solipsistic interpretation of the
whole conception, they must be communicable, and, if communicable, to be
communicated by means of language. There is therefore no justification for
holding that their linguistic representations may, in certain cases, necessarily
be imperfect. The important point is not that the mental construction is, as
it were, in a different medium from the written proof, but, rather, that the
written proof is a proof in the required sense only in virtue of its being
couched in an interpreted language: the features which make it genuinely
a proof of its conclusion, and effectively recognizable as such, are neither
identifiable with nor isomorphic to any of its purely formal characteristics
as a complex structure of written signs, but belong to it solely in virtue of
the meanings of those signs. We therefore have no reason to expect that any
proof of some given statement will be recognizable as such by any means
that falls short of demanding a full understanding of the language in which
the proof is expressed. (S.390f.)

Die gegebene Definition des Begriffs der elementaren Rechnung ist weit davon ent-
fernt, eine streng formale bzw. rein syntaktische zu sein. Es ist jedoch plausibel, dafl
sie sich mit ein wenig Miihe in eine derartige Definition umwandeln liele. Das heif3t,
es darf davon ausgegangen werden, dafl sich fiir einen i-Beweis einer arithmetischen
Gleichung die Bedingung des Vorliegens desselben in rein syntaktischen Begriffen
fassen lafit. Nach Dummett trifft dies allerdings ganz gewifl nicht auf beliebige i-
Beweise zu; seines Erachtens ist ein schriftlicher, konkret gegebener i-Beweis i.a.
wesentlich ein sprachliches, sich aus bedeutungsvollen Ausdriicken zusammenset-
zendes Objekt. Und in der Tat, angesichts der Klauseln [iB4] und [iB6] erscheint
eine rein formale Definition des i-Beweisbegriffs ausgeschlofen. Doch wenn dem so
ist, wenn sich also zunéchst, d.h. vor einer etwaigen Erkldrung von Bedeutung, die
Bedingung des Vorliegens eines i-Beweises i.a. nur mithilfe semantischer Begriffe
festmachen 1a8t, so kénnte die Theorie der Kraft gerade nicht bedingen, dafl eine
AuBerung eines mathematischen D-Satzes bei Vorliegen eines i-Beweises desselben

korrekt ist. Schliefllich soll die Theorie der Kraft bzw. die Bedeutungstheoriey einen
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entscheidenden Beitrag zu einer solchen Erkldrung leisten.

6.2.2 Das Problem in bezug auf intuitionistische

Demonstrationen

Damit nicht genug! Wie aus folgender Bemerkung Dummetts in The Philosophical
Basis of Intuitionistic Logic hervorgeht, gilt selbst unter der abwegigen Annahme
der formalen Definierbarkeit des i-Beweisbegriffs (sowie unter der intuitionistischen
Analyse): Die Theorie der Kraft miifite als (hinreichende) Bedingung fiir die Kor-
rektheit einer AuBerung eines mathematischen D-Satzes eine auszeichnen, die sich
offenkundig zunéchst nur mithilfe semantischen Vokabulars herausgreifen 148t:

In the course of a cogent argument for the assertibility of a mathematical
statement, [for instance] a disjunction of which we do not possess an actual
proof may be asserted, and an argument based upon this disjunction. This
argument will not itself be a proof, since any initial segment of a proof
must again be a proof: it merely indicates an effective method by which
we might obtain a proof of the theorem if we cared to apply it. We thus
appear to require a distinction between a proof proper — a canonical proof
— and the sort of argument which will normally appear in a mathematical
article or textbook, an argument which we may call a ‘demonstration’. A
demonstration is just as cogent a ground for the assertion of its conclusion
as is a canonical proof, and is related to it in this way: that a demonstration
of a proposition provides an effective means for finding a canonical proof.
But it is in terms of the notion of a canonical proof that the meanings of the
logical constants are given. (S. 240)

Die Theorie der Kraft miiite bedingen, daf eine AuBerung eines mathematischen
D-Satzes nicht nur bei Vorliegen eines i-Beweises des Satzes korrekt ist, sondern
auch bei Vorliegen einer i-, Demonstration” desselben. Aber der Begriff einer sol-
chen, eines iiberzeugenden Arguments fiir die i-Beweisbarkeit eines mathematischen
Satzes, eines gewOhnlichen intuitionistischen Beweises, wie er sich in von Intuitio-
nisten herausgegebenen mathematischen Zeitschriften findet, ist ein hochgradig
semantischer. Er kann also innerhalb der Theorie der Kraft nicht ohne weiteres als
explanatorischer Begriff fungieren; hierzu bediirfte es vielmehr einer Erklarung sei-
ner in nicht-semantischer Begrifflichkeit. Es ist jedoch schlechterdings nicht einmal
vage zu erahnen, wie eine solche Erklarung moglich sein sollte, ohne eine vorgéangige
Erkldrung von Bedeutung, zu der ja — um es zu wiederholen — gerade die Theorie
der Kraft bzw. die Bedeutungstheorie; einen entscheidenden Beitrag leisten soll.
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6.2.3 Das Problem in bezug auf Demonstrationen

allgemein

Diese Uberlegung ist offenbar nicht an den i-Beweisbegriff gebunden; welchen Be-
griff eines Beweises im engen Sinne, eines kanonischen Beweises man auch zugrunde
legen mag — sei er formal oder nicht —, die Theorie der Kraft miifite bedingen: Ei-
ne AuBerung eines mathematischen D-Satzes ist nicht allein bei Vorliegen eines
kanonischen Beweises des Satzes korrekt, sondern auch bei Vorliegen einer Demon-
stration, eines Beweises des Satzes im weiten Sinne, der zeigt, dafl sich der Satz im
engen Sinne beweisen liele.

Das heifit, allgemein, im Rahmen des Projekts der Entwicklung einer Bedeu-
tungstheorie; wiirde sich mit Blick auf die Mathematik das Problem einer Er-
kldrung des Begriffs einer Demonstration ohne Verwendung semantischen Voka-
bulars und ohne Riickgriff auf eine vorgingige Erklarung von Bedeutung stellen.
Und dieses Problem ist anscheinend unlosbar. Schliellich sind Demonstrationen
bzw. Beweise im weiten Sinne Argumente, denen zwar jeweils ein womdoglich rein
syntaktisch zu fassender Beweis im engen Sinne entspricht, auf die dies aber allein
vermoge der Bedeutungen zutrifft, welche die Ausdriicke, insbesondere die Sétze,

besitzen, aus denen sie sich (in ihren konkreten Fassungen) zusammensetzen.

6.3 Das Problem des Zusammenhangs zwischen
Oberflachen- und Tiefenstruktur

arithmetischer Sitze

Die gewifl nicht als blofle Detailprobleme abzutuenden Schwierigkeiten hinsicht-
lich der Entwicklung einer Bedeutungstheoriey, die ich bisher mit Blick auf die
Mathematik beleuchtet habe, betreffen allein die Theorie der Kraft einer solchen
Theorie. Liegt das daran, dal beim Versuch der Entwicklung der Semantik einer
Bedeutungstheorie; zumindest die mathematischen Sitze der betreffenden Sprache
keine Probleme bereiten wiirden, an deren Uberwindbarkeit ernsthaft zu zweifeln
wire? Keineswegs! Zwar wiirden die offenkundigsten gravierenden Probleme im
Rahmen des Projekts der Entwicklung der Semantik etwa einer D-Bedeutungs-
theorie; von nicht-mathematischen D-Satzen aufgeworfen; z.B. von solchen, die
intensionale Kontexte schaffende Ausdriicke wie »glaubt< oder »notwendig< ent-
halten, oder Quantoren wie >die meisten< oder »nur wenige<. Aber eben nur: die

offenkundigsten gravierenden Probleme; nicht: die einzigen. Die Behandlung allein
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schon der arithmetischen D-Sétze seitens der Semantik ist durchaus alles andere
als klar vorgezeichnet. Genauer: Es ist sogar mit Blick allein auf diese Sétze vollig
unklar, wie im zweiten der beiden Stadien vorzugehen wére, in die sich — wie von
Davidson in Radikale Interpretation festgestellt — das Projekt der Entwicklung der

Semantik ,in der Praxis® gliedern wiirde:

Die Aufgabe, eine Wahrheitstheorie im Detail auf eine natiirliche Sprache
anzuwenden [bzw. eine rekursive wahrheitskonditionale Semantik fiir eine
solche zu entwickeln|, wird sich in der Praxis nahezu gewif} in zwei Stadien
gliedern. Im ersten Stadium wird die Wahrheit nicht fiir die gesamte Sprache,
sondern mit Bezug auf einen sorgfiltig zurechtgestutzten Teil der Sprache
charakterisiert. In grammatischer Hinsicht wird dieser Teil zwar ohne Zweifel
ein harter Brocken sein, doch er wird unendlich viele Sitze umfassen, die
das Ausdrucksvermdgen der gesamten Sprache erschopfen. Der zweite Teil
wird jeden der iibrigen Sétze auf einen [...] der Sdtze abbilden, mit Bezug
auf die die Wahrheit bereits charakterisiert ist. Die Séitze, die dem ersten
Stadium angehoren, kénnen wir so auffassen, daf} sie die logische Form bzw.
Tiefenstruktur simtlicher Sétze angeben. (S.193f.)

Hinsichtlich des arithmetischen Teils von D geht es in den beiden Stadien im we-
sentlichen um die Entwicklung einer Tarskischen oder modelltheoretischen ,, Wahr-
heitsdefinition®? fiir die A-Siitze bzw. einer ,, Transformationsgrammatik® fiir simt-
liche arithmetischen D-Sétze — inklusive der umgangssprachlichen —, welche jedem
solchen einen A-Satz zuordnet; natiirlich nicht irgendeinen, sondern einen mit der-
selben Wahrheitsbedingung, der somit insofern, als seine logische Form offen zutage
liegt, die ,, Tiefenstruktur® jenes Satzes wiedergibt.

Die Entwicklung der Wahrheitsdefinition wird einem mathematisch halbwegs
begabten, aufmerksamen Horer einer gediegenen Vorlesungsreihe zur Einfithrung
in die mathematische Logik nach nicht einmal der Hélfte aller Vorlesungen oh-
ne groffere Schwierigkeiten gelingen. Ganz anders verhélt es sich jedoch mit der
Transformationsgrammatik. Deren Entwicklung liefe auf die (im weitesten Sin-
ne) rekursive Bestimmung einer Abbildung hinaus, fiir die gilt: Sie ordnet dem
(umgangssprachlichen arithmetischen) D-Satz »>Fiir das Ergebnis der Addition
zweier natiirlicher Zahlen ist die Reihenfolge der beiden Summanden unerheb-
lich« den A-Satz "V Vi’ (x +2') = (' +x)™ zu; sie ordnet dem D-Satz >Quadrie-
ren einer natiirlichen Zahl fithrt nicht immer zu einer anderen Zahl< den A-Satz
"Vz—(x - 2z) = 27 zu; sie ordnet dem D-Satz »Das Produkt einer natiirlichen

2Siehe Tarski: Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen bzw. Kirkham: Theories of
Truth, Kap. 5 und Ebbinghaus, Flum, Thomas: Finfihrung in die mathematische Logik, Kap. 3.
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Zahl mit der Summe zweier weiterer ist die Summe (1) des Produkts der ersten
Zahl mit der zweiten mit (2) dem Produkt der ersten mit der dritten< den .A-Satz
VeV’ Vo' (x- (2 +2")) = ((z-2') + (z-2")) " zu ws.w. Und die Moglichkeit einer
solchen Bestimmung kann nur als sehr fraglich gelten; zumal in ihr ja nicht (we-
sentlich) auf semantische Merkmale der arithmetischen D-Sétze Bezug genommen

werden diirfte.
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