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Zusammenfassung

Ausgangspunkt dieser Dissertation sind praktische Probleme, die bei der Planung
von Telefonnetzen auftreten. In einem konkreten Beispiel sollen Endverteiler ei-
nes Stadtbereichs an Bereichsverteiler mit Kabeln und weiteren Verteilern ange-
schlossen werden. Die Kabel sind in Tiefbaugriben zu verlegen. Die Linge der
Verbindungsleitungen ist beschrénkt.

Die Modellierung dieses praktischen Problems wird ausfiihrlich diskutiert. Es
wird ein mathematisches Optimierungsproblem in gerichteten Graphen formu-
liert, das wir Kabelproblem nennen. Das Kabelproblem ist ein N/P-schweres Op-
timierungsproblem, welches das Steinerbaum-Problem in gerichteten Graphen als
Spezialfall enthélt.

Die theoretische Untersuchung fiihren wir fiir eine Verallgemeinerung des
Kabelproblems durch, die wir Netzproblem nennen, damit die Ergebnisse auch
fiir Modifikationen des Kabelproblems giiltig bleiben. Fiir das Netzproblem be-
schreiben wir Problemreduktionen und -transformationen und fiithren ein ganz-
zahliges lineares Programm ein. Vergleichend werden verschiedene LP-Relaxier-
ungen beziiglich deren Einsatz in einem Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren
zur Losung des Netzproblems diskutiert. Entsprechend der Erfordernisse in dem
Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren werden polyedrische Untersuchungen des
Netzproblems durchgefiihrt. AbschlieBend werden ganzzahlige Programme und
LP-Relaxierungen fiir das Netzproblem zueinander in Beziehung gesetzt und ver-
glichen.

In den Losungsverfahren fiir das Kabelproblem kommen Problemreduktio-
nen, primale und duale Verbesserungs-Heuristiken, eine Lagrange-Heuristik und
Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren zum Einsatz. Die Verfahren werden auf In-
stanzen angewandt, die im Zusammenhang mit der Planung von Telefonnetzen
erzeugt werden. Die Ergebnisse fiir diese Instanzen sind gut. Die zweite An-
wendung fiir unser Verfahren sind Steinerbaum-Probleme in Graphen, die im
Zusammenhang mit VLSI-Problemen von praktischem Interesse sind. Fiir viele
Standard-Testprobleme iibertrifft unser Verfahren die besten bisher bekannten
Rechenergebnisse in der Literatur. Dies zeigt die Leistungsfahigkeit unseres all-
gemeinen Frameworks zur Losung von Kabelproblemen.
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Kapitel 1

Einleitung und Ubersicht

1.1 Einleitung

Weltweit ist eine steigende Nachfrage nach Telekommunikations-Netzwerken zu
beobachten. Unternehmen wie die Siemens AG bieten die Errichtung solcher Netz-
werke an und bewerben sich bei entsprechenden Ausschreibungen. Um ein gutes
Angebot abgeben zu kénnen, werden halbautomatische Verfahren entworfen und
eingesetzt, mit denen man die Kosten des Netzwerks schnell {iberschlagen und
die Netzwerke nach Erteilung des Auftrags kostengiinstig planen kann.

In dieser Dissertation werden mathematische Probleme formuliert und unter-
sucht, die fiir die Lésung dieser praktischen Planungsprobleme eingesetzt werden
sollen. Basierend auf dieser theoretischen Untersuchung wird ein Verfahren ent-
worfen, implementiert und an praktisch relevanten Planungsproblemen getestet.

Zur Veranschaulichung dieser abstrakten Beschreibung des Dissertationspro-
jekts betrachten wir ein hierarchisch aufgebautes Telefonnetz in einer Stadt. An
eine Zentralstation werden Bereichsverteiler angeschlossen, an die Bereichsvertei-
ler Endverteiler und an die Endverteiler werden schliefilich die Netzteilnehmer
angeschlossen. Der Anschluf} erfolgt mit Kabeln, Multiplexern und Verzweigern.
Die Kabel sind in Tiefbaugriaben zu verlegen. Das Ausheben eines Grabens ist nur
an bestimmten Abschnitten des Planungsgebiets zuldssig. Fiir die Leitungsldnge
zwischen den Verteilern sind Léngenbeschrinkungen zu beachten.

In der Praxis wird die Planung eines Telekommunikations-Netzwerks in auf-
einanderfolgende Planungsschritte eingeteilt. In einem typischen Beispiel werden
zuerst die Zentralstation, die Bereichsverteiler und die Endverteiler positioniert.
Dann wird ein Netz von Tiefbaugrdben entworfen. Schliefilich werden die Stand-
orte der Multiplexer und Verzweiger und die Routen der Verbindungskabel in
diesem Tiefbaunetz festgelegt. Wir untersuchen speziell das Teilproblem, ein Tief-
baunetz fiir die Anbindung der Endverteiler an die Bereichsverteiler zu entwer-
fen. Das Planungsziel ist, die Kosten fiir die Tiefbaugridben und die Abstéinde
der Endverteiler von den Bereichsverteilern in dem Tiefbaunetz gering zu hal-
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG UND UBERSICHT

ten. Fiir diese Abstdnde muf} zusétzlich eine Lingenbeschriankung eingehalten
werden. Dieses Planungsproblem modellieren wir als mathematisches Optimie-
rungsproblem in Digraphen:

Definition (Kabelproblem).

Gegeben sind ein Digraph D = (V, A) mit Quellen S C V, S # 0, und Sen-
ken T C V\S, T # 0, sowie jeweils nicht-negative Bogenlingen (l,)uca,
Bogenkosten (¢,)qc4, Dipfadkostenfaktoren (d,)icr und Lingenbeschrin-
kungen (L;)ser-

FEine Lisung des Kabelproblems ist ein Paar (B, Q) bestehend aus einer Bo-
genmenge B C A und einer Dipfadfamilie Q@ = (Qy)wer mit der Eigenschaft:
Fir alle t € T ist Q; ein (S,t)-Dipfad, fir den Q; C B und die Lingenbe-
schrinkung Zath lo < Ly gilt.

Das Ziel ist, die Summe der Bogenkosten und der Dipfadkosten

Zcﬁzczt(zza)

a€B teT a€Qt

2U minimaieren.

Die Quellen entsprechen den Bereichsverteilern und die Senken den Endver-
teilern. Die Bogen A entsprechen den moglichen Tiefbaugriben und die (S, 1)-
Dipfade entsprechen Kabelrouten. Eine detailliertere Beschreibung der prakti-
schen Planungsprobleme findet sich in den Abschnitten 3.1 und 3.2. Eine ausfiihr-
lichere Begriindung der Formulierung des Kabelproblems enthalten die Abschnit-
te 3.3 und 3.4.

Der folgende Spezialfall des Kabelproblems ist identisch mit dem Steiner-
baum-Problem in Digraphen: Die Menge S enthalte genau eine Quelle und alle

Bogenlangen sind gleich null, so dafl auch die Dipfadkosten ), d, (Zath la)

gleich null und die Léngenbeschrinkungen trivial erfiillt sind. Eine Ubersicht iiber
das Steinerbaum-Problem geben [Win87, Mac87, HR92, HRW92|. Bei dem Ent-
wurf von Losungsverfahren fiir das Kabelproblem orientieren wir uns an Unter-
suchungsergebnissen und -methoden fiir das Steinerbaum-Problem in Digraphen.

Da das Steinerbaum-Problem in Graphen ein NP-schweres Optimierungspro-
blem ist, ist auch das Kabelproblem N P-schwer. Ein erfolgreicher Ansatz, um
NP-schwere kombinatorische Optimierungsprobleme mit einer linearen Zielfunk-
tion zu l6sen, ist der folgende: Man ordnet jeder zuléssigen Losung des Opti-
mierungsproblems einen 0/1-Vektor zu und bildet die konvexe Hiille iiber alle
diese Vektoren. Anschliefend bestimmt man ein System linearer Gleichungen
und Ungleichungen, die fiir die konvexe Hiille giiltig sind und diese moglichst gut
beschreiben. Mit dieser Beschreibung und der Zielfunktion des Optimierungspro-
blems definiert man ein lineares Programm. Das lineare Programm wird entweder
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exakt gelost, z. B. mit Schnittebenenverfahren, oder es werden Schranken fiir des-
sen Optimalwert mit dualen Heuristiken berechnet. Der Optimalwert des linea-
ren Programms ist eine duale Schranke fiir den Optimalwert des Optimierungs-
problems. So berechnete duale Schranken werden in einem Branch-and-Bound-
Verfahren zur Losung des kombinatorischen Optimierungsproblems eingesetzt.

Fiir N"P-schwere kombinatorische Optimierungsprobleme konnten vollstindi-
ge Beschreibungen der konvexen Hiille der zuldssigen Losungen bislang noch nicht
angegeben werden. Um eine moglichst gute Beschreibung der konvexen Hiille zu
erhalten, ist oft eine exponentielle Anzahl von Gleichungen und Ungleichungen
notwendig. Um lineare Programme mit einer exponentiellen Anzahl von Neben-
bedingungen zu l6sen, beriicksichtigt man zuerst nur einen Teil dieser Nebenbe-
dingungen und berechnet fiir das so vereinfachte lineare Programm eine optimale
Lésung. Dann wird mit einem Separationsverfahren iiberpriift, ob alle Neben-
bedingungen des originalen linearen Programms fiir diese Losung giiltig sind.
Wenn nicht, werden die verletzten Nebenbedingungen zu der vereinfachten LP-
Formulierung hinzugefiigt und erneut optimiert. Grotschel, Lovasz und Schrijver
haben nachgewiesen, daf§ lineare Programme in polynomialer Laufzeit gelost wer-
den konnen, wenn das Separationsverfahren eine polynomiale Laufzeit hat (siehe
dazu [GLS88]).

In dhnlicher Weise werden auch lineare Programme mit einer exponentiellen
Anzahl von Variablen durch verzégerte Erzeugung von Variablen gel6st. Branch-
and-Bound-Verfahren, in denen lineare Programme durch verzogerte Erzeugung
von Variablen und Nebenbedingungen mit einem Schnittebenenverfahren geldst
werden, bezeichnet man als Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren.

Zu der Losung von NP-schweren kombinatorischen Optimierungsproblemen
tragen noch weitere Verfahrensteile bei, insbesondere Heuristiken und Problemre-
duktionen. Mit den Heuristiken werden obere und untere Schranken fiir den Op-
timalwert des kombinatorischen Optimierungsproblems berechnet. Die Idee von
Problemreduktionen ist es, unnétige Informationen aus der Problembeschreibung
zu entfernen bzw. die Problembeschreibung durch Umformulierungen zu verrin-
gern.

In dieser Arbeit filhren wir die theoretische Untersuchung fiir eine Verall-
gemeinerung des Kabelproblems, das Netzproblem, durch. Im einzelnen werden
unterschiedliche LP-Formulierungen fiir das Netzproblem und Konzepte zu de-
ren Losung diskutiert sowie Problemreduktionen untersucht. Das Netzproblem
enthélt weitere mathematische Probleme, die als Spezialfall im Zusammenhang
mit den praktischen Planungsproblemen diskutiert werden. Daher bleiben die
Ergebnisse der theoretischen Untersuchung auch fiir diese Probleme giiltig.

Der Aufbau dieser Arbeit ist der folgende. Die wesentlichen Ergebnisse der
theoretischen Untersuchung sind in Abschnitt 1.2 verzeichnet. Einen schnellen
Uberblick iiber Losungsverfahren und deren experimentelle Ergebnisse liefern die
Abschnitte 1.3 und 1.4. Die fiir diese Dissertation wichtigen mathematischen De-
finitionen und Begriffe werden in Kapitel 2 zusammenhingend dargestellt. In
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Kapitel 3 werden die fiir Netzplanungen typischen Problemstellungen detailliert
beschrieben und die Formulierung des Kabelproblems motiviert. Die Ergebnisse
der theoretischen Untersuchung des allgemeineren Netzproblems sind in Kapitel 4
aufgefiihrt. Dort werden insbesondere Problemreduktionen fiir das Netzproblem,
Schnittebenenverfahren fiir lineare Programme mit einer exponentiellen Zahl von
Variablen und von Nebenbedingungen und die Seitenflichenstrukturen der dem
Netzproblem zugehorigen Polytope untersucht. In Kapitel 5 wird ein Verfahren
zur Losung des Kabelproblems beschrieben. Die experimentellen Ergebnisse die-
ses Verfahrens werden in Kapitel 6 vorgestellt.

1.2 Untersuchung des Netzproblems

Bei der Modellformulierung der praktischen Planungsprobleme wurden verschie-
dene Alternativen untersucht. Letztlich haben wir uns fiir das Kabelproblem
entschieden. Allen Modellformulierungen ist gemeinsam, dafl fiir den Anschlufl
einzelner Endverteiler bzw. fiir den Anschlufl von Gruppen von Endverteilern
Tiefbau, Kabel und elektronische Bauteile zur Verfiigung gestellt werden miissen,
und daf} diese Netzbestandteile fiir den Anschlufl von mehreren Endverteilern an
das Telekommunikations-Netzwerk gemeinsam genutzt werden konnen.

Wenn zusétzliche Zielvorstellungen und technologische Nebenbedingungen fiir
das Planungsproblem zu beriicksichtigen sind, kann es erforderlich werden, das
mathematische Problem allgemeiner zu formulieren. Damit die Ergebnisse der
theoretischen Untersuchung auch fiir solche Problemformulierungen genutzt wer-
den konnen, wird eine Verallgemeinerung des Kabelproblems eingefiihrt, die wir
Netzproblem nennen. Ein weiterer Vorteil der Betrachtung des Netzproblems ist,
dal gut untersuchte kombinatorische Optimierungsprobleme als Spezialfall des
Netzproblems interpretiert werden konnen. Die Ergebnisse fiir diese speziellen
Probleme werden fiir das Netzproblem verallgemeinert. Auf diese Weise sind sie
fiir das Kabelproblem und fiir andere Spezialfille des Netzproblems anwendbar.
Das Netzproblem lautet:

Definition (Netzproblem).

Gegeben sind eine Menge A von Bauteilen eine Menge T von Zielpunkten,
eine Familie (H;)ier von AnschluBmengen H; C 24, Bauteilkosten (c,)sca
und Anschlulikosten (d;p)icr, pen,-

Fine zuldssige Losung des Netzproblems ist ein Paar (B, Q), bestehend aus
einer Menge B C A und einer Familie QQ = (Q;)ier von Anschliissen Q; € H,
mit Q¢ C B fiir allet € T.

Das Ziel ist, die Summe der Bauteilkosten und der Anschluflkosten

Z Cq + Z dt,Qt

a€B teT
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U minimaieren.

Eine Instanz des Netzproblems notieren wir mit
¥ =NETZ(A, T, H,c,d).

Das Netzproblem ist sehr allgemein formuliert. Andere kombinatorische Optimie-
rungsprobleme lassen sich als Spezialfall des Netzproblems darstellen. Dazu muf}
insbesondere angegeben werden, welche Eigenschaften die Anschliisse P € H;, t €
T, haben und wie deren Anschluflkosten zu wihlen sind.

Man betrachte das Kabelproblem als Spezialfall des Netzproblems: Die Bau-
teile sind die Bogen des Digraphen, die Zielpunkte sind die Senken und die An-
schliisse sind die zuléssigen Dipfade. Die Bauteilkosten sind die Bogenkosten und
die Anschlulkosten sind die Kosten des entsprechenden Dipfades.

Man betrachte mogliche Modellierungen der Planungsprobleme von Telefon-
netzen als mathematisches Netzproblem. Die Bauteile entsprechen den mogli-
chen Tiefbauabschnitten, den Kabeln und den elektronischen Bauteilen, deren
Route bzw. Standort jeweils spezifiziert ist. Die Zielpunkte entsprechen einzelnen
Endverteilern oder auch Gruppen von Endverteilern, und die Anschlufmengen
entsprechen einer Liste von Tiefbauabschnitten, Kabeln und elektronischen Bau-
teilen, die fiir den Netzanschlufi der Endverteiler ben6tigt werden.

Um die zuldssigen Losungen (B, () des Netzproblems V¥ als Inzidenzvekto-
ren in einem geometrischen Raum darzustellen, werden unterschiedliche Varia-
blenkonzepte diskutiert. Dazu werden die folgenden bindren Auswahlvariablen
eingefiihrt:

e Die Bauteilvariablen (z,).c4 haben die Bedeutung xz, = 1 genau dann,
wenn das Bauteil a ausgewiahlt wurde, d. h. a € B.

e Die Anschluf3variablen (y; p)icr pem, haben die Bedeutung y; p = 1 genau
dann, wenn der Anschlufl P ausgewihlt wurde, d. h. P = Q.

e Die Nutzungsvariablen (z;,)tcr.c4 haben die Bedeutung z;, = 1 genau
dann, wenn das Bauteil a fiir den Anschlufl des Zielpunktes ¢ genutzt wird,
d.h.a€ Qt-

Mit den Bauteilvariablen und den Anschluflvariablen definieren wir das ganz-
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zahlige Programm

DEKO() :
min ¢’z + Z Y, pdy p
teT,PEH;

(1.1) YteT: > e =1

PeH;
(1.2) VteT,a€eA: 1z, - Z yt’PXaP > 0

PeH;
(1.3) x, y sind 0/1-ganzzahlig.

Der Vektor x© € RA bezeichnet den Inzidenzvektor des Anschlusses P C A,
das ist z. B. fiir Kabelprobleme der Inzidenzvektor eines Dipfades. Die Gleichun-
gen (1.1) stellen sicher, daf fiir jeden Zielpunkt ¢ ein Anschluf P € H; aus-
gewihlt wird. Die Ungleichungen (1.2) stellen sicher, da8 fiir jeden ausgewéhlten
Anschlufl P auch die Bauteile aus P ausgewihlt werden. Die Bezeichnung DEKO
soll an das Dekompositionsprinzip von Dantzig und Wolfe erinnern [Dan63]. Die
konvexe Hiille der zuléssigen Losungen des Programms DEKO(W) bezeichnen wir
mit PD(A, T, H) (Polytop DEKO).

Die lineare Relaxierung des Programms DEKO(W¥), in der die Ganzzahlig-
keitsbedingungen (1.3) durch die Bedingungen z,y > 0 ersetzt werden, bezeich-
nen wir mit LDEKO(W¥). Die oberen Schranken fiir die Anschlufivariablen sind in
den Gleichungen (1.1) implizit enthalten. Die oberen Schranken fiir die Bauteil-
variablen sind fiir nichtnegative Bauteilkosten iiberfliissig.

Dem Programm LDEKO(¥) ordnen wir das duale Programm DDEKO(V) zu.
Den Gleichungen (1.1) ordnen wir die dualen Variablen (u;);er zu. Den Unglei-
chungen (1.2) ordnen wir die dualen Variablen (v;4)ter,aca 2u.

Das duale Programm DDEKO(¥) lautet:

max E Uy

teT
(15) VaeA: Y v <
teT
(1.6) VteT, P€ Hy: Uy — Z Vo < dpp
a€EP
(1.7) v >0

Die Ungleichungen (1.5) sind den Bauteilvariablen x zugeordnet, die Ungleichun-
gen (1.6) den Anschlufivariablen y.
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Wir interpretieren das duale Programm DDEKO(¥) wie folgt: Fiir die Nut-
zung von Bauteilen ¢ € A fiir den Anschlul von Zielpunkten ¢ € T werden
Nutzpreise v, , mit ZtET Ve < Cq festgelegt. Jedem Zielpunkt ¢ € T' wird ein
Anteil an den primalen Kosten, der Zielpreis u;, zugeordnet. Die Anschlufibe-
dingungen sind gleichbedeutend mit den Ungleichungen

up < lgélHnt (dt,p + th,a> fiir allet € T.
acEP

Diese Minimierungsprobleme sind die Pricingprobleme, die in einem Branch-
and-Cut-and-Price-Verfahren bei dem Unterproblem der verzégerten Erzeugung
der Variablen zu losen sind. Des weiteren sind Verfahren zur Losung der Pri-
cingprobleme wichtiger Bestandteil von dualen Heuristiken. Ist eine dual zul&ssi-
ge Losung (%) gegeben, dann ist die Summe der Zielpreise ), ;. u; eine untere
Schranke fiir die Kosten der Lésung des Netzproblems W.

Schnittebenenverfahren

Die Untersuchung des Netzproblems zielt darauf hin, ein Branch-and-Cut-and-

Price-Verfahren zu dessen Losung zu entwerfen. In diesem Verfahren werden li-

neare Relaxierungen des ganzzahligen Programms DEKO(¥) formuliert und mit

einem Schnittebenenverfahren gelost. Die Probleme, die mit der verzogerten Er-

zeugung der Anschluflvariablen verbunden sind, werden im folgenden aufgezeigt.
Man betrachte ein Ungleichungssystem

(1.8) D au(@)za+ Y Y Brr(@yep > 6() fiir Indizes i = 1,...,n,
a€A teT PcH;

mit dem die folgende lineare Relaxierung des ganzzahligen Programms DEKO ()
definiert wird:

min{cTa: +d"y

( Z ) ist zulissig fir LDEKO(¥) und

Y oz + DD Bup(Dyp > 6(i), i=1,.. n}

acA teT PcH;

(1.9)

Es wird angenommen, dafl die Anschluflkosten d; p wie beim Kabelproblem als
Summe von nichtnegativen Nutzungskosten ) _p di. gegeben sind. Den Unglei-
chungen des Systems (1.8) ordnen wir die dualen Variablen (w;)eq1,... 0}, w > 0,
zu. Das Pricingproblem des linearen Programms (1.9) lautet dann fiir die An-
schlufivariablen des Zielpunktes ¢t € T":

(110) FI’IéI}I]t {ZP Jt,a + th’a - Z ﬂt,p(i)wi} .
ac

acP =1

Wir diskutieren drei Fille fiir die Auswahl der Ungleichungen des Systems (1.8).
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1. Im allgemeinen Fall héingen die Koeflizienten (; p(i) nicht linear von den
Bauteilen des Anschlusses P ab. Das Pricingproblem (1.10) ist dann ein
nicht-lineares Optimierungsproblem. Wie gut dieses Optimierungsproblem
fiir konkrete Probleminstanzen praktisch gut gelost werden kann, zum Bei-
spiel mit einem dynamischen Programm, hingt vom Einzelfall ab.

Dieser allgemeine Fall findet auch auf die meisten Klassen von facettende-
finierenden Ungleichungen fiir das Polytop PD zu. Die Facetten des Poly-
tops PD sind von Bedeutung, da sie die stéirksten Ungleichungen fiir lineare
Relaxierungen des Programms LDEKO sind.

2. Die Koeffizienten §; p(7) héingen linear von den Bauteilen des Anschlusses P
ab. Es existieren Koefizienten v, ,(i),t € T, a € A, mit B p =Y e p V1,0(%)
fiirallet € T, P € H;. In diesem Fall ist das Pricingproblem (1.10) ein Opti-
mierungsproblem, dessen Zielfunktion méglicherweise positive und negative
Koeffizienten aufweist und linear in den Bauteilen A ist.

Die stirksten Ungleichungen mit dieser Eigenschaft definieren Facetten fiir
die konvexe Hiille der in dem Raum der Bauteilvariablen x und der Nut-
zungsvariablen z dargestellen Inzidenzvektoren der Losungen des Netzpro-
blems.

3. Alle Koeffizienten §, p(7) sind gleich null. Die Ungleichungen des Systems
(1.8) lauten ) . pau(i)z, > 6(i), ¢ = 1,...,n. Das Pricingproblem (1.10)
ist dann ein Optimierungsproblem mit nichtnegativer linearer Zielfunktion
in den Bauteilen A.

Die stirksten Ungleichungen mit dieser Eigenschaft definieren Facetten fiir
die konvexe Hiille der Inzidenzvektoren der ausgewéhlten Bauteile in einer
Lésung des Netzproblems.

Wenn die Anschliisse der Anschluimengen Dipfade in einem Digraphen sind, dann
ist das Pricingproblem (1.10) das Problem, einen kiirzesten Dipfad in einem Di-
graphen zu finden. Dieses Problem ist fiir nichtnegative Bogenkosten polynomial
losbar. Wenn andererseits die Anschlufimengen 0/1-Fliisse in einem Digraphen
sind, dann ist das Pricingproblem (1.10) das Problem, einen billigsten 0/1-Fluf}
in einem Digraphen zu finden. Dieses Problem ist fiir beliebige Bogenkosten po-
lynomial 16sbar. Die Details dazu sind z. B. in dem Buch von Ahuja, Magnanti
und Orlin [AMO93] zu finden.

Eine ausfiihrlichere Diskussion von Schnittebenenverfahren fiir die Losung
von linearen Relaxierungen des ganzzahligen Programms DEKO(¥) wird in Ab-
schnitt 4.3 durchgefiihrt.

Polyedrische Untersuchungen

Die Auswahl von Nebenbedingungen des linearen Programms (1.10) wirkt sich
darauf aus, ob die Pricingprobleme in polynomialer Zeit 16sbar sind. Im theore-
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tischen Teil dieser Arbeit wird daher neben dem Polytop PD auch die konvexe
Hiille der zuléssigen Losungen des Netzproblems ¥ im Raum der Bauteilvariablen
und der Nutzungsvariablen polyedrisch untersucht.

Die zentrale Methode fiir die polyedrische Untersuchung des Netzproblems
ist das sogenannte Lifting von Facetten. Bei dieser Methode wird eine Seiten-
fliche F' des zu untersuchenden Polyeders P durch die Festlegung eines Teils der
Auswahlvariablen auf null oder eins definiert. Fiir die Seitenflichen F' werden
facettendefinierende Ungleichungen gesucht, in denen die Koeffizienten der fest-
gelegten Variablen gleich null sind. Anschliefend werden Liftingkoeffizienten fiir
die festgelegten Auswahlvariablen bestimmt und auf diese Weise die urspriingli-
che Ungleichung zu einer facettendefinierenden Ungleichung fiir das Polyeder P
geliftet.

Mit dem Lifting von Facetten sind also die Probleme verbunden, Facetten
der Seitenfliche F' zu bestimmen und zu separieren und Liftingkoeffizienten fiir
die festgelegten Auswahlvariablen anzugeben und zu berechnen. Fiir das Netzpro-
blem gehen wir dazu wie folgt vor. Durch eine geeignete Festlegung eines Teils der
Auswahlvariablen definieren wir Seitenflichen F', die mit gut untersuchten Poly-
topen von Spezialfillen des Netzproblems identisch sind. Facetten dieser Polyto-
pe sind dementsprechend auch Facetten der Seitenfliche F'. Fiir die Bestimmung
von Liftingkoeffizienten kann die spezielle Struktur des Netzproblems ausgenutzt
werden. Unter recht allgemeinen hinreichenden Kriterien, die insbesondere fiir
praktisch relevante Facetten zutreffen, kann ein geschlossener Ausdruck fiir alle
Liftingkoeffizienten angegeben werden.

Die Details der Anwendung von Liftingmethoden auf das Polytop PD und
auf ein mit dem Netzproblem zusammenhéngendes Polyeder im Raum der Bau-
teilvariablen und der Nutzungsvariablen sind in den Abschnitten 4.4 bzw. 4.5
wiedergegeben. In Abschnitt 4.5 wird eine Klasse von Ungleichungen, die Klas-
se der Blocker-PFL-Ungleichungen, angegeben. Diese Ungleichungen koénnen fiir
das Steinerbaum-Problem in Digraphen mit einem Min-Cut-Verfahren effizient
separiert werden und in polynomial l6sbaren LP-Formulierungen fiir das Steiner-
baum-Problem in Digraphen eingesetzt werden. Unseres Wissens nach wird mit
den Blocker-PFL-Ungleichungen die stéirkste, bisher bekannte polynomial l6sba-
re LP-Formulierung fiir das Steinerbaum-Problem in Digraphen erreicht. Die fiir
das Steinerbaum-Problem in Digraphen formulierten Blocker-PFL-Ungleichungen
sind auch fiir entsprechende Kabelprobleme giiltig, wenn auch nicht notwendiger-
weise facettendefinierend.

Fiir das Netzproblem bzw. das speziellere Kabelproblem oder das Steiner-
baum-Problem in Digraphen sind unterschiedliche Ansétze fiir LP-Formulierung-
en denkbar und sinnvoll. Diese unterscheiden sich insbesondere durch die ver-
wendete Variablenmenge. Bei der Entscheidung fiir ein Variablenkonzept sind
u. a. folgende Argumente abzuwigen. Eine grole Anzahl von sinnvollen Variablen
fiihrt unter Umsténden zu einer guten polyedrischen Beschreibung der zuldssigen
Losungen des ganzzahligen Programms. Die Lésung des linearen Programms mit
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dem Simplexverfahren im Rahmen eines Schnittebenenverfahrens wird jedoch
meistens stark erschwert. Wenn die Variablenmenge nur die notwendigsten Va-
riablen enthélt, dann sind die Auswahlmoglichkeiten fiir die lineare Zielfunktion
eingeschrinkt, und vielfach gestaltet sich die Suche nach einer guten polyedri-
schen Beschreibung des Problems schwierig. Die mit der Auswahl eines Varia-
blenkonzepts zusammenhingenden Probleme werden in Abschnitt 4.6 diskutiert.
LP-Formulierungen werden dort miteinander verglichen.

1.3 Losungsverfahren

Fiir das Kabelproblem wurde das Losungsverfahren KABEL-OPT entwickelt, das
auf der LP-Formulierung LDEKO basiert. Fiir praktisch relevante Instanzen des
Kabelproblems enthilt das lineare Programm LDEKO jeweils mehr als einhun-
derttausend Variablen und Nebenbedingungen. Fiir die Losung des linearen Pro-
gramms LDEKO wird daher ein Schnittebenenverfahren entworfen, in dem die
Variablen und die Nebenbedingungen verzdgert erzeugt werden. Es stellt sich her-
aus, dafl der Optimalwert des linearen Programms LDEKO den Optimalwert der
betrachteten Instanzen des Kabelproblems sehr gut approximiert und hiufig sogar
erreicht. Andererseits ist ein geradlinig implementiertes Schnittebenenverfahren
allein nicht in der Lage, fiir praktisch relevante Instanzen des Kabelproblems das
lineare Programm LDEKO zu l6sen oder gute untere Schranken zu berechnen.

Wir binden daher das Schnittebenenverfahren in einen gréfleren Rahmen in-
nerhalb des Verfahrens KABEL-OPT ein. Das Verfahren KABEL-OPT enthélt Pro-
blemreduktionen, primale und duale Verbesserungs-Heuristiken, eine Lagrange-
Heuristik sowie ein Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren.

Das Konzept des Verfahrens KABEL-OPT ist, mit heuristischen Verfahren zu-
erst Losungen des Kabelproblems und duale Lésungen des Programms LDEKO
zu berechnen. Auf diese Weise konnen obere und untere Schranken fiir den Op-
timalwert der betrachteten Instanzen angegeben werden, die hiufig nur weni-
ge Prozentpunkte auseinanderliegen. Beziiglich der heuristischen Losungen wer-
den reduzierte Kosten insbesondere von Auswahlvariablen fiir Dipfade und Wur-
zelwélder abgeschétzt und dadurch Problemreduktionen bewirkt. Zur Verbes-
serung der heuristischen Losungen werden auch die Branch-and-Cut-and-Price-
Verfahren fiir das Kabelproblem eingesetzt. Dazu werden Verbesserungsproble-
me als Kabelprobleme so dimensioniert, da} die linearen Programme von den
Schnittebenenverfahren bewiltigt werden konnen.

Je mehr die primalen und die dualen L&sungen verbessert werden, desto
mehr verringern Problemreduktionen die Gréfie des zu losenden Kabelproblems.
Zusétzlich wird in vielen Fillen die jeweilige Instanz des Kabelproblems bereits
durch die heuristischen Verfahren optimal gel6st, ohne dafl Branch-and-Cut-and-
Price-Verfahren eingesetzt werden miissen. Des weiteren werden die heuristischen
dualen Losungen genutzt, um bei der Initialisierung des Branch-and-Cut-and-
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Price-Verfahrens Nebenbedingungen fiir eine Teilformulierung des linearen Pro-
gramms LDEKO auszuwéhlen.

Das Verfahren KABEL-OPT wird in Kapitel 5 beschrieben. An vielen Stel-
len des Verfahrens tritt das Unterproblem auf, einen beziiglich einer Kosten-
funktion kiirzesten Weg mit beschriankter Linge zu finden. Dieses Unterproblem
wird in Abschnitt 5.2 behandelt. Die Problemreduktionen sind in Abschnitt 5.3
aufgefiihrt. Abschnitt 5.4 enthilt die Verbesserungsheuristiken und die Lagrange-
Heuristik. Das Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren ist in Abschnitt 5.6 beschrie-
ben.

1.4 Experimentelle Ergebnisse

Die Instanzen des Kabelproblems, die zum Test mit dem Verfahren KABEL-OPT
berechnet wurden, haben den folgenden Ursprung. Die erste Gruppe wird aus Da-
tensédtzen von Stadtteilen erzeugt, in denen Telefonnetze geplant werden sollen.
Die zweite Gruppe besteht zum einen aus Steinerbaum-Problemen in Graphen,
die der Sammlung ,,SteinLib“ des Konrad-Zuse-Zentrums fiir Informationstech-
nik entnommen wurden. Aus dieser Sammlung berechnen wir von Beasley er-
zeugte Zufallsinstanzen der Gruppen B-E, rechtwinklige Steinerbaum-Probleme
der Gruppen ES10-ES40 mit 10 bis 40 Terminals und VLSI-Instanzen, die im Zu-
sammenhang mit der Planung von elektronischen Schaltungen erzeugt wurden.
In weiteren Berechnungen werden fiir die VLSI-Instanzen des Steinerbaum-Pro-
blems in Digraphen zusétzlich positive Langenbeschrankungen L und positive
Dipfadkostenfaktoren d eingefiihrt. Auf diese Weise wird der Zielvorstellung von
kurzen Signallaufzeiten in der elektronischen Schaltung entsprochen.

Einen Uberblick iiber die Ergebnisse fiir diese Instanzen liefert Tabelle 1.1.
Die Zahlen der Tabelle geben an, wieviele Probleme eines gewissen Typs optimal
oder nahezu optimal gel6st werden. Die Zeile Telefonnetz-Instanzen liest man
wie folgt: Von insgesamt 105 Problemen dieses Typs wurden mit KABEL-OPT
65 optimal geldst, bei insgesamt 87 (101) Instanzen wichen die obere und die
untere Schranke um héchstens 2% (5%) ab. Nur vier Probleme hatten also eine
schlechtere Giitegarantie.

Instanzen des Steinerbaum-Problems in Digraphen, die nicht mehr als 20 Sen-
ken aufweisen, werden besonders effektiv von dem Verfahren KABEL-OPT geldst.
Sechs VLSI-Instanzen des Steinerbaum-Problems in Digraphen, die Instanzen
diw0795, diw0819, taq0365, dmxal010, msm2492 und msm3829, die in der For-
schungsliteratur noch ungel6st waren, wurden von dem Verfahren KABEL-OPT
optimal gelost.

Die Ergebnisse fiir die Instanzen der Telefonnetzplanung sind durchaus zufrie-
denstellend und fiir die Praxis akzeptabel. Fiir diese Instanzen ist die heuristisch
berechnete Losung im schlechtesten Fall hochstens zehn Prozent von der Opti-
mallosung entfernt. In der Regel ist die Qualitéit der heuristischen Losung jedoch
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Tabelle 1.1: Ergebnisse des Verfahrens KABEL-OPT

Gelost Garantie Gesamt
bis zu 2% bis zu 5%

Kabelprobleme:
Telefonnetz-Instanzen 65 87 101 105
VLSI-Instanzen mit d, L # 0 85 96 112 116
Steinerbaum-Probleme:
Gruppen B-E 54 69 76 78
Gruppen ES10-ES40 29 40 58 60
VLSI-Instanzen 83 93 107 116
Instanzen mit |T'| < 20 132 135 137 137

besser als fiinf Prozent (siehe Tabelle 1.1). Zur Lésung dieser praktisch relevanten
Instanzen tragen alle Teile des Verfahrens KABEL-OPT bei.

Wesentlich fiir die Losung der Instanzen des Steinerbaum-Problems in Digra-
phen ist die Kombination der heuristischen Verfahren mit den Problemreduktio-
nen, die auf der Abschétzung reduzierter Kosten basieren. Diese in dem Verfahren
KABEL-OPT enthaltenen Reduktionsverfahren sind neu und ermdoglichen signifi-
kante Reduktionen der jeweiligen Instanz auch dann, wenn die Liicke zwischen
der unteren und der oberen Schranke noch ein Vielfaches der Bogenkosten be-
tragt. Die exakten Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren tragen zur Lésung von
Instanzen des Steinerbaum-Problems in Digraphen nur wenig bei.

Zur Lésung von Steinerbaum-Problemen in Digraphen wurde von Koch und
Martin ein leistungsfidhiges Branch-and-Cut-Verfahren entwickelt, in dem wei-
tere, speziell fiir das Steinerbaum-Problem in Digraphen entwickelte Redukti-
onsverfahren enthalten sind. Eine Kombination des Verfahrens von Koch und
Martin [KM98] mit dem Verfahren KABEL-OPT halten wir fiir aussichtsreich.

Die experimentellen Ergebnisse des Verfahrens KABEL-OPT sind in Kapitel 6
beschrieben. Abschnitt 6.1 enthélt die Beschreibung und die experimentellen Er-
gebnisse der Telefonnetz-Instanzen. Die Steinerbaum-Probleme und die VLSI-
Probleme mit Dipfadkosten und Léngenbeschrinkungen werden in Abschnitt 6.2
mit den experimentellen Ergebnissen beschrieben.



Kapitel 2

Mathematische Grundlagen

Dieses Kapitel enthilt Grundlagen aus den Bereichen Graphentheorie, Lineare
Algebra, Lineare Programmierung und Komplexitdtstheorie. Mit den Bezeich-
nungen und Begriffsbildungen in dieser Dissertation folgen wir fast vollstindig
dem Sprachgebrauch in [Gr685, Gri94]. Fiir Verweise auf weitere Literaturarbei-
ten empfehlen wir die Referenzen dort sowie in dem Buch [GLS88]. Begriffe und
Bezeichnungen, die wir in abgeénderter Form verwenden werden in der Regel an
der Stelle ihrer Verwendung nochmals kurz erldutert.

Es wird angenommen, dafl der Leser mit den Grundbegriffen dieser Themen-
gebiete vertraut ist. Dieses Kapitel dient daher hauptséichlich dazu, die Erkldrung
von Begriffen, die in dieser Dissertation benutzt werden, nachzuschlagen.

2.1 Graphen und Hypergraphen

2.1.1 Graphen und Digraphen

Ein Graph ist ein Tripel (V, E, ), bestehend aus einer nichtleeren Menge V|
den Knoten, einer Menge F, den Kanten und einer Inzidenzfunktion v, die
jeder Kante e € F ein ungeordnetes Paar 75 von Knoten aus V' zuordnet. Wir
schreiben 9 (e) = ij = ji. Die Knoten 7 und j heifen Endknoten der Kante e.
Wir sagen, dafl die Knoten 7 und j mit der Kante e inzidieren und daf§ die
Knoten 7 und j Nachbarn bzw. adjazent sind. Ein Knoten, der keine Nachbarn
hat, heifit isoliert. Eine Kante e mit ¢(e) = 7 heiit Schlinge. Kanten e und f
mit ¢(e) = ij = ¥ (f) heiBen parallel. Graphen, die keine Schlingen enthalten
und in denen keine zwei Kanten parallel sind, heiflen einfache Graphen.

Ein Graph heifit endlich, wenn er endlich viele Knoten und Kanten enthélt,
andernfalls heiflit er unendlich. Wir werden uns nur mit endlichen Graphen
beschiftigen und sagen ,,Graph“ anstatt ,endlicher Graph®“. Die Benutzung der
Inzidenzfunktion % fiihrt zu einem relativ aufwendigen Formalismus. Wir ver-
einfachen daher die Notation und schreiben e = ij anstatt ¢(e) = ij. Gibt es

13
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mehrere parallele Kanten mit den Endknoten ¢ und j, und sprechen wir von der
Kante 77, dann soll das heiflen, dal wir eine der Kanten ¢7 auswéhlen. Wir benut-
zen die Inzidenzfunktion nur, wenn Mehrdeutigkeiten vermieden werden miissen.
Ansonsten schreiben wir G = (V, E'), um einen Graphen zu bezeichnen.

Ist G = (V, E) ein Graph, dann heifit eine Menge F' von Kanten ein Schnitt,
wenn es eine Knotenmenge W C V gibt, so dafl

F=6W):={ijeE|icWundj¢ W}

Anstatt §({v}) schreiben wir é(v). Wollen wir betonen, daf} ein Schnitt §(W) zwei
Knotenmengen S C W und T C V\W trennt, so sagen wir, dafl 6(W) ein [S, T-
Schnitt ist. Einen [{s}, {¢}]-Schnitt bezeichnen wir auch als [s,t]-Schnitt. Der
Grad eines Knotens i € V ist die Anzahl der Kanten in dem Schnitt 6(¢) plus
die doppelte Anzahl der Schlingen i € FE.

Ist G = (V, E) ein Graph und ist H = (W, F') ein Graph mit Knoten W C V
und Kanten F' C E, dann heifit H ein Untergraph von G. Den Graphen, den
wir durch Entfernen einer Teilmenge F' C E erhalten, bezeichnen wir mit G — F'.
Wir schreiben G — f, falls ' nur die Kante f enthélt.

Ist G = (V,FE) ein Graph und ij € F eine Kante, dann bezeichnet man
mit G - ij den Graphen, der nach Kontraktion der Kante ij erhalten wird.
Die Knoten 7 und j ersetzen wir dabei durch einen Knoten v. Jede zu 75 parallele
Kante ersetzen wir durch eine Schlinge vv. Jede Kante ik oder jk ersetzen wir
durch eine Kante vk.

Ein einfacher Graph heifit vollstéindig, wenn jedes Paar seiner Knoten durch
eine Kante verbunden ist. Eine Clique in einem Graphen G = (V, E) ist eine
Knotenmenge @), so daf} je zwei Knoten aus () benachbart sind. Eine stabile
Menge in einem Graphen G = (V, E) ist eine Knotenmenge S, so daf keine zwei
Knoten aus S Nachbarn sind. Ein Graph G kann in die Ebene gezeichnet werden,
indem man jeden Knoten durch einen Punkt reprisentiert und jede Kante durch
eine Kurve, die die beiden Punkte verbindet. Ein Graph heifit planar, wenn er
in die Ebene gezeichnet werden kann, so daf} sich keine zwei Kanten bzw. deren
Kurven aufler in den Endpunkten beriihren oder schneiden.

Ein Digraph oder gerichteter Graph D = (V, A, 1) besteht aus einer (end-
lichen) nichtleeren Knotenmenge V| einer (endlichen) Menge A von Bégen und
einer Inzidenzfunktion ¢, die jedem Bogen a € A ein geordnetes Paar (i,j) von
Knoten aus V' zuordnet, d. h. ¢(a) = (7, j). Wir werden die Inzidenzfunktion 1) in
Unterabschnitt 5.3.3 verwenden. Ansonsten werden wir, genau wie fiir Graphen
erldutert, a = (i, j) schreiben. Der Knoten i heit Anfangsknoten, der Knoten j
heifit Endknoten des Bogens a. Der Bogen a inzidiert mit den Knoten 7 und j.
Wie bei Graphen gibt es auch bei Digraphen parallele Bégen und Schlingen.
Zwei Bogen (7, ) und (j,4) heilen antiparallel. Digraphen, die keine Schlingen
enthalten und in denen keine zwei Kanten parallel sind, heiflen einfach. Ein ein-
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facher Digraph heiflt vollstéindig, wenn jedes Paar seiner Knoten durch zwei
antiparallele Bégen verbunden ist.

Sei D = (V, A) ein Digraph, W C V eine Knotenmenge und B C A eine
Bogenmenge. Die Menge der Bogen, deren Anfangs- und Endknoten in W liegen,
bezeichnen wir mit A(W). Die Menge der Knoten, die mit einem Bogen aus B
inzidieren, bezeichnen wir mit V(B).

Ist D = (V, A) ein Digraph und ist D' = (W, B) ein Digraph mit W C V
und B C A, dann heifit D’ der Unterdigraph von D. Den Digraphen, der
durch das Entfernen einer Bogenmenge B C A aus dem Digraphen D entsteht,
bezeichnen wir mit D — B. Wir schreiben D —b, falls die Menge B nur den Bogen b
enthélt.

Ist D = (V, A) ein Digraph und (i,j) € A ein Bogen, dann bezeichnet man
mit D - (4, 7) den Digraphen, der durch die Kontraktion des Bogens (i, j) ent-
steht. Wir ersetzen die Knoten 7 und j durch einen neuen Knoten v. Jeden zu (i, )
parallelen oder antiparallelen Bogen ersetzen wir durch eine Schlinge (v, v). Jeden
Bogen (i, k) bzw. (j, k) ersetzen wir durch einen Bogen (7,v). Jeden Bogen (&, 7)
bzw. (k,j) ersetzen wir durch einen Bogen (v, k). In Unterabschnitt 5.3.3 be-
schreiben wir eine Digraphentransformation, die der Kontraktion eines Bogens
dhnlich ist, aber von uns an spezielle Erfordernisse angepafit wurde.

Eine Bogenmenge B heifit Schnitt, wenn es eine Knotenmenge W C V' gibt,
so daf

B=6"(W):={(i,j) € Alic W und j ¢ W}

Die Menge 67 (W) ist also die Menge aller Bogen, deren Anfangsknoten in W
und deren Endknoten in V\W liegt. Umgekehrt ist die Menge 6~ (W) die Menge
aller Bogen, deren Endknoten in W liegt und deren Anfangsknoten in V\W liegt.
Schliefilich vereinbaren wir noch §(W) = §+(W) U § (W). Wenn die Menge W
nur den Knoten ¢ enthélt, schreiben wir auch 6(¢), 6% (7) und 6 (7). Wollen wir
betonen, dafl ein Schnitt 67 (W) die Knotenmengen S C W und 7' C V\W
trennt, dann sprechen wir von einem (.S, 7')-Schnitt. Wir schreiben (s, ¢)-Schnitt,
wenn die Menge S bzw. T nur das Element s bzw. nur das Element ¢ enthélt.

Ist D = (V,A) ein Graph, dann ist der Auflengrad eines Knotens i die
Anzahl der Bégen aus A mit Startknoten i. Der Innengrad eines Knotens i ist
die Anzahl der Bogen aus A mit Endknoten i.

2.1.2 Ketten, Pfade, Kreise und Biume
Eine Kette in einem Graphen oder Digraphen ist eine endliche Folge
W = (ip, €1,%1, ..., €n,0,), n >0,
von Knoten i, ..., i, und Kanten e; = igiy, ..., €, = 1p_11, bzw. Bogen

e € {(io,il), (il,io)}, ..y Ep c {(7;"_1,2.”), (Znaln—l)}
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Der Knoten iy ist der Anfangsknoten der Kette, der Knoten i,, ist der End-
knoten der Kette. Die Knoten %, ..., 7,_1 heilen innere Knoten der Ket-
te. Die Kette W wird auch [ig, i,]-Kette genannt. Falls in einem Digraphen alle
Bogen ey, ..., e, der Kette W gleichgerichtet sind, das heifit e,, = (vy_1, Vm),
1 < m < n, dann heifit W gerichtete Kette. Fiir Indizes 0 < m < m' < n
heiflit die Kette (i, €mi1,-- -, Cms, i) €0 [, iy ]-Segment bzw. ein (i, i )-
Segment, wenn die Kette W gerichtet ist. Wollen wir betonen, dafl eine (ge-
richtete) Kette in einem Knoten der Menge S anfingt und in einem Knoten der
Menge T endet, dann sprechen wir auch von einer [S,T]-Kette bzw. von einer
gerichteten (S, T')-Kette.

Eine Kette, in der alle Knoten voneinander verschieden sind, heifit Weg. Eine
Kette, in der alle Kanten bzw. alle Bogen verschieden sind, heifit Pfad. Eine Kette
heifit geschlossen, falls sie mindestens eine Kante oder einen Bogen enthilt und
ihr Anfangsknoten mit ihrem Endknoten identisch ist. Eine geschlossene Kette,
in der der Anfangsknoten und alle inneren Knoten paarweise verschieden sind,
heifit Kreis. Ein Weg, ein Pfad oder ein Kreis in einem Digraphen, der eine
gerichtete Kette ist, heifit gerichteter Weg, gerichteter Pfad bzw. Dipfad
oder gerichteter Kreis. Wie bei Ketten sprechen wir auch von [S, T]-Wegen und
von [S, T|-Pfaden bzw. von gerichteten (S, T)-Wegen und von (S, T')-Dipfaden.

In Wegen, Pfaden und Kreisen kommen Kanten bzw. Bogen nur einfach vor.
Bei Wegen und Kreisen reicht die Angabe des Anfangsknotens, des Endknotens
und der Kanten bzw. Bégen aus, um den Weg oder den Kreis festzulegen. Ein
gerichteter Weg ist bereits durch die Angabe seiner Bogen festgelegt. Zur Ver-
einfachung der Bezeichnung werden wir daher Wege, Pfade und Kreise iiber die
Menge ihrer Kanten bzw. Bogen ansprechen. Ist P die Menge der Kanten bzw.
Bogen eines Pfades, so sprechen wir von dem Weg P. Ist C' die Menge der Kanten
bzw. Bogen eines Kreises, so sprechen wir von dem Kreis C.

Sind die Bégen A eines Digraphen mit reellen Léngen [, fiir alle a € A verse-
hen, dann meinen wir mit der Linge eines Pfades P die Summe der Lingen der
Bogen aus P. Wir schreiben

I(P) =)l

a€EP

fiir die Linge des Pfades P. In &hnlicher Weise verfahren wir fiir andere Bogen-
gewichte, z. B. Kosten oder Preise, und fiir andere Kanten- oder Bogenmengen,
z. B. Kreise oder Schnitte.

Ein Graph G heifit zusammenhiingend, falls es zu jedem Paar s,t von Kno-
ten einen [s,t]-Weg in G gibt. Ein Digraph D heifit stark zusammenhéngend,
falls es zu jedem Paar s,¢ von Knoten einen gerichteten (s,¢)-Weg in D gibt. Die
Komponenten eines Graphen G sind die beziiglich Kanteninklusion maximalen
zusammenhingenden Untergraphen des Graphen G. Eine Kante e des Graphen G
heifit Briicke, wenn der Graph G' — e mehr Komponenten hat als der Graph G.
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Man betrachte einen Graphen G = (V, E) und einen Digraphen D = (V, A).
Ein (gerichteter) Kreis, der alle Knoten V' enthilt, heiit Hamilton-Kreis. Ein
(gerichteter) Weg, der alle Knoten V' enthélt, heifit Hamilton-Weg. Ein Di-
graph, der keinen gerichteten Kreis enthélt, heifit azyklisch.

Ein Wald in einem Graphen G = (V, F) ist eine Kantenmenge F' C E, die
keinen Kreis enthélt. Ein zusammenhingender Wald heift Baum. Ein Baum F' in
dem Graphen G heifit aufspannend, wenn er mit allen Knoten des Graphen inzi-
diert, d. h. V' = V(F). Ein Wurzelwald in einem Digraphen D = (V, A) ist eine
Bogenmenge B C A, so daf} keine zwei Bogen aus B in demselben Knoten enden.
Ein zusammenhéngender Wurzelwald ist ein Wurzelbaum. Ein aufspannender
Waurzelbaum ist ein Wurzelbaum B mit V = V(B). In einem Wurzelbaum B
bzw. in einem Wurzelwald B heifit ein Knoten i € V' (B) eine Wurzel, wenn kein
Bogen aus B in dem Knoten 7 endet. Jeder nichtleere Wurzelbaum enthélt genau
eine Wurzel.

2.1.3 Hypergraphen, Clutter und Blocker

Die in diesem Unterabschnitt vorgestellten Begriffsbildungen gehen auf Fulker-
son zuriick [Ful71]. Man beachte in diesem Zusammenhang auch [Ful72] und die
Arbeit von Lehman [Leh79].

Ein Hypergraph H ist eine endliche Menge, deren Elemente P € H endliche
Mengen sind. Die Elemente des Hypergraphen H sind die Hyperkanten des Hy-
pergraphen H. Die Elemente der Hyperkanten | J,., P sind die Hyperknoten
des Hypergraphen H. Ein Clutter ist ein Hypergraph, in dem keine Hyperkante
eine andere Hyperkante als Teilmenge enthélt.

Wir bilden den Clutter CL(H) eines Hypergraphen H, indem wir alle Hyper-
kanten P aus H entfernen, die eine andere Hyperkante P’ als echte Teilmenge
enthalten.

Der Blocker BL(H) eines Hypergraphen H ist die Menge aller Teilmengen C
der Hyperknoten des Hypergraphen H, fiir die gilt:

1. Die Menge C und jede Hyperkante P € H schneiden sich, d. h. PN C # 0.

2. Fiir jede echte Teilmenge C' C C existiert eine Hyperkante P € H, die C’
nicht schneidet, d. h. PN C" = ().

Die Hyperkanten eines Blockers nennen wir auch blockierende Mengen. Der
Blocker eines Hypergraphen ist ein Clutter.

Der Blocker eines Hypergraphen H ist durch den Clutter CL(H) bereits
vollsténdig festgelegt. Es gilt

BL(H) = BL(CL(H)).

Zur Veranschaulichung betrachte man einen Graphen D = (V, A) und zwei
seiner Knoten s und ¢. Die Menge der (s, t)-Dipfade P C A in dem Digraphen D
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sei @, die Menge der gerichteten (s,t)-Wege P C A in dem Digraphen D sei W
und die Menge der inklusionsminimalen (s, t)-Schnitte in dem Digraphen D sei C.

Die Mengen Q, W und C sind Hypergraphen. Der Hypergraph W ist ein
Clutter, denn kein gerichteter (s,t)-Weg ist in einem anderen gerichteten (s, t)-
Weg als Teilmenge enthalten. Der Hypergraph C ist nach Definition ein Clutter.

Der Hypergraph W der gerichteten Wege ist der Clutter CL(P) des Hyper-
graphens der Dipfade. Jeder gerichtete Weg ist ein Dipfad, und jeder (s, t)-Dipfad
enthiilt einen gerichteten (s,t)-Weg als Teilmenge.

Die Hypergraphen W und C sind die Blocker des jeweils anderen Hypergra-
phen, das heifit W = BL(C) und C = BL(W). Jeder gerichtete (s,t)-Weg bildet
mit jedem gerichteten (s,?)-Schnitt einen nichtleeren Durchschnitt. Wenn an-
dererseits eine Bogenmenge B keinen gerichteten (s,t)-Weg (keinen gerichteten
(s,t)-Schnitt) als Teilmenge enthilt, dann existiert ein gerichteter (s,?)-Schnitt
(ein gerichteter (s,?)-Weg) in dem Digraphen D — B.

2.2 Komplexitiatstheorie

In diesem Abschnitt beschreiben wir einige Grundbegriffe der Komplexitétstheo-
rie. Die Darstellung erfolgt auf informellem Niveau. Fiir die kombinatorische Op-
timierung sind insbesondere die Klassen P und NP und das Konzept der N'P-
Vollstdndigkeit wichtig. Diese Begriffe werden in Unterabschnitt 2.2.2 beschrie-
ben. Der Unterabschnitt 2.2.1 erldutert zuvor die Begriffsbildungen, die wir fiir
das Konzept der N"P-Vollstindigkeit benstigen.

2.2.1 Probleme, Komplexititen und Laufzeiten

In der Mathematik kann das Wort ,,Problem® sehr verschiedene Bedeutungen
haben. Wir wollen ein Problem als eine Fragestellung auffassen, bei der mehrere
Parameter offengelassen sind und fiir die wir eine Antwort oder eine Losung
suchen. Ein Problem wird dadurch definiert, daf} alle seine Parameter beschrieben
werden und dafl genau angegeben wird, welche Eigenschaften eine Antwort oder
eine Losung haben soll. Wenn alle Parameter eines Problems mit expliziten Daten
belegt sind, dann sprechen wir, wenn wir exakt sein wollen, von einer Instanz des
Problems. In vielen Fillen bezeichnen wir aber auch eine Instanz eines Problems
mit dem Begriff Problem, wenn keine Mifiversténdnisse zu befiirchten sind.

Wir sagen, dafl ein Verfahren ein Problem ‘3 16st, wenn es fiir jede In-
stanz Il € ‘P eine Losung findet. Das Ziel des Entwurfs von Losungsverfahren
ist es, moglichst ,effiziente” Verfahren zu entwickeln. Wie messen wir die ,, Effizi-
enz“ eines Verfahrens? Mathematiker und Informatiker haben hierzu verschiedene
Komplexitdtsmafle entwickelt. Wir diskutieren im folgenden die Zeitkomple-
xitdt und die Speicherkomplexitét eines Verfahrens.
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Wir wollen die Laufzeit und den Speicherbedarf eines Verfahrens mit der
,GroBe” seiner Eingabedaten in Beziehung setzen. Die Gréfle der Eingabedaten
messen wir entsprechend einem Kodierungsschema. Ganze Zahlen z kodie-
ren wir bindr. Dazu bendtigen wir (z) := 1 + [log,(|z| + 1)] Bits. Rationale
Zahlen r haben eine Darstellung als Quotient ganzer Zahlen r = g. Die Kodie-
rungslénge von rationalen Zahlen legen wir daher zu (r) = (p) + (¢) fest. Die Ko-
dierungslénge von Vektoren oder Matrizen ist die Summe der Kodierungsléngen
von ihren Eintrégen. Einen Graphen G = (V, E) kodieren wir als Kantenliste.
Einen Digraph D = (V, A) kodieren wir als Bogenliste. Dazu denken wir uns
die Knoten von eins bis |V| durchnumeriert. Die Nummer eines Knotens i € V
sei n(i). Eine Bogenliste entspricht einem Vektor, der fiir jeden Bogen (i, j) € A
einen Vektoreintrag (n(i),n(j)) hat.

Wir stellen uns den Ablauf eines Verfahrens ® auf einer Rechenanlage wie
folgt vor. Das Verfahren & soll Instanzen II eines Problems ‘B losen. Die Instan-
zen liegen in kodierter Form vor. Die Anzahl der Zellen, die notwendig sind, um
die Instanz II vollstindig anzugeben, nennen wir die Kodierungslinge (II) der
Instanz II. Das Verfahren ® liest die Daten und beginnt dann Operationen aus-
zufithren, d. h. Zahlen zu berechnen, zu speichern, zu l6schen und so weiter. Die
Anzahl der Speicherzellen, die wihrend der Ausfiihrung des Verfahrens minde-
stens einmal benutzt werden, nennen wir den Speicherbedarf des Verfahrens ®
zur Losung der Instanz II.

Die Laufzeit des Verfahrens & zur Lésung der Instanz IT ist, vereinfachend
beschrieben, die Anzahl der elementaren Operationen, die das Verfahren ® bis
zur Losung der Instanz II ausfiihrt. Elementare Operationen sind das Lesen, das
Schreiben und das Loschen von Speicherzellen sowie das Addieren, Subtrahie-
ren, Multiplizieren, Dividieren und Vergleichen von rationalen oder von ganzen
Zahlen. Um genauer zu sein, miissen wir diese elementaren Operationen mit der
Kodierungsldnge der involvierten Zahlen multiplizieren. In der Regel sind jedoch
die Kodierungslingen der involvierten Zahlen nach oben beschrinkt. Durch die
Multiplikation der Laufzeit mit der oberen Schranke fiir die Kodierungslédnge der
involvierten Zahlen erhalten wir dann eine obere Schranke fiir die Anzahl der
elementaren Rechenoperationen. Fiir die nachfolgenden Betrachtungen ist diese
Skalierung jedoch ohne Bedeutung.

Mit dem Symbol N bezeichnen wir die natiirlichen Zahlen 1, 2, ... . Die Lauf-
zeitfunktion fs : N — N eines Verfahrens & ist definiert durch

fo(n) := max{ Laufzeit von ® zur Losung von II € B mit (II) < n }.
Die Speicherplatzfunktion ss : N — N ist definiert durch
se(n) := max{ Speicherbedarf von ® zur Lésung von IT € P mit (IT) < n }.

Das Verfahren ® hat eine polynomiale Laufzeit, wenn die Laufzeitfunktion fg
durch ein Polynom p : N — N nach oben beschrinkt ist, d. h. fs(n) < p(n) fiir
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alle natiirlichen Zahlen n. Wir sagen hierfiir auch kurz, dal das Verfahren ® ein
polynomiales Verfahren ist.

Das Verfahren ® hat einen polynomialen Speicherbedarf, wenn die Spei-
cherplatzfunktion s durch ein Polynom ¢ : N — N nach oben beschrinkt ist,
d. h. s4(n) < ¢(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n.

2.2.2 Die Klassen P und NP, NP-Vollstindigkeit

Ein Entscheidungsproblem ist ein Problem, dessen Antworten ,,ja“ oder ,,nein“
lauten. Zum Beispiel sind die Probleme ,,Ist eine natiirliche Zahl n eine Primzahl?*
oder ,Hat ein Graph G einen Hamilton-Kreis?* Entscheidungsprobleme.

Die Klasse aller derjenigen Entscheidungsprobleme, fiir die ein polynomiales
Losungsverfahren existiert, wird mit P bezeichnet. Diese Definition ist recht infor-
mell. Um genauer zu sein, miifiten wir zusétzlich iiber das Kodierungsschema und
das Rechnermodell Rechenschaft ablegen. Wir verbleiben jedoch im weiteren auf
dem informellen Niveau, um kompliziertere und uniibersichtlichere Definitionen
zu vermeiden.

Ein Entscheidungsproblem P gehort zur Klasse NP (co-AN'P), wenn es die
folgenden Eigenschaften hat:

1. Fiir jede Instanz II € P, fiir welche die Antwort ,ja“ (,nein“) lautet, gibt
es mindestens ein Objekt, mit dem die Korrektheit der Antwort iiberpriift
werden kann.

2. Es gibt ein Verfahren &, das die Instanz II und ein Zusatzobjekt () als
Eingabe akzeptiert und das in einer Laufzeit, die polynomial in (II) ist,
iiberpriift, ob die Instanz II wegen des Objekts @ mit ,ja* (,nein®) ent-
schieden werden muf.

Zum Beispiel kénnen wir das Problem, ob eine natiirliche Zahl n eine Primzahl
ist, dann leicht mit ,nein“ entscheiden, wenn wir einen Teiler der Zahl n kennen.
Wenn wir die Kantenfolge eines Hamilton-Kreises eines Graphen G kennen, dann
kénnen wir leicht mit ,ja“ entscheiden, dafl der Graph G einen Hamilton-Kreis
enthilt.

Sicher ist jedes Entscheidungsproblem ‘3 der Klasse P auch ein Entschei-
dungsproblem der Klasse NP, d. h. P C N'P. Ein polynomiales Verfahren fiir
das Problem ‘P benétigt keine Zusatzobjekte, um Instanzen II € P zu 16sen.

Gibt es Entscheidungsprobleme der Klasse NP, fiir die kein polynomiales
Losungsverfahren existiert? Diese Frage ist offen. Man nimmt jedoch allgemein
an, dafi die Antwort positiv ausfillt und dafl P # NP gilt. Wir wollen ein
Kriterium dafiir herausarbeiten, daf fiir ein Problem 8 € NP ,wahrscheinlich®
kein polynomiales Losungsverfahren existiert.

Eine polynomiale Transformation eines Entscheidungsproblems P in ein
Entscheidungsproblem 3’ ist ein polynomiales Verfahren 7', das eine kodierte In-
stanz IT € P in eine kodierte Instanz 1" € P’ iibersetzt, so dafl die Antworten auf
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die Instanzen IT und IT’ gleich lauten. Existiert fiir das Problem 3 ein polynomia-
les Losungsverfahren &', dann ist die Verkettung der Transformation 7" und des
Losungsverfahrens @' ein polynomiales Verfahren zur Losung des Problems 3.

Ein Entscheidungsproblem B heifit N P-vollstindig, wenn B € NP ist
und wenn jedes Entscheidungsproblem B’ € NP polynomial in B transfor-
miert werden kann. Eine Liste von NP-vollsténdigen Problemen ist in dem Buch
von Garey und Johnson [GJ79b] angegeben. Ein Entscheidungsproblem 3, das
NP-vollstindig ist, sehen wir als ein schwieriges Problem an. Wenn niimlich
ein polynomiales Losungsverfahren fiir das Problem ‘P existieren wiirde, dann
ist jedes Entscheidungsproblem der Klasse NP durch ein polynomiales Verfah-
ren losbar. Dies wird jedoch allgemein bezweifelt. Trotz grofler Forschungsan-
strengungen ist es bisher nicht gelungen, ein polynomiales Lésungsverfahren fiir
ein N'P-vollstindiges Problem anzugeben.

Wir wollen auch Optimierungsprobleme in diese Betrachtungen mit einbe-
ziehen. Jedem Optimierungsproblem ordnen wir ein Entscheidungsproblem zu.
Ist B ein Minimierungsproblem, so legen wir zusétzlich zu jeder Instanz II € 3
eine Schranke B fest und formulieren das Entscheidungsproblem II":

Gibt es fiir die Instanz II eine Lésung, deren Wert nicht grofler als B ist?

Wenn wir ein Losungsverfahren fiir das Optimierungsproblem II kennen, dann
kénnen wir das Entscheidungsproblem IT" dadurch lésen, dafl wir die optimale
Losung von II berechnen und den Wert mit der Schranke B vergleichen. Wenn
wir ein Losungsverfahren fiir das Entscheidungsproblem IT’ kennen, dann kénnen
wir das Optimierungsproblem II mit einer Intervallschachtelung durch iteratives
Losen des Entscheidungsproblems I 16sen.

Wir nennen ein Optimierungsproblem N P-schwer, wenn das zugeordnete
Entscheidungsproblem N P-vollstindig ist. Wenn jemand ein N P-vollsténdiges
Problem mit einem polynomialen Verfahren l6sen kann, dann hat er gleichzei-
tig P = NP bewiesen.

Der wichtigste Aspekt dieses Abschnitts ist, eine Unterscheidung zwischen
yeinfachen“ Problemen und ,schwierigen“ Problemen treffen zu koénnen. Fiir
schwierige Probleme, das sind die NP-vollstéindigen Probleme, mufl man andere
Wege beschreiten als fiir polynomial l6sbare Probleme.

2.3 Lineare Algebra und Polyedertheorie

2.3.1 Grundlegende Notation

Mit den Symbolen R (N) bezeichnen wir die Menge der reellen (natiirlichen) Zah-
len. Die Menge der natiirlichen Zahlen enthilt die Null nicht. Fiir eine natiirliche
Zahl n bezeichnen wir mit R, (N") die Menge der Vektoren mit n Eintriigen in R
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(N). Fiir eine natiirliche Zahl n bezeichnen wir mit N,, die Zahlen 1, ..., n und
mit N2 die Zahlen 0, 1, ... , n.

Wenn E und R Mengen sind, dann ist R¥ die Menge der Abbildungen von E
nach R. Wenn die Menge E endlich ist, fassen wir die Elemente von R¥ als Vek-
toren mit |F| Komponenten auf. Jede Komponente des Vektors z € RY wird
indiziert mit einem Element e € E, d. h. £ = (z,)ccp. Sei F eine Teilmenge der
Menge E. Mit dem Ausdruck z(F') bezeichnen wir die Summe der Komponen-
ten z¢, f € F, d. h.

z(F) = fo.

fer

Wir nennen den Vektor x!" € R”, der definiert ist durch

r_J1 fallse€ F und
Xe =0 fallse € B\F

Inzidenzvektor. Vektoren fassen wir immer als Spaltenvektoren auf. Das hoch-
gestellte ,T“ bedeutet Transposition. Fiir einen Vektor x € R" ist 2! ein Zei-
lenvektor. Fiir zwei Vektoren z,y € R" bilden wir das (Euklidische) innere
Produkt durch

n
2Ty = miyi
=1

Wir werden hiufig Vektoren x betrachten, deren Indizes Elemente (¢, a) einer
Menge I von geordneten Paaren sind. Wir notieren solche Vektoren mit (xt,a)(t’a)e I
oder auch mit (2¢4)er,ac4, wenn die Menge I = T x A die Menge der geordneten
Paare (t,a),t € T, a € A ist.

Fiir eine reelle Zahl a bedeutet das Symbol |« (alpha abgerundet) die grofite
ganze Zahl, die kleiner oder gleich « ist. Das Symbol [a] (alpha aufgerundet)
bedeutet die kleinste ganze Zahl, die gréfler oder gleich « ist und das Sym-
bol |a] := [a — 1] (alpha gerundet) bedeutet die néichste ganze Zahl zu c.

Fiir zwei Mengen M, N bedeutet der Ausdruck M C N, dafi M eine Teilmenge
von N ist. Der Ausdruck M C N bedeutet, dafl M eine echte Teilmenge von N
ist, da8 heifit M C N und M # N. Die (mengentheoretische) Differenz zweier
Mengen notieren wir mit M\N = {z € M|z ¢ N}. Die Potenzmenge 2 ist
die Menge aller Teilmengen der Menge M. Fiir Teilmengen M, N des reellen
Vektorraums R" schreiben wir

M+ N:={z+y|lreM, ye N}

Die obere Dominante dmt(M) der Teilmenge M C R" ist die Summe von M
mit dem positiven Orthanten, d. h.

dmt(M) =M + {z € R" |z > 0}.



2.3. LINEARE ALGEBRA UND POLYEDERTHEORIE 23

Fiir eine Menge R und natiirliche Zahlen m und n bedeutet R™*" die Menge
der m x n-Matrizen mit Eintrdgen in R. Fiir eine Matrix A € R™*" gehen wir
davon aus, dafl der Zeilenindex von eins bis m lduft und der Spaltenindex von
eins bis n. Die Elemente der Matrix A schreiben wir a;;, 1 <¢<m, 1 <j <n.

Sei M die Menge der Zeilenindizes und N die Menge der Spaltenindizes ei-
ner Matrix A = (@mn)memnen- Fiir eine Teilmenge I der Zeilenindizes M und
eine Teilmenge J der Spaltenindizes N bezeichnet A; ; die Matrix (a;;)ier jeJ-
Anstatt Ay s schreiben wir auch A. 7, und anstatt Ay x schreiben wir auch Ay ..

Wenn wir nicht explizit angeben, ob eine Zahl, ein Vektor oder eine Matrix
ganzzahlig oder reell ist, dann nehmen wir implizit an, dafi diese(r) reell ist. In
einigen Fillen geben wir die Dimension der Vektoren oder Matrizen nicht an.
Wenn wir mit diesen operieren, nehmen wir an, dafl deren Dimensionen kompa-
tibel sind.

Das Symbol 0 kennzeichnet eine Matrix oder einen Vektor, deren Eintrdge
alle null sind. Den j-ten Einheitsvektor in R" bezeichnen wir mit e;.

2.3.2 Hiillen, Unabhingigkeit und Dimension

Ein Vektor x € R"® wird Linearkombination der Vektoren z{, ..., z; € R"
genannt, wenn ein Koeffizientenvektor A € R¥ existiert, so daf gilt:

k
=1

Wenn der Vektor A nichtnegativ ist, dann nennen wir x auch eine konische
Kombination . Wenn die Summe Zle A; der Koeffizienten gleich eins ist,
dann nennen wir x auch eine affine Kombination. Eine Kombination, die affin
und konisch ist, nennen wir eine konvexe Kombination. Wenn der Vektor A
null oder ein Einheitsvektor ist, nennen wir die Kombination trivial, ansonsten
nichttrivial.

Fiir eine nichtleere Teilmenge S C R™ bezeichnen wir mit lin(S) (cone(S),
aff(S), conv(S)) die lineare (konische, affine, konvexe) Hiille der Elemente
von S, das ist die Menge der Vektoren, die eine lineare (konische, affine, konvexe)
Kombination von endlich vielen Vektoren aus der Menge S sind. Fiir die leere
Menge definieren wir lin(f)) := cone(() := {0} und aff(@)) := conv (@) := (.

Eine Teilmenge S C R” ist ein linearer (konischer, affiner, konvexer)
Unterraum, wenn die Teilmenge mit ihrer linearen (konischen, affinen, kon-
vexen) Hiille identisch ist, das heifit S = lin(S), S = cone(S), S = aff(9)
bzw. S = conv(S).

Eine Teilmenge S C R" ist linear (affin) unabhingig, wenn keines ih-
rer Elemente als eine nichttriviale Linearkombination der Elemente der Menge S
dargestellt werden kann. Andernfalls nennen wir die Menge S linear (affin)
abhingig. Eine linear (affin) unabhéngige Teilmenge des R” enthilt hochstens n
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Elemente (n + 1 Elemente). Die Dimension dim(S) einer Menge S ist die Kar-
dinalitét einer groffitmdoglichen affin unabhéngigen Teilmenge der Menge S minus
eins.

2.3.3 Polyeder und Ungleichungssysteme

Wenn A eine reelle m x n-Matrix ist und b ein reeller Vektor mit Dimension m,
dann ist Az < b ein System von (linearen) Ungleichungen und Az = b ein
System von (linearen) Gleichungen. Die Menge der Lésungen

P={zeR"| Az < b}

eines Systems von linearen Ungleichungen ist ein Polyeder. Ein Polyeder P, das
Teilmenge einer Kugel

{r e R" |vVaTz < R}

mit irgendeinem positivem Radius R ist, ist ein Polytop. Ein Kegel ist die
konische Hiille einer Teilmenge S C R". Ein polyedrischer Kegel ist ein Kegel,
der ein Polyeder ist.

Wenn a # 0 ein reeller Vektor mit Dimension 7 ist und aq eine reelle Zahl,
dann ist das Polyeder {z € R" |a”z < aq} ein Halbraum und das Polyeder {z €
R" |a”x = ao} eine Hyperebene. Um die Notation zu vereinfachen, sprechen
wir auch von dem Halbraum a’z < a¢ und der Hyperebene a’z = ag. Jedes
Polyeder ist der Durchschnitt endlich vieler Halbrdume.

Eine Ungleichung o’z < ay heifit giiltig fiir ein Polyeder P, wenn das Po-
lyeder P Teilmenge des Halbraums a’z < aq ist. Eine Teilmenge F eines Po-
lyeders P heiit Seitenfliche von P, wenn eine giiltige Ungleichung a’z < aqg
existiert, so dafl die Menge F' gleich dem Durchschnitt des Polyeders P mit der
Hyperebene a’z = aq ist. Wir sagen, daf§ die Menge F die durch a’z < qq
definierte Seitenfliche ist. Eine Facette eines Polyeders P ist eine nichtleere
Seitenfliche des Polyeders P mit Dimension dim(P) — 1.

Wenn v ein Punkt des Polyeders P ist und {v} eine Seitenfliche des Poly-
eders P, dann ist v eine Ecke des Polyeders P. Ein Polyeder heif}t spitz, wenn
es mindestens eine Ecke enthilt. Wenn fiir Vektoren z,z € R" und ein Poly-
eder P C R" die Menge

F ={v} +1lin({z}) = {z + Az | A € R} bzw.
F' = {v} +cone({z}) = {z + Xz | A > 0}

eine Seitenfliche des Polyeders P ist, dann ist die Seitenfliche F' eine Extremal-
linie bzw. die Seitenfliche F’ ein Extremalstrahl des Polyeders P.

Ein Polyeder ist entweder spitz oder es enthélt eine Extremallinie. Ein Poly-
top enthélt weder Extremallinien noch Extremalstrahlen. Jedes Polytop P ist die
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konvexe Hiille seiner Ecken V', das heiit P = conv(V'). Ein Polytop heifit ganz-
zahlig, wenn seine Ecken ganzzahlig sind. Der Rezessionskegel rec(S) einer
Teilmenge S C R" ist die Menge

rec(S) ={w € R" |z + Aw € S fiir alle z € S und alle A > 0: }.
Jeder Kegel K ist die konische Hiille seiner Extremalstrahlen E, d. h.
K = cone(E).

Jedes Polytop ist die konvexe Hiille seiner Ecken. Jedes Polyeder hat eine Dar-
stellung der Form

P = conv(V') + cone(FE) ,

wobei V' und E endliche Teilmengen des R” sind. Diese Darstellung nennt man
die innere Darstellung des Polyeders P. Die Darstellung

P={zeR"| Az < b}

nennt man die duflere Darstellung des Polyeders P.

2.4 Lineare und ganzzahlige Programmierung

Lineare Programmierungsprobleme bzw. lineare Programme bilden das theo-
retische Riickgrat der Optimierungsverfahren in dieser Dissertation. Unterab-
schnitt 2.4.1 definiert lineare Programme und duale Programme und stellt das
Dualitédtstheorem und den Satz vom komplementéiren Schlupf vor. Ganzzahlige
lineare Programme werden in Unterabschnitt 2.4.2 definiert und das Reduzierte-
Kosten-Kriterium beschrieben. In Unterabschnitt 2.4.3 wird dargestellt, wie kom-
binatorische Optimierungsprobleme als ganzzahlige lineare Programme darge-
stellt werden kénnen.

2.4.1 Lineare Programme und Dualitéit

Ein lineares Programm ist das folgende Problem:
Gegeben sind ein Ungleichungssystem Az > b, mit A € R™*", b € R™, und ein
reeller n-dimensionaler Kostenvektor c. Finde einen Vektor

z* € P={x € R"| Az > b},

der die Zielfunktion ¢’z minimiert.
Wir notieren ein lineares Programm mit den Kurzschreibweisen

min ¢’z

T T
Az > b oder min{c x| Az > b} oder min{c z|z € P}.
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Ein Vektor z, der die Ungleichungen des Systems Ax > b erfiillt, heifit zuléssige
Losung des linearen Programms. Eine zuléssige Losung x* ist eine optimale
L6sung des linearen Programms, wenn fiir alle zulédssigen Losungen Z des linearen
Programms c’'z* < ¢T'z gilt.

Wenn wir die Zielfunktion ¢!’z maximieren wollen, anstatt sie zu minimieren,
dann sprechen wir ebenfalls von einem linearen Programm und benutzen diesel-
be Terminologie, wie oben eingefiihrt. Eine Zielfunktion ¢!z zu minimieren ist
gleichbedeutend damit, eine Zielfunktion (—c)?z zu maximieren. Ein System von
Ungleichungen Az > b kénnen wir alternativ durch (—A)z < (—b) darstellen. Ein
System von Gleichungen Ax = b kénnen wir auch als System von Ungleichun-
gen ( ,AA)J: > ( fb) darstellen. Wenn wir ein System von Ungleichungen Az > b
durch ein System von Gleichungen darstellen wollen, dann fithren wir fiir jede
Ungleichung A; .« > b;, @ € N,,,, eine nichtnegative Schlupfvariable s; ein. Auf
diese Weise kénnen wir das lineare Programm min{c’z | Az > b} alternativ durch

min{c'z | Ar — s = b und s > 0}

darstellen. Nichtnegativitits-Bedingungen fiir alle Variablen konnen wir dadurch
erreichen, indem wir die Variablen z in einen positiven Anteil 1t und einen
negativen Anteil = aufspalten. Das lineare Programm min{c’z | Az > b} stellen
wir dann alternativ dar durch

min{c’ (zT —27) |A(z* —27) > bund z*,2~ > 0}.

Es gibt also viele verschiedene Moglichkeiten, ein lineares Programm darzu-
stellen. Wir wéhlen im folgenden die Darstellung

(LP) min{c’z | Az > b und z > 0}

mit einer reellen m x n Matrix und Vektoren ¢ € R" sowie b € R™.
Mit jedem linearen Programm (LP) ist ein duales (lineares) Programm

(DP) max{w’b|wl'A < ¢ und w > 0}

verbunden. Das lineare Programm (LP) heifit daher auch das primale (lineare)
Programm. Der Vektor z heifit (primaler) Variablenvektor. Die Kompo-
nenten xq, ..., Z, des Vektors z heiflen (primale) Variablen. Die Ungleichun-
gen A;x > b;, 1 <i<m heiflen (primale) Nebenbedingungen.

Jeder primalen Nebenbedingung A;x > b; ordnen wir eine nichtnegative
duale Variable w; zu. (Primale Nebenbedingungen kénnen auch als Gleichung
z. B. A; .x — s; = b; dargestellt werden. Einer solchen Gleichung ordnen wir eine
Vorzeichen-ungebundene duale Variable w; zu.)

Jeder primalen Variablen z; > 0, 1 < j < n, ordnen wir die duale Neben-
bedingung w” A.; < ¢; zu. (Wenn die primale Variable z; ungebunden ist, dann
ordnen wir der Variablen z; die duale Nebenbedingung w” A. ; = ¢; zu.)
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Sei w eine zuldssige Losung des dualen Programms (DP). Wir nennen den
Vektor

ri=r(0):=c—w A>0

Vektor der reduzierten Kosten. Die Komponenten r; des Vektors 7 nennen
wir reduzierte Kosten (der Variablen z;).
Sei T eine zuldssige Losung des primalen Programms (LP). Der Vektor

s:=s()=Az—-b>0

ist der Schlupfvektor. Die Komponenten s; des Schlupfvektors sind die Schlupf-
variablen.
Fiir eine primal zuléssige Losung z und eine dual zuléssige Losung w gilt:

dz>z—r"z=w"Az =a0"b+w"s > @ b.

Das folgende fundamentale Theorem stellt eine weitere Beziehung zwischen
dem primalen und dem dualen Programm her.

Theorem 2.4.1.1 (Dualititstheorem). Gegeben seien ein primales lineares
Programm (LP) und ein duales Programm (DP). Wenn beide linearen Programme
(LP) und (DP) zuldssige Losungen haben, dann existiert eine optimale Lisung x*
des linearen Programms (LP) und eine optimale Ldsung w* des dualen Pro-
gramms (DP), deren Zielfunktionswert gleich ist, d. h. cTxz* = (w*)Tb.

Wenn eines der linearen Programme (LP) oder (DP) keine zulissige Lisung
hat, dann st das jeweils andere lineare Programm entweder unbeschrinkt oder
es hat auch keine zuldssige Losung. Wenn eines der linearen Programme (LP)
oder (DP) unbeschrdinkt ist, dann hat das jeweils andere lineare Programm keine
zuldssige Losung.

Eine niitzliche Bedingung fiir die optimale Lésung von linearen Programmen
liefert das folgende Theorem.

Theorem 2.4.1.2 (Satz vom komplementiren Schlupf).
Gegeben seien ein primales Programm (LP) mit einer zuldssigen Lisung T und
ein duales Programm (DP) mit einer zulissigen Lisung w.

Die Losungen T und w sind genau dann optimal fiir die linearen Program-
me (LP) bzw. (DP), wenn gilt:

r(@)'z = (" —w"A)z = 0 und 0" () = 0" (AT — b) = 0
Das ist gleichbedeutend mit den Implikationen
z; >0=r;=0,
r;>0=1;=0,
w; >0=s =0,
$i>0=w; =0

fur alle Spaltenindizes 7 € N,, und alle Zeilenindizes 1 € N, .
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Da die Kostenfunktion einer zulédssigen Losung linear ist, ist die Menge der
optimalen Losungen eine Seitenfliche der Menge

P={zeR"| Az > b}

der zuldssigen Losungen. Wenn das Polyeder P spitz ist, dann enthilt jede Sei-
tenflache des Polyeders P mindestens eine Ecke. Wenn das Polyeder P spitz ist
und das lineare Programm min{c’z |z € P} beschrinkt ist, dann existiert eine
optimale Losung x* € P, die eine Ecke des Polyeders P ist. Daraus folgt, dafl
jedes lineare Programm {iiber ein nichtleeres Polytop eine optimale Ecke besitzt.

2.4.2 Ganzzahlige Programme

Ein ganzzahliges (lineares) Programm ist das folgende Problem:
Gegeben sind ein Ungleichungssystem Az > b, mit A € R™*", b € R™, und ein
reeller n-dimensionaler Kostenvektor c. Gesucht ist ein ganzzahliger Vektor

z* € P={z e R"| Az > b},

der die Zielfunktion ¢z minimiert.
Wie schon fiir lineare Programme erldutert, lassen sich auch ganzzahlige Pro-
gramme auf verschiedene Art darstellen. Wir wollen im folgenden die Darstellung

(ILP) min{c’z | Az > b und x > 0 ist ganzzahlig. }

fiir ein ganzzahliges Programm wéhlen.

Das lineare Programm, das durch die Vernachlédssigung der Ganzzahligkeits-
bedingung entsteht, ist die LP-Relaxierung bzw. die lineare Relaxierung des
ganzzahligen Programms (ILP). Wir kénnen die folgenden Relationen aufstellen:

(ILP) min{c’z | Az > b und z > 0 ist ganzzahlig. } >
(LP) >min{c’z | Az > bund z > 0} =
(DP) =max{w’b|w'A < cund w > 0}.

Wir sagen, dafl das Ungleichungssystem Az > b total primal ganzzahlig ist,
wenn A und b rational sind und fiir jeden Kostenvektor ¢ die Optimalwerte der
Programme (ILP) und (LP) gleich sind. Geometrisch gesprochen bedeutet total
primale Ganzzahligkeit, dafl das Polyeder P die konvexe Hiille seiner ganzzahligen
Punkte ist.

Die Kosten einer optimalen Losung des linearen Programms (LP) sind eine
untere Schranke fiir den Optimalwert des ganzzahligen Programms (ILP). Die
Kosten w”b jeder zuléissigen Losung w des dualen Programms (DP) sind eine un-
tere Schranke fiir den Optimalwert des linearen Programms (LP) und daher auch
eine untere Schranke fiir den Optimalwert des ganzzahligen Programms (ILP).
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Die Kosten jeder zuléssigen Losung des ganzzahligen Programms (ILP) sind eine
obere Schranke fiir den Optimalwert des ganzzahligen Programms (ILP). Durch
die Formulierung linearer Relaxierungen und die Suche nach zuléssigen ganzzah-
ligen Losungen lafit sich also der Optimalwert eines ganzzahligen Programms
einschrinken.

Das folgende Theorem zieht Nutzen aus einer guten Einschrinkung des Op-
timalwerts des ganzzahligen Programms (ILP).

Theorem 2.4.2.1 (Reduzierte-Kosten-Kriterium).
Seien ein ganzzahliges Programm (ILP) mit einer zuldssigen Lisung T, ein li-
neares Programm (LP) und das dazu duale Programm (DP) mit einer zulissigen
Lésung w gegeben.

Dann gilt fiir jede Variable x7, 1 < @ < n, einer optimalen Lésung x* des
ganzzahligen Programms (ILP), deren reduzierte Kosten r; = (¢; —w” A;.) positiv

sind:
T- T
crx—w'b
2] < {7J
T

Insbesondere sind die Variablen z} einer optimalen Losung z* dann auf null
festgelegt, wenn die reduzierten Kosten r; grofer sind als die Liicke ¢’z — w’b
zwischen der oberen Schranke ¢’z und den Kosten der zuliissigen Losung w’b.

2.4.3 Kombinatorische Optimierungsprobleme

Wir wollen uns in diesem Unterabschnitt (und in dieser Dissertation) mit kombi-
natorischen Optimierungsproblemen befassen, die mit einer linearen Zielfunktion
versehen sind. Diese speziellen Probleme bezeichnen wir im folgenden kurz als
kombinatorische Optimierungsprobleme.

Definition 2.4.3.1 (Kombinatorisches Optimierungsproblem).
Gegeben sind eine endliche Menge E, eine Teilmenge F der Potenzmenge 2F,
die zuléssigen Lésungen, und ein Kostenvektor ¢ € RE | durch den jeder Teil-
menge F' C E Kosten Y .pc. zugewiesen werden. Gesucht ist eine zuldssige
Losung F* € F, die die Kosten Y, p. ce minimiert (bzw. mazimiert).

Eine Instanz dieses allgemein formulierten Problems bezeichnen wir mit dem
Tripel (E,F,c).

In der Regel werden die zuldssigen Losungen eines kombinatorischen Optimie-
rungsproblems durch eine Eigenschaft bzw. eine Vorschrift definiert. Fiir schwere
kombinatorische Optimierungsprobleme ist die Anzahl der zuldssigen Lésungen
zu grof}, als dafl diese in einem LoOsungsverfahren in vertretbarem Zeitrahmen
aufgezihlt werden kénnten.

Ein Ansatz fiir die Losung eines kombinatorischen Optimierungsproblems be-
steht darin, dieses als ganzzahliges lineares Programm darzustellen. Fiir jedes
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Element e der Menge E fiihren wir eine binire Auswahlvariable z. ein. Jede
zulissige Losung F' € F setzen wir in Beziehung zu dem Inzidenzvektor x* € RE.
Jeder Instanz (E,F,c) des kombinatorischen Optimierungsproblems ordnen wir
ein ganzzahliges Polytop

Pi(E,F) :=conv{x' ¢ R¥|F € F}

zu. Das Polytop P;(FE, F) ist die konvexe Hiille der Inzidenzvektoren der zuléssi-
gen Losungen aus F. Auf diese Weise fithren wir das bindre Programm

(BLP) min{c"z |z € P;(E,F) und z ist ein 0-1 Vektor. }

ein.
Um ein lineares Programm zu formulieren, suchen wir nach einer dufleren
Darstellung

Pi(E,F)={z € R¥| Az > b}

des ganzzahligen Polytops P;(E, F). Ein solches Vorhaben ist grundsétzlich an-
spruchsvoll. Wenn das zugehdorige kombinatorische Optimierungsproblem jedoch
NP-schwer ist, dann konnte eine vollstéindige #uflere Darstellung des ganzzahli-
gen Polytops Pr(E, F) fiir beliebige Instanzen (E, F,¢) bislang noch nicht ange-
geben werden.

Unser Ziel ist es daher, die facettendefinierenden Ungleichungen des Poly-
tops P;(E,F) so gut wie moglich zu beschreiben. Als Resultat einer solchen
Untersuchung des Polytops P;(E, F) formulieren wir eine lineare Relaxierung

(LPR) min{c’z | Az > b und z > 0}.
Das Polytop
P (E,F):={x€R"| Az > bund = > 0} D P{(E, F)

enthilt (in der Regel) das ganzzahlige Polytop P;(E, F) als Teilmenge.

Man betrachte ein kombinatorisches Optimierungsproblem mit nichtnegativen
Kosten ¢. Dann sind die Optimalwerte des ganzzahligen Programms (BLP) und
des Programms

min{c"z |z € dmt(P;(E,F)) und z ist ganzzahlig. }

gleich. Die obere Dominante dmt(P;(E,F)) ist entweder leer oder hat volle Di-
mension. Wenn die obere Dominante dmt(P;(E, F)) nichtleer ist, dann definieren
alle Ungleichungen

BEeBL(F): Y z>1

ecB

eine Facette des Polyeders dmt(P;(E, F)).



Kapitel 3

Problemstellung und
Modellierung

Weltweit ist eine steigende Nachfrage nach Telekommunikations-Netzwerken zu
verzeichnen. Die Ursachen dieser Entwicklung sind vielfiltig. In Schwellenlindern
werden neue Netzwerke errichtet oder veraltete Netzwerke modernisiert. Neue
Technologien, wie das Kabelfernsehen, das Internet, Mobilfunk oder die Glasfa-
sertechnik, fiihren in industrialisierten Lindern zur Errichtung neuer Netzwerke.
Durch die Glasfasertechnik ist es méglich geworden, grofie Datenmengen zu iiber-
tragen. Entsprechend wachsen auch die Bediirfnisse der Kunden, so dafl Bildte-
lefone oder Videokonferenzen im Internet immer mehr Einzug in das tégliche Le-
ben halten. Die Monopolstellung von staatlichen Netzwerkbetreibern ist in vielen
Landern aufgehoben worden. Staatliche und private Firmen stehen in Konkurrenz
zueinander und unterhalten mitunter Netzwerke, die das gleiche Gebiet versorgen.

Die Netzwerkbetreiber schreiben die Errichtung oder die Erweiterung eines
Netzwerks in der Regel aus. Den Zuschlag erhilt die Firma, die ein Netzwerk zu
dem besten Preis-Leistungs-Verhiltnis anbieten kann. Firmen, die auf die Pla-
nung und die Errichtung von Netzwerken spezialisiert sind, haben zuerst ein An-
gebot zu erstellen und miissen daher die Kosten fiir die Errichtung des Netzwerks
abschitzen. Dazu ist es insbesondere vorteilhaft, mehrere Technologievarianten
durchspielen zu konnen.

Wenn der Zuschlag fiir die Errichtung eines Netzwerks erteilt worden ist, mufl
die beauftragte Firma genaue Netzwerkplidne erstellen. In den Netzwerkplinen
werden die Standorte und die Typen der Verteiler, Kabelmasten, Verstarker, bzw.
Abzweiger, die Routen der Verbindungskabel und die Breite von Tiefbaugriben,
in denen die Kabel verlegt werden, festgelegt. Diese Pline werden den &rtlichen
Behérden zur Genehmigung vorgelegt. Die Behorden konnen das Ausheben von
Tiefbaugrdben untersagen, z. B. weil dadurch Versorgungsleitungen gefihrdet
wiirden. Die Einwendungen der Behérden miissen in einer Uberarbeitung der
Netzwerkplédne beriicksichtigt werden.

Die manuelle Planung von Netzwerken wird mit hohem personellem Auf-
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wand durchgefiihrt. Insbesondere fiir die Erstellung eines Angebots ist jedoch
eine schnelle, automatisierte Planung wiinschenswert, um die Kosten verschie-
dener Technologievarianten schnell abzuschitzen. Fiir die endgiiltige Erstellung
eines Netzwerkplanes nach der Erteilung eines Auftrags konnen automatische
Verfahren wie folgt eingesetzt werden: Die Verfahren berechnen fiir verschiedene
Parametereinstellungen jeweils einen Losungsvorschlag. Ein Planer kann einen
dieser Losungsvorschlige iibernehmen oder manuel Anderungen an dem Plan
vornehmen. Das automatische Verfahren unterstiitzt die manuelle Planung ins-
besondere dadurch, daf es auf die Einhaltung von technologischen Bedingungen,
z. B. von Kapazitiatsbeschrankungen, achtet.

In dieser Dissertation betrachten wir insbesondere ein Teilproblem bei der Pla-
nung von Netzwerken. Es ist das Teilproblem, ein Grabennetz zu entwerfen, in
das Verbindungskabel unter Beriicksichtigung verschiedener Nebenbedingungen
und Zielvorstellungen verlegt werden sollen. Dieses Problem tritt fiir verschiede-
ne Netzwerktypen in vielfaltigen Modifikationen auf. Es wird in Abschnitt 3.2
an einem Beispiel, der Anbindung von Bereichsverteilern an Endverteiler in ei-
nem Stadtgebiet, ausfiihrlich beschrieben. Zuvor fiithrt Abschnitt 3.1 in den Auf-
bau und das von Ingenieuren durchgefiihrte Planen von Netzwerken ein. In Ab-
schnitt 3.3 erldutern wir die Zielvorstellungen fiir den Entwurf des Grabennetzes.
Das in der Einleitung beschriebene mathematische Kabelproblem wird in Ab-
schnitt 3.4 diskutiert. Das Kabelproblem fiihrt zu einem ganzzahligen linearen
Programm, das im theoretischen Teil dieser Dissertation untersucht wird.

Wir wollen an dieser Stelle auf weitere Arbeiten verweisen, denen Planungs-
probleme in der Telekommunikation zugrunde liegen. Das Problem, ausfallsichere
Netzwerke zu planen, wird z. B. in Arbeiten von Stoer, Dahl, Grétschel und Mon-
ma behandelt [GM90, Sto91, GMS92, SD94]. In diesem Zusammenhang sind auch
die Arbeiten von Goemans und Williamson iiber das generalisierte Steinerwald-
Problem von Interesse [GW95, WGMV95]|. Weiterfiihrende Arbeiten, in denen
auch Kapazitéten beriicksichtigt werden, wurden u. a. von Alevras, Grotschel, Jo-
nas, Paul und Wessily durchgefiihrt [AGJT96, AGW98]. Das Problem, in einem
Mobilfunknetz Funkfrequenzen zuzuweisen, wird u. a. in Arbeiten von Borndérfer,
Eisenblitter, Grotschel und Martin untersucht [BEGM98a, BEGM98b, Eis97].

3.1 Die Problemstellung

Ein Telekommunikations-Netzwerk ist hierarchisch aufgebaut. Wir betrachten ein
Netzwerk mit vier Hierarchieebenen. An die Zentralstation werden Bereichs-
verteiler angeschlossen, an diese werden Endverteiler und an die Endverteiler
werden Netzteilnehmer angeschlossen. Die Hierarchieebenen werden durch Ka-
bel und durch weitere Komponenten, z. B. Multiplexer, Verstirker und Verteiler,
verbunden. Die Kabel werden unterirdisch oder als Oberleitungen verlegt. In
demselben Netzwerk kénnen unterschiedliche Technologien und funktionsgleiche
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Komponenten mit unterschiedlichen Kapazititen gleichzeitig zum Einsatz kom-
men. Die Verbindung der Endverteiler mit den Netzteilnehmern kann etwa mit der
billigeren Kupfertechnologie vorgenommen werden, die Zentralstation kann mit
der leistungsfihigeren Glasfasertechnologie an die Bereichsverteiler angeschlossen
werden.

In der Angebots- und Planungsphase wird eine Auswahl der Technologien
und der Komponenten des Telekommunikations-Netzwerks vorgenommen. Dazu
werden die Bedarfszahlen und die Bodenbeschaffenheit der unterschiedlichen Be-
reiche des Planungsgebiets bei einer Begehung geschitzt oder aus statistischen
Daten erhoben. Entsprechend diesen Planungsdaten wird die Position der End-
verteiler und die Anzahl der jeweils an einen Endverteiler anzuschlieenden Netz-
teilnehmer festgelegt. Die Endverteiler werden in Bereichen zusammengefaflt, in
denen Bereichsverteiler positioniert werden. Schlieflich wird die Position der Zen-
tralstation festgelegt. In einem n&chsten Planungsschritt wird ein Tiefbaunetz
und gegebenenfalls ein Oberleitungsnetz entworfen, in dem die Kabel zu verle-
gen sind. In diesem Netz werden die weiteren benotigten Multiplexer, Verstirker
und Verteiler aufgestellt sowie die Verbindungskabel verlegt. In den einzelnen
Abschnitten der Planung eines Telekommunikations-Netzwerks sollen die noch
bevorstehenden Planungsentscheidungen mitberiicksichtigt werden. Ebenso ist es
moglich, bereits ergangene Planungsentscheidungen zu modifizieren.

Das Ziel der Planung ist, ein kostengiinstiges und leistungsfihiges Telekom-
munikations-Netzwerk zu erstellen. Die Errichtungskosten setzen sich zusammen
aus den Kosten fiir den Tiefbau und fiir die Oberleitungsmasten, den Kosten
fiir die Kabel und den Kosten fiir die restlichen Komponenten des Netzwerks.
Diese Kostenanteile variieren im Verhiltnis zueinander entsprechend den Gege-
benheiten des konkreten Netzwerks. Es kommt aber selten vor, dafi einer die-
ser Kostenanteile vernachléssigt werden kann. Leistungsmerkmale eines Netz-
werks sind Ubertragungskapazitiit, Signalqualitit und Ausfallsicherheit. Diese
Leistungsmerkmale werden hiufig durch Nebenbedingungen sichergestellt, so dafl
die Minimierung der Errichtungskosten dann die Zielfunktion bei der Planung des
Netzwerks darstellt.

Um die Ingenieure bei der Planung von Telekommunikations-Netzwerken zu
unterstiitzen, sollen automatische und optimierende Verfahren eingesetzt wer-
den, um Losungsvorschlige zu erzeugen und um die Kosten unterschiedlicher
Technologievarianten abschétzen zu kénnen. Die Losungsvorschlige konnen von
den Ingenieuren mit Riicksicht auf den Zusammenhang der einzelnen Planungs-
abschnitte und detaillierterer Kenntnis des Planungsgebiets modifiziert werden.
In der Praxis werden daher schnelle Heuristiken eingesetzt, die ein interakti-
ves Arbeiten ermoglichen. Im Rahmen dieser Dissertation ist es unsere Aufgabe,
die eingesetzten Heuristiken durch Berechnung exakter Losungen oder zumindest
durch die Angabe von unteren und oberen Schranken zu bewerten.
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3.2 Ein Planungsbeispiel

In diesem Abschnitt wird ein Unterproblem bei der Planung eines Telefonnetz-
werks in der indischen Stadt Poona beschrieben. In Poona werden zur Ubertra-
gung der Informationen von und zu den Netzteilnehmern Glasfaserkabel und
Kupferkabel eingesetzt. Glasfaserkabel werden zwischen der Zentralstation und
den Bereichsverteilern verwendet und zwischen Bereichsverteilern und Multi-
plexverteilern. Die Glasfaserkabel kénnen mit einem Glasfaserkabelverteiler
verzweigt werden. An die Multiplexverteiler werden Endverteiler mit Kupferka-
beln angeschlossen. Es besteht auch die Moglichkeit, Endverteiler mit Kupferka-
beln direkt an die Bereichsverteiler anzuschliefen. Die Telefone der Netzteilneh-
mer werden mit Kupferkabeln an die Endverteiler angeschlossen. Die Standorte
der Endverteiler, Multiplexverteiler und der Glasfaserkabelverteiler sind auf die
Wohnanlagen beschrinkt.

In dem Poona-Beispiel versorgen Stromquellen der Bereichsverteiler die an-
geschlossenen Multiplexverteiler und die iiber Endverteiler angeschlossenen Tele-
fone der Netzteilnehmer mit Betriebsspannung. In den Kupferkabeln iibertragen
die Kupferleitungen neben der Information auch die elektrische Energie. In die
Glasfaserkabel, die die Multiplexverteiler an die Bereichsverteiler anschlieflen,
sind entweder Stromleitungen integriert, oder es werden ein Glasfaserkabel und
ein Stromkabel parallel verlegt. Unterschiedliche Routen fiir das Glasfaserkabel
und das zugehorige Stromkabel sind durch den Kunden untersagt. Daher fassen
wir die zwei parallel zu verlegenden Kabel im weiteren als Einheit auf, die mit
dem Begriff | Glasfaserkabel“ bezeichnet wird.

Die Glasfaserkabel umbhiillen vier oder sechszehn Glasfaseradern. Eine Glas-
faserader ist eine ummantelte Glasfaser. Mit einem Glasfaserkabelverteiler kann
der Bereichsverteiler wie folgt an die Multiplexverteiler angebunden werden: Die
Multiplexverteiler sind mit bis zu vier vieradrigen Kabeln an den Glasfaserkabel-
verteiler angebunden. Der Glasfaserkabelverteiler ist durch ein sechzehnadriges
Kabel an den Bereichsverteiler angebunden. In den Glasfaserkabelverteilern wer-
den die plan geschliffenen Glasfaseradern auf Stofl aneinander gesetzt und so die
Information weitergeleitet. Die Anbindung der Multiplexverteiler an den Glasfa-
serkabelverteiler oder direkt an den Bereichsverteiler geschieht so, dafl eine Glas-
faserader des Kabels an den Multiplexer angeschlossen wird, die restlichen, noch
verfiigbaren Glasfaseradern werden zu anderen Multiplexverteilern weitergeleitet.
Auf diese Weise kénnen an ein vieradriges Kabel vier Multiplexverteiler in Reihe
angeschlossen werden. Die Linge der Stromverbindung von dem Bereichsverteiler
zu den Multiplexverteilern darf 3000 Metern nicht {iberschreiten.

Die Kupferkabel umhiillen 20, 40 oder 60 (Kupfer-) Doppeladern. Eine Kup-
ferader ist ein ummantelter Kupferdraht. Eine Doppelader wird fiir je einen Netz-
teilnehmer bené6tigt, um einen geschlossenen Stromkreis fiir die Stromversorgung
des Telefons herzustellen und die Informationen zu iibertragen. Um die notige
Betriebsspannung fiir das Telefon zu gewihrleisten, ist die Linge der Kupferlei-



3.2. EIN PLANUNGSBEISPIEL 35

3400m 3400m
400m 3000m 3000m 400m
o—{ i} }—t ] ] Jee] Je }—1—@
500m
Ol Bereichsverteiler s Glasfaserkabel, 16 Adern
<> Glasfaserkabelverteiler Glasfaserkabel, 4 Adern
Multiplexverteiler
O P Kupferkabel
® Endverteiler

Abbildung 3.1: Technologische Randbedingungen

tung beschrinkt. Die Lénge der Kupferleitung von einem Multiplexverteiler zu
einem Endverteiler darf 400 Meter nicht iiberschreiten. Die Linge der Kupfer-
leitung von einem Bereichsverteiler zu einem direkt angebundenen Endverteiler
darf 500 Meter nicht iiberschreiten.

In den Bereichsverteilern und, wie der Name andeutet, in den Multiplexver-
teilern sind Multiplexer enthalten, die die Informationen von mehreren Netz-
teilnehmern jeweils in eine Glasfaserader weiterleiten. Die Multiplexer sind so
ausgelegt, dafl an einen Multiplexverteiler 60 Netzteilnehmer und an einen Be-
reichsverteiler 3000 Netzteilnehmer angebunden werden kénnen. Von diesen 3000
Netzteilnehmern sind nur bis zu 960 direkt iiber Endverteiler und die restlichen
iiber Multiplexverteiler an den Bereichsverteiler anzubinden.

Als Nahbereich werden die Punkte des Stadtteils bezeichnet, die mit Kupfer-
kabeln von 500 Metern Leitungslinge vom Bereichsverteiler aus erreichbar sind.
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Die iibrigen Punkte des Stadtteils bilden den Fernbereich. Da die Kosten fiir
einen Multiplexverteiler vergleichsweise hoch sind, ist es eine sinnvolle Strategie,
die Endverteiler des Nahbereichs mit Kupferkabeln direkt an einen Bereichsvertei-
ler anzubinden und die Kapazitit des Bereichsverteilers fiir die Direktanbindung
vollstindig auszunutzen.

In dem betrachteten Stadtteil von Poona werden als Endverteiler Klemmen-
kisten mit Klemmanschliissen fiir 60 Netzteilnehmer eingesetzt. Sie werden zen-
tral in den Wohnanlagen der Netzteilnehmer installiert. An die Klemmenkésten
werden Telefone iiber hausinterne Leitungen angeschlossen. Eine Verzweigung der
Kupferkabel ist nur in den Endverteilern zuléssig. Sind an einem Endverteiler
Doppeladern iiberzéhlig, so konnen diese mit einem Kupferkabel zu einem an-
deren Endverteiler weitergeleitet werden. Die Informationen der Netzteilnehmer
eines Endverteilers sollen mit denselben Kabeln an die Bereichsverteiler weiter-
geleitet werden. Es ist nicht zuléssig, die Informationen der Netzteilnehmer eines
Endverteilers auf verschiedenen Routen zu dem Bereichsverteiler zu leiten.

o ® { J O

= =---
== --

Abbildung 3.2: Erzeugung von Strafleniiberquerungen und Verteiler-Anbindungen

Grében fiir die Kabel kénnen im Bereich der Biirgersteige entlang den Stra-
en ausgehoben werden, Stralenquerungen und Anbindungen der Standorte der
Verteiler in den Wohnanlagen erfolgen rechtwinklig zum Stralenverlauf. Bei der
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Kabelverlegung soll auch die freie Querschnittsfliche von Kabelkanilen beste-
hender Netzwerke genutzt werden. Es ist fiir unsere Modellbildungen vorteilhaft,
nur bestimmte Tiefbauabschnitte des Stadtteils zuzulassen. Strafieniiberquerun-
gen werden nur in der Nidhe von Kreuzungen, Kurven und dort zugelassen, wo
eine Verteiler-Anbindung auf den Biirgersteig stoft. Entlang den Biirgersteigen
wird nur eine Grabenlinie mit festgelegtem Abstand zur Strafle beriicksichtigt.
Auf diese Weise ergibt sich in dem Stadtteil ein Netz von aneinanderstoflenden
Abschnitten. Es ist zu entscheiden, auf welchen dieser Abschnitte Griben ausge-
hoben werden sollen.

Vor den Grabungsarbeiten ist eine Genehmigung von den 6rtlichen Beh6rden
einzuholen. Diese verlangen, dafl Straflenquerungen, insbesondere Querungen von
Hauptstrafien, auf ein ,,notwendiges Maf3“ beschriankt werden. Desweiteren unter-
sagen sie, solche Tiefbauabschnitte auszuheben, unter denen Wasser- oder Elek-
trizitdtsleitungen vorhanden sind, welche durch die Arbeiten gefidhrdet wiirden.
Bei einer Neuplanung, die durch solche Verbote erforderlich ist, sollen nur die
dadurch verhinderten Kabelrouten umgeleitet werden miissen.

3.3 Die Zielvorstellung

Fiir das im vorherigen Abschnitt beschriebene Unterproblem, die Bereichsver-
teiler an die Endverteiler anzubinden, sollen Abschnitte fiir Grabungsarbeiten
ausgewihlt werden. Entsprechend dem so entworfenen Tiefbau-Netzwerk werden
Multiplex- und Glasfaserkabelverteiler positioniert und Verbindungskabel verlegt.
Um diese Verkabelung auf zuléssige Weise durchfiihren zu konnen, diirfen die Be-
reichsverteiler von den Endverteilern im Fernbereich ldngs dem Tiefbau-Netzwerk
hochstens 3400 Meter entfernt sein. Um die Endverteiler des Nahbereichs direkt
an die Bereichsverteiler anbinden zu konnen, darf deren Entfernung zu dem Be-
reichsverteiler lings dem Tiefbau-Netzwerk 500 Meter nicht iiberschreiten.

Eine erste Zielvorstellung ist, die Tiefbaukosten des Tiefbau-Netzwerks zu
minimieren. Jede Losung, die eine entsprechende Zielfunktion minimiert und
die Entfernungsbeschrinkung von 3400 Metern einhalt, fiihrt zu einer unteren
Schranke fiir die Tiefbaukosten des Gesamtproblems. In einigen Beispielen fiihrte
die Minimierung der Tiefbaukosten jedoch zu Losungen, bei denen die Entfer-
nungen der Bereichsverteiler zu vielen Endverteilern gerade noch unterhalb der
erlaubten Schranke lagen. In dieser Konstellation erhéhen sich die Kosten fiir
die Verbindungskabel. Desweiteren wurde die Freiheit fiir die Positionierung der
Multiplexverteiler eingeschrinkt.

In einer erweiterten Zielfunktion werden daher die Entfernungen der Endver-
teiler zu den Bereichsverteilern mitberiicksichtigt. Um die Vorstellung zu vereinfa-
chen, fiihren wir ein virtuelles Anteilskabel ein und formulieren das vereinfachte
Problem, jeden Endverteiler mit einem Anteilskabel beschrinkter Linge direkt
an den Bereichsverteiler anzubinden. Die Kosten eines Anteilskabels sind das
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Produkt aus der Linge des Anteilskabels und einem virtuellen Anteilskabelpreis,
der in Abhéngigkeit von dem angebundenen Endverteiler gewéhlt wird. Je h6her
der Anteilskabelpreis gewahlt wird, desto stirker sind Losungen mit geringen
Entfernungen zwischen Bereichsverteilern und Endverteilern begiinstigt.

Bei einem anderen Problem, der Planung eines Kabel-TV-Netzwerks, bedeu-
tet eine groflere Liange der Verbindungskabel eine schlechtere Qualitit des TV-
Signals. Auch fiir dieses Problem ist es also sinnvoll, kurze Entfernungen zwischen
den Bereichsverteilern und den Endverteilern in die Zielfunktion aufzunehmen.

Durch die folgende Einstellung der Anteilskabelpreise kann eine untere Schran-
ke fiir die Summe aus Tiefbaukosten und Kabelkosten berechnet werden. Dazu
werden die Kosten der realen Kabel auf die Endverteiler, die durch dieses Kabel
angeschlossen werden, proportional zu den angeschlossenen Telefonteilnehmern
umgelegt. Zum Beispiel seien iiber ein Kupferkabel mit 60 Doppeladern 30 Tele-
fonteilnehmer des Endverteilers A und 10 Telefonteilnehmer des Endverteilers B
angeschlossen. Die restlichen 20 Doppeladern bleiben ungenutzt. In diesem Fall
tragt der Endverteiler A drei Viertel und der Endverteiler B ein Viertel der Ko-
sten dieses Kupferkabels. Eine untere Schranke fiir den Anteil an den Kabelkosten
eines Endverteilers des Nahbereichs erhilt man fiir den Fall, dafl der Endverteiler
mit vollstdndig ausgelasteten Kupferkabeln mit 60 Doppeladern an den Bereichs-
verteiler direkt angebunden wird.

Eine untere Schranke fiir den Anteil an den Kabelkosten eines Endvertei-
lers des Fernbereichs erhilt man fiir den Fall, daf§ der Endverteiler mit einem
vollstindig ausgelasteten Glasfaserkabel mit 16 Glasfaseradern an den Bereichs-
verteiler angebunden wird. Dies ist dann moglich, wenn der Multiplexverteiler
an dem Ort des Endverteilers aufgestellt wird. Der virtuelle Anteilskabelpreis
kann entsprechend diesen unteren Schranken festgelegt werden. Mit dieser Pa-
rametereinstellung wird eine Losung gesucht, die die Summe aus Tiefbaukosten
und Anteilskabelkosten minimiert. Der Kostenwert einer solchen Lésung ist eine
untere Schranke fiir die Summe aus den Tiefbaukosten und den realen Kabelko-
sten. Die Kapazitéit eines Multiplexverteilers ist auf 60 Netzteilnehmer begrenzt.
Daraus ergibt sich eine triviale untere Schranke fiir die Anzahl und die Kosten
der benotigten Multiplexverteiler. Die Summe dieser getrennt ermittelten unteren
Schranken ergibt eine untere Schranke fiir die Gesamtkostensumme aus Tiefbau-
kosten, Kabelkosten und den Kosten fiir die elektronischen Bauteile.

In dhnlicher Weise konnen den Anteilskabeln Anteilsquerschnitte zugeordnet
werden, um die Beschrinkung der freien Querschnittsfliche in den Kabelkanélen
beriicksichtigen zu konnen. In unserer Modellbildung haben wir die Kapazititsre-
striktionen der Kabelkanéle und der Bereichsverteiler vernachléssigt. Wir haben
desweiteren erwogen, die Positionierung der Verteiler und die Auswahl der Ka-
beltypen der Verbindungskabel in unser Modell einzubinden. Dieses komplexere
Modell beschreibt das Anwendungsproblem genauer. Es erscheint uns aber frag-
lich, ob fiir praktisch relevante Beispielprobleme gute untere Schranken fiir die
Gesamtkosten mit vertretbarem Aufwand errechnet werden konnen. Das verein-
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fachte Modell, die Endverteiler mit Anteilskabeln direkt anzubinden, kann leichter
an unterschiedliche Projekte und an unterschiedliche Netzwerktechnologien ange-
pafit werden. Es ist daher fiir den Planungsingenieur als interaktives Hilfsmittel
von gutem Nutzen.

3.4 Das Kabelproblem

Unser Auftraggeber, die Siemens AG, hat zwei Zielvorstellungen fiir die Richtung
unserer Forschungstéitigkeit formuliert:

Erstens sollen heuristische Verfahren durch Berechnen von unteren Schran-
ken fiir die Kosten der optimalen Losung bewertet werden. Noch besser ist es,
mit einem exakten Verfahren die optimale Losung selbst berechnen zu kénnen.
Zu diesem Zweck definieren wir in Unterabschnitt 3.4.1 das Kabelproblem, das
wir in Abschnitt 3.3 motiviert haben. In Unterabschnitt 3.4.2 beschreiben wir
grundlegende Eigenschaften des Kabelproblems.

Zweitens sollen Konzepte fiir die Modellierung von Anwendungsproblemen
im Bereich der Planung von Telekommunikations-Netzwerken und fiir die Losung
der formulierten mathematischen Probleme gefunden werden. Um dieser zweiten
Zielvorstellung gerecht zu werden, verallgemeinern wir das Kabelproblem zu dem
Netzproblem, das in Kapitel 4 untersucht wird. Zu dieser Verallgemeinerung fiihrt
u. a. ein ganzzahliges Programm fiir das Kabelproblem, das am Schluf} dieses
Abschnitts formuliert wird.

3.4.1 Definition des Kabelproblems

Wir fassen im folgenden (Di-)Pfade in einem (gerichteten) Graph als Kantenmen-
gen (Bogenmengen) auf.

Definition 3.4.1.1. Das Kabelproblem in Graphen ist das folgende Pro-
blem:

Gegeben sind ein Graph G = (V,E) mit Quellen S C V, S # 0 und
Senken 7" C V\S und jeweils nicht-negativen Kantenléingen (l.)ecr, Kan-
tenkosten (Cc)ccr, Lingenbeschrinkungen (L;);cr und Pfadkostenfakto-
ren (d;)er-

FEine Lisung des Problems ist ein Paar (F,Q), bestehend aus einer Kanten-
menge ' C E und einer Familie von Pfaden QQ = (Qi)ier, fir die gilt: Die
Pfade Q;, t € T, sind in der Kantenmenge F' enthalten, beginnen in irgendeiner
Quelle, enden in der Senke t und sind lingenbeschrinkt, das heifst Zeth I, < L,.

Das Ziel ist, die Summe der Kantenkosten und der Pfadkosten

(3.1) Yo+ d (Z Ze>

ecF teT ecQt
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2u minimieren.

Eine Instanz des Kabelproblems in (ungerichteten) Graphen bezeichnen wir
mit

(3.2) UKABEL(G, S, T, ¢,d, [, L).

Die Knoten N = V\(S UT) nennen wir Netzknoten.

Die Parameter des Kabelproblems in Graphen haben bezogen auf das An-
wendungsproblem die folgende Bedeutung. Die Quellen sind die Bereichsvertei-
ler. Die Senken sind die Endverteiler. Die Netzknoten sind die Punkte, an denen
mogliche Tiefbauabschnitte zusammenstofien. Die Kanten sind mdgliche Tiefbau-
abschnitte. Die Kantenkosten sind die Tiefbaukosten und die Kantenléingen sind
die Léngen der Tiefbauabschnitte. Die Pfade von den Quellen zu den Senken ent-
sprechen den Anteilskabeln. Die Lingenbeschrinkung und der Pfadkostenfaktor
einer Senke entsprechen der Lingenbeschrinkung und dem Kostenfaktor fiir das
Anteilskabel, das den entsprechenden Endverteiler anbindet.

Wir formulieren nun das Kabelproblem (in gerichteten Graphen).

Definition 3.4.1.2. Das Kabelproblem (in gerichteten Graphen) ist das
folgende Problem:

Gegeben sind ein Digraph D = (V, A) mit Quellen S C V, S # 0 und
Senken 7' C V\S, sowie jeweils nicht-negative Bogenlidngen (I,),c4 und Bo-
genkosten (¢,)qca, Dipfadkostenfaktoren (d;),cr sowie Lingenbeschrink-
ungen (L)ser.

Fine Lisung des Kabelproblems ist ein Paar (B, @), bestehend aus einer Bo-
genmenge B C A und einer Dipfadfamilie QQ = (Q¢)ier, fiir die gilt: Die Dipfa-
de Q;, t € T, sind in der Bogenmenge B enthalten, beginnen in irgendeiner Quel-
le, enden in der Senke t und sind von beschrinkter Linge, das heifit Zath l, <
L.

Das Ziel ist, die Summe der Bogenkosten und der Dipfadkosten

33) S0 (Z za>

a€B teT a€Qt

U minimieren.

Eine Instanz des Kabelproblems bezeichnen wir mit

(3.4) KABEL(D, S, T,¢,d, 1, L).

3.4.2 Eigenschaften des Kabelproblems

Die Kantenmengen der Optimallésungen des Kabelproblems in ungerichteten
Graphen mit positiven Kantenkosten sind Wiélder. Daher ist eine Transforma-
tion von der ungerichteten auf die gerichtete Formulierung des Kabelproblems
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moglich. Diese Transformation wurde in &hnlicher Weise fiir das Steinerbaum-
Problem in Graphen untersucht. Die Zusammenhénge sind in diesem Unterab-
schnitt beschrieben.

u

Abbildung 3.3: Ein Beispiel fiir eine Wurzelwald-Losung eines Kabelproblems.

Theorem 3.4.2.1. Jede losbare Instanz des Kabelproblems hat mindestens eine
Optimallosung, deren Bogenmenge ein Wurzelwald ist, dessen Wurzeln Quellen
aus S sind und der die Senken T aufspannt.

Beweis: Sei
(3.5) II = KABEL(D, S, T, ¢,d,l, L)

eine Instanz des Kabelproblems und sei (B, Q) eine Losung der Instanz I1. Sei die
Bogenmenge B’ C B ein [-Kiirzeste-Wege-Wurzelwald, dessen Wurzeln Quellen
aus S sind und der die Senken 7" aufspannt. Seien @} C B', t € T, die kiirzesten
Wege von einer (eindeutig bestimmten) Quelle zu der Senke ¢. Es gilt Zang lo <
> acq, Lo fiir alle Senken ¢ € T'. Daher ist das Paar (B, Q') eine zuléissige Losung
der Instanz II. Die Kosten der Losung (B', Q') sind kleiner oder gleich den Kosten

der Losung (B,Q), da Y ,cp o < D 4cp Ca und dy (ZaeQ; la> < d, (Zath la)

gilt. Also existiert eine Optimallosung der Instanz II, deren Bogenmenge ein Wur-

zelwald ist, dessen Wurzeln Quellen aus S sind und der die Senken 7" aufspannt.
O

Theorem 3.4.2.2. Jede losbare Instanz des Kabelproblems in ungerichteten Gra-
phen hat mindestens eine Optimallosung, deren Kantenmenge ein Wald ist, des-
sen Wurzeln Quellen aus S sind und der die Senken T aufspannt.
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Beweis: Der Beweis verlduft analog zu dem Beweis von Theorem 3.4.2.1 fiir
den gerichteten Fall. O

Gegeben sei eine Instanz des Kabelproblems in Graphen
(3.6) Il = UKABEL(G, S, T,¢,d,I,L), G=(V,E).

Sei D = (V, A) der Digraph, der fiir jede Kante ij € E genau zwei antiparallele
Bogen (i,7), (j,i) € A enthélt. Die Zuordnung

(3.7) n: A= E, n((i,5)) =1

weist jeden Bogen aus A seiner erzeugenden Kante aus E zu. Damit sei die Instanz
(3.8) Il = KABEL(D, S,T,éon,d,lon, L)

des Kabelproblems definiert.

Theorem 3.4.2.3. Gegeben sei eine Instanz I1 des Kabelproblems in Graphen
wie in (3.6). Die Instanz I1 des Kabelproblems sei wie in (3.7) und (3.8) definiert.
Fiir jede optimale Losung (B*,Q*) der Instanz 11 ist die Lésung (n(B*),Q’),
mit Q, = n(Qy) fir allet € T, eine optimale Lisung der Instanz I1. Die Kosten
der optimalen Losungen sind gleich.

Beweis: Die Lingen und Kosten jedes Bogens (i, j) € A sind gleich der Lénge
und den Kosten der entsprechenden Kante ij € E. Daher ist das Paar (n(B*), Q')
eine zulissige Losung der Instanz IT und hat kleinere oder gleiche Kosten wie die
Losung (B*, Q*) der Instanz II. Die Kosten der Losungen sind dann gleich, wenn
keine paarweise antiparallelen Bogen in B* enthalten sind. Nach Theorem 3.4.2.1
existiert eine optimale Losung (F*, Q1) der Instanz II, so da die Kantenmen-
ge F'* ein Wald in dem Graphen G mit Wurzeln aus S ist. Sei B C A der Wur-
zelwald, der dem Wald F't entspricht, das heifit n(B) = F'*. Seien Q; C B die
gerichteten Pfade, die den Pfaden Q} entsprechen. Dann ist das Paar (B, Q) eine
zuldssige Losung der Instanz IT und hat gleiche Kosten wie die Losung (F', Q+)
Daher sind die Optimalwerte der Instanz IT und der Instanz II gleich und die
Losung (n(B*), Q") ist eine optimale Losung der Instanz II. O

Man nehme an, wir wollten Kapazititsbeschrinkungen fiir das Kabelpro-
blem in Graphen mitberiicksichtigen. Eine Kapazitidtsbeschrinkung kénnte lau-
ten, dafl eine ausgewiihlte Kante hichstens in n ausgewéhlten Pfaden enthalten
sein darf. Eine optimale Losung des Kabelproblems in Graphen mit Kapazitéts-
beschriankungen ist dann nicht mehr notwendigerweise eine Wurzelwald-Losung.
Infolge dessen ist die Transformation eines zu definierenden Kabelproblems in
Graphen mit Kapazititsbeschrinkungen auf ein analoges Problem in gerichte-
ten Graphen nicht mehr zuléssig. Unsere Verfahren sind fiir gerichtete Graphen
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entworfen worden. Wir konnen daher nicht ohne erheblichen Zusatzaufwand Ka-
pazitdtsbeschrinkungen in unser Verfahren aufnehmen.

Zunichst beweisen wir, dafl das Kabelproblem in gerichteten beziehungsweise
ungerichteten Graphen N P-schwer ist.

Das Steinerbaum-Problem in Graphen ist, fiir einen Graphen G = (V, E)
mit Terminals 7" C V und Kantenkosten (¢, ).cr eine kostenminimale Kantenmen-
ge F' C F zu finden, die die Terminals 7" aufspannt.

Eine Instanz dieses Problems bezeichnen wir mit STG(G, T, ¢).

Theorem 3.4.2.4. Das Kabelproblem in (gerichteten) Graphen ist N'P-schwer.

Beweis: Das Steinerbaum-Problem in Graphen ist NP-schwer [GJ79a]. Das
Steinerbaum-Problem in Graphen ist im Wesentlichen in dem Kabelproblem als
Spezialfall fiir Pfadkostenfaktoren gleich null und verschwindende Léngenrestrik-
tionen enthalten. Sei STG(G, T, c) eine gegebene Instanz des Steinerbaum-Pro-
blems in Graphen. Kanten mit negativen Kosten kénnen wir kontrahieren und
so zu einer neuen Instanz des Steinerbaum-Problems in Graphen {ibergehen, de-
ren Kantenkosten alle nichtnegativ sind. Details dazu sind z. B. in [KM98| be-
schrieben. Seien daher ohne Beschriankung der Allgemeinheit die Kantenkosten ¢
nichtnegativ. Ist die Menge der Terminals leer, dann ist das Problem trivial. An-
dernfalls wiahle man ein Terminal s € T" als Quelle aus. Gegeben sei die Instanz

(3.9) I1 = UKABEL(G, {s},T\{s}, ¢c,0,0,0).

Jede Losung (F,Q) der Instanz II, hat die Eigenschaft, da F C E die Ter-
minals 7" aufspannt. Ist andererseits F' eine Losung der Instanz STG(G,T,c),
dann wihle man irgendwelche Verbindungspfade Q¢, ¢t € T\{s}, von der Quel-
le s nach der Senke ¢ fiir eine Losung (F,Q) der Instanz IT aus. Die Kosten
der Losungen sind jeweils gleich ), c.. Ist das Paar (F”*,Q*) eine optimale
Losung der Instanz II, so ist die Kantenmenge ™ eine optimale Losung der In-
stanz STG(G,T,c). Also ist das Kabelproblem in Graphen N P-schwer. Nach
Theorem 3.4.2.3 ist das Kabelproblem in Graphen auf das Kabelproblem in ge-
richteten Graphen transformierbar. Also ist auch das Kabelproblem in gerichteten
Graphen N P-schwer. O

Fiir das Steinerbaum-Problem in Graphen wurde in der Literatur eine Trans-
formation auf das Steinerbaum-Problem in gerichteten Graphen diskutiert.

Das Steinerbaum-Problem in gerichteten Graphen ist, fiir einen ge-
richteten Graphen D = (V, A), eine Wurzel s € V, Terminals 7 C V und Bo-
genkosten (c,)qca eine kostenminimale Bogenmenge B C A zu finden, welche
die Terminals 1" von der Wurzel s her aufspannt. Eine Instanz dieses Problems
bezeichnen wir mit STD(D, s, T, c).

Diese Transformation ist der Transformation fiir das Kabelproblem in Gra-
phen dhnlich. Schnittebenenverfahren und polyedrische Beschreibungen der kon-
vexen Hiille der zuldssigen Losungen wurden fiir das Steinerbaum-Problem in
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Graphen und in gerichteten Graphen untersucht und die Ergebnisse verglichen.
Die Untersuchung von Schnittebenenverfahren fiir das ungerichtete Modell gehen
auf Aneja zuriick [Ane80]. Eine wichtige vergleichende Untersuchung des gerichte-
ten und ungerichteten Modells wurde von Chopra, Gorres und Rao durchgefiihrt
[CGR92, CR94a, CR94b]. Weitere vergleichende Betrachtungen wurden von Goe-
mans und Myung angestellt [GM93]. Untersuchungen des ungerichteten Modells
finden sich bei Grétschel und Monma [GM90] und bei Goemans [Goe94]. Fluffor-
mulierungen in gerichteten Graphen wurden von Wong [Won84| und von Beasley
[Bea89] betrachtet.

Aus den Untersuchungen wurde der Schlufl gezogen, dafl die gerichtete For-
mulierung besser fiir die Entwicklung eines Schnittebenenverfahrens geeignet ist.
Entsprechend diesem Untersuchungsergebnis untersuchen wir Verfahren fiir das
Kabelproblem in gerichteten Graphen. In Abschnitt 4.6 werden wir am Ende
einer theoretischen Untersuchung des Kabelproblems beziehungsweise des allge-
meineren Netzproblems die theoretischen Griinde fiir die Auswahl der gerichteten
Formulierung diskutieren konnen.

3.4.3 Ein ganzzahliges Programm fiir das Kabelproblem

Fiir das Kabelproblem (in gerichteten Graphen) fithren wir das binére lineare
Programm DIPFAD ein. Sei

(3.10) Il = KABEL(D, S, T, c,d, 1, L)

eine Instanz des Kabelproblems. Fiir jede Senke ¢ € T sei £; die Menge aller (S, t)-
Dipfade P mit beschrinkter Lénge Y .5 ls < L;. Der binére Vektor der Bogen-
variablen (z,),c4 hat die Bedeutung eines Inzidenzvektors fiir Bogen B C A,
der binére Vektor der Dipfadvariablen (y; p)icr, pec, hat die Bedeutung eines
Inzidenzvektors fiir die Dipfade @, einer Losung (B, @) der Instanz II,

0 somnst

(3.11) yt,P:{ L P=0

Das binére lineare Programm DIPFAD(II) lautet mit diesen Variablen:
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DIPFAD(II)
min ¢’z + ZZ yt,PCzt (Z%)
teT PeLl, acP
1) (teT) > e =1
PeLly
2) teT) =z - > wex” > 0
PeLly
(3) x, y sind 0, 1 Vektoren.

Die Nebenbedingungen (1) besagen, daf§ jeder Endverteiler mit genau einem An-
teilskabel angeschlossen wird. Die Nebenbedingungen (2) besagen, daf dort, wo
ein Anteilskabel gezogen wird, auch gegraben werden muf}. Auf diese Weise ent-
spricht jede zulissige Losung des Programmms DIPFAD(II) genau einer zuléssi-
gen Losung der Instanz II. Im Bild des Anwendungsproblems formuliert: Jeder
Endverteiler wird mit einem Anteilskabel angeschlossen (1). Dort wo ein Kabel
verlduft mufl auch gegraben werden (2). Halbe Gréiben und Kabel sind ausge-
schlossen (3).

Wir untersuchen das Programm DIPFAD in Kapitel 4 in allgemeinerer Form
polyedrisch und entwickeln Lagrange-Heuristiken und Schnittebenenverfahren zu
dessen Losung.
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Kapitel 4

Das Netzproblem

Das Kabelproblem besteht im Wesentlichen aus zwei Unterproblemen. Das erste
Unterproblem ist, in einem Digraphen einen kostenoptimalen lingenbeschrink-
ten Dipfad zu finden. Ein Verfahren zur Loésung solcher Digraphenprobleme be-
schreiben wir in Kapitel 5 und insbesondere in Abschnitt 5.2. Das zweite Unter-
problem ist, die Auswahl der lingenbeschrinkten Dipfade und die Auswahl der
Netzwerkbogen zu koordinieren. Wir untersuchen das zweite Problem in diesem
Kapitel.

Dazu fithren wir das in der Einleitung beschriebene allgemeinere Netzproblem
ein. Ein weiterer Zweck dieser Verallgemeinerung ist, andere kombinatorische Op-
timierungsprobleme als Netzprobleme darzustellen, wie in Unterabschnitt 4.1.4
beschrieben wird. Auf diese Weise konnen die Ergebnisse der theoretischen Un-
tersuchungen des Netzproblems auf diese Probleme angewandt werden. Anderer-
seits konnen die Ergebnisse der Untersuchungen der Spezialfille teilweise fiir das
Netzproblem verallgemeinert werden.

Die wesentlichen Begriffe und Definitionen dieses Kapitels stellen wir in Ab-
schnitt 4.1 in zusammenh&ngender Form vor. Wir untersuchen in Abschnitt 4.2
Transformationen und Reduktionen des Netzproblems. Eine polyedrische Unter-
suchung des Netzproblems folgt in den Abschnitten 4.3 bis 4.6.

4.1 Einleitung

In diesem Abschnitt fiilhren wir das Netzproblem und damit zusammenhéngende
ganzzahlige Programme und Polyeder ein. Die zuléssigen Losungen eines Netz-
problems werden in einer Netzvereinbarung festgelegt. Wir definieren Netzverein-
barungen und Netzprobleme in Unterabschnitt 4.1.1. Dem Netzproblem ordnen
wir das ganzzahlige Programm DEKO, ein lineares Programm LDEKO und das
dazu duale lineare Programm DDEKO zu. Diese Programme und das dazugehori-
ge Polytop der ganzzahligen Losungen PD fiithren wir in Unterabschnitt 4.1.2
ein. Weitere ganzzahlige Programme und die Polytope PN und PB werden in

47
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Unterabschnitt 4.1.3 diskutiert. Abschlielend wird in Unterabschnitt 4.1.4 der
Zuschnitt des Netzproblems auf das Kabelproblem und andere kombinatorische
Optimierungsprobleme an Beispielen erldutert.

4.1.1 Netzvereinbarungen und Netzprobleme

Eine Netzvereinbarung (A, T, H) ist gegeben durch eine Menge von Bautei-
len A, eine Menge von Zielpunkten 7" und eine Familie von Mengen H;, t € T,
deren Elemente Teilmengen der Bauteile A sind. Wir nennen die Elemente der
Mengen H,, t € T\, Anschliisse.

Wir interpretieren diese mathematischen Objekte wie folgt. Die Zielpunkte
aus 7" sollen an das Netz angeschlossen werden. Dieses geschieht durch die Aus-
wahl eines Anschlusses aus der Menge H, fiir jeden Zielpunkt ¢t € T'. Die Bauteile
der ausgewihlten Anschliisse miissen in dem Netz enthalten sein. Ein Bauteil
ist in diesem Sinne eine Komponente des Netzes, die gemeinsam fiir den An-
schlufl verschiedener Zielpunkte genutzt werden kann. Wir betrachten dabei stets
Probleme ohne Kapazititsbeschriankungen. Ein Bauteil kann in beliebig vielen
ausgewdhlten Anschliissen enthalten sein.

Definition 4.1.1.1 (Netzproblem).
Seien eine Netzvereinbarung (A, T, H), Bauteilkosten (cq)qca und Anschlufiko-
sten (dyp)ier.pen, gegeben.

FEine Lésung des Netzproblems ist ein Paar (B,Q), bestehend aus Bautei-
len B C A und einer Familie Q = (Q¢)iwer von Anschlissen Q; € Hy, t € T,
mit Q; C B.

Das Ziel ist die Kostensumme aus Bauteilkosten und Anschluflkosten

Z Cp + Z dt,Qt

beB teT

U minimaieren.

Eine Instanz des Netzproblems bezeichnen wir kurz mit
NETZ(A,T,H,c,d)

oder mit NETZ, wenn sich die Parameter aus dem Zusammenhang ergeben.
Fiir eine Netzvereinbarung (A, T, H) existiert genau dann keine zuléssige
Losung, wenn fiir irgendeinen Zielpunkt ¢ die AnschluBmenge H; leer ist. Ein
Bauteil, das in jedem Anschluf} irgendeines Zielpunktes enthalten ist, nennen wir
unentbehrlich, ansonsten heifit es entbehrlich. Alle unentbehrlichen Bautei-
le und alle Bauteile mit negativen Kosten sind in der Menge der Bauteile einer
optimalen Lésung des Netzproblems enthalten. Wir bezeichnen eine Netzverein-
barung (A, T, H) als real, wenn die Bauteilmenge A, die Zielpunktmenge 7" und
die Anschlufimengen Hy, t € T, nichtleer sind und jedes Bauteil entbehrlich ist.
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Ein Netzproblem NETZ(A, T, H, ¢, d) bezeichnen wir als real, wenn die Netzver-
einbarung (A, T, H) real ist und die Bauteilkosten positiv sind.

Ein Bauteil, das fiir alle Zielpunkte ¢ € T" in keinem Anschlufl aus H; enthal-
ten ist, nennen wir iiberfliissig. Alle iiberfliissigen Bauteile mit positiven Kosten
sind sicher nicht in der Menge der Bauteile einer optimalen Losung des Netzpro-
blems enthalten.

In Abschnitt 4.2 zeigen wir, daBl wir durch Problemreduktionen stets auf
ein reales Netzproblem transformieren konnen, das keine iiberfliissigen Bautei-
le enthilt.

4.1.2 Ein ganzzahliges Programm fiir das Netzproblem

Fiir das Netzproblem
¥ = NETZ(A,T,H,c,d)

fiihren wir ein ganzzahliges lineares Programm ein. Der Vektor der Bauteilva-
riablen (z,).c4 hat die Bedeutung eines Inzidenzvektors fiir die ausgewéhlten
Bauteile.

Der Vektor der Anschluf3variablen (y; p)icr pen, hat die Bedeutung eines Inzi-
denzvektors fiir die ausgewihlten Anschliisse.

Wir definieren das ganzzahlige lineare Programm

DEKO(A, T, H, ¢, d) :

min 'z + Z Z Yr.pdy p

teT PEH;
(4.1) VteT: Z Yr,p =1
PeH;
(42) VteT: =z — Z yt,PXP > 0
PeH;
(4.3) x, Yy sind 0, 1 Vektoren.

Statt DEKO(A, T, H, ¢, d) schreiben wir auch DEKO(¥) oder DEKO, wenn sich
die Parameter aus dem Zusammenhang ergeben. Die Menge der Paare (¢, P) eines
Zielpunktes t und eines Anschlusses P € H; bezeichnen wir mit

E(H)={(t,P)|te T,P € H,).

Diese Schreibweise benutzen wir beispielsweise um Unterrdume der Anschlufiva-
riablen bezeichnen zu kénnen.



20 KAPITEL 4. DAS NETZPROBLEM

Den Gleichungen (4.1) ordnen wir duale Variablen (u;)ier zu, die wir Ziel-
preise nennen. Wir bezeichnen die Gleichungen daher als Zielpreisbedingun-
gen. Die Zielpreisbedingungen stellen sicher, daf fiir jeden Zielpunkt ¢t € T' genau
ein Anschlufl P € H; ausgewihlt wird. Die Ungleichung (4.2) erzwingt, daf fiir
einen gewidhlten Anschlufl P alle Bauteilvariablen z,, a € P, auf eins gesetzt
werden. Den Ungleichungen (4.2) ordnen wir duale Variablen (vt ,)ier,aea 2zu, die
wir Nutzpreise nennen. Wir nennen die Ungleichungen (4.2) daher Nutzpreis-
bedingungen.

Das Polytop

PD(A, T, H) = cony ({( z )

ist die konvexe Hiille der zuléssigen Losungen des Programms DEKO.

x, y erfiillt (4.1)—(4.3)})

Die lineare Relaxierung des Programms DEKO(V), in dem die Ganzzahlig-
keitsbedingungen (4.3) durch die Bedingungen z,y > 0 ersetzt werden, bezeich-
nen wir mit LDEKO(W). Die oberen Schranken fiir die Anschlufivariablen sind in
den Gleichungen (4.1) implizit enthalten. Die oberen Schranken fiir die Bauteil-
variablen sind fiir nichtnegative Bauteilkosten iiberfliissig. Um die Notation zu
vereinfachen, schreiben wir auch nur LDEKO.

Das lineare Programm DDEKO(A, T, H,c,d)

max E Ut

teT
(4.5) (a € A) Y e <
teT
(46) (tET), (PEHt) U — Z Vt.a S dnp
acP
(4.7) v >0

ist das duale Programm des Programms LDEKO. Wir schreiben auch DDEKO(¥)
oder nur DDEKO. Der Zielpreis u,; reprisentiert die Kosten, die fiir den Anschlufl
des Zielpunktes ¢ aufgewandt werden miissen. Der Nutzpreis v;, stellt einen Ko-
stenanteil der Bauteilkosten von a dar, der fiir den Anschlufl des Zielpunkts ¢
verrechnet wird. Die Summe der Zielpreise ist zu maximieren.

Die Ungleichungen (4.6) korrespondieren zu den Anschlufivariablen y. Wir
nennen die Ungleichungen (4.6) daher Anschlufbedingungen. Die Anschlu$-
bedingungen haben die Bedeutung, daf} sich der Zielpreis u; eines Zielpunkts ¢
aus den primalen Anschlukosten d; p- und den Nutzpreisen Zae p= Ut,q €INES Op-
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timalen Anschlusses P* € H; zusammensetzt,

(4.8) (teT) ut<1r31élHnt (tha+dtp>.

Das Optimierungsproblem in (4.8) bezeichnen wir als das Pricingproblem des
linearen Programms LDEKO(¥).

Die Ungleichungen (4.5) korrespondieren zu den Bauteilvariablen z. Wir nen-
nen die Ungleichungen (4.5) daher Bauteilbedingungen. Die Bauteilbedingun-
gen stellen sicher, dafl die Summe der Nutzpreise ), ., v1q, a € A, die Bauteil-
kosten ¢, nicht {iberschreiten. Schliefilich sind die Nutzpreise v,, nichtnegativ.
Es gilt 0 < v, < ¢4. Sind nichtnegative Nutzpreise v gegeben, die die Bau-
teilbedingungen erfiillen, dann sind die Optima des Pricingproblems des Pro-
gramms LDEKO die besten Belegungen fiir die Zielpreise u. In gleicher Weise
kann die Zuldssigkeit eines dualen Vektors (}) durch (ndherungsweises) Losen
des Pricingproblems des Programms LDEKO verifiziert werden.

Das folgende Bild soll die linearen Programme dieses Unterabschnittes veran-
schaulichen. Ein Planer wird von einem Kunden beauftragt, ein Netzproblem ¥
zu losen und das Netzwerk zu installieren. Der Kunde will aber nur den Preis einer
optimalen Losung bezahlen. Um sich nicht lange mit dem Kunden iiber den Ko-
stenwert einer optimalen Losung zu streiten, legt der Planer nichtnegative Nutz-
preise v fest, die die Bauteilbedingungen .. vy, < ¢, fiir alle Bauteile a € A
erfiilllen. Der Planer schligt dem Kunden vor, sich fiir jeden Zielpunkt t € T
einen Anschlufl ); € H; auszusuchen und die Summe der Anschlulkosten d g,
und der Preise fiir die genutzten Bauteile Zath vt zu zahlen. Um seine Kosten
gering zu halten, wird der Kunde fiir jeden Zielpunkt ¢ € T einen Anschluf} mit
optimalen Zielpreisen

(49) Uy = min {dt,P + th,a | Pe Ht}

a€P

auswihlen. Der Kunde ist mit dem Vorschlag des Planers einverstanden, da er
fiir jedes beanspruchte Bauteil a € |J,. @; niemals mehr als die Bauteilkosten c,
entrichten mufi. Fiir den Planer geht die Rechnung dann auf, wenn der Kunde
jedes in Anspruch genommene Bauteil voll bezahlt, wenn also die Summe der
entrichteten Nutzpreise und die Bauteilkosten fiir alle Bauteile a € J,. @: gleich
sind, das heifit

(4.10) th,axat = C,-

teT

Die Bedingungen in (4.9) und die Bedingungen in (4.10) entsprechen gerade den
Bedingungen des Satzes vom komplementiren Schlupf in Theorem 2.4.1.2.
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Bei Verfahren zur Losung des linearen Programms LDEKO gehen wir wie
der Planer vor. Wir suchen nach Nutzpreisen, so dafl die eigenniitzige Wahl des
Kunden zu einer Losung fiihrt, mit der der Planer und der Kunde einverstanden
sind.

4.1.3 Weitere ganzzahlige Programme fiir das Netzpro-
blem

Gegeben sei das spezielle Netzproblem
¥ =NETZ(A, T, H,c,d),

so daf die Anschlulkosten d;p, t € T, P € H,, linear von den Bauteilen des
jeweiligen Anschlusses P abhingen. Dann existieren Koeffizienten (Jt,a)teT,ae A,
so daf8 die Anschlulkosten durch die Beziehung dyp = >, p Jm, teT, Pe H,
gegeben sind. Wir nennen die Koeffizienten d; , Nutzungskosten.

Wir fithren die bindren Variablen (2:4)ier4c4 €in, die wir Nutzungsvaria-
blen nennen. Die Nutzungsvariable z;, zeigt an, ob das Bauteil a fiir den An-
schluf des Zielpunktes ¢ genutzt wird. Jeder zulissigen ganzzahligen Ecke (y)
des Polytops PD ordnen wir einen ganzzahligen Punkt (%),

(4.11) VteT, a€A: za= Y wprxi,

PeH;

im Raum der Bauteilvariablen und der Nutzungsvariablen zu. Die konvexe Hiille
dieser Punkte definiert das Polytop

T
z

PN(A,T, H) = {( ) ‘3( 5 ) € PD(A, T, H): =z erfiillt (4.11)} .

Wenn die Anschlulkosten linear mit den Bauteilen des jeweiligen Anschlusses
zusammenhingen, dann ist das lineare Programm

min { "z +d"z| (%) € PN(A,T,H)}

der Formulierung DEKO(¥) gleichwertig.
Gegeben sei das spezielle Netzproblem

U = NETZ(A,T,H,c,d), mit d,p=0,t €T, P € H,.

Dann sind die Kosten einer Losung (B, Q) des Netzproblems ¥ nur von den
ausgewihlten Bauteilen B abhéingig. Wir nennen eine Teilmenge B der Bau-
teile A eine Bauteil-Lésung der Netzvereinbarung (A, 7, H), wenn sie zu einer
Losung (B, Q) der Netzvereinbarung (A, T, H) erginzt werden kann. Die konvexe
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Hiille der Inzidenzvektoren von Bauteillsungen der Netzvereinbarung (A, T, H)
sel

PB(A, T, H) = conv ({x? € R*| B ist eine Bauteillssung von (A, T, H)}).

Das Polytop PB(A, T, H) ist die Projektion des Polytops PD(A, T, H) auf den
Raum der Bauteilvariablen.

Wenn die Anschlulkosten des Netzproblems W identisch null sind, dann ist
das ganzzahlige Programm

min{c’'z | x € PB(A, T, H), z 0-1-ganzzahlig },

gleichwertig zu dem ganzzahligen Programm DEKO(V¥).

Fiir Verschérfungen der linearen Relaxierung LDEKO werden wir facettende-
finierende Ungleichungen der Polytope PD, PN und PB beschreiben und deren
Einsatz in einem Schnittebenenverfahren diskutieren. Wir werden die Details in
Abschnitt 4.3 diskutieren. Der Abschnitt 4.4 enthilt eine polyedrische Unter-
suchung des Polytops PD und der Abschnitt 4.5 enthilt eine polyedrische Un-
tersuchung des Polytops PN. In dem Abschnitt 4.6 werden Relaxierungen des
ganzzahligen Programms DEKO verglichen.

4.1.4 Beispiele fiir die Formulierung von Netzproblemen

Gegeben sei das Kabelproblem
Il = KABEL(D, S, T,c,d,l,L), D= (V,A).

Die Bauteile des Kabelproblems II sind die Bogen des Digraphen D, die Ziel-
punkte sind die Senken 7', und die Anschliisse sind die Bogenmengen von ldngen-
beschrinkten Dipfaden. In gleicher Weise sind die Bauteile des Kabelproblems in
ungerichteten Graphen die Kanten eines Graphen, die Zielpunkte sind die Sen-
ken, und die Kantenmengen von lingenbeschrinkten Pfaden sind die Anschliisse.
Man beachte, daf} die (virtuellen) Anteilskabel nicht als Bauteile in die Formulie-
rung des Kabelproblems aufgenommen wurden. Die Anteilskabel schliefflen genau
einen Endverteiler an die Bereichsverteiler an. Daher werden die Kosten der An-
teilskabel in den AnschluBlkosten beriicksichtigt.

Anwendungsprobleme bei der Planung von Telekommunikations-Netzwerken
sind sehr vielfiltig, wie wir in Abschnitt 3.4 ausgefiihrt haben. Das Kabelpro-
blem soll den wichtigsten Zielvorstellungen und den wesentlichen technologischen
Randbedingungen der praktischen Planungsprobleme gerecht werden. Das Netz-
problem wurde auch deshalb formuliert, um iiber die Bedingungen des Kabelpro-
blems hinausgehende Randbedingungen formulieren zu kénnen, ohne das Modell
vollsténdig dndern zu miissen. In diesem Sinne ist auch unsere Namensgebung
erfolgt. Ein wesentliches Merkmal eines Netzwerks ist, dafl bestimmte Zielpunkte,
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z. B. Kunden oder Verteiler, angeschlossen werden, wobei Bauteile des Netzwerks,
z. B. auch Verzweiger und Multiplexer, an dem Anschlufi mehrerer Zielpunkte
mitwirken.

Wie schon im Abschnitt 3.3 diskutiert, wird jedoch durch eine zu realistische
Problemformulierung die Losung praktisch relevanter Instanzen und die Berech-
nung unterer Schranken fiir die Kosten der praktischen Probleme mdoglicherweise
stark erschwert.

Ein Spezialfall des Netzproblems ist das Plazierungsproblem von Fabriken ohne
Kapazititen UFLP (Uncapacitated Facility Location Problem)

Definition 4.1.4.1 (Plazierungsproblem UFLP). Gegeben sind eine Menge
von Kunden T, eine Menge von Fabrik-Standorten A, Errichtungskosten (¢q)qca
und Belieferungskosten (di {a})ter,aca- Gesucht sind Fabrik-Standorte B C A und
Kundenzuordnungen b(t) € B fiir alle Kunden t € T mit minimalen Kosten

Z Ca + Z i {b(t)} -

a€EB teT

Dieses Problem 1483t sich mit AnschluBmengen
H,={{a}|a € A}

fiir alle Kunden ¢ € T als Netzproblem NETZ(A, T, H, ¢, d) darstellen. Eine Ver-
allgemeinerung des Plazierungsproblems UFLP wurde von Caprara und Salazar-
Gonzales in [CSG96] formuliert. Diese ist dem Netzproblem formal sehr #hnlich.
Das Plazierungsproblem UFLP spielt eine wichtige Rolle bei der polyedrischen
Untersuchung des Netzproblems in den Abschnitten 4.4 und 4.5. Eine polyedri-
sche Untersuchung des Plazierungsproblems UFLP wurde unter anderen von Cho,
Johnson, Padberg und Rao [CJPR83a] [CJPR83b] und von Cornuejols und Thizy
[CT82] durchgefiihrt.
Ein Beispiel fiir ein Netzwerk-Design-Problem ist das folgende Problem:

Definition 4.1.4.2 (Netzwerk-Design-Problem ohne Kapazitéiten).
Gegeben sind ein Digraph D = (V, A), Bogenkosten (c,)aca, Paare von einer
Quelle iy und einer Senke j;, 1 <t < n, und Flufkosten (Jt,a)lgtgn- Gesucht sind
eine Bogenmenge B C A und n Giterflisse (214)aca, 1 <t <n, mit 2., € {0,1}
in dem Untergraph D[B], jeweils von der Quelle i, und zu der Senke j;, die die
Kosten

Z Cy + Z Z Jt,azt’a.

beEB t=1 acA

minimaieren.
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Die Paare (i, j¢), t = 1,...,n, entsprechen den Zielpunkten, die Bogen des
Digraphen sind die Bauteile, und die Bogenmengen der Giiterfliisse sind die An-
schliisse. Die Anschlulkosten eines Giiterflusses z;. sind die Flukosten

E dt,azt,a-

aEA

Ein Diskussion dieses Problems im Zusammenhang mit Lagrange-Relaxierungen
findet sich in [AMO93].

Im folgenden definieren wir das fiir die kombinatorische Optimierung wichtige
Set-Covering-Problem und modellieren es als Netzproblem.

Definition 4.1.4.3 (Set-Covering-Problem).

Gegeben sind eine Menge A, nichinegative Kosten c,, a € A, und eine Menge C
von blockierenden Mengen C' C A. Gesucht ist eine kostenminimale Teilmen-
ge B C A die mit allen Teilmengen C € C einen nichtleeren Durchschnitt bildet.

Dieses Problem 148t sich auf die folgende Weise als Netzproblem modellieren.
Sei T" eine Indexmenge und seien Teilmengen C; C C gegeben, so daf8 | J,., C; =C
gilt. Man definiere AnschluBmengen H; = BL(C;) fiir alle ¢ € 7. Dann sind das
oben definierte Set-Covering-Problem und das Netzproblem

U =NETZ(A,T,H,c,0)

dquivalent. Ist B eine Losung des Set-Covering-Problems, dann gilt BN C # ()
fiir alle C € C; und alle t € T. Daher existiert ein Anschlu} Q; € H; mit Q; C
B fiir alle t € T. Also existiert auch eine Losung (B, Q) des Netzproblems W.
Ist andererseits (B, Q) eine Losung des Netzproblems, dann existiert fiir jede
blockierende Menge C' € C ein Index t € T mit C' € C; und daher BN C D
Q:NC #0.

Ob die Modellierung des Set-Covering-Problems als Netzproblem von Nut-
zen ist, hdngt von dem konkreten Problem und von der Auswahl der Teilmen-
gen C; C C ab. Man betrachte als konkretes Beispiel das Steinerbaum-Problem in
Digraphen STD(D, s, T, c), D = (V, A). Dieses Problem kann zum Einen als Set-
Covering-Problem dargestellt werden, indem C als Menge aller gerichteten (s, t)-
Schnitte dargestellt wird. Zum anderen wird das Steinerbaum-Problem als Netz-
problem dargestellt, indem AnschluBmengen H;, t € T, eingefiihrt werden, die
genau die (s,t)-Dipfade enthalten.
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4.2 Transformationen und Reduktionen

Wenn eine optimale Losung eines Netzproblems W existiert, in der eine Teil-
menge der Bauteile und eine Teilmenge der Anschliisse nicht ausgewihlt wurde,
dann diirfen wir diese Teilmenge aus der Instanz ¥ entfernen. Diese Reduktion
beschreiben wir in Unterabschnitt 4.2.1.

Wenn eine optimale Losung eines Netzproblems W existiert, in der eine Teil-
menge der Bauteile und eine Teilmenge der Anschliisse ausgewéhlt wurde, dann
konnen wir uns auf die Auswahl dieser Bauteile und Anschliisse im voraus fest-
legen. Die zugehorige Reduktion beschreiben wir in Unterabschnitt 4.2.2.

In Unterabschnitt 4.2.3 beschreiben wir die Einfiihrung von Variablen, die
die gleichzeitige Auswahl von verschiedenen Anschliissen anzeigen. In Unterab-
schnitt 4.2.4 beschreiben wir die Einfiihrung von Variablen, die die gleichzeitige
Auswahl von verschiedenen Bauteilen anzeigen. Mit diesem Vorgehen ist jeweils
eine Transformation auf ein neues Netzproblem verbunden, dessen Anzahl an
Bauteilen und Anschliissen nicht notwendigerweise reduziert ist, sondern haufig
vergroflert wird. In Verfahren zur Losung des Kabelproblems spielen diese Trans-
formationen als Zwischenschritte von komplexen Reduktionen von Instanzen des
Kabelproblems eine bedeutende Rolle.

In jedem Unterabschnitt wird die jeweilige Reduktion oder Transformation
einer Instanz ¥ des Netzproblems auf eine neue Instanz ¥’ beschrieben. Dann
wird gezeigt, wie die Optimalwerte der Instanzen zusammenhéngen und wie aus
einer optimalen Losung der neuen Instanz U’ eine optimale Lésung der Instanz ¥
berechnet wird. In dem Verfahren zur Losung von Instanzen des Kabelproblems
berechnen wir duale zulissige Losungen des linearen Programms LDEKO und
wenden das Reduzierte-Kosten-Kriterium zur Reduktion der Instanz an. Wir be-
schreiben daher, wie wir die duale Losung des linearen Programms LDEKO(¥)
auf eine duale Losung des linearen Programms LDEKO(¥') mittransformieren.

Kriterien fiir die Zuléssigkeit der jeweiligen Transformation besprechen wir
im Wesentlichen im Zusammenhang mit dem Verfahren zur Losung des Kabel-
problems in Abschnitt 5.3.

4.2.1 Entfernen von Bauteilen und Anschliissen

Wenn eine optimale Losung eines Netzproblems W existiert, in der eine Teilmenge
der Bauteile und eine Teilmenge der Anschliisse nicht ausgew#hlt wurde, dann
diirfen wir diese Teilmengen aus dem Netzproblem ¥ entfernen. Anschliefend
suchen wir in der reduzierten Instanz des Netzproblems nach einer optimalen
Losung. Wir beschreiben in diesem Unterabschnitt das Entfernen von Bauteilen
und Anschliissen und geben in Theorem 4.2.1.3 zwei einfache allgemeine Kriterien
dafiir an, daf diese Reduktion zuléssig ist.
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Gegeben seien ein Netzproblem
(4.12) ¥ =NETZ(A,T,H,c,d)
und Teilmengen
(4.13) AACAund H C{PeH,|PCA}CH,teT.

Wenn eine (jede) optimale Losung (B*,Q*) des Netzproblems ¥ nur Bauteile
aus A’ und Anschliisse aus Hj, t € T', enthiilt, das heifit

B*CA'und Q; € H;, teT,

dann sagen wir: In dem Netzproblem VU ist die Nicht-Auswahl der Bau-
teile A\ A’ und der Anschliisse aus den Teilmengen H;\H;, t € T, zuléssig
(notwendig). Wenn A’ = A gilt, sprechen wir einfach von der Nicht-Auswahl
der Anschliisse Hy\H;. Wenn die Anschluimengen H;\Hj, t € T, genau die An-
schliisse P mit P C A’ enthalten, sprechen wir einfach von der Nicht-Auswahl der
Bauteile A\A’. Wenn die Mengen A\ A’ bzw. die Mengen H;\H] nur aus einem
Element bestehen, sprechen wir auch von der Nicht-Auswahl eines Bauteils oder
der Nicht-Auswahl eines Anschlusses.

Wir beriicksichtigen die Nicht-Auswahl der Bauteile A\ A" und der Anschliisse
aus den Teilmengen H;\ Hj,t € T, fiir die Formulierung eines neuen Netzproblems

(414) \I/, = (AI,T, H,,C‘Al,d‘g(}p)).

Theorem 4.2.1.1. Seien die Netzprobleme ¥ und V' gegeben wie in (4.12),
(4.13) und (4.14). Wenn die Nicht-Auswahl der Bauteile A\ A" und der Anschliisse
aus H, fir allet € T, fir das Netzproblem ¥ zuldssig ist, dann gilt:

Jede optimale Losung des Netzproblems W' ist eine optimale Losung des Netzpro-
blems V. Die Optimalwerte der Netzprobleme ¥ und V' sind gleich.

Beweis: Jede zulissige Losung des Netzproblems WU’ ist eine zuléssige Losung
des Netzproblems ¥ mit gleichen Kosten. Da eine optimale Losung des Netzpro-
blems W fiir das Netzproblem ¥’ zuléssig ist, sind die Optimalwerte der Netzpro-
bleme ¥ und VU’ gleich. Daher ist jede optimale Losung des Problems ¥’ auch
eine optimale Losung des Netzproblems W. O

Eine zuléssige Losung des dualen Programms DDEKO(W) transformieren wir
wie folgt auf eine zulissige Losung des dualen Programms DDEKO(¥).

Theorem 4.2.1.2. Seien die Netzprobleme ¥ und V' gegeben wie in (4.12),
(4.13) und (4.14). Wenn die Nicht-Auswahl der Bauteile A\ A" und der Anschlisse
aus H;, t € T, fiir das Netzproblem ¥ zuldssig ist, dann gilt:

Fiir jede duale Liosung () des linearen Programms LDEKO(Y) ist der Vek-
tor (wipy ) eine duale Lisung des linearen Programms LDEKO(¥').
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Beweis: Die dualen Bedingungen des Programms LDEKO gelten auch fiir
das neue Netzproblem, da

uy < min{d; p + v;.(P) | P € Hi} < min{d; p +v:.(P) | P € H;}
gilt. O

Die Entfernung von Bauteilen einer zulédssigen Losung des Netzproblems W,
die kostengiinstig ersetzt oder fortgelassen werden konnen, ist zuléssig.

Bemerkung 4.2.1.3. Sei ein ldsbares Netzproblem
(4.15) U = NETZ(A,T,H,c,d)

mit nichinegativen Bauteilkosten c gegeben. In dem Netzproblem U ist die Nicht-
Auswahl des Bauteils a € A zulissig (notwendig), wenn gilt:

1. Das Bauteil a ist iberflissig (und die Bauteilkosten ¢, sind positiv), oder:

2. Es ezistieren Ersatzbauteile A" C A, a ¢ A', so daf fir alle Lésungen
(B, Q) mita € B eine Lisung billigere Losung (B', Q') mit B' = B\{a}UA’
existiert.

Uberfliissige Bauteile sind Bauteile, die in keinem Anschluf irgendeiner An-
schluimenge enthalten sind.

4.2.2 Vor-Auswahl von Bauteilen und Anschliissen

Wenn eine optimale Losung eines Netzproblems ¥ existiert, in der eine Teilmenge
der Bauteile und eine Teilmenge der Anschliisse ausgewéhlt wurde, dann ist die
Festlegung auf eine Auswahl dieser Bauteile und Anschliisse zuléssig. Wir gehen
zu einer reduzierten Instanz ¥’ iiber. Aus einer optimalen Losung des Netzpro-
blems W’ ergibt sich eine optimale Losung des Netzproblems W (Theorem 4.2.2.1).
Eine zuléssige Losung des dualen Programms DDEKO(W) transformieren wir auf
eine zuldssige Losung des Programms DDEKO(U’) (Theorem 4.2.2.2).
Gegeben seien ein Netzproblem

(4.16) ¥ =NETZ(A, T, H,c,d),
Partitionen der Bauteile und der Zielpunkte
(4.17) A'UA" = A, T'"UT" = T und Anschliisse R, € Hy, t € T", mit Ry C A”.

Wenn eine optimale Losung (B*, Q*) des Netzproblems VU existiert, die alle Bau-
teile A” C B* und alle Anschliisse R, = @5, t € T", enthilt, dann sagen wir:
Die Vor-Auswahl der Bauteile A” und der Anschliisse R;, t € T", ist
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zulissig. Fiir die Formulierung eines neuen Netzproblems beschrinken wir uns
auf die Bauteile A’ und die Zielpunkte T”. Jedem Anschlul P € H;, t € T, wird
ein Anschlufl P’ = PN A’ einer neuen Anschlufimenge H; zugeordnet. Die neu-
en Anschlulkosten d; p, werden auf den minimalen Wert der AnschluBkosten der
Anschliisse P € H; mit der Eigenschaft P N A" = P’ festgesetzt:

(4.18) H ={PnA'"|PeH}, teT,
(4.19) d, p =min{d,p|P € H,: PNA' =P}, teT', P' € Hj.

Auf diese Weise gelangen wir zu dem neuen Netzproblem
(4.20) V' = NETZ(A', T, H', c| 4, d").

Aus einer optimalen Losung des neuen Netzproblems ¥’ berechnet man wie folgt
eine optimale Losung des Netzproblems W:

Theorem 4.2.2.1. Seien Netzprobleme ¥ und V' wie in (4.16) bis (4.20) gege-
ben. Wenn die Vor-Auswahl der Bauteile A" und der Anschliisse R, € Hy, t € T",
zuldssig ist, dann gilt:

Ist (BT, Q%) eine optimale Lisung des Netzproblems V', dann ezistiert eine op-
timale Losung (BT U A", Q) des Netzproblems ¥ mit den Eigenschaften:

1. Q=R firalleteT”,
2. QNA =Qf und
3. dyg, =dy ot firalet €T

Der Optimalwert des Netzproblems W ist um c(A") + 3, .pn dy g, gréfer als der
Optimalwert des Netzproblems W'.

Beweis: Man betrachte die oben eingefiihrte optimale Losung (B*, Q*) des
Netzproblems ¥ mit A” C B* und @} = R, t € T". Die Losung (B*N A", (Q; N
A')err) ist eine zuldssige Losung des Netzproblems ¥'. Der Austausch des An-
schlusses Qf, t € T", durch einen Anschlufl P € H; mit der Eigenschaft Q; N A" =
PN A"in der Losung (B*, Q*) fithrt zu einer zuléssigen Losung des Problems W.
Da die Losung (B*, Q*) optimal ist, gilt:

dt,Q; - min {dtJJ | P € Ht . P ﬂ AI - Q: ﬂ A,} - d:f,QZﬂA"

Die Kosten K* der optimalen Losung (B*, Q*) sind um c(A")+ 3", dy g, grofer
als die Kosten K’ der zulissigen Losung (B* N A’ (Q; N A')ier),

K*=c(B)+ Y dig =c(B"NA) +c(A") + > diginn + Y i, =

teT te1’ ter”

= KI + C(A”) + Z dt,Rt'

tET”
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Die Kosten K* der optimalen Losung (BT, Q") des Netzproblems ¥’ sind um
den Wert c(A") +>",cqn di g, geringer als die Kosten K der Losung (BT UA", Q).
Es gilt

K= ( A” Z dy ,Qt Z dt,Rt K*+ C AH Z d Ry
teT’ teT" teT"
Daraus folgt
K*=K'+c(A") + Y dyp, > K" +c(A") + > dyp, =K > K",
teT" teT"

Dabher ist die Losung (BT U A”, Q) optimal fiir das Problem W. O

Eine zuléssige Losung des dualen Programms DDEKO(V) transformieren wir
wie folgt auf eine zuléssige Losung des Programms DDEKO(¥):

Theorem 4.2.2.2. Seien Netzprobleme ¥ und V' wie in (4.16) bis (4.20) gege-
ben. Wenn die Vor-Auswahl der Bauteile A" und der Anschliisse R, € Hy, t € T",
zuldssig ist, dann gilt:

Ist () eine L(')'sung des dualen Programms DDEKO(A, T, H,c,d), dann ist der
duale Vektor ( ) definiert durch

! !
Uy = Up — E Vo, t €T,

aeAII
v = vl
eine zuldssige Losung des dualen Programms DDEKO(A', T', H' c|ar, d').
Beweis: Der Vektor (“;,') erfiillt die Anschlufibedingungen:

(teT) uy=u — thaSmln{dtP+tha th,a}

acA” aEP ac A"

<m1n{ tPnA,-i- Z vta}

acPNA!
S Pglelgé (d.lt,P/ -+ Z U;’a) .
Der Vektor (:jf) erfiillt die Bauteilbedingungen:

(@€ A) Y 11, <) v < ca

teT” teT

SchlieBlich gilt v* > 0. a
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4.2.3 Biindeln von Zielpunkten

Wihrend die vorherigen Unterabschnitte 4.2.1 und 4.2.2 Problemreduktionen be-
schreiben, ist dieser Abschnitt einer Umformulierung des Netzproblems gewidmet.
Die Zielpunkte eines Netzproblems ¥ werden in nichtleeren Partitionsmengen
gebiindelt. Jede Partitionsmenge ist ein Zielpunkt eines neuen Netzproblems W’.
Die Anschliisse des Netzproblems W' korrespondieren zu einer Familie von An-
schliissen des Netzproblems V.

Das Biindeln von Zielpunkten ist im Zusammenhang mit Schnittebenenver-
fahren von Interesse, die in Abschnitt 4.3 diskutiert werden. Der Optimalwert des
dualen Programms DDEKO(¥') ist groler oder gleich dem Optimalwert des dua-
len Programms DDEKO(V) (Theorem 4.2.3.2). Ein Schnittebenenverfahren zur
Losung des Kabelproblems wird in Abschnitt 5.6 beschrieben. Das Biindeln von
Zielpunkten leistet auch gute konzeptionelle Dienste bei der Y A-Transformation
des Kabelproblems, die wir in Unterabschnitt 5.3.5 beschreiben.

Gegeben seien ein Netzproblem

(4.21) ¥ = NETZ(A, T, H, ¢, d)

und eine Partition Uy,...U,, n > 1, der Zielpunkte 7. Fiir jede Partitionsmen-
ge U;, © € N,, filhren wir einen neuen Zielpunkt ein. Fiir jeden neuen Ziel-
punkt ¢ € N,, und jede Familie (Q;):cy, von Anschliissen @Q; € Hy, t € U;, fithren
wir einen neuen Anschlufl Q' = UteUi Q; ein. Wir definieren neue Anschlufimen-
gen

teu;

Die Anschlufikosten der neuen Anschliisse @' € H] fiir einen Zielpunkt i € N,
des neuen Netzproblems sind gleich dem Kostenminimum fiir eine Auswahl von

Anschliissen Q; € Hy, t € U;, mit (Q; C @', das heift
(4.23) o= min{dyo [QEH:QCQ}, ieN,, Q € H.
teU;
Das neue Netzproblem ist
(4.24) V' = (A, N,,H ¢, d).
Losungen des neuen Netzproblems ¥’ korrespondieren in einfacher Weise mit
Lésungen des Netzproblems W.

Theorem 4.2.3.1. Seien Netzprobleme ¥ und ¥ wie in den Gleichungen (4.21)
bis (4.24) gegeben. Fiir jede optimale Lisung (B*, Q") des Netzproblems W', ist
jede Lisung (BT, Q) des Netzproblems W mit der Figenschaft

dig, =min{d,p|PE€ H,: PCQf},i€eN,, teU,

eine optimale Losung des Netzproblems W mit gleichen Kosten.
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Beweis: Sei (B*,Q*) eine optimale Losung des Netzproblems W. Dann ist
das Paar

(B.Q), Q=] @ ieN,

teU;

eine zuléissige Losung des Netzproblems W'. Die Kosten K’ der Losung (B*, Q')
des Netzproblems ¥’ sind kleiner oder gleich den Kosten K* der Losung (B*, Q*).

K*=c(B)+ > Y dig,>c(B)+ > dig =K'

€N, teU; 1€EN,

Die Kosten K der zulissigen Losung (BT, @) des Netzproblems ¥ sind gleich den
Kosten K der optimalen Losung (B, Q1) des Netzproblems ¥'. Es gilt:

K=c¢B")+Y Y dg =cB)+>_ d; or = K*.

€N, teU; 1€N,,

Wegen K* < K = K+ < K' < K* sind die Optimalwerte der Probleme ¥ und ¥’
gleich. Die Losung (B™, Q) ist eine optimale Losung des Netzproblems ¥. O

Der Optimalwert des dualen Programms DDEKO(U') ist grofler oder gleich
dem Optimalwert des Programms DDEKO(W) Aus einer zuldssigen Losung des
Programms DDEKO(V) erhalten wir wie folgt eine zuléissige Losung des dualen

Programms DDEKO(¥'):

Theorem 4.2.3.2. Seien Netzprobleme ¥ und ¥ wie in den Gleichungen (4.21)
bis (4.24) gegeben. Sei (%) eine zulissige Lisung des Programms DDEKO(W),
dann st der Vektor (15,') mat

u;:Zut (1<i<n),

teU;

Vie=» va (1<i<n)

teU;

eine zuldssige Losung des dualen Programms DDEKO(W').
Der Optimalwert des dualen Programms DDEKO(W') ist gleich oder grifer
als der Optimalwert des dualen Programms DDEKO(U).

Beweis: Man betrachte den dualen Vektor (g,' ) Der Vektor v ist nichtne-
gativ und erfiillt die Bauteilbedingungen

n

n

I —
E Vig = E E Uta < Caq
=1

i=1 teU;
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fiir alle Bauteile @ € A. Die AnschluBlbedingungen sind erfiillt, wenn fiir alle
Zielpunkte i € N,

< min {d 0+ of, (R)}

gilt. Das Minimierungsproblem auf der rechten Seite ist ein Netzproblem. Es ist
das Netzproblem

\I/;-I — NETZ(A; Uz’, H|Ui, U;,_, d|£(H\Ui)).

Der duale Vektor ( (u|y,)T, (v]y,xa)T )T ist eine zuléssige Losung des dualen Pro-
gramms DDEKO(¥Y), denn es gilt

tzU:Ut,. = ;. und uy < zgéiHnt{dt’P + . (P)}
€U

fiir alle Zielpunkte ¢ € U;. Daher sind die dualen Kosten u; = »_, ;. u; eine
untere Schranke fiir das Netzproblem 7. Also werden die Anschlufibedingungen
des dualen Programms DDEKO(¥’) von dem dualen Vektor (%) erfiillt.

Man nehme an, der Vektor (%) sei eine optimale Lésung des dualen Pro-
gramms DDEKO(V). Der Vektor (%) ist fiir das duale Programm DDEKO zu-
lassig. Der Optimalwert des dualen Programms DDEKO(U') ist daher grofer

oder gleich dem Optimalwert des dualen Programms DDEKO(V¥). a

Man beachte insbesondere, daf der Optimalwert des Programms DDEKO (')
mindestens dann echt gréfier als der Optimalwert des Programms DDEKO (V) ist,
wenn fiir irgendeinen Zielpunkt i € N, der Optimalwert des Netzproblems W/
grofler ist als der Optimalwert der linearen Relaxierung LDEKO(WY).

4.2.4 Biindeln von Bauteilen

Das Biindeln von Bauteilen fiihrt wie das Biindeln von Zielpunkten nicht not-
wendigerweise zu einer Reduktion einer Instanz

(4.25) U = NETZ(A, T, H,c,d), c > 0,

des Netzproblems. Sei A” eine Teilmenge der Bauteile A. Wir fiihren Variablen
fiir die gleichzeitige Auswahl einer Teilmenge C' der Menge A” ein. Dies macht
dann Sinn, wenn fiir alle ausgew#hlten Anschliisse Q¢, t € T, einer Losung (B, Q)
entweder Q; N A" = C oder Q; N A" = () gilt.
Das Konzept des Biindelns von Bauteilen wird angewandt bei der YA-Trans-
formation des Kabelproblems, die in Unterabschnitt 5.3.5 beschrieben wird.
Gegeben seien das Netzproblem ¥ und eine Partition der Bauteile

(4.26) AUA" = A,
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Man nehme an, daf§ eine optimale Losung (B*, Q*) des Netzproblems VU existiert,
mit der Eigenschaft: Es existiert eine Teilmenge C, so daf fiir alle Zielpunkte
t € T entweder Q; N A" = C oder Q; N A" = ( gilt. In diesem Fall sagen wir: Die
Zusammenfassung der Bauteile A” zu Bauteilkomplexen ist zulissig.

In folgender Weise beriicksichtigen wir diese Zusammenfassung bei der For-
mulierung eines neuen Netzproblems: Wir brauchen nur diejenigen Bauteilkom-
plexe C' C A" als neue Bauteile zu beriicksichtigen, fiir die mindestens ein An-
schlul P € H;, t € T, mit PN A" = C existiert. Wir definieren

(4.27) C={{PNA"} PeH,teT}.
Die neue Menge der Bauteile ist A’UC. Die neuen Bauteilkosten ¢’ bleiben fiir die

Bauteile a € A" unveréndert und sind fiir Bauteilkomplexe C' € C gleich ), ¢y

¢ falls o € A,
(4.28) CAPPER SC e e
€= pecCa fallsCeC

Wir fiihren die Zuordnungen
(4.29) (BCA): g(B)=(BnA)YU({BnA"}
(4.30) (B'cA,B"cA"): g¢g'YBuUu{B"})=BuUB’

ein. Wir tauschen in den Anschliissen P die Bauteile von P N A” durch entspre-
chende Bauteilkomplexe von C aus und definieren so neue Anschlumengen

(4.31) H C{g(P)|PeH} teT.

Die neuen AnschluB8kosten eines Anschlusses P € H;, t € T, sind gleich den alten
Anschluikosten des urspriinglichen Anschlusses g~*(P),

(432) (d{f,P)tET,PGHéﬂ d‘It,P = dt’gfl(la)7 i € T, P € Htl
Das neue Netzproblem lautet
(4.33) V' =NETZ(A' UC,T,H', ¢, d).

Aus einer optimalen Lésung des neuen Netzproblems ¥’ kénnen wir eine optimale
Losung des Netzproblems W berechnen.

Theorem 4.2.4.1. Seien Netzprobleme ¥ und V' wie in den Gleichungen (4.25)
bis (4.33) gegeben. Wenn die Zusammenfassung der Bauteile A" zu Bauteilkom-
plezen zulissig ist, dann gilt: Fir jede optimale Lisung (BT,Q") des Netzpro-
blems V' ist das Paar

(B,Q)Z(

(B+mA')U( U O)

ceBtNC

’ (g_l(Q?—))teT>

eine optimale Losung des Netzproblems V. Die Optimalwerte der Netzprobleme W
und V' sind gleich.
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Beweis: Man betrachte die oben eingefiihrte optimale Losung (B*, Q*) des
Netzproblems ¥ mit der Eigenschaft: Fiir alle Zielpunkte ¢ € T gilt Q; N A" €
{0, (B* N A")}. Daher ist das Paar (g(B*),(g(Q}))ier) eine zuléssige Losung
der Instanz U'. Die Kosten K* der Losung (B*,@Q*) und die Kosten K’ der

Losung (g(B), (9(Q}))ser) sind gleich:

K*=c(B'NA)+c(B"NA")+ ) dig; =
teT
= CI(B* ﬂ AI) + CIB*ﬂA” + Z d;,g(QZ) = K,.
teT

Das Paar (B, Q) ist eine zulédssige Losung des Netzproblems ¥. Die Kosten K
der Losung (B, @) des Netzproblems ¥ sind kleiner oder gleich den Kosten K+
der optimalen Losung (B, Q") des Netzproblems V', da gilt:

K = ¢(B) +Zdt7Q =c(BTN A +c( U C) +Zd;,Qj’

te’T ceBtNC te’T
' D+ ! / ! — Kt
<IBTNAY+ Y et Y dyy =K'
ceB*tNnC teT

Wegen K* = K' > K+ > K > K* sind die Optimalwerte der Netzprobleme ¥
und ¥’ gleich. Die Losung (B, Q) ist fiir das Netzproblem ¥ optimal. a

Aus einer zulidssigen Losung des dualen Programms DDEKO(W) erhalten wir
wie folgt eine zulissige Losung des Programms DDEKO(¥'):

Theorem 4.2.4.2. Seien Netzprobleme ¥ und V' wie in den Gleichungen (4.25)
bis (4.33) gegeben. Wenn die Zusammenfassung der Bauteile A" zu Bauteilkom-
plexen zuldssig ist, dann gilt:

Ist () eine Lisung des dualen Programms DDEKO(A, T, H,c,d), dann ist der
duale Vektor (Z,,),

u' = u,
, Vta falls a € A,

v, =
ba Y ccc Ve fallsa=CeC,

eine Lisung des dualen Programms DDEKO(AUC,T,H',c,d').
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Beweis: Der Vektor (zj,') erfiillt die Anschlufibedingungen:

(teT) u,=mu SIIDTéiHnt{dt,P‘i‘ZUt,a} =

acP

:lgéiHnt{dt,P‘i‘ Z Ut + Z Ut,a}:

acPNA’ acEPNA"

. ! !
= min E E
P'cH] {dt’P' + Yta + vt,a}

acP'NA’ acPNA"

Der Vektor (:jf) erfiillt die Bauteilbedingungen:

(a € A,) Zvé,a = th,a < e = Ciz

teT teT
(CeC) ZUQ,C = ZZUW <¢e(0) =,
teT teT acC

Schliellich gilt v’ > 0. O
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4.3 Schnittebenenverfahren

Das Ziel der polyedrischen Untersuchung des Netzproblems ist, lineare Program-
me zu formulieren und mit diesen untere Schranken fiir das Netzproblem zu
berechnen. Die linearen Programme sollen nicht nur theoretisch eine gute untere
Schranke darstellen, sondern auch mit praktischen Verfahren l6sbar sein. Dabei
ist zu beriicksichtigen, dafl die Anschliisse gegebenenfalls implizit definiert sind,
so dafl deren Anzahl exponentiell von der Anzahl der Bauteile bzw. von der In-
putgroBe des Problems abhiingen kann. In diesem Abschnitt stellen wir Ansétze
fiir die Formulierung von linearen Programmen fiir das Netzproblem im Hinblick
auf deren Einsatz in Schnittebenenverfahren vor.

4.3.1 Verzogerte Erzeugung von Variablen und von Ne-
benbedingungen

Wie 16st man lineare Programme, deren Variablen und Nebenbedingungen sehr
zahlreich sind? In diesem Unterabschnitt beschreiben wir Schnittebenenverfahren
mit verzogerter Erzeugung sowohl von Variablen als auch von Nebenbedingun-
gen. In diesen Schnittebenenverfahren beschréinkt man sich zuerst auf einen Teil
der Variablen und einen Teil der Nebenbedingungen. Wir bezeichnen diese Va-
riablen und Nebenbedingungen als aktiv. Die nichtaktiven Variablen werden auf
eine Voreinstellung, meistens null, festgelegt. Die nichtaktiven Nebenbedingungen
werden zuerst fortgelassen. Jeder aktiven Nebenbedingung wird eine aktive duale
Variable zugeordnet. Mit den aktiven Variablen und Nebenbedingungen wird ein
aktives primales und ein duales lineares Programm formuliert. Die dualen Neben-
bedingungen sind dabei primalen Variablen zugeordnet. Iterativ wird das aktive
Programm gel6st. Entsprechend der Losungen des aktiven Programms werden
nichtaktive Variablen und Nebenbedingungen generiert und aktiviert, das heif3t
sie werden zu den aktiven Variablen und Nebenbedingungen hinzugefiigt. Das
Verfahren bricht spitestens dann ab, wenn die Losungen des aktiven Programms
zuléssig fiir das vollsténdige lineare Programm sind.

Eine primale oder duale Losung des aktiven Programms ist nicht notwendi-
gerweise auch zuléssig fiir das komplette Programm. Die Zuldssigkeit wird mit
einem Separationsorakel iiberpriift. Das Orakel entscheidet, ob ein gegebener pri-
maler oder ein gegebener dualer Vektor fiir das komplette Programm zuléssig ist.
Ansonsten gibt das Orakel mindestens eine verletzte primale bzw. duale Nebenbe-
dingungen an. Die verletzten Nebenbedingungen und die zugeordneten Variablen
werden aktiviert. Das neue aktive Programm wird gel6st, das Separationsorakel
befragt und so fort. Um zuldssige Losungen des vollstindigen Programms friihzei-
tig zu berechnen, werden LP-Heuristiken eingesetzt. Die Eingabedaten der LP-
Heuristiken sind die Losungen des aktiven Programms. Eine weitere LP-Heuristik
verarbeitet gebrochene Losungen der linearen Programme zu ganzzahligen Lésun-
gen eines dahinterliegenden ganzzahligen Programms.
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Zuldssige Losungen des vollstdndigen linearen Programms schrianken dessen
Optimalwert ein. Dadurch ist der Einsatz eines Verzweigungsverfahrens moglich,
bevor das lineare Programm gelost worden ist. Durch das Fixieren von ganzzah-
ligen Variablen auf diskrete Werte werden Unterprobleme erzeugt. Diese Unter-
probleme kénnen in weitere Unterprobleme aufgeteilt werden. Mit jedem Unter-
problem ist ein grofles lineares Programm verbunden, das mit der beschriebenen
primalen und dualen Separation von Schnittebenen gelost oder dessen Optimal-
wert eingeschrinkt werden kann. Wenn fiir ein Minimierungsproblem die dualen
Schranken eines Unterproblems grofler ausfallen als die primalen Kosten einer
ganzzahligen Losung, dann kann die Variablenbelegung dieses Unterproblems fiir
die Optimallosung ausgeschlossen werden. Das Unterproblem wird dann nicht
weiter untersucht und unterteilt.

Um aktive lineare Programme zu 16sen, wurden leistungsfihige Verfahren ent-
wickelt. Hingegen sind die Separationsorakel und die LP-Heuristiken speziell fiir
das konkrete Problem zu entwerfen. Das beschriebene Verfahren zur Lésung von
groflen linearen Programmen ist effizient, wenn das Separationsorakel mit einem
effizienten Verfahren realisiert werden kann. Die Details dieses Zusammenhangs
wurden von Grotschel, Lovasz und Schrijver beschrieben [GLS88|.

4.3.2 Lineare Relaxierungen des Programms DEKO

Das Ziel der polyedrischen Untersuchungen der folgenden Abschnitte ist es, linea-
re Relaxierungen des ganzzahligen Programms DEKO zu formulieren. Gegeben
sei ein Kabelproblem

Il = KABEL(D, S,T,¢,d,l,L), D =(V,A),
Dieses Kabelproblem soll durch ein Netzproblem

U = NETZ(A, T, H, ¢, d)

~

dargestellt werden. Fiir die Anschlulkosten gilt d,p = > p dil,. Die Anschluf-
menge Hy, t € T, ist die Menge aller (s,t)-Dipfade P mit ), l,.
Sei ein System von giiltigen Ungleichungen

(4.34) Vi<i<n: > au(i)za+ Y Y Bur(iyer > 6(i)

acA teT PcHy

fiir das Polytop PD(A, T, H) gegeben. Mit diesem System von Ungleichungen
verschérfen wir die lineare Relaxierung LDEKO(¥) zu

(4.35) min{ch +d"y

( ; ) € LPD(A, T, H) und ( z ) erfiillt (4.34)}.
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Den Ungleichungen (4.34) ordnen wir die dualen Variablen w; > 0, 1 < i < n,
ZU.

Sei (ul,vT, w?)? eine dualer Vektor, dann bezeichnen wir die Optimierungs-
probleme der dualen Nebenbedingungen

(436) VteT: utSIIJTélHHt{ZP dtl +Uta Zw,ﬁtp }
ac

als die Pricingprobleme des linearen Programms (4.35).
Wir unterscheiden nun die folgenden Félle fiir das Ungleichungssystem (4.34):

1. Es gelten keine Einschrinkungen fiir das Ungleichungssystem (4.34).
2. Die Koeffizienten S; p(i) hiingen linear von den Bogen des Dipfads P ab.
3. Die Koeflizienten 3, p(7) sind alle gleich null.

Wir betrachten ein Beispiel fiir den ersten Fall. Die Ungleichungen des Systems

(4.37) Va, be A Vt, TeT: x4+ xp— Z Yrp — Z Yrp > 0

PcHy;: PeH;:
Pn{a, b};é@ {a,b}CP

sind fiir das Polytop PD giiltig. Wir diskutieren Ungleichungen wie die des Sy-
stems (4.37) in Abschnitt 4.4 und formulieren dort Bedingungen dafiir, daf§ diese
Facetten des Polytops PD definieren.

Den Ungleichungen des Systems (4.37) werden duale Variablen w(a,b,t,T)
zugeordnet. Mit diesen lauten die Pricingprobleme (4.36)

(4.38)
VieT: Jgéilfnt{;(dtla—i_vt’a)
P P P P
+ ) Z( a,b,t, T [L ;Xﬂ +w(a,b,7,1) Lixa ;X" J)}
a,beATeT

Diese Pricingprobleme sind nichtlineare Optimierungsprobleme. Wir kénnen die
Abschétzungen

Xo t 0] S Xa £ [ XX S
2 2 2

in Ungleichung (4.38) einsetzen und dadurch das Pricingproblem linearisieren.

Ein Verfahren zur Losung dieses linearisierten Problems kann als LP-Heuristik

zur Bestimmung von zuléssigen Zielpreisen u;, t € T, eingesetzt werden. Dieses
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Vorgehen allein fiihrt jedoch nicht zu einer Verbesserung der unteren Schran-
ken, im Vergleich zu den Schranken, die zum Beispiel mit dem linearen Pro-
gramm LDEKO erreicht werden wiirden.

Genauso kénnen wir die Abschiatzungen

P P P P P P
’VXa +Xb-‘ SXaP‘i‘XbPUHd {Xa +XbJ <Xa + Xb

2 2 - 2

in Ungleichung (4.38) einsetzen und dadurch das Pricingproblem linearisieren. Ein
Verfahren zur Losung dieser linearisierten Pricingprobleme kann als Heuristik zur
Erzeugung von verletzten dualen Nebenbedingungen bzw. zur Generierung von
Anschlufivariablen eingesetzt werden.

Letztendlich ist jedoch fiir konkrete Netzprobleme zu untersuchen, inwieweit
die Pricingprobleme (4.38) z. B. durch (implizit) enumerative Verfahren exakt
gelost werden kénnen.

Wenn die Koeffizienten 5, p(i), 1 < i < n,t €T, P € Hy linear von den Bogen
des Dipfads P abhingen, dann existieren Koeffizienten v, ,(7), a € A, so da8
Y acp Vta(i) = Bip(i) gilt. Das System (4.34) 1a8t sich als Ungleichungssystem
im Raum der Bauteilvariablen z und der Nutzungsvariablen z darstellen:

(4.39) Vi<i<n: > au(i)za+ Y Y Yeald)za > 8(0).

a€A teT a€A

Entsprechend fiihrt die Suche nach Ungleichungen mit der obigen Eigenschaft
zu einer Untersuchung des Polytops PN. Die Facetten des Polytops PN sind die
starksten Ungleichungen des Typs (4.39). Die Pricingprobleme lauten dement-
sprechend:

(4.40) VteT: min {Z (citza + U0 — Z%,a(z‘)wZ) } :

acP i=1

Diese Probleme sind lineare Optimierungsprobleme mit moglicherweise negativen
Koeffizienten in der Kostenfunktion. Es gelte der Steinerbaum-Spezialfall cf, I, L =
0 bzw. es sei ein Steinerbaum-Problem STD(D, s, T, c) mit D = (V, A) gegeben.
Fiir jede Senke ¢ € T sei F; die Menge der 0/1-Fliisse mit Quelle in s und Senke
in ¢t und W; die Menge der (s,t)-Dipfade. Jeder Flufl F' € F, enthélt also einen
(s,t)-Dipfad. Es gilt W, C F, fiir alle t € T. Die Netzprobleme

NETZ(A,T,W,c,0) und NETZ(A, T, F, c,0)

haben die gleiche Optimallésung. Die Pricingprobleme in (4.40) sind fiir H = W
Kiirzeste-Wege-Probleme in Digraphen. Diese Probleme sind fiir beliebige Ko-
stenfunktionen nicht effizient l6sbar. Die Pricingprobleme in (4.40) sind fiir H =
F Min-Cost-Flow-Probleme und daher mit polynomialen Verfahren 16sbar. Man
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betrachte diesbeziiglich [AMO93].

Wenn alle Koeffizienten £, p(i) gleich null sind, dann lautet das Ungleichungssy-
stem (4.34)

(4.41) Vi<i<n: Y au(i)z. > (i)

Die Suche nach Ungleichungen mit dieser Eigenschaft ist verbunden mit einer
Untersuchung der Seitenflichenstruktur des Polytops PB. Die Facetten des Po-
lytops PB sind die stirksten Ungleichungen des Typs (4.34).

Die Pricingprobleme sind gegeniiber den Pricingproblemen des linearen Pro-
gramms LDEKO unverindert:

(4.42) VteT: min {Z(Jtla + vt,a)} :

PecH,
a€EP

Diese Probleme sind lineare Optimierungsprobleme mit nichtnegativer Kosten-
funktion. Im Steinerbaum-Spezialfall d, [, L = 0 sind diese Pricingprobleme effizi-

ent 16sbar, da sie gleichbedeutend damit sind, kiirzeste Wege in einem Digraphen
mit positiven Bogengewichten zu finden.

4.3.3 Biindelung der Zielpunkte

Gegeben seien ein Steinerbaum-Problem STD(D, s, T, c), D = (V, A), das dazu-
gehorige Netzproblem

U =NETZ(A,T,H,c,0)

und das lineare Programm LDEKO(¥). Die Menge Hy, t € T, sei dabei die Menge
aller (s,t)-Dipfade in dem Digraphen D. In dem vorherigen Abschnitt wurde die
Verschiirfung des linearen Programms LDEKO(¥) durch die Hinzunahme von
Nebenbedingungen diskutiert.

Ein anderes Vorgehen ist, das Variablenkonzept zu &ndern. Sei eine Partition
Ui, ..., U, der Terminals 7" in nichtleere Teilmengen gegeben. Durch Biindelung
der Zielpunkte kénnen wir zu dem Netzproblem

U = NETZ(A,{1,...,n},H,¢,0) mit

E:{U@

teU;

QtEHtfﬁralletET} firallel1 <i<n

tibergehen. Das Netzproblem U kann reduziert werden. Zum Beispiel sind alle
Anschliisse aus H;, die nicht Wurzelbdume sind, iiberfliissig und diirfen eliminiert
werden. Schliellich erhilt man das Netzproblem

' = NETZ (A, {1,...n}, H',c,0).
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Die Mengen H;, 1 < i < n, enthalten dabei genau alle Wurzelbdume R mit Wurzel
in s, die die Terminals U; aufspannen und deren Blétter alle in U; enthalten sind.
Das Pricingproblem des linearen Programms LDEKO(¥) entspricht dem Pro-
blem, in einem Digraphen einen kiirzesten Weg zu finden. Die dualen Anschlu$-
bedingungen des Programms LDEKO(¥') lauten fiir eine duale Losung (% ):

(4.43) Vi<i<n: wu,<min Y v

Die entsprechenden Pricingprobleme sind Steinerbaum-Probleme in gerichteten
Graphen und als solche nicht polynomial 16sbar. Aus diesem Grund scheint sich
die Formulierung des Netzproblems ¥’ zunéchst nicht auszuzahlen.

Der Hintergedanke fiir die Formulierung des Netzproblems ¥ ist der folgende:
Der Optimalwert des linearen Programms LDEKO(¥’) ist gleich oder grofier als
der Optimalwert des linearen Programms LDEKO(¥). Die Anzahl der Nebenbe-
dingungen des linearen Programms LDEKO(U') ist in nichttrivialen Fillen klei-
ner als die Anzahl der Nebenbedingungen des linearen Programms LDEKO (V).

Bei Testlaufen zeigt sich, dafl der iiberwiegende Anteil der Nutzpreisvaria-
blen v wihrend eines Branch-and-Cut-and-Price-Verfahrens den Wert null an-
nimmt. Entsprechend vereinfachen sich die Pricingprobleme (4.43). Manche Ver-
fahren zur Losung von Steinerbaum-Problemen hingen sensibel von der Anzahl
der Terminals ab. Dies gilt z. B. fiir das Verfahren KABEL-OPT, das fiir Steiner-
baum-Probleme mit bis zu 20 Terminals sehr schnell die optimale Lésung berech-
net. Die Pricingprobleme (4.43) sind daher unter Umsténden wesentlich leichter
zu losen als das urspriingliche Steinerbaum-Problem. Die Pricingprobleme (4.43)
kénnen problemlos parallel verarbeitet werden. Primale und duale Lésungen fiir
die Pricingprobleme (4.43) miissen unter Umsténden nur an die in einem Branch-
and-Cut-and-Price-Verfahren (geringfiigig) verdnderte duale Losung (*;: ) ange-
paflt werden. Die Pricingprobleme brauchen also nicht immer wieder vollig von
vorn berechnet zu werden.
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4.4 Eine Untersuchung des Polytops PD
In diesem Abschnitt untersuchen wir das Polytop
PD(A,T,H) = conv({( z ) € {0,1}4 x {0,1}¢UD
VteT: Zpth Yt,p =1,
> 0.

VieT: © — Y pey, YpX'

fiir eine Netzvereinbarung (A, T, H). Die Untersuchung der Seitenflichenstruk-
tur des Polytops PD orientiert sich an den praktischen Erfordernissen in einem
Schnittebenenverfahren. Diese wurden in Abschnitt 4.3 diskutiert.

Wir greifen diese Ergebnisse auf und geben eine Ubersicht iiber den Aufbau
der polyedrischen Untersuchung dieses Abschnitts im folgenden.

Wir konnen die Zielpreisbedingungen )., v,p = 1 und die Nutzpreisbe-
dingungen  — Y pc . ye,px” > 0 umformulieren, so daff diese die Gestalt von
Cliquen-Ungleichungen des Stabile-Mengen-Problems annehmen. Dazu relaxie-
ren wir die Zielpreisbedingungen zu ), yep < 1, ¢ € T, und formulieren die
Nutzpreisbedingungen durch Bildung des Komplements z, =1 — z,, ¢ € A, um
20 T+ pey, YpXe < 1fiirallet € T und alle a € A.

Das Netzproblem enthélt das Plazierungsproblem UFLP (uncapacitated faci-
lity location problem), wie in Unterabschnitt 4.1.4 beschrieben. Das Plazierungs-
problem UFLP héngt wiederum eng mit dem Stabile-Mengen-Problem zusam-
men. Dieser Zusammenhang wird zum Beispiel in den Untersuchungen des Plazie-
rungsproblem UFLP durch Cho, Johnson, Padber und Rao [CJPR83a, CJPR83b|
beschrieben.

Es ist daher nicht verwunderlich, dal wir in diesem Kapitel in umfangreicher
Weise Ergebnisse der polyedrischen Untersuchung des Stabile-Mengen-Problems
und des Plazierungsproblems UFLP wiederverwenden und dafl wir die Untersu-
chungsmethoden dieser Probleme kopieren.

Einen bloflen Verweis auf die Ergebnisse der polyedrischen Untersuchungen
des Stabile-Mengen-Problems und des Plazierungsproblems UFLP halten wir
jedoch nicht fiir ausreichend. Das Netzproblem stellt eine Verallgemeinerung
des Plazierungsproblems UFLP dar und ist ein sehr spezielles Stabile-Mengen-
Problem.

Bauteile einer Netzvereinbarung, die in jeder Losung enthalten sind, nennen
wir unentbehrlich. Unentbehrliche Bauteile fiihren in den meisten Féllen zu ldsti-
gen Fallunterscheidungen bei der Untersuchung der Seitenflichenstruktur. Wir
nennen Netzvereinbarungen, die losbar sind und keine unentbehrlichen Bauteile
enthalten, real. Wir kénnen stets auf Netzprobleme mit realen Netzvereinbarun-
gen transformieren. Bei der Untersuchung des Polytops PD(A, T, H) werden wir
fast immer voraussetzen, daf die Netzvereinbarung (A, T, H) real ist. In Unter-
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abschnitt 4.4.1 bestimmen wir grundlegende Eigenschaften des Polytops PD wie
dessen Dimension und triviale Facetten.

Gegeben sei eine reale Netzvereinbarung (A, T, H). Wir sind interessiert dar-
an, fiir Teilmengen A" C A und 7" C T mit wenigen Elementen Facetten des
Polytops PD(A, T, H) von der Form

Z QqTq + Z Z ﬂt,PﬂA’yt,P 2 5,

acA! teT! PEH;:PNA'#£0

zu finden und in Klassen zusammenzufassen. Zu diesem Zweck gehen wir in fol-
genden Schritten vor:

Gegeben seien die Netzvereinbarung (A', T, H'|y+), die durch A’ definierte
Anschluf$familie

H ={PNA'|PecH}

und Teilmengen H}', t € T, der Anschluimengen H, so daf§ die Netzvereinba-
rung (A, T', H") real ist.

Fiir das Polytop PD(A',T', H") bestimmen wir zuerst facettendefinierende
Ungleichungen, z. B. die Ungleichung

(4'44) Z QqTq + Z ﬁt,Pyt,P Z d.

acA’ teT’,PeH]

Diese Facetten nennen wir elementare Facetten. In Unterabschnitt 4.4.6 geben
wir Beispiele fiir Klassen von elementaren Facetten an, die wir im Wesentlichen
von dem Stabile-Mengen-Problem (Korollar 4.4.6.1 und Theorem 4.4.6.5) und
dem Plazierungsproblem UFLP (Theoreme 4.4.6.3 und 4.4.6.4) entlehnen. Die
Bedingung f;y = 0 fiir alle Anschlufipaare (¢,0) € £(H') erreichen wir jetzt oder
spater durch Addition von Vielfachen der Zielpreisbedingung » p. m Ye.p = 1.

Fiir Ungleichungen wie in (4.44) bestimmen wir Liftingkoeffizienten f, p, fiir
allet € T', P € H)\H/, so daf} die Ungleichung

(4'45) Z QqTq + Z /Bt,Pyt,P Z 0

acA’ teT’,PcH,

eine Facette des Polytops PD(A’,T', H'|1/) definiert. Die Bestimmung von Lif-
tingkoeffizienten, die sich am Vorgehen beim Stabile-Mengen-Problem orientiert,
beschreiben wir in Unterabschnitt 4.4.4 in Theorem 4.4.4.2.

Wir untersuchen in Unterabschnitt 4.4.2 Voraussetzungen dafiir, daf alle Un-
gleichungen, die fiir das Polytop PD(A', T", H'|7v) Facetten definieren, auch fiir
das Polytop PD(A’, T, H') eine Facette definieren. Die entsprechenden Aussagen
werden in Theorem 4.4.2.2 und Korollar 4.4.2.4 formuliert.
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Wir sagen in diesem Fall: Die Einschrinkung der Netzvereinbarung (A’, T, H')
auf die Zielpunkte 7" C T ist zuléssig. Wenn die Einschrinkung nicht zuléssig ist,
dann ist die Ungleichung (4.45) zumindest giiltig fiir das Polytop PD(A', T, H').
Diese Begriffsbildung wird bei der Untersuchung des Polytops PN in Abschnitt 4.5
wieder aufgegriffen werden. Das Plazierungsproblem UFLP weist dhnliche poly-
edrische Eigenschaften auf. Man vergleiche mit dem Theorem 4.4.6.3.

Fiir alle Teilmengen B C A definieren wir das (Lifting)-Polytop

PDL(B, A, T,H) = { ( Z ) € PD(A, T, H)

xp =1, fiir alle b € A\B} .

Das Polytop PDL(B, A,T, H) ist eine Seitenfliche des Polytops PD(A, T, H).
Wenn die Ungleichung (4.45) eine Facette des Polytops PD(A’, T, H') definiert,
dann definiert die Ungleichung

(4'46) Z QTq + Z ﬁt,PﬂA’yt,P Z 0

ac A’ teT’ ,PH;

eine Facette des Polytops PDL(A’, A, T, H) (Siehe dazu Lemma 4.4.5.2). Die Un-
gleichung (4.46) ist giiltig fiir das Polytop PD(A, T, H). Fiir diese Ungleichung
bestimmen wir Liftingkoeffizienten oy, a € A\ A’, so da§ die Ungleichung

Z QuTq + Z ﬁt,PﬂA’yt,P Z 0

a€A teT! ,PC Hy

eine Facette des Polytops PD(A, T, H) definiert. Die entsprechende Untersuchung
fiihren wir in Unterabschnitt 4.4.5 bei dem Beweis des Theorems 4.4.5.3 durch.
Unsere Zielvorstellung ist, dal moglichst alle Koeffizienten oy, a € A\A’, null
sind. Dafiir geben wir in Korollar 4.4.5.4 Kriterien an.

Das Theorem 4.4.5.5 beschreibt eine Lifting-Technik, die bei der Bestimmung
von elementaren Facetten niitzlich ist.

Unser Fazit der Untersuchung des Polytops PD lautet: Fiir Teilmengen A’
und 7" mit einer geringen Anzahl von Elementen, kann man Facetten fiir das
Polytop PD(A',T", H'|1/) leicht bestimmen. Die Separation dieser Facetten ist
mit polynomialen Verfahren moglich. Die Facetten des Polytops PD(A", T, H'|1+)
konnen zu giiltigen Ungleichungen fiir das Polytop PD(A, T, H) mit einfachen
Methoden geliftet werden. Unter bestimmten hinreichenden Voraussetzungen de-
finieren die gelifteten Ungleichungen Facetten des Polytops PD(A, T, H).

4.4.1 Grundlegende Betrachtungen

Wir diskutieren in Theorem 4.4.1.1 die Dimension der Polytope PD und PDL
und triviale Facetten des Polytops PD. In Theorem 4.4.1.2 werden obere und
untere Schranken fiir die Koeffizienten von facettendefinierenden Ungleichungen
fiir das Polytop PD angegeben.
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Den Einheitsvektor des Bauteils a € A im Raum der Bauteilmenge A
bezeichnen wir in diesem Abschnitt mit e(a). Den Einheitsvektor des An-
schlufipaares (¢, P) € £(H) im Raum der Anschlufipaare £(H) bezeichnen wir
in diesem Abschnitt mit f(¢, P).

Theorem 4.4.1.1. Sei (A, T, H) eine reale Netzvereinbarung.
1. Das Polytop PD(A, T, H) hat die Dimension |A|+ |E(H)| — |T.

2. Fir alle Teilmengen A" C A hat das Polytop PDL(A', A, T, H) die Dimen-
sion |A'|+|E(H)| - |T).

3. Fiir alle Bauteile a € A definiert die Ungleichung x, < 1 eine Facette des
Polytops PD(A, T, H).

4. Fir alle Bauteile o € A definiert die Ungleichung x, > 0 genau dann eine
Facette des Polytops PD(A, T, H), wenn alle Anschlisse P € Hy, t € T,
das Bauteil a nicht enthalten.

5. Genau dann definiert die Ungleichung vy p > 0, fir allet € T und P € H,
eine Facette des Polytops PD(A, T, H), wenn fiir alle Bauteile a € A ein
Anschlufd P' € H,, P' # P, existiert, der a nicht enthdlt.

Durch die Ungleichungen z, <1,2,>0,a € A,undy,p > 0,t €T, P € Hy,
definierte Facetten nennen wir triviale Facetten.

Beweis: Zu 1: Die Raumdimension des Polytops PD(A, T, H) ist gleich der
Anzahl der Bauteile und der Anzahl der Anschlupaare. Die Zielpreisbedingun-
gen » e g, e = 1, ¢ € T, sind linear unabhéngig. Daher ist die Dimension
des Polytops PD(A, T, H) hochstens gleich |A| + E(H) — |T'|. Da die Netzverein-
barung (A, T, H) real ist, existieren (irgendwelche) Anschliisse Q; € Hy, t € T,
und Anschliisse R;, € H;, die das Bauteil a nicht enthalten, fiir alle ¢ € 7" und
alle a € A. Die Punkte

b= (Z) N ( Ztem]fl(t,@t) )

o(a) = ( o ) 0 A und

X

rt, P) = ( y— £(t,Q) + [(t, P)

sind affin unabhéngig und 1+ |A|+ (|€(H)| — |T'|) viele. Daher ist die Dimension
des Polytops PD(A, T, H) mindestens gleich |A| + |E(H)| — |T|.

Zu 2: Die Gleichungen z, = 1, fiir alle Bauteile a € A\ A’, und die Zielpreisbe-
dingungen » o, yip = 1, fiir alle Zielpunkte ¢ € T, sind linear unabhéingig. Das
Polytop PDL(A’, A, T, H) hat daher hichstens die Dimension |A'|+|E(H)| — |T|.

), teT,Pe H, P#Q
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Die Punkte p, g(a), fiir alle « € A\A', und r(¢, P), fiir alle (¢,P) € £(H)
sind affin unabhéngig und 1 + |A’| + |E(H)| — |T| viele. Daher hat das Poly-
top PDL(A’, A, T, H) mindestens die Dimension |A’| + |E(H)| — |T|.

Zu 3: Die Seitenfléche

{(v) e PD(A, T, H) [z = 1}

enthilt die Punkte p, q(b), b € A, b # a, und die Punkte r(t, P), fiir alle ¢t €
T, P € Hy, und P # @Q;. Daher definiert die Ungleichueng z, < 1 eine Facette
des Polytops PD(A, T, H) fiir alle Bauteile a € A.

Zu 4: Wenn alle Anschliisse P € Hy, t € T, das Bauteil ¢ € A nicht enthalten,
dann liegen auf der Seitenfliche

{(Z) € PD(AaTaH) |$a: O}

die Punkte p — (e(oa)), q(b) — (6(0“)), be B,b# a,und r(t,P) — (6(0“)), fiir
alle t € T und P € H;. Fiir diesen Fall definiert die Ungleichung x, > 0 eine
Facette des Polytops PD(A, T, H).

Wenn ein Anschlufl P € H,, t € T, existiert, der das Bauteil a € A enthilt,
dann ist die Ungleichung z, — y.p > 0 giiltig fiir das Polytop PD(A, T, H).
Daher ist z, > 0 eine nichttriviale konische Kombination der giiltigen Unglei-
chungen z, — yp > 0 und y,p > 0. Fiir diesen Fall definiert die Ungleichung
x4 > 0 keine Facette des Polytops PD(A, T, H).

Zu 5: Sei ein Anschluipaar (¢, P) € £(H) gegeben. Fiir alle Bauteile a € A
existiere ein von P verschiedener Anschlufl P’ € H;, der das Bauteil a nicht
enthilt. Dann kann man die Anschliisse ); und die Anschliisse R;,, a € A, von P
verschieden wihlen. Man beachte, dafl die Menge A nichtleer ist. Die Seitenfliche

F:{(i)EPD(A’T:H)|yt,P:0}7 t€T7PEHt

enthélt dann die Punkte p, ¢(a), a € A, und die Punkte r(¢', P’), fiir alle An-
schluipaare (¢', P') # (t, P). Daher definiert die Ungleichung y; p > 0 eine Facette
des Polytops PD(A, T, H).

Angenommen, es existiere ein Bauteil a € A, das in allen, von P verschiedenen
Anschliissen P’ € H; enthalten ist. Dann gelten fiir alle Punkte der Seitenfliche F
die linear unabhéngigen Gleichungen z, = 1, y; p = 0 und die Zielpreisbedingun-
gen. Daher ist die Dimension der Seitenfliche F' mindestens um zwei geringer als
die Dimension des Polytops PD(A, T, H). Also definiert die Ungleichung v, p > 0
keine Facette des Polytops PD(A, T, H). a

Das folgende Theorem beschreibt obere und untere Schranken fiir Koeffizien-
ten von facettendefinierenden Ungleichungen des Polytops PD.
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Theorem 4.4.1.2. Sei (A, T, H) eine reale Netzvereinbarung. Die Ungleichung

Z QTq + Z ﬁt,Pyt,P Z d

a€cA teT,PcH;

definiere eine nichitriviale Facette F' des Polytops PD(A, T, H) und A" C A ist
die Menge der Bauteile a mit positiven Koeffizienten a,.
Es gilt:

1. Alle Koeffizienten oy, a € A, sind nichtnegativ.

2. Fiir alle Anschliisse P,P' € H,, t € T, mit PN A" C PPN A’ qilt
Bip < Bp < Bip + a((P\P)NA).

3. Fir alle Anschliisse P, P' € Hy, t € T, mit PNA"= P'NA’ gilt B,.p = Brp

Beweis: Zu 1: Fiir alle Bauteile a € A existiert ein Punkt () € F mit z, = 0,
sonst ist die Facette F' trivial. Der Punkt ((z + e(a))’,y”?)” ist ein Punkt des
Polytops PD(A, T, H). Es gilt

o’z +ply=6 <o’z +a,+ 5.

Also ist der Koeffizient o, nichtnegativ.

Zu 2: Die Facette F ist nichttrivial. Es gilt o, = 0, a € A\ A". Daher existiert
ein Punkt (gf) € F mit y; p = 1 und mit z;, = 1, fiir alle a € A\A". Sei
der Vektor ' =y’ — f(t,P") + f(t, P). Dann ist der Punkt () ein Punkt des
Polytops PD(A, T, H). Es gilt

OZTLL', +/8Tyl =9 S O[TJ)I + ﬁTyl _ ,Bt,P' +/Bt,P .
Also gllt 5t,P 2 Bt,Pl.

Weiterhin existiert ein Punkt (y) € F mit y,p = 1 und mit z, = 1, fiir
alle a € A\ A'. Gegeben seien der Vektor n = y— f(t, P)+ f(¢, P') und der Vektor

E=x+ Z e(a).

a€(P'\P)n4’
Dann ist der Punkt (g) ein Punkt des Polytops PD(A, T, H). Es gilt
ofr+Ty=6<a’z+ "y —Bp+ Bup +a((P\P)NA).
Also gilt B, p < Brpr + a((P'\P) N A').

Zu 3: Fiir alle Anschliisse P, P' € H;,t € T, mit PN A’ = P'n A’ gilt nach 2.
Bi.p > B,p und By p < B pr. Also sind die Koeffizienten ; p und 8, pr gleich. O



4.4. EINE UNTERSUCHUNG DES POLYTOPS PD 79

4.4.2 Einschrinkung der Netzvereinbarung auf eine Teil-
menge der Zielpunkte

Wir untersuchen im folgenden Voraussetzungen nach denen eine facettendefinie-
rende Ungleichung des Polytops PD(A, 1", H|), T" C T, T" # (), auch eine
Facette des Polytops PD(A, T, H) definiert.

Die Netzvereinbarung (A, T', H|r), T' C T, T' # (), bezeichnen wir als Ein-
schrinkung der Netzvereinbarung (A, T, H) (auf die Zielpunkte 7"). Die
Netzvereinbarung (A, 7", H|r) ist real, wenn die Netzvereinbarung (A, T, H) real
ist. Die Netzvereinbarung (A, 7", H|7) ist eine zuléssige Einschrinkung der
Netzvereinbarung (A, T, H), wenn fiir alle Losungen (B, Q)) der Netzvereinba-
rung (A,T’, H|7/) eine Losung (B, Q) der Netzvereinbarung (A, T, H) existiert.
Mit der Einschrinkung der Netzvereinbarung (A,7, H) auf die Zielpunkte 7"
verbinden wir eine lineare Abbildung, die Projektion

7 :PD(A,T,H) — PD(A, T', H|p),

()= (ot )

Genau dann ist (A,7", H|rv) eine zuléssige Einschrinkung der Netzvereinba-
rung (A, T, H), wenn die Projektion 7 das Polytop PD(A, T, H) vollstéindig auf
das Polytop PD(A,T", H|7+) abbildet, d. h.

7(PD(A, T, H)) = PD(A, T, H|p).

Das folgende Lemma gibt hinreichende Kriterien dafiir an, dafl eine Ein-
schriankung einer Netzvereinbarung zul&ssig ist.

Lemma 4.4.2.1. Sei (A, T, H) eine reale Netzvereinbarung und T' eine nichtlee-
re Teilmenge der Zielpunkte T. Die Netzvereinbarung PD(A,T', H|r1), ist dann
eine zulissige Einschrinkung der Netzvereinbarung (A, T, H), wenn eines der fol-
genden Kriterien gilt:

1. Fir alle Zielpunkte t € T\T' existiert ein Zielpunkt u(t) € T' mit der
Eigenschaft: Fiir alle Anschliisse P' € Hyyy eristiert ein Anschluff P € Hy,
mit P C P,

2. Alle Anschluffmengen Hy, t € T\T', enthalten die leere Menge.

3. Die Projektionen der Polytope PD(A,T,H) und PD(A,T', H|1») auf den
Raum der Bauteilvariablen x sind identisch, d. h.

PB(A, T, H) = PB(A, T, H|p).

4. Es existiert ein Punkt () € PD(A, T, H) mit x = 0.
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5. Die Ungleichung x(A) > 1 definiert jeweils eine Facette fir die Projektionen
der Polytope PD(A,T, H) und PD(A,T', H|1) auf die Bauteilvariablen x.

Die Bedingungen 1 und 2 bedeuten, daf§ die Zielpunkte ¢ € T\T" hinreichend
wenig auf die Bauteile aus A’ angewiesen sind. Die Bedingungen 4 und 5 bedeuten,
dafl die Bauteilmenge A’ hinreichend wenig notwendig fiir den Anschluf} aller
Zielpunkte aus 7 ist.

Beweis: Sei die Bedingung 1 vorausgesetzt. Zu jeder Losung (B, Q') des Netz-
problems (A, 7", H|r) existiert dann eine Losung

(B,Q) mlt Qt g Q;(t) g B, t e TI und Qt' = Q,It/, t € T\TI

des Netzproblems (A, T, H). Also ist (B, Q) fiir das Netzproblem (A, T, H) eine
Losung. Die Bedingung 2 ist hinreichend fiir die Bedingung 1. Die Bedingung 4
ist dquivalent mit der Bedingung 2 (und hinreichend fiir die Bedingung 3). Man
setze die Bedingung 3 voraus. Fiir alle Punkte () € PD(A,T', H|1v) existiert
dann ein Punkt (3 ) € PD(A,T', H|r/). Das bedeutet: Fiir alle Losungen (B, Q')
der Netzvereinbarung (A, 7", H|+) existiert eine Losung (B, Q) der Netzvereinba-
rung (A, 7T, H). Die Bedingung 5 ist hinreichend fiir die Bedingung 3. Ist z(A4) > 1
eine Facette der Projektionen der Polytope PD(A, T, H) und PD(A,T', H|r),
dann sind beide Projektionen durch die Ungleichungen 0 < z, < 1, a € A,
und z(A) > 1 vollsténdig bestimmt. O

Das folgende Theorem sagt aus: Wenn die Einschrinkung (A, 7", H|7/) der
Netzvereinbarung (A, T, H) zuléissig ist, dann definiert jede Facette des Poly-
tops PD(A, T, H'|1+) auch eine Facette des Polytops PD(A, T, H).

Theorem 4.4.2.2. Sei (A, T, H) eine reale Netzvereinbarung und (A, T', H|yr)
eine zulissige Einschrinkung von (A, T, H). Die Ungleichung

(447) Z gZg + Z /Bt,Pyt,P Z )

a€A teT!,PEH,

definiere eine Seitenfliche F' des Polytops PD(A,T', H|r) und die Seitenfliche F
des Polytops PD(A, T, H).
Genau dann ist F' eine Facette von PD(A, T, H), wenn gilt:

1. F' ist eine Facette des Polytops PD(A,T', H|).

2. In jeder Gleichung

Z alx, + Z Bipyep =0,

acA teT,PEH;

die fiir F' giiltig ist, sind die Koeffizienten 3, p und B, p fiir alle t € T\T"
und P, P' € Hy, gleich.
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Beweis: Man betrachte die lineare Abbildung
7n:PD(A,T,H) — PD(A, T, H|),

"((0))= (o)

Sei F eine Facette des Polytops PD(A, T, H). Es gilt
n(F)=F',
7(PD(A, T, H)) = PD(A, T', H|r) und
7(PD(A, T, H)\F) = PD(A, T', H|p)\F' # 0,

da die Koeffizienten der Variablen y,p, t € T\T", P € Hy, in der definierenden
Ungleichung (4.47) der Facette F' gleich null sind und die Einschrinkung der
Netzvereinbarung (A, T, H) auf die Zielpunkte 7" zuléssig ist.

Da die Abbildung 7 linear ist, hat die Seitenfliche F” mindestens die Dimen-
sion einer Facette des Polytops PD(A,T", H|r). Da das Bild n(PD(A, T, H)\F)
nichtleer ist, ist F' eine Facette des Polytops PD(A,T", H|7+). Jede Gleichung

Z g Tq + Z Bipyrp =0,

a€cA teT,PeHy

die fiir die Facette F' giiltig ist, ist linear abhéingig von der Gleichung

Z QqTq + Z BpYrp =0

acA tcT' ,PCH;

und von den Zielpreisbedingungen 1, Yt,p = 1,1 € T. Daher sind fiir alle Ziel-
punkte ¢ € T\T" und alle Anschliisse P, P’ € H; die Koeffizienten 3 p, und f; p
gleich.

Sei F' eine Facette des Polytops PD(A,T", H|7v). Da F eine Seitenfliche des
Polytops PD(A, T, H) ist, existiert eine Ungleichung

(4.48) Za;% + Z Bi pyrp > 0,

a€cA teT,PeHy

die eine Facette F' O F des Polytops PD(A, T, H) definiert. Wir kénnen Vielfa-
che der Zielpreisbedingungen Y,y y1,p = 1, ¢ € T, zu der Ungleichung (4.48)
addieren. Zusitzlich gilt 8; p = B; pr, fiir alle t € T\T", P, P’ € H;, nach Bedin-
gung 2. Daher nehmen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit an, daf} alle
Koeffizienten §; p, t € T\T', P € H;, gleich null sind. Die Gleichung (4.48) ist
mit dieser Annahme auch giiltig fiir die Facette F’, da n(F') = F'. Sie stellt dann
eine konische Kombination aus der definierenden Gleichung und den Zielpreisbe-
dingungen Zpth yi,p = 1, t € T', dar. Daher ist F = F und F eine Facette des
Polytops PD(A, T, H). O

Das folgende Lemma bereitet die Formulierung einfacher Kriterien fiir die
Zulidssigkeit einer Einschrinkung einer Netzvereinbarung vor.



82 KAPITEL 4. DAS NETZPROBLEM

Lemma 4.4.2.3. Gegeben seien eine reale Netzvereinbarung (A, T, H) und eine
nichtleere Teilmenge T' C T. Die Netzvereinbarung (A, T', H|q) sei eine zulissige
FEinschrinkung von (A, T, H). Die Ungleichung

Z QaTq + Z ﬁt,Pyt,P Z 57

acA teT! ,PC Hy

definiere eine Seitenfliche F des Polytops PD(A, T, H).

Fiir alle Anschlisse P, P' € H;, t € T\T" existiere eine Folge Q(i) € H;, 0 <
i <n, von Q(0) = P nach Q(n) = P', fir die gilt: Fir alle 0 < i < n—1 existiert
ein Punkt (3) € F mit x > xO0 Q0+,

Dann gilt: In jeder Gleichung

(4.49) Y bzt Y Bieyr =1,

a€A teT,PcH;
die fir F' giltig ist, sind die Koeffizienten B, p und B, p, fiir alle t € T\T"
und P, P' € H; gleich.

Z

Beweis: Sei (y) € F, y, g = 1 fiir irgendein R € H; ein Punkt mit z >
x@@ xQG+D) fiir einen Index 0 < i < n — 1. Dann existieren Punkte

( y— F(LR) + £(0.Q00) ) und ( y— P R) + F(4,QG +1) )

auf der Seitenfliche F. Fiir diese Punkte gilt auch die Gleichung (4.49). Daraus
folgt, dal die Koeffizienten 5£,Q(i) und 5£,Q(i +1) gleich sind. Mit vollstéindiger In-
d'ul;tion sieht man, daB die Koeffizienten 5; p = 52,@)(0) und f; p, = ﬁé,Q(n) gleilgh
sind.

Ein einfaches Kriterium fiir die Zuldssigkeit der Einschrinkung einer Netzver-
einbarung liefert das folgende Korollar.

Korollar 4.4.2.4. Gegeben seien eine reale Netzvereinbarung (A, T, H) und eine
nichtleere Teilmenge T" der Zielpunkte T. Wenn

1. fir alle Anschliisse P € Hy, t € T\T', ein Anschluff P' € Hy, t € T', mit
P C P! existiert, und wenn

2. die Ungleichung x(A) > 1 entweder ungiiltig fir das Polytop PD(A, T, H)
ist oder fiir die Polytope PB(A,T,H) und PB(A,T', H|1v) facettendefinie-

rend ist,

dann gilt: Jede Ungleichung
Z QqTg + Z /Bt,Pyt,P 2 5,
acA teT! ,PcH,

die eine nichttriviale Facette F' des Polytops PD(A, T, H|v) definiert, definiert
auch eine Facette F' des Polytops PD(A, T, H).
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Beweis: Wenn fiir alle Anschliisse P € Hj, t € T\T', ein Anschlu} P’ der
Menge Hj,, t' € T', existiert, der P enthilt, dann existiert ein Punkt (/) auf der
Facette F' mit z > x*', und somit auch ein Punkt (¥) auf der Seitenfliche F
mit z > xF.

Alle Anschliisse H;, t € T\T", enthalten nach der Voraussetzung entweder die
leere Menge oder die Anschliisse {a}, a € A.

Wenn die Anschluimenge H;, t € T\T", die leere Menge enthilt, dann gilt:
Fiir alle Anschliisse P,P' € H;, t € T\T', existieren die Folge P, (), P', und
Punkte (), (;:) € Fmitz>xF > x?und 2’ > x* > x?. Nach Lemma 4.4.2.3
sind daher in jeder Gleichung

Z O/axa + Z ﬂ;,Pyt,P = 617

a€A teT,PcH;

die fiir die Seitenfliche F' giiltig ist, die Koeffizienten 8, p und f p,, fiir alle
Anschliisse P, P' € H;, t € T\T', gleich.

Die Ungleichung z(A) > 1 sei ungiiltig fiir das Polytop PD(A, T, H). Dann
enthélt jede Anschlufimenge Hy, t € T', die leere Menge. Nach Lemma 4.4.2.1 ist
die Netzvereinbarung (A, 7", H|7) eine zuldssige Einschrinkung der Netzverein-
barung (A, T, H). Nach Theorem 4.4.2.2 ist die Seitenfliche I eine Facette des
Polytops PD(A, T, H).

Die Ungleichung z(A) > 1 definiere eine Facette fiir die Projektionen der Po-
lytope PD(A, T, H) und PD(A,T’, H|;v) auf die Bauteilvariablen z. Nach Lem-
ma 4.4.2.1 ist die Einschrinkung (A,7T’, H|;v) der Netzvereinbarung (A,7T, H)
zuldissig. Da die Netzvereinbarung (A, 7, H) real ist, enthéilt die Menge A minde-
stens zwei Bauteile.

Wir setzen den Beweis des Korollars 4.4.2.4 mit dem folgenden Lemma fort.

Lemma 4.4.2.5. Fiir jede Partition BUB' = A der Bauteile in nichtleere Men-
gen B und B' existiert ein Punkt (y) € A auf der Seitenfiiche F mit der Eigen-
schaft z(B) > 1, z(B') > 1.

Wenn einer der Koeffizienten oy, b € B, gleich null ist, dann gilt: Fiir je-
den Punkt (§) € F mit z, = 0 und z(B’) > 1 liegt auch der Punkt (**c®))
auf der Seitenfliche F. Entsprechendes gilt, falls a, = 0 fiir ein b € B’ ist.
Seien alle Koeffizienten «,, a € A, positiv. Sei & C E(H|r) die Menge al-
ler Paare (¢,P) mit P C B und &' C &(H|r) die Menge aller Paare (t, P’)
mit P’ C B'. Dann existieren hochstens |B| + |€] — |T"| affin unabhéingige Punk-
te (y) € F' mit (B') = 0 und |B'|+|&'|—|T"| affin unabhéngige Punkte () € F”
mit z(B) = 0. Daher liegen auf der Facette F' hochstens |A| + |E(H|q)| — 2|77
affin unabhéingige Punkte mit x(B) = 0 oder z(B') = 0. Die Dimension der
Facette F' ist |A| + |E(H|7)| — |T'| — 1. Es existiert also noch mindestens ein
weiterer Punkt () auf der Facette F”, also auch auf der Seitenfliche F'; mit der
Eigenschaft z(B), z(B') > 1. Dies beendet den Beweis von Lemma 4.4.2.5.
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Wenn die AnschluBmenge H;, t € T\T", die leere Menge nicht enthélt, dann
sind die Anschliisse {a} in der Menge Hy, fiir alle Bauteile a € A, enthalten. Nach
Lemma 4.4.2.5 existiert fiir alle Bauteile a, o’ € A eine Folge {by},...,{b,} in der
Menge H; mit der Eigenschaft a = by und @' = b,, und fiir alle 0 < i <n—1

existieren Punkte (i) € F mit z,, = x3,,, = 1. Daher existiert fiir alle P, P' €
Hy, t € T\T', eine Folge Q; € Hy, 0 < i < n, fiir die gilt:

Q():PaQn:P,an:{bl}gP’ Qn—lz{bn—l}gpl

und Q; = {b;} fiir alle 2 < i < n — 2. Fiir die Folge @;, 0 < i < n gilt: Fiir
alle 1 <4 < n — 2 existieren Punkte (y) € F mit x(b;) = z(b;31) = 1 und es
existieren ein Punkt (y) € F mit x > P und ein Punkt (y) € F mit z > P'.
Nach Lemma 4.4.2.3 sind daher in jeder Gleichung

Y izt > Biewe =96,

a€cA teT,PeH,

die fiir die Seitenfliche F' giiltig ist, die Koeffizienten 8; p und f p,, fiir alle
Anschliisse P, P' € Hy, t € T\T', gleich. Dieses gilt auch, wenn die Anschlufimen-
ge H; die leere Menge enthélt, wie oben gezeigt wurde. Nach Theorem 4.4.2.2 ist
die Seitenfliche F' eine Facette des Polytops PD(A, T, H). O

Ein weiteres einfaches Kriterium fiir die Zuléssigkeit der Einschriankung einer
Netzvereinbarung ist im folgenden Korollar angegeben.

Korollar 4.4.2.6. Gegeben sei eine reale Netzvereinbarung (A, T, H), mit der
Figenschaft O, A € Hy fiir allet € T.
Fiir jede nichtleere Teilmenge T' C T ist jede Ungleichung

(4.50) D QTat Y Bupyr >4,

acA! teT' ,PEH,

die eine nichttriviale Facette F' des Polytops PD(A,T', H|r) definiert, facetten-
definierend fiir das Polytop PD(A, T, H).

Die Voraussetzungen an die Anschluifamilie H treffen insbesondere fiir An-
schluBmengen H, = 24, t € T, zu.

Beweis: Wir iiberpriifen die Voraussetzungen von Korollar 4.4.2.4.

Es existiert ein Punkt (y) € PD(A,T,H) mit z(A) = 0. Fiir alle An-
schliisse P € H;, t € T\T', existiert ein Anschluf, ndmlich A € Hy, fiir al-
le t' € T', der P enthélt. Also definiert die Ungleichung (4.50) eine Facette des
Polytops PD(A, T, H). O
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4.4.3 Das Stabile-Mengen-Polytop und das Polytop PD

Im folgenden untersuchen wir Liftingverfahren fiir das Polytop PD. Unsere Ab-
sicht ist diese: Gegeben seien eine reale Netzvereinbarung PD(A, T, H), nichtleere
Teilmengen 7" C T und A’ C A und Anschlufmengen

Hi={PnA'"|PeH}, teT,

sowie Teilmengen H;' C H|. Fiir das Polytop PD(A’, 7", H"|7+) wollen wir facet-
tendefinierende Ungleichungen herleiten bzw. von polyedrischen Untersuchungen
verwandter Polytope entleihen. Diese Ungleichungen sollen nacheinander zu Fa-
cetten der Polytope PD(A', T, H'|1), PD(A', T, H') und schlielich PD(A, T, H)
geliftet werden. Das folgende Theorem 4.4.4.2 stellt sicher: Wenn die Ungleichung

Z Qg + Z Bt,Pyt,P 2 (S

acA! teT!,PeH'

eine Facette des Polytops PD(A’, 7", H"|7+) definiert, dann existieren Koeffizien-
ten By p, t € T', P € H{\H/, so daf§ die Ungleichung

Z 0T + Z ﬂt,Pyt,P 2 Y

acA’ teT’,PcH,

eine Facette des Polytops PD(A’,T", H'|1+) definiert.

Fiir die Untersuchung des Stabile-Mengen-Problems werden Liftingverfahren
erfolgreich angewandt. Das Stabile-Mengen-Problem ist das Problem, eine
maximale stabile Menge in einem Graphen G = (V, E) zu finden. Eine Instanz
dieses Problems bezeichnen wir mit SSP(G) (Stable Set Problem). Eine stabile
Menge W in einem Graphen G ist eine Knotenmenge, so dafl keine zwei Knoten
aus W durch eine Kante des Graphen G verbunden sind. Das Polytop STAB(G)
ist die konvexe Hiille der Inzidenzvektoren der stabilen Mengen des Graphen G.

Polyedrische Untersuchungen iiber das Polytop STAB(G) wurden von Pad-
berg angestellt [Pad73, Pad75, Pad80]. Man beachte auch den Ubersichtsarti-
kel von Balas und Padberg zum verwandten Set-Partitioning-Problem [BP76].
Die theoretischen Untersuchungen werden in Verfahren zur Loésung von Set-
Partitioning-Problemen z. B. von Hoffman und Padberg [HP93] eingesetzt. Born-
dorfer gibt eine ausfithrliche Ubersicht iiber die theoretischen und praktischen
Aspekte des Set-Packing-, des Set-Partitioning- und des Set-Covering-Problems
[Bor97].

Wir wollen den Bezug des Netzproblems zu dem Problem SSP(G) herstellen.
Ordnen wir den Knoten des Graphen G Auswahlvariablen (&;);cy zu, dann gilt
fiir jede Kante ij € E, § = 0 oder § = 0. Eine &hnliche Beziehung gilt fiir die
Variablen des Polytops PD(A, T, H). Fiir je zwei Anschliisse P, P’ € H; irgend-
eines Zielpunktes ¢ gilt y,p = 0 oder y; p» = 0. Fiir ein Bauteil a € A und einen
Anschlu8 P € H;, der a enthilt, gilt (1 — z,) = 0 oder y; p = 0.



86 KAPITEL 4. DAS NETZPROBLEM

Einer Netzvereinbarung (A, 7, H) ordnen wir einen Intersektionsgraphen
G(A,T,H)= (Vi(A,T,H),E[(A,T,H))

zu. Wir schreiben G; = (Vr, Er), wenn sich die Parameter aus dem Zusam-
menhang ergeben. Die Knoten V; des Intersektionsgraphen G sind die Bau-
teile A und die Anschluipaare (¢, P) € E(H). Zwei verschiedene Anschlulpaa-
re (t,P),(t',P') € £(H) sind genau dann mit einer Kante von E; verbunden,
wenn die Zielpunkte ¢ und ¢’ iibereinstimmen. Ein Bauteil ¢ € V7 und ein An-
schluipaar (¢, P) € £(H) sind genau dann mit einer Kante von FE; verbunden,
wenn der Anschlufl P das Bauteil a enthilt. Keine zwei Bauteile a,b € A sind
mit einer Kante von E; verbunden. Offensichtlich bilden also die Knoten (¢, P),
t € T, und P € H, eine Clique. Diese Clique ist beziiglich Inklusion maximal,
wenn kein Bauteil a € A existiert, das in allen Anschliissen P € H, enthalten ist.
Ebenso bilden der Knoten a € A und die Knoten (¢, P),t € T, P € H;, mit a € P
eine Clique in dem Graphen G;. Diese Clique ist beziiglich Inklusion maximal,
wenn ein Anschlufl P € H; mit a € P existiert.

/A

/
X [

Abbildung 4.1: Ein Beispiel eines Intersektionsgraphen. Die Bauteile werden als
Kreise, die Anschlulpaare als Quadrate dargestellt.

Als Auswahlvariablen des Stabile-Mengen-Problems SSP(Gy) verwenden wir
die Anschlufivariablen (y: p)ier,pen, und das Komplement (Z,),c4 der Bauteilva-
riablen. Es gilt 7, = 1 — z, fiir alle a € A. Wir notieren

STAB(G;) = conv({< z ) € {0,1}4 x {0,1}¢¢)
VteT: ZPEH,& Yt,p S 13 })

VieT: Z + Y pey, Wrx’ <1
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Der Vektor 1 ist der Vektor, dessen Eintridge sdmtlich eins sind. Das Poly-
top STAB(G/) entsteht also aus dem Polytop PD durch Komplementbildung der
Bauteilvariablen x und durch Relaxierung der Zielpreisbedingungen - . m, Ytp =

1. Das Polytop
( l;x ) € STAB(G,)}

enthélt das Polytop PD als Seitenfliche. Daher ist jede Facette des Polytops PD
in einer Facette des Polytops PDS enthalten.

PDS(A, T, H) = {( z ) € R x RE®)

Theorem 4.4.3.1. Sei (A, T, H) eine Netzvereinbarung und G ein Graph. Die
Polytope STAB(G) und PDS(A, T, H) haben Raumdimension.

Beweis: Fiir jeden Graphen G = (V| E) enthilt das Polytop STAB(G) den
Ursprung und alle Einheitsvektoren. Das Polytop PDS(A, T, H) ist isomorph zu
dem Polytop STAB(G,(A, T, H)). O

Wenn alle AnschluBmengen die leere Menge enthalten, dann kénnen wir Fa-
cetten des Polytops STAB(G[(A,T, H)) zu Facetten des Polytops PD(A, T, H)
umformulieren.

Theorem 4.4.3.2. Sei eine reale Netzvereinbarung (A, T, H) gegeben, deren An-
schluffmengen Hy, t € T, alle die leere Menge enthalten. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent.

1. Die Ungleichung

Z QTq + Z Brpysp >0, Brp=0,teT,

ac€A teT,PEH;
definiert eine Facette F' des Polytops PD(A, T, H).

2. Die Ungleichung

Y ot Y, Buptrp >0, Bp=0,t€T

acA teT,PEH;
definiert eine Facette F' des Polytops PDS(A, T, H).

3. Die Ungleichung

Z Qglgq — Z Bt,Pyt,P S Z Qg — 5: Bt,@ = O: teT

acA teT,PcHy a€A

definiert eine Fucette des Polytops STAB(G,(A, T, H)).
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Zu einer fiir das Polytop PD giiltigen Ungleichung kénnen Vielfache der
Zielpreisbedingungen addiert werden. Jede Facette o’z + Ty > § des Poly-
tops PD(A, T, H) ist daher mit der Facette

ofz+ Z (5t,P - 5t,(b)yt,P >0 — Z /Bt,ﬂ

teT,PcH; teT

identisch.

Beweis von Theorem 4.4.3.2: Die Aquivalenz von 2 und 3 ist offensichtlich,
da jedem Punkt () des Polytops STAB(G;(A, T, H)) der Punkt ((1 —z)T,yT)T
des Polytops PDS(A, T, H) entspricht und umgekehrt. Wir zeigen die Aquivalenz
der Aussagen 1 und 2.

Das Polytop PDS enthilt das Polytop PD. Die Seitenfliche F” enthilt daher
stets die Seitenfliche F'. Sei F' eine, von den Facetten y,y > 0,¢ € T, verschiedene
Facette des Polytops PD(A, T, H). Es existieren daher Punkte p, € (y), t € T,
auf der Facette F' C F' mit y,9 = 1. Da die Koeffizienten (3 gleich null sind,
liegen die Punkte p, = p; — (0, f(t,0)T)T, t € T, auf der Seitenfliiche F'. Sei J
eine Hyperebene, definiert durch die Gleichung

(4.51) Y dzat > Biewr =96,

acA teT,PcH;

die die Seitenfliche F’ enthélt Die Koeffizienten ﬁé’m =0, t €T, sind gleich null,
da die Punkte p; und p} in der Facette F’ enthalten sind. Die Gleichung (4.51)
ist auch giiltig fiir die Facette F' C F' und daher eine konische Kombination der
Gleichungen oz + Ty = 6 und 3",y yrp = 1, ¢t € T Da die Koeffizienten ;9
und ﬂé,@ gleich null sind, ist die Gleichung o/*z + 87y = ' bereits als konische
Kombination der Gleichung o’z + 37y = § darstellbar. Daher ist F” eine Facette
des Polytops PDS(A, T, H).

Um die Riickrichtung zu zeigen,nehmen wir an, daf§ die Seitenfliche F” eine
Facette des Polytops PDS(A, T, H) ist. Wegen der Gleichung B,y = 0, ist die
Facette F' nicht identisch mit den Seitenfléichen (Facetten) > pcpy yrp <1, €T
des Polytops PDS(A, T, H). Sei p = () ein Punkt auf der Facette F' und 7" C T
die Menge der Zielpunkte ¢ mit ) 5.y ys,p = 0, dann definieren wir r(p) durch

0=(3)+2 (e )

teT’

Der Punkt r(p) liegt auf der Seitenfliche F* C F', da fBip = 0, t € T. Sei die
Gleichung /" z + ™y = &', Big =0, t €T, giiltig fiir alle Punkte der Seiten-
fliiche F. Die Gleichung o/"z + g7y = ¢’ ist giiltig fiir alle Punkte p der Facet-
te I, da sie fiir den Punkt r(p) € F giiltig ist. Aus diesem Grund ist die Glei-
chung o/"z+ 8"y = &' eine konische Kombination der Gleichung o’z + 7y = 6.
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Sei "z + 8"y = 6" eine Gleichung, die fiir die Seitenfliiche F giiltig ist. Dann
ist die Gleichung

Z alx, + Z Bt pyep — Z Bro Z Yip > 0 — Z Bro

acA teT,PcH; teT PeH, teT

ebenfalls giiltig fiir die Seitenfliiche F. Die Gleichung /" z+ "7y = ¢’ kann daher
als konische Kombination der Gleichung o’z + 87y = ¢ und der Zielpreisbedin-
gungen dargestellt werden. Also ist F' eine Facette des Polytops PD(A, 7T, H). O

4.4.4 Liften von Anschluf3variablen

Das Liften von Anschlufivariablen verlduft fast genauso wie beim Stabile-Mengen-
Problem. Das folgende Lemma bereitet Theorem 4.4.4.2 vor.

Lemma 4.4.4.1. Gegeben seien eine reale Netzvereinbarung (A, T, H') und eine
Netzvereinbarung (A, T, H), so dafs

E(H) = {(u, Q}UE(H')

qilt.
Die Netzvereinbarung (A, T, H) ist real. Wenn die Ungleichung

Z QuZg + Z ﬁt,Pyt,P Z )

acA tel,PcH;

eine Facette F' des Polytops PD(A, T, H') definiert, dann definiert die Unglei-
chung

Z QTq + Z Bt,Pyt,P 2 d

a€A teT,PcH;

mit dem Liftingkoeffizienten

_ . T
Bug =0 —minq o x + E Bt pYt,p
teT,PcH,

( ”y” ) €PD(A, T, H), yug =1

eine Facette F' des Polytops PD(A, T, H).

Beweis: Nach Definition des Liftingkoeffizienten ist

o> ofz + Z @s,PZ/t,P + 5u,Q?Ju,Q
teT,PEH;
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fiir alle Punkte (y) € PD(A,T,H). Jedem Punkt (zf) der Facette F' ent-

spricht ein Punkt (‘Z ) der Seitenfliche F', mit y, o = 0 und y, p = y; p fiir al-
let € T, P € H|. Zusitzlich existiert mindestens ein Punkt () € F' mit y, o = 1.
Also ist die Dimension der Seitenfliche F' mindestens um eins grofler als die Di-
mension der Facette F'. Die Netzvereinbarung (A, T, H) ist real, da die Netzver-
einbarung (A, T, H') real ist. Die Dimension des Polytops PD(A, T, H) ist um eins
grofler als die Dimension des Polytops PD(A, T, H'). Die Seitenfliche F' stimmt
fir y,,0 = 0 nicht mit dem Polytop PD(A, T, H) iiberein. Daher ist die Seiten-
fliche F' eine Facette des Polytops PD(A, T, H). O

Wir beschreiben nun das Liften von Anschlufivariablen.

Theorem 4.4.4.2. Gegeben seien eine reale Netzvereinbarung (A, T, H') und ei-
ne Netzvereinbarung (A, T, H), mit H, C H, t € T. Wenn die Ungleichung

Z QTq + Z ﬁt,Pyt,P Z d

acA teT,PcH,

eine Facette des Polytops PD(A,T, H') definiert, dann ezistieren Liftingkoeffizi-
enten Byp, t € T, P € H\H, so daff die Ungleichung

(4'52) Zaama + Z ﬁt,Pyt,P Z o

acA teT,PeH;

eine Facette des Polytops PD(A, T, H) definiert. Die Liftingkoeffizienten B p,
kénnen fir alle t € T und alle P € H\H], abgeschitzt werden durch:

: T
Bip >0 —min} o'z + E B ,pryy p
veT,P'eH!

( z ) € PD(AaTaf{)a Yt,p = 1

mit den Anschlufmengen H, = H,, u € T, u #t, und H,= H,U {P}.

Beweis: Fiir die Anschlufipaare, die in £(H) aber nicht in £(H') enthalten
sind, legt man irgendeine Reihenfolge (u;,@;), 1 < i < n, fest. Durch diese
Reihenfolge werden Anschlufifamilien J(7),

EJ() =EH)U{(uj,Q;) |1 <5 <i}, 0<i <,

festgelegt. Es ist J(0) := H' und J(n) := H. Eine facettendefinierende Unglei-
chung fiir das Polytop PD(A, T, J(0)) ist gegeben. Nach Lemma 4.4.4.1 berechnet
man fiir jede facettendefinierende Ungleichung des Polytops PD(A, T, J(i — 1)),
fiir alle 1 < ¢ < n einen Liftingkoeffizienten (3, o, und dadurch eine facettende-
finierende Ungleichung des Polytops PD(A, T, J(7)). Mit vollstindiger Induktion
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sieht man, dafl Koeffizienten 3,, o,, 1 <7 < n, gefunden werden kénnen, so dafl
die Ungleichung (4.52) eine Facette des Polytops PD(A, T, H) definiert. Umfor-
mung der Ungleichung (4.52) ergibt fiir ein AnschluBpaar (t, P) € E(H)\E(H')
und fiir AnschluBmengen H, = H,7e€T, m#t und H, = H U {P}:

Bip > Bi,pys,p >

2 d— Z Qg — Z BT,P’yT,P’ - Z B’T’,P’yT,P’ 2

acA T€T,P'eH., T€T,P'cH\H-

2 5 — min aTl' + E 67_71:»/ Yz, P!
t'eT,P'€H.

( ; ) € PD(A, T, H), ypp = 1

4.4.5 Liften von Bauteilvariablen

Um ein Liftingverfahren fiir die Koeffizienten o der Bauteilvariablen = durch-
fiihren zu konnen, haben wir die Seitenflichen PDL des Polytops PD durch
Festlegung von Bauteilvariablen auf eins definiert. Sei eine reale Netzvereinba-
rung (A, T, H) gegeben und A" C A eine nichtleere Teilmenge der Bauteile. Dann
ist das Polytop PDL definiert durch

PDL(A, A, T, H) = { ( z > € PD(A, T, H)

xazl,aeA\A'}.

Das folgende Lemma bereitet Theorem 4.4.5.3 vor.

Lemma 4.4.5.1. Die Ungleichung

Z QqTq + Z ﬁt,Pyt,P Z o

acA’ teT,PEH;

definiere eine Facette F' des Polytops PDL(A', A, T, H). Fir alle b € A\A" sei
der Liftingkoeffizient oy durch

abzmin{Zaaxa—}—BTy ‘ ( z > € PDL(A'U{b},A, T, H), xb:()} -0
ac Al

definiert. Dann definiert die Ungleichung

(453) Z QgLg + Z Bt,Pyt,P 2 d + (67

acA'U{b} teT,PeHy

eine Facette F' des Polytops PDL(A' U {b}, A, T, H).
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Beweis: Der Liftingkoeffizient o, wurde so definiert, dafl

0+ o < gy + Z QqTq + Z Bt pYr,p

acA’ teT,PeH,

giiltig ist. Die Facette F” ist in der Seitenfliche F' enthalten. Zusétzlich existiert
ein Punkt (y) € F mit 2, = 0. Die Dimension der Seitenfliche F' ist min-
destens um eins grofler als die Dimension der Facette F’. Die Dimension des
Polytops PDL(A' U {b}, A, T, H) ist genau um eins groBer als die Dimension des
Polytops PDL(A’, A, T, H). Die Seitenfliche F' ist nicht identisch mit dem Poly-
top PDL(A’,U{b}, A, T, H), z. B. nicht auf dem Schnitt mit der Hyperebene z, =
1. Daher ist die Seitenfliche F eine Facette des Polytops PDL(A’, U{b}, A, T, H).

O

Das folgende Lemma wird ebenfalls fiir die Beschreibung des Liftings der
Bauteilvariablen in Theorem 4.4.5.3 zum Einsatz kommen.

Lemma 4.4.5.2. Seien eine reale Netzvereinbarung (A, T, H), eine nichtleere
Teilmenge A" C A und Anschlufimengen

H ={PnA|PeH)}

gegeben. Die Ungleichung

Z Qg + Z ﬂt,Pyt,P 2 J

agA’ teT,PeH]

definiere eine nichttriviale Facette F' des Polytops PD(A', T, H'). Dann definiert
die Ungleichung

(4.54) Y aara+ Y, Bupnathr >0

acA’ teT,PEH;
eine Facette F' des Polytops PDL(A', A, T, H).

Beweis: Die Ungleichung (4.54) ist giiltig fiir das Polytop PD(A, T, H), also
auch giiltig fiir das Polytop PDL(A', A, T, H). Auf der Facette F"' existieren

n=|A"|+|E(H')| — |T| Punkte p; = (;:83) eF',1<i<n,
die affin unabhingig sind.
Fiir alle Anschliisse P' € H;, t € T, sei der Anschlu8 R(¢,P') € H; mit
R(t,P') N A" = P’ ein Reprisentant der Anschlisse P € H; mit der Eigen-
schaft PN A" = P'.
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Fiir alle Punkte p; € F', 1 < i < n, existiert ein Punkt ¢; = (Z%) € F, so
daf
2a(i) = zl (i) fallsa € A,
1 falls a € A\ A’
. y,lg PNA’ (z) falls P = R(t’ P N Al),
yt,P(Z) = ’
0 sonst.

Da die Facette F' nichttrivial ist, existiert fiir alle P € H; ein Index i mit y; p(7) =
Y; pnar = 1. Fiir alle Anschliisse P € Hy, t € T, mit P # R(t, PN A') existiert ein
Index i € {1,...,n}, so dal der Punkt

0
r(t, P) =g — ( f(t, P)— f(t,R(t, PN A") )

in dem Polyeder PD(A, T, H) und daher auf der Seitenfliche F liegt. Die Punkte
gi, 1 <i<mn,und r(t,P), t € T, P € Hy, sind affin unabhiingig. Die Anzahl
dieser Punkte ist

n+|E(H)| - |E(H)| = |A'| + |E(H)| - |T|.
Die Seitenfliche F ist nicht mit dem Polytop PDL(A’, A, T, H) identisch und
daher eine Facette des Polytops PDL(A’, A, T, H). O

Nach diesen Vorarbeiten beschreiben wir nun das Lifting der Bauteilvariablen.

Theorem 4.4.5.3. Gegeben seien eine reale Netzvereinbarung (A, T, H) und ei-
ne nichtleere Bauteilmenge A’ C A, und Anschluffmengen

H, ={PnA'"|Pe€H}.
Die Ungleichung

Z Qg + Z ﬂt,Pyt,P 2 J

acA’ teT,PeH)

definiere eine nichttriviale Facette F' des Polytops PD(A', T, H'). Dann existieren
Koeffizienten g, a € A\A', so daf die Ungleichung

(4.55) Zaaxa + Z Bi.paarysp > 0 + Z Qg

acA teT,PeH; ac A\ A’

eine Facette F des Polytops PD(A,T, H) definiert. Fir die Liftingkoeffizien-
ten ay, b € A\A', gilt die Abschdtzung

ap < min aaq + BT <x>€PDLA'U by, A, T,H), 7, =0
) 1{2 By‘ : (AU (b}, A, T, H), 2,

acA’

—9.
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Beweis: Nach Lemma 4.4.5.2 ist die Ungleichung

Z Ty + Z Bi,prarys,p = 0

ac Al teT,PcH;

eine Facette des Polytops PDL(A’, A, T, H). Fiir die Bauteile A\ A’ legen wir

irgendeine Reihenfolge by, by, ..., b, fest. Sei eine Facette
j—1
Z 0Ty + Z Br,pnarye,p > 0 + Zabk: fir ein 1 < j <n,
a€A'U{bs,..., bjfl} teT,PcHy k=1

des Polytops
PDL(A"U {by,...,bj1}, A, T, H)

gegeben. Nach Lemma 4.4.5.1 existiert ein Liftingkoeffizient oy, so daf§ die Un-
gleichung

J
Z 0qTq + Z ﬂt,PﬂA’yt,P 2 0 + Z Qp,,

aEA’U{bl,...,bj} teT,PcH; k=1
eine Facette des Polytops
PDL(A"U {by,...,b;},A, T, H)

definiert. Fiir j = 1 ist eine Facette des Polytops PDL(A’, A, T, H) gegeben. Mit
vollstdndiger Induktion sieht man, dal Koeffizienten «,, a € A\A', existieren,
so daf§ die Ungleichung (4.55) eine Facette des Polytops PD(A, T, H) definiert.
Umformung der Ungleichung (4.55) ergibt fiir b € A\ A"

<Y et >, a(@a—1)taamt+ Y, Buryer—0 <

ac A’ a€A\(A'U{b}) teT,PEH,

gmin{Zaaaca-i-ﬂTy ‘ < ‘; ) EPDL(A'U{b},A,T,H),xb:0} -9

acA’

|

Unsere Zielvorstellung ist, dafl die Liftingkoeffizienten der Bauteilvariablen
alle null sind. Das folgende Korollar liefert dafiir ein hinreichendes Kriterium.

Korollar 4.4.5.4. Gegeben seien eine reale Netzvereinbarung (A, T, H) und eine
nichtleere Teilmenge A' C A sowie Anschluffmengen

H ={PnA'|PeH)}.
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Die Ungleichung

Z Qg + Z /Bt,Pyt,P Z 0

acA’ teT',PcH,

definiere eine nichttriviale Facette F' des Polytops PD(A', T, H').
Genau dann definiert die Ungleichung

Z QT + Z ﬁt,PﬁA’yt,P Z )

ac A’ teT' P H;

eine Seitenfiiche F des Polytops PD(A, T, H), wenn fir alle Bauteile a € A\ A’
ein Punkt () auf der Seitenfliche F mit der Eigenschaft x, = 0 existiert.

Beweis: Die Seitenflache F' ist von den trivialen Facetten x, < 1 verschieden.
Sei F' eine Facette, dann existiert fiir alle Bauteile a € A\ A’ ein Punkt (y) € F
mit der Eigenschaft z, = 0. Fiir alle Bauteile a € A\ A’ existiere ein Punkt (y) €
F mit der Eigenschaft z, = 0. Fiir diesen Punkt kénnen wir o. B. d. A. annehmen,
daB8 z, = 1, fiir alle b € A\A', a # b, gilt. Demzufolge sind alle Liftingkoeffizienten
entsprechend der Abschitzung (4.56) gleich null. O

Bei dem néchsten Theorem wollen wir ein Bauteil kopieren und ein Lifting
von facettendefinierenden Ungleichungen beschreiben. Gegeben seien zwei reale
Netzvereinbarungen

(4.57) (A, T,H) und (A',T, H')

mit den folgenden Eigenschaften: Die Bauteilmenge A’ enthélt genau die Bau-
teile A und ein weiteres Bauteil o’ ¢ A. Das Bauteil o' ist die Kopie eines
Bauteils b € A. Das bedeutet, dafl die AnschluBmenge H], t € T, genau die
Anschliisse H; enthélt und fiir jeden Anschlufl P € H; mit b € P den An-
schluf (P\{b}) U {¥'},

(4.58) H = H,U{(P\{b}) U{V'}| PeH,: be P}.

Theorem 4.4.5.5 (Kopieren von Bauteilen). Gegeben seien reale Netzver-
einbarungen (A, T, H) und (A", T, H'") und Bauteile b,b' € A, wie oben in (4.57)
und (4.58) beschrieben wurde.

Die Ungleichung
Z Qg + Z ﬁt,Pyt,P Z 4]

acA teT,PeHy

definiere eine Facette F' des Polytops PD(A,T, H), die nicht mit einer Facette

der Form
Ty + Z Z Bipyep >0

telT PeHy:beP
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identisch ist.
Dann definiert die Ungleichung

Zaaﬂﬂa + apry + Z B, pYs,p + Z Z B, PYs,(P\{b})uip'} = 0

acA teT,PEH, teT PEHy:P3b
eine Facette F' des Polytops PD(A', T, H').

Beweis: Die Anzahl der Anschliisse P € H;, t € T, die das Bauteil b enthal-
ten sei m, der Raum der zugehorigen Anschlufivariablen y; p und der Bauteilva-
riable x; sei R. Die Dimension des Polytops PD(A, T, H) sei n.

Es existieren m+1 affin unabhéngige Punkte py, ..., p;,+1 auf der Facette F,
deren Bauteilvariable x;, von null verschieden ist und deren kanonische Projektion
auf den Raum R ebenfalls affin unabhéingig ist. Ansonsten wire eine Gleichung
der Form

Ty + Z Z ﬁé,Pyt,P =0

teT PcHy:beP

fiir alle Punkte der Facette F' giiltig. Das steht im Widerspruch zur Vorausset-
zung.

Wir ergénzen die Punkte py, ..., py1 zu n affin unabhéngigen Punkten p,

., pn auf der Facette F' und betten diese in die Facette F' ein. Fiir jeden

Punkt p; = (), 1 < i < n, definieren wir einen Punkt p, = (Z:) mit zj, = 0
und z;, = x4, a # V' sowie y; p = 0 fiir alle Anschliisse P € Hj, die das Bauteil '
enthalten, und y; p = y; p, P € H;.

Fiir jeden Punkt p; = (3), 1 < i < m+ 1, definieren wir einen Punkt p;, ., =
(;3:) mit
(2, a € A\{b},
=40 a=b,

7y a=10, und

(4o, teT,PeH bt ¢P,
Yip =40 teT,PeH]:beP,
Ly(t, (P\{F'})U{b}) teT,PeH VP

In den Punkten pj,_; sind also die Variablenbelegungen beziiglich der Bauteile b
und &' und der diese Bauteile enthaltenen Anschliisse vertauscht. Die Punkte pf, ,;
liegen auf der Seitenfliche F".

Die Punkte p, ..., pj,,,,, sind affin unabhéngig. Die Punkte pi, ..., p,
sind affin unabhéngig und haben null Eintrége fiir die Bauteilvariable z und die
Anschlu8variablen y; p, deren Anschliisse P € H, das Bauteil 0’ enthalten. Die
Punkte p/, ., ..., P, ;.1 sind affin unabhéngig und deren kanonische Projektion
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auf den Raum der Bauteilvariablen zy und der Anschlufivariablen y; p, deren
Anschliisse P € H; das Bauteil b’ enthalten, ist ebenfalls affin unabhéngig.
Daher ist die Dimension der Seitenfliche F’ mindestens n + m. Das Poly-
top PD(A’,T, H') hat Dimension n + m + 1. Da die Seitenfliche F’ nicht mit
dem Polytop PD(A’, T, H') identisch ist, ist die Seitenfliche I’ eine Facette des
Polytops PD(A", T, H'). O

4.4.6 Elementare Facetten des Polytops PD

Die folgenden Facetten des Polytops PD entsprechen Cliquenungleichungen des
Polytops STAB.

Korollar 4.4.6.1. Sei (A, T, H) eine reale Netzvereinbarung, a € A ein Bauteil
und t € T ein Zielpunkt. Es existiere ein AnschlufS P € H;, der das Bauteil a
enthdlt. Genau dann definiert die Nutzpreisbedingung

(4.59) Ta— Y UrpXe >0

PeH;

eine Facette F' des Polytops PD(A, T, H), wenn fiir alle von a verschiedenen
Bauteile b € A qult:

1. FEs ezistiert ein Anschlufl Q(t,b) € H;, der das Bauteil a, aber nicht das
Bauteil b enthdlt oder

2. Fir alle Zielpunkte u € T existieren Anschlisse R(u,b) € H,, die die
Bauteile a und b nicht enthalten.

Beweis: Wenn ein von a verschiedenes Bauteil b € A existiert, so daf} die
Bedingungen 1 und 2 nicht gelten, dann ist die Ungleichung

(4.60) Tp+ To — Z Yipxt >1
PeH;

fiir das Polytop PD(A, T, H) giiltig. Die Ungleichung (4.59) ist dann nicht facet-
tendefinierend, da sie eine konische Kombination der Ungleichung (4.60) und der
Ungleichung —xz, > —1 ist.

Gegeben seien die Teilmengen A’ = {a} und 7" = {t} und die Anschlufimen-
gen

H ={PnA|PeH}=1{0{a}}.

Das Polytop PD(A',T", H'|7+) hat Dimension 2. Auf der Facette £, — y4,13 > 0
liegen die affin unabhéngigen Punkte (0, f(¢,0)")" und (e(a)”, f(¢,{a})")*. Nach
Korollar 4.4.2.6 ist £, — ¥ {a} > 0 eine Facette des Polytops PD(A', T, H'). Sei b €
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A ein von a verschiedenes Bauteil. Die Bedingung 1 treffe fiir das Bauteil b zu.
Es existieren dann Anschliisse Q(u,b) € H, fiir alle Zielpunkte u € T, u # t, die
das Bauteil b nicht enthalten. Der Vektor

( 1 —e(b) )

ZUET Q(U, b)

erfiillt wegen a € Q(t, b) die Ungleichung (4.59) mit Gleichheit. Die Bedingung 2
treffe fiir das Bauteil b zu. Der Vektor

( 1 —e(a) —e(b) )

ZuET R(U’ b)
erfiillt wegen a,b ¢ R(u,b), u € T, die Ungleichung (4.59) mit Gleichheit. Wenn
fiir alle von a verschiedenen Bauteile b € A die Bedingung 1 oder die Bedingung 2

zutrifft, dann ist nach Korollar 4.4.5.4 die Ungleichung (4.59) facettendefinierend
fiir das Polytop PD(A, T, H). O

Bemerkung 4.4.6.2. Es existieren hichstens |A||T| facettendefinierende Nutz-
preisbedingungen fir eine reale Netzvereinbarung (A, T, H).

In der Einleitung dieses Kapitels haben wir das Problem UFLP (uncapa-
citated facility location problem) eingefiihrt. Es ist das Problem, fiir mégliche
Fabrikstandorte A mit Offnungskosten (c,)qe4 und Kundenstandorte T mit Be-
lieferungskosten (cit,a)teT,ae 4, Fabriken an den Standorten B C A zu 6ffnen und
Kundenzuordnungen ¢(t) € B, t € T, vorzunehmen, so dafl die Kosten

Z Cq + Z (Zt,(p(t)

a€A teT

minimiert werden.
In unserer Notation ist dem Problem UFLP eine Netzvereinbarung (A, 7T, H)
mit Anschluimengen

H, ={{a}|a € A}

zugeordnet. Diese spezielle Netzvereinbarung ist auch von Bedeutung fiir die Un-
tersuchung des Polytops PN. Die Netzvereinbarung (A, T, H) héngt offensicht-
lich nur von der Anzahl n der Bauteile und der Anzahl m der Zielpunkte ab.
Wir wollen das Polytop PD(A, T, H), das fiir diesen speziellen Fall auch mit dem
Polytop PN(A, T, H) identisch ist, mit einer eigenen Bezeichnung versehen. Wir
definieren fiir natiirliche Zahlen n > 2 und m > 1 und Anschlufimengen

H;={{1},{2},...,{n}}
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das Polytop PFL(n, m) durch
PFL(n, m) = PD(N,, N, H).

Bei der Untersuchung des Problems UFLP werden normalerweise die Varia-
blen y;;, 1 < ¢ < mn,1 < j < m und die Variablen z7; = 1 —z;, 1 < ¢ <
n eingefithrt. Auf diese Weise kann man das Problem UFLP leicht mit dem
Stabile-Mengen-Problem in Beziehung setzen. Beriicksichtigen wir diesen Zu-
sammenhang, so konnen wir die Ergebnisse der polyedrischen Untersuchungen
fiir das Problem UFLP fiir die Beschreibung der Seitenflichenstruktur des Poly-
tops PFL(n, m) iibernehmen.

Seien nichtleere Mengen A, T, A’ C A und 77 C T und Anschlufmengen
Hy={{a}|a€ A}, teT,

gegeben. Sei M = (My4)ter qcar eine 0-1 Adjazenz-Matrix, die den Untergra-
phen GM = (VM EM) des Intersektionsgraphen G(A, T, H),

VM =Au{t{a}) €T x A'|my, =1}
EY = {{a, (t,{a})} [mea = 1L U{{(t {a}), (£, {B})} mea = mep = 1}

definiert.

Die maximale Kardinalitit einer stabilen Menge in G™, heifit Stabilitéits-
zahl o(GM). Die minimale Kardinalitit von Bauteilen A” C A’, so daf§ fiir jeden
Zielpunkt ¢ € T" mindestens ein Knoten (¢,a) € VM, a € A", existiert, nennen
wir Uberdeckungszahl 3(G™) der Matrix M.

Die Matrix M nennen wir maximal, wenn durch das Andern eines jeden
null-Eintrages von M nach eins die Stabilititszahl a(G") um eins zunimmt oder
die Uberdeckungszahl S(G™) um eins abnimmt.

Abbildung 4.2: Der zu der maximalen Matrix (?(1)%) korrespondierende Intersek-
tionsgraph.
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Theorem 4.4.6.3 (Cho, Johnson, Padberg, Rao).
Seien nichtleere Mengen A, T, A' C A, T' CT, Anschluffimengen

H, ={{a}|a € A}

und eine 0-1 Adjazenz-Matrizc M = (myq)ter 0car gegeben.
Die Ungleichung

Z Za + Z Mit,aYt,{a} < a(GM)
acAl (t,a)eT' x A

ist genau dann facettendefinierend fiir das Polytop STAB(G[(A, T, H)), wenn die
Matriz M maximal ist.

Fiir einen Beweis verweisen wir auf Theorem 3.4 des Artikels [CJPR83b].

Theorem 4.4.6.4 (Cornuejols, Thizy). Seien nichtleere Mengen A, T, und
nichtleere Teilmengen A' C A, T' C T, Anschluffmengen

Hy={{a}|a€ A}, teT,

und eine mazimale 0-1 Adjazenz-Matric M = (Myq)1er acar gegeben.
Dann ist die Ungleichung

(4.61) Z Tq — Z MiaYifay > |A] — a(GM)
acA’ (t,a)eT’' x A

facettendefinierend fiir das Polytop PD(A,T, H).

Beweis: Dieses Theorem folgt direkt aus Theorem 4.4.6.3 und aus Theo-
rem 11 des Artikels [CT82]. Das Theorem 11 von Cornuejols und Thizy besagt
in unserer Notation das folgende: Jede Ungleichung des Typs (4.61), mit 0-1-
Koeffizienten m, , definiert eine Facette des Polytops PD(A, T, H), wenn sie eine

Facette des Polytops
11—z
( y ) € STAB(GI)}

definiert. Diese Voraussetzung ist nach Theorem 4.4.6.3 gegeben. a

PDS(A, T, H) = {( z ) € R x REW)

Wir iibertragen die Odd-Cycle-Ungleichungen des Polytops STAB auf die
Verhiltnisse des Polytops PD.

Theorem 4.4.6.5 (Odd-Cycle-Ungleichung). Seien eine ganze Zahl n > 2,
Bauteile A = {ay,...,a,}, any1 = aq, Zielpunkte T = {t1,...,t,} eine Teilmen-
ge U C T, |U| ungerade, und Anschluffmengen

H, = {@: {a'ia ai+1}} fauS tz € T\U}
T {{a;}, {ai1}}  fallst; € U,
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Abbildung 4.3: Ein ungerader Kreis in einem Intersektionsgraphen. In dem Kreis
wechseln Anschlu8paare (Quadrate) mit Bauteilen (Kreise) ab.

gegeben.
Dann definiert die Ungleichung

(4.62) DIEIED DD DR Ve {%J

acA teT PEHu:PAD
eine Facette F' des Polytops PD(A, T, H).

Beweis: Gegeben seien ein Intersektionsgraph G;(A, T, H), die Knotenmen-
ge

V=AU{(t,P)|teT,P€H,:P#0}CVi(AT, H)

und der Untergraph G = G;(A, T, H)[V]. Der Graph G ist ein ungerader Kreis
mit n’ = 2n + |U| aufeinanderfolgenden Knoten vy, ..., v, € V. Die Ungleichung

Sa+y ¥ we<a+ |l

a€A teT PeHy:P#()

definiert eine Facette F’ des Polytops STAB(G). Daher ist die Ungleichung (4.62)
giiltig fiir das Polytop PD(A, T, H). Es existieren 2n + |U| affin unabhingige
ganzzahlige Punkte auf der Facette F'. Zwei aufeinanderfolgende Knoten, o. B.
d. A. v; und v, sind in genau einer stabilen Menge W C V mit maximaler

U

Kardinalitat |W|=n + {T‘J nicht enthalten. Diese Knotenmenge ist

W:{’Ug,U5,...,’l)nl} .

Fiir alle ¢; € U, existiert daher genau ein ganzzahliger Punkt (§) auf der Facet-
te F' mit y(t;, {a;}) = 0 und y(t;, {ai11}) = 0. Fiir alle Punkte () € F’ mit
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der Eigenschaft y(t;,{a;}) = 1 oder y(t;,{a;11}) = 1, liegt der Punkt () des
Polytops PD(A, T, H), der definiert ist durch

(t, P) = y'(t;, P) fir alle t; € T, P € H(t;), P # 0,
I =12 y'(ti, {ai, a;41}) fiirallet; e T\U, P =10
auf der Seitenfliche F'. Daher existieren mindestens 2n affin unabhingige ganz-
zahlige Punkte auf der Seitenfliche F. Die Dimension des Polytops PD(A, T, H)
ist 2n. Die Seitenfliche F' ist nicht mit dem Polytop PD(A, T, H) identisch. Daher
ist F eine Facette des Polytops PD(A, T, H). a

Ein polynomiales Verfahren zur Separation von Odd-Cycle-Ungleichungen
wurde von Grotschel in [GLS88] angegeben. Man vergleiche auch die experi-
mentellen Erfahrungen von Hoffman und Padberg bei der Separation von Fa-
cetten des Stabile-Mengen-Problems [HP93]. Fiir das Problem UFLP haben Ca-
prara und Fischetti ein spezialisiertes Verfahren zur Separation von Odd-Cycle-
Ungleichungen vorgeschlagen [CF96]. Caprara und Salazar-Gonzales haben eine
Generalisierung des Plazierungsproblems UFLP formuliert und die Separation
von Odd-Cycle-Ungleichungen fiir dieses Problem angepafit [CSG96]. Das von
Caprara und Salazar-Gonzales beschriebene Problem und das Netzproblem sind
sich formal sehr dhnlich.
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4.5 Eine Untersuchung des Polyeders dmt(PN)

Sei (A, T, H) eine Netzvereinbarung, dann ist das Polytop PN(A, T, H) definiert
durch

PN(4,T, H) = {( Z ) € RA x RI*A 3(5 ) € PD(A, T, H) :

(4.63)
VteT, a€A: 2= Z yt,pxap}.

PcH,

Die Dimension des Polytops PN(A, T, H) ist nicht leicht zu bestimmen. Die An-
schluBBkosten der uns interessierenden Netzprobleme sind stets nichtnegativ. Da-
her untersuchen wir in diesem Abschnitt nicht die Seitenflichenstruktur des Po-
lytops PN(A, T, H) sondern die Seitenflichenstruktur der oberen Dominante

dmt(PN(A, T, H)) = PN(A, T, H) + R} x R"*4.

Man setze voraus, dafl die Netzvereinbarung (A, T, H) real ist. Dann hat das
Polyeder dmt(PN(A, T, H)) volle Dimension. Die Koeffizienten von allen fiir das
Polyeder dmt(PN(A, T, H)) giiltigen Ungleichungen

Z (o7 + Z Z Yt,a%t,a Z 0

a€A teT a€A

sind nichtnegativ. Die Ungleichungen z, > 0 und 2;, > 0 definieren fiir allea € A
und alle ¢ € T triviale Facetten des Polyeders dmt(PN(A, T, H)).

Der Unterabschnitt 4.5.1 enthélt Lifting-Lemmata. Diese werden in Unterab-
schnitt 4.5.2 angewandt um die Facettenstruktur des Polyeders dmt(PN(A, T, H))
zu beschreiben.

4.5.1 Liften von Facetten des Polyeders dmt(PN)

Dieser Unterabschnitt bereitet die Klassifizierung der Seitenflichenstruktur des
Polyeders dmt(PN(A, T, H)) vor.

Facetten o’z + Tz > § des Polyeders dmt(PN) definieren auch eine Facette
auf der kanonischen Projektion des Polyeders dmt(PN) auf die Variablen, deren
Koeffizient positiv ist. Die wichtige Riickrichtung zeigt das folgende Lemma.

Lemma 4.5.1.1. Sei (A, T, H) eine reale Netzvereinbarung, A’ eine Teilmenge
von Bauteilen aus A, und sei N eine Teilmenge von Paaren aus T x A. Die
Teilmenge A" oder die Teilmenge N seien nichtleer. Wenn die Ungleichung

(464) Z Qg Ty + Z Vt,act,a 2 5

ac A’ (t,a)eN
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eine Facette F' der Projektion

(4.65) = { ( ol ) ‘ ( . ) € dmt(PN(4, T, H))}

Z‘N
definiert, dann definiert sie auch eine Facette F' des Polyeders dmt(PN(A, T, H)).

Beweis: Nach Voraussetzung existieren m = |A’| 4+ |N| > 0 affin unabhéingige
Punkte pq, ..., p,, auf der Facette F'. Es existieren daher m affin unabhéngige
Punkte auf der Seitenfliche F', deren Projektion die Punkte py, ..., p, sind.
Die Seitenfliche F' enthélt zusdtzlich den Kegel mit Spitze in dem Punkt p; und
Strahlen fiir alle Einheitsvektoren der Bauteilvariablen z,, a € A\ A’ und der
Nutzungsvariablen z;,, (t,a) € (T" x A)\N. Daher ist die Seitenfliche F' eine
Facette des Polyeders dmt(PN(A, T, H)). O

Wie bei der Untersuchung des Polytops PD liften wir, fiir Bauteile A’ C A
und Anschluimengen H; = {P N A'|P € H;}, t € T, die facettendefinierenden
Ungleichungen des Polyeders dmt(PN(A", T, H')).

Lemma 4.5.1.2. Seien eine reale Netzvereinbarung (A,T,H), eine nichtleere
Teilmenge A" C A und AnschlufSimengen

H ={PnA'|PeH}, teT,

gegeben. Wenn die Ungleichung

(466) Z QqTq + Z Yt,act,a 2 Y

acA’ (t,a)eT x A’

eine Facette des Polyeders dmt(PN(A', T, H')) definiert, dann definiert sie auch
eine Facette des Polyeders dmt(PN(A,T, H)).

Beweis: Die Projektion des Polytops PN(A, T, H) auf den Raum der Bauteil-
variablen z,, a € A’, und der Nutzungsvariablen z,,, t € T, a € A’, ist identisch

mit dem Polytop PN(A’, T, H'). Das sieht man so:
Sei (B, Q) eine Losung der Netzvereinbarung (A, T, H). Dann ist das Paar

(BNA, (QeN A)ser)

eine Losung der Netzvereinbarung (A’,T, H'). Die entsprechenden Ecken (%)
des Polytops PN(A,T,H) mit z = x® und z,. = x% und <“|zf,"> des Po-
lytops PN(A',T, H') mit z;. = z;.|a stimmen fiir alle ¢ € 7" auf den Bau-
teilen A’ iiberein. Das gleiche gilt in umgekehrter Richtung. Sei (B', Q') eine

Losung der Netzvereinbarung (A’, T, H'), dann existieren Anschliisse Q; € H;
mit Q; N A" = Q) fiir alle Zielpunkte ¢t € T.
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Dabher ist auch die Projektion des Polyeders dmt(PN(A, T, H)) auf den Raum
der Bauteilvariablen z,, a € A’, und den Raum der Nutzungsvariablen z,,, t €
T, a € A', identisch mit dem Polyeder dmt(PN(A’, T, H')).

Nach Lemma 4.5.1.1 definiert die Ungleichung (4.66) eine Facette des Poly-
eders dmt(PN(A, T, H)), wenn sie eine Facette des Polyeders dmt(PN(A', T, H'))
definiert. a

Sei eine Netzvereinbarung (A, 7T, H) und eine nichtleere Teilmenge 7" C T
gegeben. Die Netzvereinbarung (A, T', H|7) ist eine zuléssige Einschrinkung der
Netzvereinbarung (A, T, H), wenn fiir jede zuléssige Losung (B, Q') der Netz-
vereinbarung (A,T', H|r/) eine zuldssige Losung (B, Q) der Netzvereinbarung
(A,T,H) existiert. Ahnlich wie bei der Untersuchung des Polytops PD liften
wir fiir Zielpunkte 7" C T die Facetten des Polyeders dmt(PN(A, 7", H|y)) zu
Facetten des Polyeders dmt(PN(A, T, H)).

Lemma 4.5.1.3. Gegeben seien eine reale Netzvereinbarung (A, T, H) und eine
Teilmenge T' C T. Die Netzvereinbarung (A, T', H|r) sei eine zulissige Ein-
schrinkung der Netzvereinbarung (A, T, H). Wenn die Ungleichung

(467) Z Qg + Z ’yt,azt,a 2 5

acA (t,a)eT'xA

eine Facette des Polyeders dmt(PN(A,T", H|y)) definiert, dann definiert sie auch
eine Facette des Polyeders dmt(PN(A, T, H)).

Beweis: Die Projektion des Polytops PN(A, T, H)) in den Raum der Bauteil-
variablen z,, a € A, und der Nutzungsvariablen z:,, t € 1", a € A, ist identisch
mit dem Polytop PN(A, 7", H|y). Das sieht man so:

Das Paar (B',Q') sei eine Losung der Netzvereinbarung (A, 7", H|;+). Die
Losung (B', Q') 148t sich zu einer Losung (B, @), Q|7» = @', der Netzverein-
barung (A, T, H) erweitern, entsprechend der Definition einer zulissigen Ein-
schrinkung in Unterabschnitt 4.4.2. Die entsprechenden Punkte (%) des Poly-
tops PN(A,T,H) mit = x% und z,. = x%,t € T, und (%) des Poly-
tops PN(A,T", H|gv) mit z;, = X9, t € T', stimmen auf den Bauteilvariablen
und den Nutzungsvariablen der Paare aus 7" x A iiberein. Das gleiche gilt auch
in umgekehrter Richtung. Eine Losung (B, Q) der Netzvereinbarung (A, T, H)
148t sich immer zu einer Losung (B, Q|1) einschréinken.

Dabher ist die Projektion des Polyeders dmt(PN(A, T, H)) in den Raum der
Bauteilvariablen z,, a € A, und der Nutzungsvariablen z,, t € T', a € A,
identisch mit dem Polyeder dmt(PN(A,T", H|7)).

Nach Lemma 4.5.1.1 gilt: Wenn die Ungleichung (4.67) eine Facette des Po-
lyeders dmt(PN(A,T', H|v)) definiert, dann definiert sie auch eine Facette des
Polyeders dmt(PN(A, T, H)). 0
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Sei eine reale Netzvereinbarung (A, T, H) mit Anschluimengen
H,={{a}|a € A}

gegeben, wie fiir das Plazierungsproblem UFLP betrachtet. Die Bauteile dieser

Netzvereinbarung sind jeweils Kopien voneinander, d. h. sie sind in der Netz-

vereinbarung (A, T, H) isomorph austauschbar. Das nichste Lemma behandelt

Liftings fiir derartige Netzvereinbarungen. Ein &hnliches Theorem ist das Theo-

rem 4.4.5.5, das wir bei der Untersuchung des Polytops PD formuliert haben.
Seien zwei reale Netzvereinbarungen

(4.68) (A, T,H) und (A", T, H")

mit den folgenden Eigenschaften gegeben: Die Bauteilmenge A’ enthilt genau die
Bauteile A und eine Kopie &’ ¢ A eines Bauteils b € A, das bedeutet

(4.69) A= AU{b'}
und
(4.70) H,=H U{(P\{b}))U{t'}|P€ H;: be P} firallet € T.

Lemma 4.5.1.4. Seien reale Netzvereinbarungen (A, T, H) und (A", T, H') sowie
Bauteile b,b" € A’ gegeben, wie oben in (4.68) bis (4.70) beschrieben wurde.
Die Ungleichung

(471) Za’axa + Z Vt,at,a 2 0

acA teT,acA

definiere eine nichttriviale Facette F' des Polyeders dmt(PN(A, T, H)). Dann de-
finiert die Ungleichung

(4.72) Z WaZy + Ty + Z Vt,at,a T Z VepZtp > 0

acA teT,ac A teT
eine Facette F' des Polyeders dmt(PN(A', T, H')).

Beweis: Es existieren m = 1+ |T| affin unabhingige Punkte py, ..., pm,
auf der Facette F', deren Bauteilvariable x; von null verschieden ist und deren
kanonische Projektion auf den Raum der Bauteilvariablen x, und der Nutzungs-
variablen z;;, t € T, ebenfalls affin unabhéngig ist.

Ansonsten hitte die Ungleichung (4.71) die Form

Ty + Z%,bzt,b > 0.
teT
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Die Facette F'ist jedoch nichttrivial, daraus folgt 6 > 0, und die Netzvereinbarung
(A, T, H) ist real, das heifit es existieren Punkte (%) € PN(A, T, H) mit z, = 0
und daher auch 2, =0 fiir alle t € T'.

Wir ergéinzen die Punkte p1, ..., p, zu n = |A|(1 + |T|) affin unabhiingigen
Punkten py, ..., p, auf der Facette F' und betten diese in die Facette F’ ein.
Fiir jeden Punkt p; = (%), 1 < i < n, definieren wir einen Punkt p} = (%)
mit 7y, = 0 und 7, = 74, a # V', sowie 2, =0und 25, = 214, t €T, a # V.

Fiir alle Punkte pj = (), 1 <4 < m+ 1, definieren wir einen Punkt p}, ; =
(Z:) mit

(2. o€ A\{b},
T, =¢0 a=0bh, und
7y a=1V,
(20 a € A\{b},
VteT: z,=40 a=b,

— I
2ty a=1.

In den Punkten pj,_; sind die Variablenbelegungen beziiglich der Bauteile b und b’
gerade vertauscht.

Die Punkte pf,...,p),,, erfiillen die Ungleichung (4.72) mit Gleichheit und
sind in dem Polyeder dmt(PN(A’, 7", H')) enthalten. Man beachte dazu, da8 je-
de zuldssige Losung (B, Q) der Netzvereinbarung (A, 7T, H) auch eine zuléssige
Losung der Netzvereinbarung (A’, T, H') ist.

Die Punkte pf,..., ), erfiillen die Ungleichung (4.72) mit Gleichheit und
liegen in dem Polyeder dmt(PN(A, T, H)). Man beachte dazu, da$ man fiir jede
zuldssige Losung (B, @)) der Netzvereinbarung (A, 7, H) durch den Austausch des
Bauteils b in der Menge B und den Anschliissen @Q;, t € T, eine zuléssige Losung
der Netzvereinbarung (A’, T, H') erhilt.

Die Punkte p}, ..., p|, sind affin unabhéngig und deren Eintrige fiir die
Bauteilvariable zy und die Nutzungsvariablen z;y, t € T', sind gleich null. Die
Punkte p/, ., ..., Pl 1 miq sind affin unabhéngig, denn sie sind es schon beziiglich
der kanonischen Projektion der auf den Raum der Bauteilvariablen xy und der
Nutzungsvariablen z;y, t € T. Die Punkte p}, ..., p;. .., sind daher affin un-
abhingig. Die Dimension der Seitenfliche F’ ist deshalb mindestens n + m — 1.
Das Polyeder dmt(PN(A’, T, H')) hat Dimension (|A| 4+ 1)(|T"| 4+ 1) gleich n + m.
Dabher ist die Seitenfliche F' eine Facette des Polyeders dmt(PN(A', T, H')). O

4.5.2 Blocker-PFL-Ungleichungen

Die AnschluBmengen H;, t € T, einer realen Netzvereinbarung (A,7, H) sind
Hypergraphen. Der Clutter CL(H;) C H; der Anschluimenge H; ist die Menge
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derjenigen Anschliisse P € H,, die keinen anderen Anschlufi P’ € H; als echte
Teilmenge enthalten. Der Blocker BL(H;) der Anschluimenge H; ist die Menge
aller inklusionsminimalen Teilmengen C' C A, die mit jedem Anschlufl P € H,
einen nichtleeren Durchschnitt bilden. Die Elemente des Blockers eines Hyper-
graphen H nennen wir blockierende Mengen (des Hypergraphen H).

Wir nennen eine Teilmenge B der Bauteile A, die sich zu einer Losung (B, Q)
der Netzvereinbarung (A, T, H) ergéinzen 1i8t, eine Bauteil-Losung. Die Menge
aller Bauteil-Losungen der Netzvereinbarung (A, 7, H) bezeichnen wir mit dem
Symbol B(A,T, H). Fiir jede blockierende Menge C' € BL(B(A, T, H)) existiert
mindestens ein Zielpunkt ¢t € T mit C' € BL(H,).

Verdndert man die AnschluBmengen H; so, daf§ die Blocker BL(H;) unverin-
dert bleiben, dann bleibt das Polyeder dmt(PN(A, T, H)) unveréindert.

Lemma 4.5.2.1. Sei (A, T, H) eine reale Netzvereinbarung, dann gilt
dmt(PN(A, T, H)) = dmt(PN(A, T, H') mit H, = CL(H,) fir allet € T.

Beweis: Fiir jede Losung (B, Q) der Netzvereinbarung (A, T, H) existiert
eine Losung (B, Q') der Netzvereinbarung (A,T, H') mit @} C @Q,. Daher liegt
jeder Punkt (7) € dmt(PN(A, T, H)) auch in dem Polyeder dmt(PN(A, T, H")).
O

Bei der Untersuchung des Polytops PD haben wir in Unterabschnitt 4.4.6 das
Polytop PFL (Polytope — Facility Location) eingefiihrt, das in enger Beziehung
zu Polytopen steht, die im Zusammenhang mit dem Plazierungsproblem UFLP
(Uncapacitated facility location problem) in der Forschungsliteratur beschrieben
und untersucht wurden.

Fiir natiirliche Zahlen n > 2 und m > 1 und Anschlufimengen

Hy={{1},{2}.... {n}}firj=1,2,...,m,
ist das Polytop PFL festgelegt durch
PFL(n,m) =PD({1,...,n},{1,...,m}, H) =PN({1,...,n},{1,...,m}, H).

Wir haben in Unterabschnitt 4.4.6 Facetten des Polytops PFL angegeben, wie
sie in den Artikeln [CJPR83b| und [CT82] beschrieben wurden. Ist

Z Qg + Z Z Bt ay Vi {a} = 9,

t=1 a=1

eine Facette des Polytops PFL(n, m), dann ist

(473) Zaaxa + ZZ ﬁt e} — ﬂt %t,a > 0 — Zﬂt

t=1 a=1 teT
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mit

= i , te{l,...,m},
B, Lemin Bt ay { m}

eine Facette des Polyeders dmt(PFL(n,m)).
Definition 4.5.2.2. Gegeben seien
e cine reale Netzvereinbarung (A, T, H),

natirliche Zahlen n,m > 1

eine fiir das Polyeder dmt(PFL(n,m)) giltige Ungleichung

n m n
(4.74) Z o;T; + Z Z Vji%ji = 0,
i=1

j=1 i=1

e paarweise verschiedene Zielpunkte u(1),...,u(m) € T,
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e cine Menge C € BL(B(A,T,H)) mit C € BL(Hy;)), j=1,...,m, und

e (mdglicherweise leere) Mengen By, ..., B, C C mit BiU...UB, =C.

Die Ungleichungen

(475) Z Q; Z Zq + Z ZrYj,i Z 2u(4),a >0

i=1  acB; j=1 i=1 a€B;

nennen wir Blocker-PFL-Ungleichungen.

Als Beispiel seien das Steinerbaum-Problem STD(D, s, T,¢), D = (V, A) und
dadurch die Mengen der (s,t)-Dipfade W;, t € T, gegeben, so dafi die Netzver-

einbarung (A, T, W) real ist. Die Ungleichung

T1+ T+ T3+ 21,1 + 222+ 233 > 2

ist facettendefinierend fiir das Polyeder dmt(PFL(3, 3)). Seien drei paarweise ver-
schiedene u(1), u(2) und u(3) Terminals, ein gerichteter (s, {u(1),u(2),u(3)})-
Schnitt C' in dem Digraphen D und eine Partition By, By, B3 des Schnittes C'

gegeben, dann lautet die entsprechende Blocker-PFL-Ungleichung

3
Zxa + Z Z Ru(i),a > 2

acC i=1 a€B;



110 KAPITEL 4. DAS NETZPROBLEM

P -
- === -

O

Abbildung 4.4: Eine Veranschaulichung fiir Definition 4.5.2.2. Oben ist ein Inter-
sektionsgraph der Netzvereinbarung (N3, N, {Ns };c(1,2,33) dargestellt. Unten eine
zugeordnete Instanz des Steinerbaum-Problems in Digraphen. Die Quelle ist als
Doppelquadrat und die Senken sind als Quadrate dargestellt, die Netzknoten als
Kreise. Der Schnitt C' und dessen Partitionierung in drei nichtleere Bogenmengen
ist gestrichelt angedeutet.
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Theorem 4.5.2.3. Sei (A, T, H) eine reale Netzvereinbarung und die Blocker-
PFL-Ungleichung (4.75) wie in Definition 4.5.2.2 gegeben.

1. Die Ungleichung (4.75) ist giiltig fiir das Polyeder dmt(PN(A,T, H)).

2. Wenn die Ungleichung o"x+~"2 > § fiir das Polytop dmt(PFL(n,m)) eine
Facette definiert und wenn fir alle t = 1,...,n die Menge B; nichtleer ist,
dann definiert die Ungleichung (4.75) fiir das Polyeder dmt(PN(A,T, H))
eine Facette.

Beweis: Wir beweisen zuerst die Giiltigkeit der Blocker-PFL-Ungleichung.
Es reicht zu zeigen, daf alle Punkte (%) € PN(A, T, H) die Ungleichung (4.75)
erfiillen. Wir ordnen dem Punkt (%) den Punkt (%) im Raum des Polyeders
PFL(n, m) mit

Vi<i<n: $;=Z$a
a€B;

Vi<j<m,1<i<n: %= Y Zuia
a€B;

zu. Es gilt fiir alle Indizes 1 <i<n, 1 <j<m:

m
z; — zj; > 0 und sz,k > 1.
k=1

Daher ist der Punkt (% ) in dem Polyeder dmt(PFL(n,m)) enthalten und erfiillt
die Ungleichung a”z’ + v72' > §. Also ist die Blocker-PFL-Ungleichung fiir das
Polyeder dmt(PN(A, T, H)) giiltig.

Die Ungleichung oz ++T2z > § definiere fiir das Polyeder dmt(PFL(A, T, H))
die Facette F'. Fiir alle Indizes i = 1,...,n sei die Menge B; nichtleer. Die
Blocker-PFL-Ungleichung

n m n
(4.76) DY Tt Y D Vi ) Fulia >
i=1  a€B; j=1 i=1 a€B;

definiere die Seitenfliche F' des Polyeders dmt(PN(A, T, H)). Wir zeigen durch
aufeinanderfolgendes Lifting, da} F' eine Facette ist.

1. Fiir alle 1 <4 < n sei b(i) € B; irgendein Bauteil. Mit 7" C T bezeichnen
wir die Menge der Zielpunkte {u(1),...,u(m)}.
Die Polyeder dmt(PFL(n,m)) und

I = dmt (PN( {(b(1),...,6(n)}, T', { {bD)},..., {b(n)} her ))
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unterscheiden sich nur durch die Bezeichungen der Bauteilvariablen und der
Nutzungsvariablen und sind also isomorph. Daher definiert die Ungleichung

Z Tp(i) + Z Z Vi iZu(i)b() = O
=1

i=1 j=1
eine Facette des Polyeders II.

2. Die Netzvereinbarung (C,T",{{a}|a € C}lier) geht aus der Netzvereinba-
rung

({5(1), b} T {H{b()} - {b(n)} ber )

durch aufeinanderfolgendes Kopieren einzelner Bauteile hervor. Nach Lem-
ma 4.5.1.4 definiert daher die Ungleichung (4.76) eine Facette des Polyeders
dmt(PN(C, T", {{a} | a € C}icr)).

3. Seien AnschluBmengen (H!),cr durch H! = {PNC| P € H,} fiir alle Ziel-
punkte ¢ € T" definiert, dann gilt

CL(H}) = {{a}la e C}
Man beachte, dal C' € BL(H;) fiir alle t € T". Es gilt nach Lemma 4.5.2.1
dmt(PN(C,T",{{a} | a € C}ter)) = dmt(PN(C,T", H'|7v))

Also definiert die Ungleichug 4.76 fiir das Polyeder dmt(PN(C, T, H')) eine
Facette.

4. Die Polytope PB(C,T', H'|;+) und PB(C, T, H') sind gleich, da gilt C' €
BL(B(A, T, H)). Die Einschriankung der Netzvereinbarung (C, T, H') auf die
Netzvereinbarung (C,T', H'|1) ist daher zuldssig. Nach Lemma 4.5.1.3 ist
daher die Ungleichung (4.76) eine Facette des Polyeders dmt(PN(C, T, H')).

5. Wegen H; = {PNC|P € H;}, t € T, folgt mit Lemma 4.5.1.2, daf} die
Ungleichung (4.76) eine Facette des Polyeders dmt(PN (A, T, H)) definiert.

|

Die Blocker-PFL-Ungleichungen haben fiir Steinerbaum-Probleme in Digra-
phen, gegeben durch STD(D,s,T,c), D = (V, A), eine besonders anschauliche
Interpretation. Die blockierende Menge C ist dort ein (s,7”)-Schnitt. Es existie-
ren effiziente Verfahren, mit denen man kostenminimale Schnitte in einem Di-
graphen finden kann. Diese sind zum Beispiel in dem Buch von Ahuja, Magnanti
und Orlin beschrieben [AMO93]. Sei eine Facette, z. B. die Facette

T1+ X9+ 23+ 21,1 + 22,2 + 23,3 2 2

des Polyeders dmt(PFL(3,3)), vorgeben. Mit dem im folgenden beschriebenen
Verfahren SCHNITT-ORAKEL werden zugehdorigen Blocker-PFL-Ungleichungen
separiert.
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Das Verfahren SCHNITT-ORAKEL
Das Verfahren SCHNITT-ORAKEL erhilt als Eingabe
e cin Steinerbaum-Problem in Digraphen gegeben durch STD(D, s, T, ¢), D =
(V; 4),

e cinen Punkt (%) im Raum des Polyeders dmt(PN(A, T, W)), wobei W; die
Menge der (s,t)-Dipfade in dem Digraphen D fiir alle t € T, ist,

e zwei Zahlen n,m > 1 und eine Facette

ZazfcﬂrZZ%zzﬂ >0

=1 j=1
des Polytops PFL(n,m).

Das Verfahren SCHNITT-ORAKEL entscheidet, ob fiir alle paarweise verschiedenen
Terminals

{u(1),...,u(m)} =T CT,

fiir alle (s, 7")-Schnitte C' und fiir alle Aufteilungen B;U...UB, = C die Blocker-
PFL-Ungleichung

Z%ZwZZ%ZZ%

= a€EB; 7j=1 i=1 a€B;

giiltig ist oder findet andernfalls eine solche verletzte Ungleichung. Es ist also ein
exaktes Separationsverfahren.

Fiir alle paarweise verschiedenen Terminals {u(1),...,u(m)} =T C T wird
jeweils wie folgt vorgegangen:

Fiir alle Bégen a € A werden die Bogengewichte

W, ‘= min oz,xa—i-g Vjiu(s)
i€{1,...,n}

festgelegt. Das Argument des Minimums sei g(a) € {1,...,n}. In dem Digra-
phen D wird ein gerichteter (s,7")-Schnitt C' mit minimalem w-Gewicht be-
stimmt. Fiir alle Indizes 1 <4 < n werden die Mengen

B, ={a€Clg(a) =i}

festgelegt. Nach Konstruktion des Schnittes C' und der Mengen By, ..., B, gilt:
Entweder ist die Ungleichung

Z%ZwZZ%, D At

= a€B; 7j=1 i=1 a€B;
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verletzt oder fiir alle (s,7")-Schnitte C’ und alle Partitionen B,..., B} des
Schnittes C' ist die Ungleichung

Zai Z ZTq + Z Z’yj,i Z Zu(j),a > Z W,

i=1 a€B! j=1 i=1 a€B] acC’
n m n
>3 wa = 0 Y Tat DD Vi D Zulia >0
acC i=1 a€B; j=1 =1 a€B;

giiltig.

Die Laufzeit des Verfahrens SCHNITT-ORAKEL ist von der Ordnung O(|T'|™\)
wobei A die Laufzeit fiir die Berechnung des minimalen Schnittes bezeichnet. Das
Verfahren SCHNITT-ORAKEL ist daher fiir feste Senkenanzahl m ein polynomiales
Verfahren.

Fiir den Einsatz in Schnittebenenverfahren erscheint die Enumeration aller
m-elementigen Teilmengen der Senken sehr aufwendig zu sein. Es erscheint uns
stattdessen vorteilhafter, mit heuristischen Verfahren m-elementige Senkenmen-
gen auszuwéhlen und fiir diese w-minimale Schnittmengen wie oben zu berech-
nen. Aus dem gleichen Grund kommt den Blocker-PFL-Ungleichungen mit kleiner
Senkenanzahl m groflere praktischere Bedeutung zu. Dementsprechend ist die Un-
tersuchung der Seitenflichenstruktur des Polyeders dmt(PFL(n, m)) auch nur fiir
kleine Zahlen m = 3,4, ... notwendig.

Verallgemeinerung der Blocker-PFL-Ungleichungen

Die Blocker-PFL-Ungleichungen des Steinerbaum-Problems STD(D, s, T, ¢) sind
auch fiir das Kabelproblem

KABEL(D, {s},T,¢,d,l, L)

giiltig, da die Léngenbeschrinkung des Kabelproblems lediglich eine Einschrin-
kung der zuldssigen Losungen des Steinerbaum-Problems zur Folge haben. Mit
dem Verfahren SCHNITT-ORAKEL konnen die Blocker-PFL-Ungleichungen des
Steinerbaum-Problems STD(D, s, T, ¢) separaiert werden um anschlieflend zu Fa-
cetten des Kabelproblems heruntergeliftet zu werden. Uber die praktische Durch-
fiihrbarkeit bzw. Relevanz dieses Herunterliftens kénnen wir nur spekulieren. Wir
wollen deswegen nur exemplarisch eine Verallgemeinerung der facettendefinieren-
den Blocker-PFL-Ungleichungen diskutieren.

Sei H;, t € T, die Menge der (s,t)-Dipfade in D = (V, A) mit Y pla < Ly.
Ein (s,7")-Schnitt C in dem Digraphen D ist nicht notwendigerweise in dem
Blocker BL(B(A, T, H)) enthalten. Es existieren aber moglicherweise Mengen
C" € BL(B(A,T,H)) mit C" C C und mdoglicherweise Mengen C; € BL(H;)
mit C" C C] C C.

Definition 4.5.2.4. Gegeben seien



4.5. EINE UNTERSUCHUNG DES POLYEDERS DMT(PN) 115

e cine reale Netzvereinbarung (A, T, H),

e natirliche Zahlen n,m > 1 und eine Facette

m n+l

(4.77) Za,xZ—I—ZZv]Zz“ >0

j=1 i=1
des Polyeders dmt(PFL(n + 1,m)) (es gilt ap 1 =0),
e paarweise verschiedene Zielpunkte u(1),...,u(m) € T,
e cine Menge C" € BL(B(A,T, H)),
e cine Partition By,..., B, von C" und
e Mengen C} € BL(H;) mit C" C C] fir allet € T".
Die Ungleichungen
(4.78) Z o; Z Tq + Z Z Vi Z Zu(j),a T Z Vint1 Z Zu(j
i=1  a€B; j=1i=1  a€B; acCi\C"
nennen wir verallgemeinerte Blocker-PFL-Facetten.
Theorem 4.5.2.5. Sei eine reale Netzvereinbarung (A, T, H) gegeben. Die ver-

allgemeinerte Blocker-PFL-Ungleichung (4.78) ist facettendefinierend fiir das Po-
lyeder dmt(PN(A, T, H)).

Beweisskizze: Die Menge C sei definiert durch C' = J,.v C}.
1. Nach Theorem 4.5.2.3 definiert die Ungleichung

T 5 DR 95 1) SEVISS SRS S

= a€B; i=1 j=1 a€B; aeC\C"

eine Facette des Polyeders dmt(PN(C, T, {{a} | a € C}icr)).

2. Die Ungleichung (4.78),
Zaz IED D) SAD DI +Z%,n+l > a2 6
a€B; j=1 i=1 a€B; acCj\C"

definiert eine Facette des Polyeders dmt(PN(C,T", {{a} | a € C}})). Man be-
achte dazu, dafl dieses Polyeder mit dem Polyeder dmt(PN(C,T",{{a}|a €
Chierr)) auf der Seitenfliche mit 2, = 0 fiir alle ¢ € 7" und alle a € C\C;
iibereinstimmt.
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P -
- === -

O

Abbildung 4.5: Eine Veranschaulichung fiir Definition 4.5.2.4. Oben ist ein Inter-
sektionsgraph der Netzvereinbarung (N3, N, {Ns };c(1,2,33) dargestellt. Unten eine
zugeordnete Instanz des Kabelproblems. Die Quelle ist als Doppelquadrat und die
Senken sind als Quadrate dargestellt, die Netzknoten als Kreise. Die Léange aller
Anschluidipfade sei auf vier Bogen beschrankt. Der Schnitt C' und dessen Par-
titionierung in drei Bogenmengen ist gestrichelt angedeutet. Die Menge C" C C
enthilt die beiden dufleren Bogen des Schnittes C nicht.
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3. Seien Anschluimengen (H;)ier durch H, = {PNC|P € H;} firallet € T
definiert. Die Projektionen des Polyeders dmt(PN(C,T, H')) und des Po-
lyeders dmt(PN(C,T",{{a} |a € C}}ic1v)) auf den Raum der Bauteilvaria-
blen z,, a € C”, und der Nutzungsvariablen z;,, t € T", a € C} sind gleich.
Fiir diese Projektionen sind nédmlich die Ungleichungen

neben der Ganzzahligkeitsbedingung und trivialen Ungleichungen mafigeb-
lich.

Also definiert die Ungleichung (4.78) eine Facette dieser Projektionen. Nach
Lemma 4.5.1.1 definiert die Ungleichung (4.78) auch eine Facette des pro-
jezierten Polyeders dmt(PN(C, T, H')).

4. Nach Definition der Anschluimengen H' und nach Lemma 4.5.1.2 definiert
die Ungleichung (4.78) eine Facette des Polyeders dmt(PN(A, T, H)).
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4.6 Ein Vergleich polyedrischer Beschreibungen
fiir das Netzproblem

Das Kabelproblem wurde fiir gerichtete und ungerichtete Graphen definiert. Fiir
das allgemeinere Netzproblem wurden drei Variablenkonzepte diskutiert, die mit
den Polytopen PD, PN und PB verbunden sind. Wir wollen die unterschiedlichen
Formulierungen und Konzepte vergleichen. Dazu setzen wir lineare Relaxierun-
gen durch Projektion zueinander in Beziehung. Dem Verfahren KABEL-OPT liegt
das Kabelproblem in gerichteten Graphen und das lineare Programm LDEKO
zugrunde. Die primalen Variablen des Programms LDEKO sind die Bogenvaria-
blen x und die Dipfadvariablen y. In diesem Abschnitt wird die Entscheidung fiir
diese LP-Relaxierung begriindet.

Die theoretische Grundlage dieses Abschnitts ist ein Theorem von Balas und
Pulleyblank, das in Unterabschnitt 4.6.1 diskutiert wird. In diesem Zusammen-
hang besprechen wir auch die Transformation von dualen und primalen Lésungen
linearer Programme, die mit den projezierten Polyedern assoziiert sind.

Das Theorem von Balas und Pulleyblank wenden wir insbesondere auf das
Polyeder LPD der zuldssigen Losungen der linearen Relaxierung LDEKO in Un-
terabschnitt 4.6.2 an. Wir projezieren das Polyeder LPD in den Raum der Bau-
teilvariablen x auf das Polyeder LPB und beschreiben die fiir das Polyeder LPB
giiltigen Ungleichungen. Desweiteren untersuchen wir die Auswirkungen des Hin-
zufiigens zusétzlicher Nebenbedingungen zu der Beschreibung des Polyeders LPD
beziiglich der Projektion in den Raum der Bauteilvariablen x.

In Unterabschnitt 4.6.3 werden die gerichtete und die ungerichtete Formulie-
rung des Kabelproblems verglichen. Durch das Ergebnis des Vergleichs wird die
Wahl der gerichteten Formulierung begriindet.

Insbesondere in Verdffentlichungen iiber das Steinerbaum-Problem in Gra-
phen werden die Zusammenhénge zwischen verschiedenen Formulierungen ganz-
zahliger Programme diskutiert. Wong [Won84] stellt einer Mehrgiiter-Flu3-LP-
Formulierung mit Bogenvariablen x und Flufivariablen z fiir das Steinerbaum-
Problem in Digraphen die LP-Formulierung von Aneja [Ane80] fiir das Steiner-
baum-Problem in Graphen, die nur Kantenvariablen enthilt, gegeniiber. Chopra
und Rao vergleichen lineare Programme fiir das Steinerbaum-Problem in un-
gerichteten und in gerichteten Graphen [CR94a]. Goemans untersucht Polyeder
fiir das Steinerbaum-Problem in Graphen mit Kantenvariablen z und zuséatzli-
chen Auswahlvariablen fiir die Knoten [GM93, Goe94]. Die Facetten dieses Po-
lyeders werden auf den Raum der Kantenvariablen projeziert. Auf diese Weise
werden neue Klassen von Facetten fiir das Steinerbaum-Polytop gefunden. Das
Steinerbaum-Polytop ist die konvexe Hiille der Inzidenzvektoren zuléssiger Lésun-
gen des Steinerbaum-Problems in Graphen und entspricht in unserer Notation
dem Polytop PB. Man beachte im Zusammenhang mit diesem Abschnitt auch die
Arbeit von Borndérfer und Weismantel iiber die polyedrischen Zusammenhinge
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verschiedener kombinatorischer Optimierungsprobleme [BW97, Bor97].

4.6.1 Projektionen von Polyedern

Das Theorem von Balas und Pulleyblank

Gegeben seien natiirliche Zahlen p, ¢ und k, eine reelle Matrix M € RF*P, eine
reelle Matrix N € R¥*9, eine rechte Seite 7 € R* und ein Polyeder Q C RP, so
dafl das Polyeder

PXY = {(}) e R* | Mz +Ny>r, y >0, z € Q}
nichtleer ist. Der Kegel
PK={meR| "N <0, 7>0}

enthilt den Ursprung als einzige Ecke. Die Extremalrichtungen des Kegels PK
sind die Vektoren 7, so da§ die Menge {A7|A > 0} ein Extremalstrahl des Ke-
gels PK ist.

Die Projektion des Polyeders PXY auf den Raum der z-Variablen bezeichnen
wir mit

PX={zcR|IycR : (%) e PXY}.

Das folgende Theorem von Balas und Pulleyblank [BP83] setzt die duflere Dar-
stellung des Polyeders PX mit der dufleren Darstellung des Polyeders PXY und
den Extremalrichtungen extr(PK) des Kegels PK in Beziehung.

Theorem 4.6.1.1 (Balas, Pulleyblank). Seien Polyeder PXY, PK und PX
wie oben gegeben. Dann gilt

PX={zeR| 7" Mz >nr"r, Vr € extr(PK), z € Q} .

Man beachte, daf im Fall PK = {0} die Beziehung PX = @ gilt.

Beweis: Der Kegel PK ist die konische Hiille seiner Extremalrichtungen. Ge-
nau dann erfiillt ein Vektor z € @ die Ungleichung 77 Mz > w1 fiir alle Vek-
toren m € PK, wenn der Vektor z sie fiir alle Extremalrichtungen = € extr(PK)
erfiillt.

Sei (y) € PXY und daher z € Q. Dann gilt Mz + Ny > r und daher
auch 77 Mz + 7T Ny > 7T fiir alle Vektoren 7 € PK, da 7 > 0. Wegen 77 N < 0
gilt daher 77 Mx > 7Tr fiir alle Vektoren 7 € PK und somit z € PX.

Sei z € @ ein Vektor, so daf die Ungleichung 77 Mz > #7r fiir alle Extremal-
richtungen aus extr(PK) gilt. Es existiert kein 7 € R, so daf die Ungleichun-
gen 77 (—=N) > 0, 7 > 0 und 77 (Mz —r) < 0 gelten. Aus dem Farkas-Lemma
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folgt, dafl ein Vektor y € R? existiert, so dal y > 0 und (—N)y < Mz — r gilt.
Dabher ist () € PXY und z € PX. O

Seitenflichenstruktur des Polyeders PX

Wir kénnen Extremalrichtungen des Kegels PK bestimmen, ohne die vollstindige
duflere Beschreibung des Polyeders PXY zu kennen.

Bemerkung 4.6.1.2. Sei N' die Teilmatriz von N die genau die ersten k' Zeilen
enthdlt und seien nur die ersten k' < k Ungleichungen des Systems Mx+ Ny > r
bekannt.

Genau dann ist 7' € R¥ eine Extremalrichtung des Kegels ()" N' <0, n' >
0, wenn (%) € R¥ eine Extremalrichtung des Kegels PK ist.

Es ist also moglich, Klassen von Extremalrichtungen des Kegels PK zu be-
schreiben auch dann, wenn die duflere Beschreibung des Polytops PXY noch nicht
vollsténdig bekannt ist. Die ndchste Bemerkung stellt einen Zusammenhang zwi-
schen den Facetten der Polytope PXY und PX und den Extremalrichtungen des
Kegels PK heraus.

Bemerkung 4.6.1.3. Die Facetten des Polyeders PX sind in der dufleren Be-
schreibung 7T Mz > wTr, m € extr(PK), und in der duferen Beschreibung des
Polyeders @) enthalten.

Diese Beobachtung legt eine Strategie fiir die Untersuchung der Seitenflichen-
struktur der Polytope PXY und vor allem PX nahe. Zuerst beschreibt man eine
Relaxierung M'xz+ N'y > r' des Polytops PXY, wobei M’, N’ und r' die ersten &’
Zeilen der Matrizen M, N und r sind. Dann werden Extremalrichtungen (7 ), 7' €
R* . des Kegels PK ermittelt. Die Ungleichung (7')T M’z > (x')Tr ist giiltig fiir
das Polytop PX und ein Kandidat fiir eine Facette des Polytops PX. Man ar-
beite zusétzliche Kriterien dafiir heraus, daf§ die Ungleichung (7')T M’z > (7')Tr
tatsédchlich eine Facette des Polytops PX ist.

Transformation von Lésungen linearer Programme

Gegeben seien eine Kostenfunktion ¢ € RP und eine endliche Teilmenge R des
Kegels PK und dadurch die linearen Programme

(LX) min{c’z |7 Mz > 77r, 7 € R, £ > 0} und
(LXY) min{c’z | Mz + Ny >r, y >0, > 0}.

Den Ungleichungen des Programms (LX) ordnen wir duale Variablen (w;)rcr
zu. Den Ungleichungen des Programms (LXY) ordnen wir die dualen Variablen
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(¢i)1<i<k zu. Den linearen Programmen (LX) und (LXY) ordnen wir duale Pro-
gramine

(DX) max { Z(7TT7“)w7r

TER

ZwﬂrTM < cT, T > 0} und

TER

(DXY) max { > oiri

i=1

"M <", "N <0, ¢20}

zu. Wenn die Menge R alle Extremalrichtungen des Kegels PK enthilt, dann sind
die Optimalwerte der linearen Programme (LX) und (LXY) gleich.

Das folgende Korollar beschreibt den Zusammenhang zwischen zuléssigen
Losungen der dualen Programme (DX) und (DXY). Das Korollar enthélt eine
Vorschrift, wie zuldssige Losungen der dualen Programme (DX) und (DXY) in-
einander umgerechnet werden konnen.

Korollar 4.6.1.4. Seien duale Programme (DX) und (DXY) wie oben gegeben.
Fiir jede zuldssige Losung (wx)zer des Programms (DX) ist ¢ =) _pw,T eine
zuldssige Losung des Programms (DXY).

Wenn die Menge R alle Extremalrichtungen des Kegels PK enthdlt, dann
existiert eine zuldssige Losung (wy)rer des Programms (DX) fir jede zuldssige
Lisung ¢ des Programms (DXY) mit ¢ =) _pWxT.

Die Kosten ¢"r bzw. Y pwa(7"r) der zulissigen Lisungen sind gleich.

Beweis: Die Kosten ¢"r der Losung ¢ und die Kosten Y, w.(7"7) der
Losung w sind gleich, da ¢ = ) __p w, gilt.

Ist w eine zuléssige Losung des Programms (DX), dann gelten fiir die konische
Kombination ¢ =} ., w,m die Bezichungen ¢'N <0, ¢ >0 und

¢TM = ZwWWTM <.

TER

Also ist ¢ eine zuldssige Losung des Programms (DXY).

Ist ¢ eine zuliissige Losung des Programms (DXY), dann gilt wegen ¢ N < 0
und ¢ > 0 auch ¢ € PK. Da nach Voraussetzung R alle Extremalrichtungen des
Kegels PK enthilt, existiert eine Darstellung ¢ = > __p w,m von ¢ als konischer
Kombination, d. h. w, > 0. Es gilt

ZwﬂrTM =¢TM <.

TER

Also ist w eine zuldssige Losung des Programms (DX). O

Das Korollar 4.6.1.4 liefert eine wichtige Anwendung fiir das Steinerbaum-Pro-
blem in gerichteten Graphen, die wir im néichsten Abschnitt besprechen werden.
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4.6.2 Projektion des Polyeders LPD auf den Raum der
Bauteilvariablen z

Wir wollen die oben dargestellten Zusammenhinge auf die Polyeder PD(A, T, H)
und PB(A, T, H) fiir eine reale Netzvereinbarung (A, T, H) anwenden. Entspre-
chend der Bemerkung 4.6.1.2 beziehen wir uns zuerst nur auf das Ungleichungs-
system der linearen Relaxierung LDEKO. Das zugehérige Polytop der zuldssigen
primalen Losungen ist

LPD(A,T,H) = {( 2 ) = (]R+)A % (R+)E(H)

(480) VteT: ZPth Y, P > 15
VteT: — ZPth Y. P Z —]., .
VieT: = — Y pey, Ypx’ >0

Die Projektion des Polytops LPD(A, T, H) auf den Raum der Bauteilvariablen x
bezeichnen wir mit LPB(A, T, H). Wir fithren den Kegel

LPK(A,T, H) :{ Z_ c (R"‘)T % (R—l—)T % (R—l—)TXA

o

Pl =P =Y oraxs <OVLET, Pe Ht}

a€A

ein. Den Einheitsvektor der Variablen p;” bezeichnen wir mit e; und den Einheits-
vektor der Variablen o;, bezeichnen wir mit f;, fiir alle ¢ € 7" und a € A. Die
Polyeder LPD, LPB und LPK entsprechen den Polyedern PXY, PX und PK aus
Theorem 4.6.1.1 . Die konvexe Hiille der Inzidenzvektoren der Anschliisse P € H;
bezeichnen wir mit

Z(A,H;) = conv ({x" eR*|P € H}).
Zuerst beschreiben wir die Extremalrichtungen des Kegels LPK(A, T, H).

Theorem 4.6.2.1. Sei eine reale Netzvereinbarung (A, T, H) gegeben. Die Ex-
tremalrichtungen des Kegels LPK(A,T, H) sind zum einen die Einheitsvektoren
der Variablen p; und o, fir allet € T und a € A. Die restlichen Extremalrich-
tungen sind die Vektoren

T
(pjefa 05 Zo-t,afga> ) le Ta

a€A

des positiven Orthanten mit der Eigenschaft, daf die Ungleichung ) . 4 Ota2t,a >
pi eine Facette des Polyeders dmt(Z(A, Hy)) definiert.
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Beweis: Gegeben sei eine Extremalrichtung
(N
des Kegels LPK(A, T, H). Die Einheitsvektoren der Variablen p; und oy, sind
fir alle t € T und alle a € A in dem Kegel LPK(A, T, H) enthalten und daher
als Einheitsvektoren auch Extremalrichtungen.

Die den Variablen p;, p; und 0;,,t € T, a € A, zugeordneten Ungleichungen
des Polytops LPD(A, T, H) enthalten fiir alle Anschluivariablen yy p, t' # ¢, den
Koeffizienten null. Sei der Vektor p* gleich null, dann ist genau ein Koeffizient
des Vektors p~ oder des Vektors o von null verschieden.

Sei fiir einen Zielpunkt ¢ € T der Koeffizient p; positiv, dann sind die Ko-

effizienten der Vektoren p~ und oy, und die Koeffizienten p; gleich null fiir alle
Zielpunkte ¢’ # t. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Die Ungleichung > .4 V1a%t,e => O ist fiir das Polyeder dmt(Z(A, H;))
giiltig.

2. Fiir alle Anschliisse P € Hy gilt Y . p V1,0 > 6.

3. Der Vektor

T
(66;{7 07 Z r}/t,afgja) ) t € T7

acA
ist Element des Kegels LPK(A, T, H).

Da der Vektor ((p™)7, (p™)7, 07)" nach Voraussetzung eine Extremalrichtung ist,
ist die Ungleichung Y. 4 01020 > p; eine Facette des Polyeders dmt(Z(A, Hy)).
O

Korollar 4.6.2.2. Sei eine reale Netzvereinbarung (A, T, H) gegeben, dann gilt
fiir das Polytop LPB(A,T,H):

LPB(A,T, H) = (| dmt(Z(A, H,))
teT

Beweis: Das Polyeder dmt(Z (A, H;)) ist der Durchschnitt aller Halbraume,

die durch Facetten
Zf)/t,azt,a 2 (5

acA

des Polyeders dmnt(Z(A, H;)) gegeben sind. Nach Theorem 4.6.2.1 korrespondie-
ren die Facetten des Polyeders dmt(Z(A, H;)) mit Extremalrichtungen des Ke-
gels LPK(A, T, H). Die Behauptung gilt daher nach Theorem 4.6.1.1. O
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Das folgende Korollar soll zum Ausdruck bringen, dafl die polyedrische Be-
schreibung der zuldssigen Losungen des Netzproblems durch Biindelung der Ziel-
punkte verbessert wird.

Korollar 4.6.2.3. Gegeben seien eine reale Netzvereinbarung (A, T, H) und eine
reale Netzvereinbarung (A, {1,...,n}, H'), die durch Bindelung der Zielpunkte T
in nichtleere Teilmengen Uy, ..., U, entsteht, das heifst

M={U@

teU;

QtEHt,tEUZ’}, 1=1,...,n.
Es gilt:

LPB(A,{1,...,n}, H') = (| dmt(PB(A, U;, H|y,)) € LPB(A, T, H).

i=1

Anwendung auf das Steinerbaum-Problem

Sei das Steinerbaum-Problem STD(D, s, T, c), D = (V, A), gegeben. Diesem ord-
ne man das Netzproblem NETZ(A, T, W, c,0) zu, so daf die Mengen W}, t € T,
genau die gerichteten (s,t)-Wege in D enthalten. Sei C;, t € T, die Menge der in-
klusionsminimalen gerichteten (s,#)-Schnitte C' in D. Die nichttrivialen Facetten
des Polyeders dmt(Z(A, W;)) werden genau durch die Ungleichungen > ..z, >
1 fiir alle Schnitte C' € C; definiert.

Das Polyeder LPB(A, T, W) ist daher bereits durch die Nichtnegativitéitsbe-
dingungen und durch die Ungleichungen

VEET,CEC: Y a>1

acC

festgelegt. Wir ordnen diesen Ungleichungen die dualen Variablen w;c > 0 zu.
Man beachte dafl bei dieser Formulierung Ungleichungen in der Regel mehrfach
vorkommen.

Wir wollen die primalen und die dualen Lésungen der linearen Programme

LDEKO(A, T,W,c,0) und min{c’z |z € LPB(A, T, W)}

ineinander transformieren. Sei eine primale Losung x € LPB(A, T, W) gegeben.
Man berechne maximale (s,t)-Fliisse z;. mit x, > 2i,, a € A, fiir alle Termi-
nals ¢ € T. Fiir die Fliisse z;. wéhle man eine Pfaddarstellung, das heifit man
finde Anschlufivariablen y mit

Zta = Z yt,PXfa le T7 a € A.
PeH,
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Fiir entsprechende Verfahren betrachte man [AMO93].

Da x € LPB(A, T, W) ist, gilt )by, y1,p > 1 fiir alle ¢ € T. Gegebenenfalls
durch Absenken einzelner Variablenwerte lassen sich somit Anschluflvariablen v/’
mit 0 <y’ <yund Y,y yip=1,t €T, finden, so daB (/) € LPD(A, T, W)
gilt.

Sei (wi,c)ter,cec, eine duale Losung des Programms

min{c" x|z € LPB(4,T,W)}.

Nach Korollar 4.6.1.4 ist fiir das Programm LDEKO(A,T, W, ¢,0) eine duale
Losung (%) durch

_ _ C
up = E wye und vy, = E Wi, Xq
CeCy CeCy

fiir alle Terminals ¢t € T" und alle Bégen a € A gegeben.

Sei () eine duale Losung des Programms LDEKO(A, T, W, ¢,0). Der v, .-
kiirzeste (s,t)-Dipfad in dem Digraphen D habe ein Gewicht u} > w, fiir alle
Terminals ¢t € T'. Das entsprechende Kiirzeste-Wege-Problem

min { Z Ut,a?t,a Zzt,a Z 1, Ce Ct}

ac€A acC

kann mit dem Verfahren von Dijkstra effizient gelost werden, siehe dazu [AMO93|.
Implizit wird dabei eine optimale Losung w; . des dualen Programms

C
s { S| 3 mexd < v ae A}

CeCy CeCy

jeweils fiir ¢ € T berechnet. Der zusammengesetzte duale Vektor w* dieser opti-
malen dualen Losungen ist eine duale Losung des Programms LPB(A, T, W). Die
Kosten der dualen Losung w* sind wegen

YD) DLTFED BITES it

teT CeCy teT teT

gleich oder grofler als die Kosten der dualen Losung (3 ). Der Zusammenhang mit
Dijkstras Algorithmus ist z. B. in [GW95, WGMV95] beschrieben.

Projektion von Verschirfungen des Polytops LPD

Man betrachte fiir Teilmengen 7" C T, (s,T")-Schnitte C C A und Teilmen-
gen By C C, t € T', Ungleichungen

(4.81) v+ D) a6,

aceC teT’ a€ By
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die eine Facette des Polyeders dmt(PN(A, T, W)) definieren. Alle Tripel (7", C, B)
mit der obigen Eigenschaft fassen wir in der Menge CB zusammen.

Facetten wie die in (4.81) sind Spezialfiille der Blocker-PFL-Ungleichungen,
die in Definition 4.5.2.2 eingefiihrt wurden. Aus der Giiltigkeit der Ungleichun-
gen (4.81) folgt die Giiltigkeit der Ungleichungen

(4.82) E T4 + g E y. p > 0 fiir alle Tripel (7",C, B) € CB
acC teT! PeHy:
PNB£D

fiir das Polytop PD(A, T, H). Wir verschérfen die Relaxierung LDEKO(W) durch
die Ungleichungen (4.82).

Wir leiten aus den Ungleichungen (4.82) giiltige Ungleichungen fiir das Poly-
top PB(A, T, H) ab. Gegeben seien die Polyeder

CPD(A,T,H) = {(%) € LPD(A, T, H) |

(y) erfiillt (4.82) } und
CPB(A,T, H) = {z € LPB(A, T, H) |3 (%)

€ CPD(A, T, H)}.

Jeder Ungleichung aus (4.82) ordnen wir eine duale Variable 77 ¢ g zu. Entspre-
chend der Definition des Kegels PK definieren wir den Kegel

(pi )teT

CPK(A,T,H) = (P )rer >0|VteT, PeH,:
(Ut,a)teT,aeA

(TT',C,B) (T",C,B)eCB

p:— - pt_ - Zat,axg, + Z Z TT",C,B S O} .

acA (1",C,B)eCB P€H;:
Btﬂp;ﬁ@

Gegeben seien ein einzelnes Tripel (77, C, B) € CB und Hypergraphen

H ={PcH|PNB #0),tecT.
Fiir alle ¢ € 7' und alle blockierenden Mengen B’ € BL(H]) gilt: Der 0/1-
Vektor (0,0,07,77) € CPK(A, T, H), dessen Eins-Eintréige genau durch 7+ ¢ p =

1 und o = xZ', a € A definiert sind, ist eine Extremalrichtung des Ke-
gels CPK(A, T, H). Entsprechend ist die Ungleichung

Z%‘*‘ZZ%Z(S

aeC teT acB]

fiir das Polytop PB(A, T, H) giiltig.
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4.6.3 Variablenkonzepte fiir das Kabelproblem

Sei eine Instanz des Kabelproblems in Graphen
Il = UKABEL(G, S, T,¢,d, [, L), G = (V,E),
gegeben. Diese wird auf eine Instanz
I1 = KABEL(D, S, T, ¢,d,l, L)

des Kabelproblems in gerichteten Graphen transformiert. Der Digraph D =
(V, A) enthalte fiir jede Kante ij € E zwei antiparallele Bégen (i, 7) und (7,1).
Jedem Bogen a = (i,7) aus A ordnet die Funktion g die erzeugende Kan-
te g(a) = ij aus E zu. Jeder Bogen (i,j) € A hat die Kosten c(; ;) = ¢&; und
die Lénge I(; j) = lNU

Wir ordnen den Instanzen IT und II die Netzprobleme

U = NETZ(E,T, H,é d) und ¥ = NETZ(A, T, H, ¢, d)

zu. Fiir alle ¢ € T enthalten die Anschluimengen H, genau die [S,t]-Wege P
in G, deren Lange ) . pl, kleiner oder gleich der Léngenbeschrénkung L, ist.

Die Anschluikosten dt, p sind gleich d, (Zae P l~a) . Fiir allet € T enthalten die An-

schluBmengen H, genau die gerichteten (S,t)-Wege P in D, deren Lange )" pla
kleiner oder gleich der Langenbeschrinkung L; ist. Die Anschluflkosten d; p sind
gleich ) _p dyl,. Jeder gerichtete (S, t)-Weg P aus H, entspricht genau dem [S, t]-
Weg g(P) € H,. Es gilt H, = {g(P) | P € H,}.

Jeder zuléssigen Losung (3 ) des Programms LDEKO(WV) ordnet die Funkti-
on f eine zuliissige Losung f((§)) = (Z) des Programms LDEKO(¥) zu mit

I;; = max Z Yr.p (Xg,j) + XZ-,Z.)) fiir alle 75 € E und

Urg(P) = Y,p fiir alle t € T und alle P € H,.

Es gilt

Tij = MaAxX > vor (XGg) + XGa) <

PcH,
P P
< max D UrXop t max D vrXG)
PcH; PcH;

< T(ig) + () -

Daher gilt fiir die Kosten:



128 KAPITEL 4. DAS NETZPROBLEM

Bemerkung 4.6.3.1. Seien Netzprobleme U und U wie oben fiir das Kabelpro-
blem in Graphen bzw. in gerichteten Graphen gegeben. Der Optimalwert des linea-
ren Programms LDEKO(W) ist grifer oder gleich dem Optimalwert des linearen
Programms LDEKO ().

Wirksamkeit von Blocker-PFL-Ungleichungen

Gegeben seien eine Knotenmenge W C V| disjunkte Senken u(1),...,u(m), ei-
ne Partition Bj,..., B, des gerichteten (s,7")-Schnittes C = 6*(W) und eine
Facette

Z Ty + Z Z YapZap > 0

p=1 ¢=1

des Polytops PFL(n, m).
Gegeben seien die Blocker-PFL-Ungleichung

(4.83) Zap Z To + ZZ'Yq,p Z Z Yu(q), PXg >0

a€Bp p=1 g=1 a€By PeH ()

fiir das Polytop PD(A, T, H) bzw. die Blocker-PFL-Ungleichung

(484) Zap Z Te + szyq,p Z Z gu(q),Png3 > Y
p=1

e€g(Bp) p=1 ¢=1 e€By PcH,

fiir das Polytop PD(E, T, H ) Die Koeffizienten «, und 7, , sind alle nichtnegativ.
Der gerichtete Schnitt C' enthilt keine antiparallelen Bogen. Sei () eine zuléssige
Losung des linearen Programms LDEKO(¥) und sei f ((3)) = (%) wie oben
definiert, dann gilt fiir alle 1 <p <mund alle1 < ¢ <m:

Zxa_ Z xe und Z Z yu PXa - Z Zgu(q),PXf-

a€By e€g(Bp) a€Bp PEH () e€g(Bp) PcH;

Die Ungleichung (4.83) ist daher ,stirker* als die Ungleichung (4.84).

Fiir den Steinerbaum-Spezialfall cf, [, L = 0 haben Chopra und Rao eine ver-
gleichende Untersuchung der Polytope LPB(A, T, H) und LPB(E, T, H) durch-
gefiithrt [CR94a, CR94b]. Zusitzlich wurden die Ergebnisse von Schnittebenen-
verfahren, zur Losung der linearen Programme min{c'z |z € LPB(A,T,H)}
und min{¢’% |# € LPB(E, T, H)} verglichen. Die Untersuchung legt nahe, fiir
LP-Formulierungen die gerichtete Formulierung des Steinerbaum-Problems in
Graphen zugrunde zu legen.



Kapitel 5

Ein Verfahren zur Losung des
Kabelproblems

In diesem Kapitel werden das Losungsverfahren KABEL-OPT fiir das Kabelpro-
blem sowie zwei Modifikationen dieses Verfahrens beschrieben. Das Verfahren
KABEL-OPT wurde mit der Absicht entwickelt, die praktisch relevanten Instanzen
der Telefonnetz-Planungen mdoglichst gut zu 16sen. Die Digraphen dieser Instan-
zen sind diinn besetzt. Die Senken sind gleichmifig iiber den planaren Digraphen
verteilt.

Das Verfahren KABEL-OPT enthélt Problemreduktionen, primale und duale
Heuristiken und ein exaktes Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren. Der Aufbau
des Verfahrens wird in Abschnitt 5.1 vorgestellt. Dort werden auch die fiir dieses
Kapitel wichtigen Bezeichnungen eingefithrt. Am Ende des Abschnitts 5.1 wird
das Verfahren KABEL-OPT mit Verfahren zur Losung des Steinerbaum-Problems
in Graphen verglichen.

In mehreren Unterverfahren des Verfahrens KABEL-OPT werden Wegepro-
bleme mit Léngenbeschrankungen mit einem dynamischen Programm gelost. Bei
diesen Problemen sind kostenminimale Wege mit beschréankter Lénge in einem Di-
graphen zu finden. Das dynamische Programm zur Lésung dieser Probleme wurde
einem Verfahren von Joksch [Jok66] nachempfunden. Es wird in Abschnitt 5.2
beschrieben.

In Abschnitt 5.3 werden Reduktionsverfahren fiir das Kabelproblem und das
Netzproblem sowie deren Zusammenspiel in den Verfahren KABEL-REDUKTION
und NETZ-REDUKTION beschrieben. Abschnitt 5.4 enthélt primale und duale
Heuristiken sowie Verfahren, in denen Verbesserungen von primalen und dua-
len Losungen mit Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren berechnet werden. In Ab-
schnitt 5.5 wird die Anordnung der Heuristiken und der Reduktionsverfahren in
dem Verfahren KABEL-OPT dargestellt. In Abschnitt 5.6 sind die Unterverfah-
ren des Branch-and-Cut-and-Price-Verfahrens zur Losung von Netzproblemen,
die aus Kabelproblemen erzeugt wurden, aufgefiihrt.

129
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5.1 Ubersicht

Wihrend des gesamten Ablaufs des Verfahrens KABEL-OPT werden Problemre-
duktionen durchgefiihrt. Wir bezeichnen bei der Beschreibung des Verfahrens die
aktuelle Instanz des Kabelproblems mit

Il = KABEL(D, S, T,¢,d,l,L), D= (V,A).
Dieser Instanz wird ein aktuelles Netzproblem
¥ = NETZ(A, T, H, ¢, d)

zugeordnet. Reduktionsverfahren des Verfahrens KABEL-OPT entfernen aus dem
Netzproblem ¥ Anschlufivariablen, lassen aber das Kabelproblem II unverdndert.
Wir fiihren aus diesem Grunde aktuelle Anschlufldigraphen

Dt = (V; At); fiir alle t € T, mit At - A

ein. Die Anschlufmengen Hy, t € T, werden festgelegt als die Mengen der (S, t)-
Dipfade P in D,, die die Lingenbeschrinkung Y acp la < Ly erfiillen.

Die grundlegende LP-Relaxierung, die zur Berechnung von unteren Schranken
eingesetzt wird, ist die Formulierung LDEKQO. Weitere Schnittebenen, die bei
der polyedrischen Untersuchung in Kapitel 4 aufgefiihrt wurden, werden nicht
eingesetzt.

Das Verfahren KABEL-OPT ist in drei Phasen eingeteilt.

1. Eréffnungsphase:

Zur Eroffnung des Verfahrens werden Problemreduktionen mit dem Verfah-
ren KABEL-REDUKTION durchgefiihrt. Das Verfahren KABEL-REDUKTION
testet sowohl lokale Kriterien, die z. B. mit dem Grad von Knoten zu-
sammenh#ngen, als auch globale Kriterien, die sich aus den Léngenbe-
schrankungen des Kabelproblems ergeben.

Mit Eroffnungs-Heuristiken wird eine zuldssige Losung des dualen Pro-
gramms DDEKO(¥) berechnet und eine primale Losung des Kabelpro-
blems II jeweils mit weiteren Heuristiken verbessert.

2. Lagrange-Phase:

Iterativ wird mit dem Verfahren DUAL-GRADIENT die aktuelle duale Lo-
sung entsprechend dem Gradienten einer Lagrange-Relaxierung veréndert.
Die verdnderte duale Lésung wird mit heuristischen Verfahren sofort ver-
bessert. Eine primale Losung wird unter Ausnutzung der Informationen
in der dualen Losung konstruiert. Die heuristischen Verfahren brechen ab,
wenn sich keine Verbesserungen mehr ergeben.
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In dem Verfahren NETZ-REDUKTION fiihren Reduzierte-Kosten-Kriterien
zu Reduktionen des Netzproblems, insbesondere zu Reduktionen der An-
schlufidigraphen. Mit dem Verfahren KABEL-REDUKTION werden weitere
Reduktionen vorgenommen, wenn sich durch das Verfahren NETZ-REDUK-
TION auch Reduktionen des Kabelproblems bzw. des Digraphen D ergeben
haben. Die aktuelle duale Losung wird bei diesen Reduktionen mittransfor-
miert, so daf} die Qualitidt der unteren Schranke erhalten bleibt.

Die Lagrange-Phase fahrt mit den heuristischen Verfahren iterativ solange
fort, bis die Reduktionsverfahren zehnmal keine Reduktion des Kabelpro-
blems erreicht haben.

3. Branch-and-Cut-and-Price-Phase (BCP-Phase):

In der BCP-Phase werden exakte Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren zur
Loésung von Netzproblemen eingesetzt. Die BCP-Phase unterteilt sich in
zwei Phasen.

(a) In der ersten Phase werden iterativ die Senken 7" in nichtleere Teilmen-
gen Uy, ..., U, mit etwa gleichvielen Senken partitioniert. Die Anzahl n
der Partitionsmengen nimmt in jeder Iteration ab.

Die aktuelle primale Losung des Kabelproblems IT sei (B, (@), und
die aktuelle duale Losung des Netzproblems ¥ sei (4 ). Fiir alle In-
dizes ¢ = 1,...,n lost ein Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren die
Netzprobleme

\I’I = NETZ(A, UZ', H|Ui, CI, (dt,P)teUi,PEHt) y
U = NETZ(A, Ui, H‘Uia C”a (dt,P)tEUi,PEHt)

mit Bogenkosten

a
C, SOnst

y_ {o falls @ € Uyep g, @1

bzw. mit Bogenkosten ¢! = ¢, — ZteT\Ui vy, fiir alle a € A.

Die optimalen Losungen der Netzprobleme ¥’ und ¥” werden mit den
aktuellen Losungen verglichen und gegebenenfalls zu einer Verbesse-
rung der primalen bzw. der dualen Losung herangezogen. Desweiteren
wird durch die Losung der Netzprobleme ¥’ und ¥” ein Pool von
Dipfadvariablen aufgebaut, der fiir spitere Iterationen zur Verfiigung
steht.

Am Schluf} einer jeden Iteration wird das Verfahren NETZ-REDUK-
TION aufgerufen, um die Verbesserung von primalen und dualen Lésun-
gen fiir weitere Problemreduktionen auszunutzen und die Losung von
Netzproblemen in den spéteren Iterationen zu vereinfachen.
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(b) Zum Abschlufl der BCP-Phase wird das vollstindige aktuelle Netzpro-
blem mit einem Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren gelost.

Zwei Modifikationen des Verfahrens KABEL-OPT werden betrachtet. In der ersten
Modifikation wird die Teilphase 3a ausgelassen und das Netzproblem ¥ direkt
gelost. Das entsprechende Verfahren nennen wir DIREKT-OPT.

In der zweiten Modifikation, die wir mit BUNDEL-OPT bezeichnen, wird in
der BCP-Phase das Netzproblem ¥ durch Biindeln der Zielpunkte transformiert.
Sei Uy, ..., U, eine Partition der Zielpunkte in nichtleere Teilmengen. Dann lautet
das transformierte Netzproblem

U = NETZ(A,{1,...,n}, H,c,d).

Die Anschlumengen H;, 1 < i < n des Netzproblems U enthalten dabei die
Wurzelwélder aus {UteUi Q.| Q. € Hy, t € T}. Die AnschluBkosten d; i eines
Wurzelwaldes R € H; mit R = UteUi Q:, Q¢ € Hy, t € U; sind gleich der

Summe der Dipfadkosten Y5, ;. >0, dil,. Das Netzproblem ¥ wird mit ei-
nem Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren geldst. Das Pricingproblem des linea-
ren Programms LDEKO(V) fiir eine duale Losung (5 ) ist das Problem

nin (z+d) - i {z+z Sin Ua-k ac Ht}

teU; a€Qy teU;

fiir 1 <4 < n. Das Pricingproblem des linearen Programms LDEKO(¥) ist da-
her selbst ein Kabelproblem und schwerer zu losen als die Pricingprobleme des
linearen Programms LDEKO(W). Die Pricingprobleme des linearen Programms
LDEKO(¥) sind Wegeprobleme mit Lingenbeschrinkungen und kénnen mit ei-
nem dynamischen Programm fiir die von uns betrachteten Instanzen vergleichs-
weise schnell geldst werden. Andererseits enthiilt das Programm LDEKO(¥) we-
niger Nebenbedingungen als das Programm LDEKO (V).

Das Verfahren KABEL-OPT wurde auch auf Steinerbaum-Probleme ange-
wandt. Auf diese Weise ist ein Vergleich mit anderen in der Forschungslitera-
tur beschriebenen Optimierungsverfahren moglich. Man beachte aber, dafl alle
Unterverfahren des Verfahrens KABEL-OPT auch auf das allgemeinere Kabel-
problem anwendbar sind. Eine Beriicksichtigung der speziellen Eigenschaften des
Steinerbaum-Problems wiirde unserer Meinung nach die Leistungsfihigkeit des
Verfahrens KABEL-OPT deutlich erhShen.

Insbesondere werden in der Literatur in umfangreicher Weise Reduktions-
verfahren beschrieben, die auf das allgemeinere Kabelproblem nicht mehr an-
wendbar sind. Ein Beispiel sind die Reduktionsverfahren von Duin und Volgen-
ant [DV89a, DV89b| und die Reduktionsverfahren von Winter [Win95] fiir das
rechtwinklige Steinerbaum-Problem.



5.1. UBERSICHT 133

Das exakte Branch-and-Cut-Verfahren von Koch und Martin [KM98] erweist
sich als leistungsfihiger als das Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren in KABEL-
Opr fiir die Losung von Steinerbaum-Problemen. Das lineare Programm, das dem
Schnittebenenverfahren von Koch und Martin zugrunde liegt, ist das Programm

min {cTac

Die Reduktionen der Anschlufldigraphen, die in dem Verfahren NETZ-REDUK-
TION erreicht werden, fiihren im Rahmen des Verfahrens KABEL-OPT zu dem
Programm

min {ch

das nach geringfiigigen Anpassungen auch mit dem Verfahren von Koch und
Martin gelost werden kann. Die Reduktionen der Anschluidigraphen wirken sich
positiv aus, da die LP-Matrix weniger Eintrige hat und die reduzierten Kosten
der Bogenvariablen von sich entsprechenden dualen Losungen grofier sind.

Ein interessantes Verfahren fiir die Berechnung von ersten primalen und dua-
len Losungen ist das primal-duale Approximationsverfahren von Goemans und
Williamson [GW95, WGMV95]. Dieses Verfahren basiert auf der ungerichteten
Formulierung des Steinerbaum-Problems in Graphen. Eine Anpassung des Kon-
zepts von Goemans und Williamson auf die gerichtete Formulierung erscheint
moglich. Das Dual-Ascent-Verfahren von Wong, das auf der gerichteten Formu-
lierung basiert, enthélt wesentliche Elemente des Verfahrens von Goemans und
Williamson.

Fiir die Vorteile des Verfahrens KABEL-OPT im Vergleich mit anderen Ver-
fahren zur Losung des Steinerbaum-Problems halten wir die Kombination der
Lagrange-Iterationen mit primalen und dualen Verbesserungsverfahren und die
Reduktionen von Anschlufivariablen nach dem Reduzierte-Kosten-Kriterium. Ins-
besondere wird durch die heuristischen Verfahren der Lagrange-Phase fiir Instan-
zen mit weniger als 20 Terminals in kurzer Rechenzeit eine gute obere und un-
tere Schranke fiir das jeweilige Steinerbaum-Problem berechnet. Fiir eine dua-
le Losung (%) des linearen Programms LDEKO(¥) sind die reduzierten Ko-
sten r,, a € A, der Bogenvariablen x, durch ¢, — ZteT vt gegeben. Die reduzier-
ten Kosten der Anschlufivariablen y; p, t € T, P € H,, sind nach der Addition
der reduzierten Kosten 7, zu den Nutzpreisen v;, der Losung () fir alle a € A
durch

Zxa > 1, fiir alle t € T und alle (s, t)-Schnitte C' in D } .

acC

Zxa > 1, fiir allet € T und alle (s,t)-Schnitte C in D, } ,

acC

Z(Ut’a —+ T'a) — Ut

acP

gegeben. Man beachte, dafl u; < Zae p Vt,q gilt und daher die reduzierten Kosten
der Anschlulvariablen y; p mindestens so grof} wie die Summe der reduzierten
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Kosten der Bogenvariablen z,, a € P, sind. Aus diesem Grunde setzen Reduk-
tionen der Anschlufivariablen bzw. des AnschluBidigraphen D, schon wesentlich
frither ein als Reduktionen der Bogenvariablen.

Um die in der Literatur beschriebenen Verfahren mit den fiir das Kabelpro-
blem II bzw. das Netzproblem ¥ entwickelten Verfahren verkniipfen zu kénnen,
ist es wichtig, die jeweiligen dualen und primalen Losungen transformieren zu
kénnen. Verfahren fiir diese Variablentransformationen sind in Abschnitt 4.6.2
beschrieben.
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5.2 Ein Kiirzeste-Wege-Problem mit Zusatzbe-
schrinkung

5.2.1 Einleitung

An mehreren Stellen des Verfahrens KABEL-OPT sind beziiglich Bogenkosten
Kiirzeste-Wege in einem Digraphen mit beschrinkter Linge zu finden. Dieses
Problem bezeichnen wir in diesem Abschnitt auch kiirzer als Wegeproblem mit
Langenbeschrankung. Gegeben seien das Kabelproblem II und das zugeordnete
Netzproblem W, dessen Anschluimengen ldngenbeschrinkte Dipfade enthalten.
Das Pricingproblem des linearen Programms LDEKO(¥) ist ein Wegeproblem
mit Léngenbeschréinkung. Dieses Problem ist bei der heuristischen Berechnung
einer dual zuléssigen Losung des Programms LDEKO(W¥) und bei der verzogerten
Erzeugung von Dipfadvariablen in einem Schnittebenenverfahren zu l6sen. Bei der
primalen Verbesserungs-Heuristik RIPUP-REROUTE, die in Unterabschnitt 5.4.1
beschrieben wird, werden Verbindungsdipfade einer Wurzelwaldlosung des Ka-
belproblems II aufgelost. Die dadurch getrennten Teile werden mit einem ko-
stenoptimalen Dipfad, fiir den die Léngenbeschrinkungen des Kabelproblems zu
beriicksichtigen sind, wieder verbunden. Wir kénnen die oben beschriebenen Pro-
bleme auf das wie folgt definierte Wegeproblem zuriickfiihren.

Definition 5.2.1.1 (Wegeproblem mit Lingenbeschrinkung).
Gegeben sind ein Digraph D = (V, A) mit nichtnegativen Bogenkosten w, und
nichtnegativen Bogenlingen [, nichtleere Quellen S C V wund nichtleere Sen-
ken T CV sowie eine Lingenbeschrinkung L.

Gesucht ist ein ein (S,T)-Dipfad P mit minimalen Kosten )" . pwa, fir den

die Lingenbeschrinkung Y . pla < L qilt.

Eine Instanz dieses Problems bezeichnen wir mit
RCSP(D, S, T,w,1,L).

Die Abkiirzung RCSP steht fiir die in der Forschungsliteratur gebrauchliche
Bezeichnung ,, Ressource Constrained Shortest Path Problem“ fiir w-Kiirzeste-
Wege-Probleme mit Lingenbeschrinkungen. Das Wegeproblem RCSP ist NP-
schwer, da es bereits dann N P-schwer ist, wenn S nur eine Quelle und 7 nur
eine Senke enthélt [GJ79a).

In der Forschungsliteratur werden Wegeprobleme mit Lingenbeschrankung in
der Regel fiir eine Quelle und eine Senke diskutiert. Teilweise werden fiir mehre-
re Vektoren von Bogengewichten Ressourcenbeschrankungen formuliert. Eine der
ersten Verdffentlichungen iiber Wegeprobleme mit einer oder mehreren Lingen-
beschrinkungen stammt von Joksch [Jok66]. Joksch stellt zwei grundlegende Ver-
fahren zur Losung von Wegeproblemen mit einer Langenbeschrinkung vor. Das
erste Verfahren basiert auf der Formulierung eines linearen Programms, das mit
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einer Lagrange-Heuristik gelost wird. Dieser Ansatz wird in anderen Veroffentli-
chungen insbesondere fiir die Losung von Wegeproblemen mit mehreren Lingen-
beschrinkungen aufgegriffen [BC89, HZ80].

Das zweite Verfahren von Joksch ist ein dynamisches Programm, mit dem
die Dipfade in dem Digraphen implizit enumeriert werden. In jedem Knoten i
des Digraphen wird eine Liste von (S,4)-Dipfaden P vorgehalten, die als Teil-
dipfade eines optimalen (S, 7T)-Dipfades in Frage kommen, z. B. weil sie kiirzer
oder billiger als jeweils ein anderer (.5,4)-Dipfad der Liste sind. Durch Anhéingen
der von dem Knoten i inzidenten Bogen an die (S, ¢)-Dipfade der Liste werden
die Daten der Listen der Nachbarknoten jeweils auf einen neueren Stand ge-
bracht. Man kann Instanzen konstruieren, fiir die das von Joksch vorgeschlagene
dynamische Programm eine exponentielle Anzahl von Teildipfaden in den Listen
erzeugt. Das Verfahren von Joksch kann jedoch durch Skalierungstricks in ein voll-
polynomiales Approximationsverfahren umgewandelt werden [War87, Has92].

Wir greifen das dynamische Programm von Joksch als Ansatz auf. Da wir
das Verfahren zur Losung der Wegeprobleme mit Langenbeschrénkung mehrfach
in dem Verfahren KABEL-OPT anwenden, werden zusétzliche Distanztabellen
bereitgehalten, die eine friihzeitige Entfernung von (S, )-Teildipfaden aus den
Kandidatenlisten ermé6glichen. Unsere Implementierung baut auf einer Implemen-
tierung von Lauther auf, dessen Datenstrukturen wir benutzt haben [Lau95]. Im
folgenden beschreiben wir unser Verfahren zur Losung des Wegeproblems RCSP.
Dazu fiithren wir die folgenden Definitionen ein.

Ein Dipfad P dominiert einen Dipfad P’, wenn

Zla < Zla und Zwag Zwa

a€eP acP’ a€P a€P’

gilt.

Eine (S,T)-Dipfadtreppe ist eine Familie von (S, T)-Dipfaden @1, ... , Qn,
fiir ein n > 0, in der kein Dipfad einen anderen dominiert. Wir ordnen die Dipfade
so an, dafl deren Lingen streng monoton steigend und deren Kosten streng mo-
noton fallend sind. Fiir die leere Dipfadtreppe notieren wir Q = () und n = 0.

Eine (S, T')-Dipfadtreppe heifit begrenzend, wenn fiir jeden (S, T')-Dipfad P
eine Treppenstufe @,,, 1 < m < n existiert, die den Dipfad P dominiert.

Wenn die Menge der Quellen oder Senken nur ein Element s bzw. ¢ enthal-
ten, dann bezeichnen wir die Dipfadtreppe auch als (S, t)-, (s,T)- bzw. (s,t)-
Dipfadtreppe. Trigt man die Dipfade einer begrenzenden (S, T)-Dipfadtreppe in
ein Liangen-Kosten-Diagramm ein und verbindet die entsprechenden Punkte mit
waagerechten und senkrechten Linien, dann ergibt sich das Bild einer absteigen-
den Treppe. Alle Punkte fiir die anderen (S, T)-Dipfade befinden sich oberhalb
dieser Treppenlinie.

Bemerkung 5.2.1.2. Sei die Familie Qy, ..., Q, eine begrenzende (S,T)-Di-
pfadtreppe und sei, fiir einen positiven Index m < n, Q,, der billigste Dipfad der
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Familie Q, dessen Linge kleiner oder gleich der Lingenbeschrinkung L 1st, dann
st der Dipfad QQ,, eine Lisung des Problems

RCSP(D, S, T,w,1,L).

5.2.2 Ein Verfahren fiir das Wegeproblem RCSP

Wir wollen zur Losung des Problems RCSP mit einem dynamischen Programm
begrenzende (S, T)-Dipfadtreppen (prinzipiell) berechnen. Fiir alle Knoten i € V
seien (S, i)-Dipfadtreppen R; 1, ..., R;,, gegeben. Man betrachte fiir einen Bo-
gen (i, j) € A die folgende dynamische Rekursion, um die (S, j)-Dipfadtreppe R;.
abzusenken.

Sei N C {1,...,n;} die Menge der Indizes m, so daf§ der Dipfad Q,, =
Rim U{(7,7)} von keinem Dipfad aus Rj1, ..., Rj,; dominiert wird. Sei N’ C
{1,...,n;} die Menge der Indizes m’, so da§ der Dipfad R;,, fiir alle m € N von
keinem Dipfad @), dominiert wird. Die Dipfade @, m € N, und R;,,, m' €
N' dominieren sich dementsprechend nicht gegenseitig, so dafl wir sie in einer
neuen (5, j)-Dipfadtreppe @, ..., Q! anordnen kénnen. Wir notieren fiir dieses
Verfahren

Q' := ABSENKEN(R; , R; ., (i,7),w, ).

Statt an (S, 7)-Dipfaden Bégen anzuhéngen, kénnen auch vor (i, T')-Dipfaden

Bogen gehingt werden. Fiir alle Knoten i € V seien (4, 7T)-Dipfadtreppen R; i,

., Rin, gegeben. Fiir einen Bogen (7, j) senken wir die Dipfadtreppe R;. wie
oben beschrieben nach unten ab und kénnen genauso

Q' = ABSENKEN(Rj,., Ri,-, (iaj)ﬂ W, l)’

notieren. Das Verfahren ABSENKEN unterscheidet nicht, an welcher Stelle der
Bogen (7, j) angefiigt wird.

Seien fiir alle Knoten 7 € V' untere Schranken p; fiir die Léngenabstinde und
untere Schranken @; fiir w-Kostenabstéinde jeweils des Knotens 7 von den Quel-
len S in dem Digraphen D berechnet. Dies kann zum Beispiel durch die Berech-
nung /- und w-Kiirzester-Wege geschehen sein. Sei weiterhin eine obere Schran-
ke ) fiir die Kosten der optimalen Lésung des Wegeproblems RCSP gegeben,
z. B. wegen der Kenntnis zuldssiger Losungen des Wegeproblems RCSP. Dann
kommen (i, T)-Dipfade P, die linger sind als L— p; oder die teurer sind als Q—d;,
nicht als Teildipfade eines optimalen Dipfades fiir das Wegeproblem RCSP in Be-
tracht. Wir kénnen solche Dipfade entfernen. Die iibrigbleibenden Dipfade ordnen
wir in einer (i, T)-Dipfadtreppe Q" an. Wir notieren dafiir

Q" := ABSCHNEIDEN(Q',, L).
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Wir formulieren parallel zwei Varianten fiir ein dynamisches Programm zur
Berechnung begrenzender Dipfadtreppen. In einer Variante wird von den Quellen
aus expandiert, in der anderen von den Senken aus.

Algorithmus 5.2.2.1.

Eingabe:

FEin Digraph D = (V, A) mit Bogenlingen [, Bogenkosten w, Quellen S CV und
Senken T C V', eine Ldingenschranke L und eine Kostenschranke Q) sowie fiir
jeden Knoten i € V untere Schranken p; fir die Vervollstindigungslingen und ;
fiir die Vervollstindigungskosten der Dipfade in den Dipfadtreppen von i.

Ausgabe:
(S,%)-Dipfadtreppen R, 1, ..., Ri,, fir alle Knoten i € V.

Datenstruktur:
Eine Prioritdtsschlange aktiver Knoten W, reelle Priorititen m; fiir alle Kno-
ten 1 € V, Dipfadtreppen @', Q", Knoten i,j,k € V und ein Bogen a € A.

Initialisiere:
W:=S (W:=T) mit Prioritit m; := 0, k € W.
Ry :=0, ng := 1, fir alle aktiven Knoten k € W.
n; = 0 fir alle i € V\W.
SOLANGE die Priorititsschlange W nichtleer ist:
Entferne den Knoten i € W mit niedrigster Prioritit m aus W.
FUR_ALLE a := (i,7) € 6t(i):  (FUR_ALLE a := (j,i) € 6 (i))
Q' := ABSENKEN(R; ., R; ., a,w,)
Q" := ABSCHNEIDEN(()', Q- L— Pi)
R; =Q".
WENN R;. einen neuen Dipfad enthdlt:
Setze die Prioritit mwj := 3 ,cp.  lo-
Fiige den Knoten j in die Priorititsschlange W ein.
ENDE
ENDE
ENDE

Dieser Algorithmus tritt als Unterverfahren in anderen Algorithmen auf und
wird dort mit
R := TrRePPEN(D, S, T, w,(, &, p, Q, E)
bzw. fiir die geklammerte Variante mit

R := RUCKTREPPEN(D, T, S, w, [, &, p, Q, ﬁ)
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bezeichnet.

Gegeben sei eine optimale Losung, ein gerichteter Weg P*, des Wegepro-
blems RCSP(D, S, T,w,l,f)). Um die weitere Argumentation zu vereinfachen,
nehmen wir an, daf} die optimale Losung P* eindeutig ist. Dies konnen wir z. B.
durch infinitesimale Anderungen der Lingen und Kosten erzwingen.

Bemerkung 5.2.2.2. Die optimale Lisung P* des Wegeproblems RCSP finden
wir in den Dipfadtreppen R, wenn der Algorithmus 5.2.2.1 abbricht.

Man betrachte den Algorithmus
R := TREPPEN(D, S, T, w, [, @, p, Q, ﬁ)

mit Dipfadtreppen R; 1, ..., R;,, fiir alle Knoten ¢ des Digraphen D. Der Start-
knoten von P* sei s € S der Endknoten von P* sei t € T. Der (s, j)-Teilweg
von P* sei @; fiir alle Knoten j € V(P*). In jeder Dipfadtreppe R;. ist der
gerichtete Weg (), enthalten, denn kein anderer (S, j)-Dipfad P dominiert @);.
Andernfalls dominiert der Dipfad P U (P*\(@,) den Dipfad P*, aber P* ist die
einzige optimale Losung des Wegeproblems RCSP. Auflerdem darf nach Kon-
struktion der Dipfad (); nicht abgeschnitten werden.

Wenn Instanzen des Steinerbaum-Problems in Digraphen mit dem Verfahren
KABEL-OPT gelost werden sollen, sind alle Bogenléngen in den zu l6senden We-
geproblemen RCSP gleich null und jede Dipfadtreppe enthélt hochstens einen
Dipfad. In dem Algorithmus 5.2.2.1 wird das Prioritdtsgewicht 7; in diesem Fall
gleich den Kosten dieses Dipfades gesetzt, bevor der aktive Knoten in die Prio-
ritdtsschlange eingefiigt wird. Auf diese Weise verlauft der Algorithmus 5.2.2.1
wie das Verfahren von Dijkstra zur Berechnung von kiirzesten Wegen.

Im schlimmsten Fall ist der Algorithmus 5.2.2.1 exponentiell. Fiir die von uns
betrachteten Instanzen jedoch ist er sehr effektiv. Der Grund dafiir ist, dafi we-
gen der Kenntnis der unteren Schranken fiir die Vervollstdndigungskosten w und
die Vervollstindigungsldngen p friihzeitig aussichtslose Teildipfade abgeschnitten
werden. Ein vergleichbarer Dijkstra-Algorithmus, der die unteren Schranken fiir
die w-Vervollstindigungskosten ausnutzt, 16st die entsprechenden Instanzen ohne
Langenbeschrinkung in der Regel langsamer.
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5.3 Reduktionen des Kabelproblems

In diesem Abschnitt beschreiben wir Reduktionen des Kabelproblems. Implizit
wenden wir dabei die Ergebnisse der Reduktionen des Netzproblems aus Ab-
schnitt 4.2 an. Alle Reduktionen beziehen sich auf das aktuelle Kabelproblem

Il = KABEL(D, S,T,c,d,l,L), D= (V,A),

und die aktuellen AnschluBdigraphen Dy, t € T, sowie das zugehéorige Netzpro-
blem

U = NETZ(A, T, H, ¢, d).

Leitlinie fiir den Entwurf der Reduktionsverfahren fiir das Kabelproblem sind
zum einen Verfahren, die fiir das speziellere Steinerbaum-Problem in Graphen
entworfen worden sind. Wir verweisen auf die Veroffentlichungen [Bea84, BP87,
DV89b, CGR92, WS92, Dui93, Luc93, Win95] fiir einen Uberblick iiber Reduktio-
nen fiir das Steinerbaum-Problem in Graphen. Da fiir das Steinerbaum-Problem
keine Dipfadkosten und keine Lingenbeschrinkungen zu beriicksichtigen sind,
kénnen die Verfahren nur sehr eingeschriankt auf das allgemeinere Kabelproblem
iibertragen werden.

Eine andere Quelle fiir den Entwurf von Reduktionsverfahren sind die Redu-
zierte-Kosten-Kriterien des Theorems 2.4.2.1. Die Reduzierte-Kosten-Kriterien
werden auf die Bogenvariablen und die Anschlufivariablen des Programms DEKO
angewandt. Die reduzierten Kosten der Bogenvariablen sind durch die Bogen-
kosten nach oben beschrinkt. Die reduzierten Kosten der Anschlufivariablen
yr.p, t €T, P € Hy, sind hingegen bei nichtnegativen Zielpreisen durch die Sum-
me der Bogenkosten der Bogen des Anschlusses P und durch die Dipfadkosten
von P nach oben beschrinkt. Aus diesem Grund ist die erfolgreiche Anwendung
des Reduzierte-Kosten-Kriteriums auf die Anschlufvariablen viel frither moglich
als dessen Anwendung auf die Bogenvariablen. Da wir die Anschlufvariablen nicht
explizit auflisten wollen, {iberpriifen die Reduktionstests, ob eine Bogen a € A,
der Anschludigraphen Dy, t € T, entfernt werden darf. Dies entspricht der Eli-
mination aller Dipfade P € H; mit a € P.

Wir beschreiben fiir eine Reduktion immer zuerst die Konstruktion der neuen
Instanz IT" des Kabelproblems, die Berechnung einer neuen zuléssigen Losung des
dualen Programms DDEKO(¥') und die Berechnung einer optimalen Losung der
urspriinglichen Instanz bei Kenntnis einer optimalen Losung der neuen Instanz IT'.
Darauf folgend stellen wir Kriterien fiir die Zuléssigkeit der Reduktion vor bzw.
die Verfahren, um diese Kriterien zu iiberpriifen.

Die Entfernung von Bogen aus dem Digraphen D der Instanz I bzw. aus An-
schluBdigraphen D,, t € T, wird in den Unterabschnitten 5.3.1 und 5.3.2 disku-
tiert. Die Kontraktion eines Bogens, der in einer optimalen Losung des Kabelpro-
blems II enthalten ist, wird in den Unterabschnitten 5.3.3 und 5.3.4 besprochen.
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Fiir Netzknoten, in denen eine optimale Wurzelwald-Losung nicht verzweigt,
wird eine YA-Transformation in den Unterabschnitten 5.3.5 und 5.3.6 beschrie-
ben.

Die einzelnen Verfahren setzen wir zu komplexeren Verfahren zusammen.
In dem Verfahren KABELREDUKTION werden vor allem lokale Tests aufgeru-
fen. In dem Verfahren NETZREDUKTION werden die Tests aufgerufen, die auf
dem Reduzierte-Kosten-Kriterium basieren. Wenn diese zu Problemreduktionen
fiihren, wird das Verfahren KABELREDUKTION aufgerufen. Die Details enthélt der
Unterabschnitt 5.3.7. Von dem Hauptverfahren zur Losung des Kabelproblems
wird das Verfahren KABELREDUKTION beim Preprocessing und das Verfahren
NETZREDUKTION im Rahmen der heuristischen Verfahren aufgerufen.

5.3.1 Entfernen von Bégen

Gegeben seien das aktuelle Kabelproblem

(5.1) Il = KABEL(D, S,T,¢,d,l,L), D= (V,A),
das zugeordnete Netzproblem ¥ sowie die Partition

(5.2) A'UA" = A

der Bogen des Digraphen D. Wenn eine optimale Losung (B*, Q*) der Instanz II
existiert, die nur Bogen der Menge A’ enthiilt, dann sagen wir:

In der Instanz II ist die Entfernung der Bégen A” zuliissig.

Die neue Instanz ist dann

(5.3) II' = KABEL(D', S, T, ¢|a,d, 1|4, L), D' = D[A].

Eine optimale Losung (B1, Q™) fiir die Instanz II ist auch eine optimale Losung
fiir die Instanz II. Die Bogen A” werden implizit auch aus den Senkendigra-
phen D, entfernt. Das zu dem Kabelproblem II' und den Senkendigraphen D,
gehorige Netzproblem nennen wir W', Ist () eine zuléssige Losung des dualen
Programms DDEKO(¥), dann ist (|, , ) entsprechend Theorem 4.2.1.2 eine
zuldssige Losung des dualen Programms DDEKO(U'). Das Verfahren, das die
Entfernung der Bogen A” aus dem Kabelproblem II und die Anpassung der ak-
tuellen zuldssigen Losung (%) realisiert, bezeichnen wir mit

ENTFERNE(A").

5.3.2 Testverfahren fiir die Entfernung von B6gen
Das Verfahren GRADTEST1

Die Eingabe des Verfahrens GRADTEST1 ist eine Liste von Knoten V' C V. Mit
dem Verfahren GRADTEST1 werden Netzknoten V" C V' gefunden, in denen kein
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Bogen endet oder in denen kein Bogen beginnt. Die Bogen A”, die zu einem Kno-
ten aus V" inzident sind oder die in einer Quelle aus V' enden, sind iiberfliissig.
Die Bogen A” werden an das aufrufende Verfahren zuriickgegeben. Wir notieren

GRADTEST1(V').

Das Verfahren UMWEGTEST

Die Eingabe des Verfahrens UMWEGTEST ist eine Liste B C A von Bogen. Das
Verfahren UMWEGTEST priift fiir jeden Bogen (i, j) € B, ob ein (i, j)-Dipfad P
in D — (4, j) mit nicht mehr als drei Bogen sowie mit ¢(P) < ¢(; 5 und I(P) < [ 5
existiert. Die Bogen A” C B mit dieser Eigenschaft sind iiberfliissig und werden
an das aufrufende Verfahren zuriickgegeben. Wir notieren

UMWEGTEST(B).

Das Verfahren ERREICHBARKEIT

Das Verfahren ERREICHBARKEIT findet Bogen A” C A, die fiir alle Senken ¢t € T
in keinem Anschluf-Dipfad P € H, enthalten sind. Die Bogen A” sind daher
iiberfliissig.

Jedem Knoten ¢ € V ordnen wir die Linge des [-kiirzesten Weges p; von
irgendeiner Quelle mit Endknoten ¢ zu. Die Lénge des kiirzesten Weges von dem
Knoten 7 nach der Senke ¢ bezeichnen wir mit ¢;;. Wir definieren den erlaubten
Abstand 7; des Knotens 7 von den Quellen S in dem Digraphen D durch

T; — Inax Lt — O ¢-
teT

Es gilt die lokale Beziehung
- RN
Ti jg}sﬁé) T3 = Ui
die wir in einem dynamischen Programm nach Art des Moore-Algorithmus zur

Berechnung des erlaubten Abstandes 7 ausnutzen. Fiir alle Knoten 7 € V mit 7; <
pi, sind die Bogen aus §(7) entfernbar, d. h. A" := A"6(q).

Das Verfahren BOGENTEST

Das Verfahren BOGENTEST findet Bogen B C A, deren Bogenvariable zu grofie
reduzierte Kosten haben und die daher iiberfliissig sind.

Die Eingabeparameter des Verfahrens BOGENTEST sind die Kosten K einer
zuldssigen Losung des Kabelproblems IT und eine zulissige Losung (% ) des dualen
Programms DDEKO(¥). Wir notieren

BOGENTEST(K, (§))

Alle Bogen a € A deren reduzierte Kosten ¢, — ZteT vy, grofler sind als die
Liicke K — ), ., u; werden der Menge B zugewiesen.
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Das Verfahren SENKENREICHWEITE

Das Verfahren SENKENREICHWEITE berechnet fiir jede Senke ¢ € T eine Bo-
genmenge B C A, deren Bogen aus dem Senkendigraphen D, entfernt werden
kénnen. Implizit werden dadurch alle Dipfad-Anschliisse P € Hy, die einen Bo-
gen aus B enthalten, aus dem aktuellen Netzproblem V¥ entfernt. Die Berechnung
basiert auf einer Abschétzung der reduzierten Kosten der Anschlufivariablen der
Senke .

Die Eingabe des Verfahrens sind die Kosten K einer primalen Losung des
Netzproblems ¥ und eine zuléssige Losung (3 ) des Programms DDEKO().

Die Ausgabe des Verfahrens ist eine Menge von Bogen A” C A, die aus
dem Kabelproblem II entfernt werden koénnen, da sie in keinem Senkendigra-
phen D,, t € T, mehr enthalten sind. Wir notieren

SENKENREICHWEITE(K, (})).

Fiir jede Senke ¢ € T gehen wir implizit zu einer dualen Losung (/) mit

o = G Dweng Ve U =1
t',a /Ut/,a tl # t

iber. Wir wollen die reduzierten Kosten

qs,p = Citl(P) —+ Z(Ut,a + Ta) — Uy, P e Ht,

acP

der Dipfadvariablen y, p durch Berechnung kiirzester Wege mit beschrénkten Res-
sourcen abschitzen. Wir definieren Bogenkosten

Wy = dyl, + Vg +7Te (a € Ay).

Die Entfernung von Anschliissen P € H;, deren Kosten w(P) die obere Schranke

A

O = u + (K — u(T))

iiberschreiten, ist nach dem Reduzierte-Kosten-Kriterium zuléssig. Sei p; fiir al-
le Knoten 7 € V der Léngenabstand des Knotens 7 von den Quellen S in dem
Digraphen D. Als untere Schranke fiir den w-Kostenabstand der Knoten V' von
den Quellen S in dem Digraphen D setzen wir cztp ein. Wir berechnen Dipfad-
treppen R, 1, ..., R;,, von der Senke ¢ aus.

R := RUCKTREPPEN(D,, t, S, w, |4, dep, p, S0, L),

Danach expandieren wir von den Quellen S aus. Fiir alle Knoten 7 € V' legen wir
Léngenabstéinde p; und die Kostenabstéinde @; der Anschliisse H; zwischen den
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Knoten 7 und der Senke t fest durch

o0 falls R;. leer ist,
eV o pp= ’
[(R;1) sonst,
R 00 falls R;. leer ist,
1eV: o= ’
w(R;y,;) sonst.
Wir berechnen Dipfadtreppen R;,, ..., R;’m von den Quellen S aus:

R’ := TrREPPEN(Dy, S, t,w,l|1,, @, p',Q, Lt) .

Fiir alle Bogen (i,5) € A; berechnen wir eine untere Schranke w* fiir die w-
Kosten eines Anschlu-Dipfades P* € H; mit (i,j) € P. Dazu kombinieren
wir jeden Dipfad P der (j,t)-Dipfadtreppe R;. (prinzipiell) jeweils mit jedem
Dipfad P’ der (S,4)-Dipfadtreppe R;. und dem Bogen (i, j) zu einer (5, t)-Kette
mit Kosten w(P") +w; ;) +w(P) und Linge [(P') 4+ {(; ;) + (P). Wenn die untere
Schranke w* grofler ist als die obere Schranke €2, dann ist nach dem Reduzierte-
Kosten-Kriterium die Entfernung aller Dipfade P € H;, die den Bogen (i,j)
enthalten, zuléssig.

Eine etwas grobere Abschétzung erhalten wir, wenn wir jeden Dipfad der (3, t)-
Dipfadtreppe mit jedem Dipfad der (.S, )-Dipfadtreppe zu einer (5, t)-Kette kom-
binieren. Analog zu dem obigen Vorgehen kénnen wir dann entscheiden, ob die
Entfernung aller Dipfade P € H,, die iiber den Knoten i fiihren, zulissig ist. In
diesem Fall realisieren wir die Entfernung dieser Dipfade, indem wir alle inziden-
ten Bogen aus dem Anschluidigraphen D, entfernen.

Die Nutzpreise v, der entfernten Bogen a € B setzen wir gleich null. Am
Ende des Verfahrens SENKENREICHWEITE weisen wir alle Bogen a € A, die in
keinem Senkendigraphen D,, ¢t € T, mehr vorkommen, der Liste A” zu.

5.3.3 Kontraktion eines Bogens

Gegeben seien eine Instanz

(5.4) Il = KABEL(D, S, T,¢,d,l,L), D= (V,A,1),
des Kabelproblems sowie ein Bogen

(5-5) aeA @) =7, ¢85

Wenn eine optimale Losung (B*, Q*) der Instanz II existiert, so dafl B* ein Wur-
zelwald ist und den Bogen a enthilt, dann sagen wir:

In der Instanz II ist die Kontraktion des Bogens a zulissig.

Wir koénnen eine Vor-Auswahl des Bogens a fiir die Losung des Kabelproblems I1
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-————

Abbildung 5.1: Kontraktion eines Bogens

treffen und diese durch eine Kontraktion des Bogens a in dem Digraphen D um-
setzen. Die Kontraktion des Bogens a fiihrt auf eine neue Instanz

(5.6) II' = KABEL(D', S, T",¢,d',I', L'), D' = (V' A" ¢').

Dem Kabelproblem IT ist ein Netzproblem ¥ zugeordnet, dem Kabelproblem IT’
ist ein Netzproblem ¥’ zugeordnet. Die aktuelle zuldssige Losung (%) des dua-
len Programms DDEKO(¥) wird in eine zuldssige Losung (gf) des dualen Pro-
gramms DDEKO(¥') mittransformiert.

Das Verfahren, das diese Reduktion realisert, bezeichnen wir mit

KONTRAHIERE(G).

Wir beschreiben das Verfahren KONTRAHIERE(a) im folgenden:
Aus dem Digraphen D werden der Knoten j und die Bogen a € A entfernt,
deren Endknoten j ist oder die zu dem Bogen a antiparallel verlaufen, das heifit

(5.7) V' =V\{j}, A'= A\{a € A|y(a) = j oder 9(a) = (4,1)}

Sei A” C A’ die Menge der Bogen, deren Anfangsknoten j und deren Endknoten
nicht 7 beziiglich der Inzidenzfunktion 1) ist. Die Inzidenzfunktion 1)’ weist den
Bogen a € A” den Anfangsknoten i und den alten Endknoten t5(a) zu. Man
beachte, dafl auf diese Weise parallele Bégen in dem Digraphen D’ enthalten
sein konnen. Die Bogen a € A" reprisentieren in dem neuen Graphen D' den
Teildipfad {@, a}. Zu ihren alten Léngen wird daher die Linge des kontrahierten
Bogens a hinzuaddiert, das heifit I = [, + l;. Die Kosten dieser Bégen bleiben
unverindert, das heifit ¢, = ¢, fiir alle a € A”. Ebenso unverindert bleiben die
Kosten, Lingen und Inzidenzen der anderen Bogen a € A"\ A", das heifit ¢, =
Cay I}, = 1o und ¢!, = 1,.

Im Zusammenhang mit der Festlegung der Parameter des neuen Kabelpro-
blems IT" wird gezeigt, wie aus aus einer (optimalen) Losung (B', Q') der In-
stanz I’ eine (optimale) Losung (B, @) der Instanz II erhalten wird und wie aus
der optimalen Losung (B*, Q*) der Instanz II eine optimale Losung (B1, Q™) der
Instanz I1" erhalten wird.
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Die Bogenmenge B der Losung (B, Q) der Instanz II setzt sich zusammen
aus der Bogenmenge B’ der Losung (B’, Q') und dem kontrahierten Bogen a, das
heift B = B’ U{a}. Die Bogen B*, der Losung (BT, Q") sind die Bogen B* der
Losung (B*,Q*) ohne den kontrahierten Bogen @, das heifit Bt = B*\{a}. Die
Kosten der Bégen B bzw. B* der Losungen der Instanz II sind daher um c¢; grofier
als die jeweiligen Kosten der Bogen B’, BT der Losungen der neuen Instanz IT'.
Fiir alle t € T, t # j, definieren wir die Dipfade Q; und Q; wie folgt: Wenn der
Dipfad )} einen Bogen a € A” enthilt, dann ist Q; = @Q; U a, sonst ist Q; = Q.
Wenn der Dipfad (); den kontrahierten Bogen & und somit auch einen weiteren
Bogen a € A" enthilt, dann ist Q; = Q;\{a}, sonst ist Q = Q;. In jedem
Fall bleiben die Lingen der Dipfade gleich, das heifit [(Q,;) = I'(Q}) und {(Q}) =
I'(Qf), denn es gilt I! =I5 + .

Wir unterscheiden nun vier Fille fiir die Festlegung der neuen Senken 77,
der neuen Dipfadkostenfaktoren d’, der neuen Lingenbeschrinkungen L', der
neuen dualen Losung (;j:) sowie der noch nicht festgelegten Dipfade der Losun-
gen (B, Q) und (BT, Q). Man beachte, dafi durch diese Festlegungen die Lingen-
beschréinkungen in den Losungen (B, @) und (B*, Q") eingehalten werden.

1. Der Endknoten j des Bogens @ ist keine Senke, das heifit j ¢ T
Dann bleiben die Senken, Dipfadkostenfaktoren und Léngenbeschriankun-
gen unverdndert, das heifit

T'=T,d =dund L' = L.

In diesem Fall sind alle Dipfade aus Q und Q" festgelegt. Die Kosten der
Dipfade sind jeweils gleichgeblieben,

D did(Q) =) dl'(Q))

teT teT
D dl(Q)) =D dil(@QF)
teT teT

Die Kosten der Losungen (B, Q) und (B*, Q*) sind jeweils um c; grofier als
die Kosten der Losungen (B’, Q') und (B*, Q™).

Die Nutzpreise bleiben unveréndert. Von den Zielpreisen werden die Nutz-
preise des Bogens a abgezogen, d. h.

uy = Uy — Vg und vy, = vy, fiir alle t € 7" und alle a € A’

2. Der Endknoten j des Bogens a ist eine Senke, das heifit j € T"
Wir verschieben die Senke j nach 7 und unterscheiden die Félle:

(a) Der Anfangsknoten i des Bogens a ist eine Quelle, das heifit ¢ € S:
Dann fillt die Senke j fort, das heifit 77 = T\{j}, d' = d|r» und L' =
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L. Wir definieren den Dipfad @; = {a}. Da B* ein Wurzelbaum ist,
ist der Dipfad @)} gleich dem Dipfad @);. Die Kosten der Dipfade Q;

und Q7 sind gleich chza. Die Nutzpreise bleiben unverdndert. Von den
Zielpreisen werden die Nutzpreise des Bogens a abgezogen, d. h.

up = uy — vy und vy, = vy, fiir alle € 7' und alle a € A'.

Der Anfangsknoten i des Bogens a ist weder eine Senke noch eine
Quelle, das heifit : ¢ S UT: Dann wird der Knoten i zu einer Senke,
das heifit 77 = (TU{i})\{j}. Die neuen Liéngenbeschréinkungen werden
festgelegt durch

L;=L;—l; und L} = L, fiir alle Senken ¢ € T\{j}.
Die neuen Dipfadkostenfaktoren werden festgelegt durch
d; = d; sowie d; = d, fiir alle Senken ¢ € T'\{j}.

Wir definieren den Dipfad @; = @} U {G¢} und den Dipfad Q; =
@Q;\{a}. Auf diese Weise ist die Lange des Dipfads @; gleich I'(Q;) +
la < L; und die Lénge des Dipfads Q;" gleich Q% —I; < Lj. Die Kosten
der Dipfade @; und Q; sind jeweils um djla grofler als die Kosten der
Dipfade Q' und Q;'.

Die Nutzpreise bleiben unverédndert. Von den Zielpreisen werden die
Nutzpreise des Bogens @ abgezogen, d. h.

Uy = Uy — Vg und vy, = vy, fiir alle € 7' und alle a € A".

Der Anfangsknoten ¢ des Bogens a ist eine Senke, das heifit ¢ € 1™
Dann geht die Senke j in der Senke i auf, das heifit 77 = T\{;j}. Die
neuen Léngenbeschrinkungen werden festgelegt durch

L; =min{L; — @, L;} und L; = L, fiir die Senken ¢ € T\{j}.
Die neuen Dipfadkostenfaktoren werden festgelegt durch
d, = d; + d; und d, = d, fiir alle Senken t € T\{j}.

Wir definieren den Dipfad @; = @ U {a}. Die Dipfade Q; = @;
und Q; = Qf sind bereits festgelegt. Die Liinge des Dipfads Q) ist
gleich

0Qj) =1(Q)) +1la < Ly +1a < Ly
Fiir die Kosten der Dipfade gilt:

(@) + d;l(Q5) = dil'(@Q}) + djla

dil(Q7) + d;l(Q;) = d;
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(d) Die Nutzpreise und Zielpreise der Senken ¢ und j werden aufaddiert.
Ansonsten bleiben die Nutzpreise unverindert und von den Zielpreisen
werden die Nutzpreise des Bogens a abgezogen, das heifit

! ! . !
u; = Ui + Uj — Vg und Vig = Via T Vja fir allea € A',

Uy = Uy — Vyq und v;, = vy, fiir alle t € T\{s} und alle a € A".

Ist also j € T eine Senke, dann sind die Kosten der Losungen (B,Q)
und (B*, Q*) jeweils um c¢;+d;l; groBer als die Kosten der Losungen (B, ()')
und (BT, Q7).

Ist (B',Q') eine optimale Losung der Instanz IT', dann sind die Kosten der
Losung (B, ) hochstens so grofl wie die Kosten der optimalen Losung (B*, Q).
Also ist dann auch die Losung (B, @) optimal fiir die Instanz II.

5.3.4 Testverfahren fiir die Kontraktion von Bégen

Wir bezeichnen einen Bogen bzw. ein Bauteil, das in jeder zuldssigen Losung
einer Instanz des Kabelproblems bzw. des Netzproblems enthalten ist, als un-
entbehrlich. Ansonsten nennen wir den Bogen oder das Bauteil entbehrlich.
In den nachfolgenden Testverfahren suchen wir nach unentbehrlichen Bégen.

Das Verfahren SENKENGRAD

Das Verfahren SENKENGRAD findet Senken aus T' C T, in denen genau ein Bogen
endet. Die Bogen A C A, die in den Senken 7" enden, sind unentbehrlich.

Das Verfahren UMGEHUNGSTEST

Das Verfahren UMGEHUNGSTEST findet Bégen A C A, die in jeder zuldssigen
Lésung der Instanz II enthalten sind.

Zuerst berechnen wir einen spannenden [-Kiirzeste-Wege-Wurzelwald B mit
den Quellen S als Wurzeln. Dadurch erhalten wir erstens einen [-Kiirzeste-Wege-
Wurzelwald B C B mit Wurzeln in S, dessen Blitter die Senken T sind. Zweitens
erhalten wir die Lingenabstinde p; der Knoten ¢ zu den Quellen aus S. Sicher
sind hochstens die Bogen des Waldes B unentbehrlich. Wir testen einzeln, ob
ein Bogen aus a € B unentbehrlich ist. Dazu berechnen wir die Abstéinde p} der
Knoten ¢ zu den Quellen S in dem Digraph D—a. Gleichzeitig berechnen wir einen
Kiirzeste-Wege-Wurzelwald B’ in dem Digraph D — a mit Wurzeln in S, dessen
Blétter die Senken 7" sind. Ist fiir irgendeine Senke ¢ die Langenbeschriankung L,
kleiner als der neue Abstand p}, dann ist der Bogen a unentbehrlich. Anderenfalls
sind alle Bogen, die nicht in B’ enthalten sind, entbehrlich. Die unentbehrlichen
Bogen aus B vereinigen wir mit der Menge A.
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Das Verfahren BRUCKENTEST

Das Verfahren BRUCKENTEST findet Bogen AcC A, die unentbehrlich sind, weil
sie in einem AnschluB8digraphen D,, t € T, eine Briicke darstellen.

Fiir alle Senken ¢ € T bilden wir den Durchschnitt | J,. H; P der Anschlu$-
Dipfade des Pools H; C H;. Anschlielend suchen wir fiir jeden Bogen a €
UPeH; P einen (S, t)-Dipfad beliebiger Linge in dem Digraphen D; — a. Wenn
kein solcher Dipfad existiert, ist a unentbehrlich, da es eine Briicke zwischen den
Quellen und der Senke ¢ ist. Die unentbehrlichen Bégen weisen wir der Menge A
ZU.

5.3.5 YA-Transformationen

Gegeben seien eine Instanz
Il = KABEL(D, S, T,c,d,l,L), D= (V,A)

des Kabelproblems sowie ein Netzknoten j € V, j ¢ S,T. Wenn eine Wurzel-
wald-Losung (B*, Q*) der Instanz II existiert, so dal der Wurzelwald B* in dem
Netzknoten j nicht verzweigt, dann sagen wir:

In der Instanz II ist die YA-Transformation mit Zentrum j zulissig.
Die YA-Transformation mit Zentrum j fiihrt auf eine neue Instanz

-———>

Abbildung 5.2: YA-Transformation

II' = KABEL(D',S,T,c,d,I', L), D' = (V', A").

Dem Kabelproblem II ist das Netzproblem ¥ zugeordnet. Dem Kabelproblem IT'
ist das Netzproblem ¥’ zugeordnet. Die aktuelle zuldssige Losung (3 ) des dualen
Programms DDEKO(¥) wird auf eine zuléissige Losung (%) des dualen Pro-
gramms DDEKO(U') mittransformiert.

Das Verfahren, das die Reduktion durchfiihrt, bezeichnen wir mit

Y A-TRANSFORMATION(j).
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Wir zeigen im folgenden, wie die Parameter der Instanzen IT' festgelegt wer-
den und wie aus einer (optimalen) Losung (B', Q') der Instanz I’ eine (opti-
male) Losung (B, Q) der Instanz II erhalten wird und wie aus der optimalen
Losung (B*, Q*) der Instanz II eine optimale Losung (B1, Q") der Instanz IT'
erhalten wird.

Der Knoten j wird entfernt, das heifit V' = V\{j}. Fiir je zwei, zu j inzidente
Bogen (4, 7), (j, k) miti # k fuhren wir einen neuen Bogen (i, k) mit Lénge l(z,k)
li,j)+1¢j,k) Kosten c’(i,k) = ¢((i,j)+C¢(j,x) und Nutzpreisen U;,(i,k) = Vg (i,j) TVs,(jk)> T €
T, ein. Die so eingefiihrten Bogen fassen wir in der Menge C zusammen. Die
Bogen der neuen Instanz legen wir zu A" = (A\d(5)) UC fest. Die Lingen, Kosten
und Nutzpreise der Bogen a € A\J(j) bleiben unveréndert, das heifit I, = ,, ¢, =
cound v , = vy 4, t € T. Ebenso bleiben die Zielpreise unveréindert, das heifit uj =
u, t€T.

Die Anzahl der neuen Bogen |C| ist hochstens gleich | (j)||0~ (7)|- Die YA-
Transformation mit Zentrum j ist also nur dann eine echte Reduktion, wenn die
Anzahl der neuen Bogen |C| kleiner oder gleich der Anzahl der alten Bogen |5(j)|
ist. Mitunter ist aber auch eine (kurzfristige) VergroBerung der Anzahl der Bogen
sinnvoll, zum Beispiel weil neue Bogen aus C' durch andere Reduktionen wieder
eliminiert werden koénnen.

Wenn die Bogenmenge B* zwei Bogen (i, j), (j, k) € §(j) enthilt, dann legen
wir BT auf B*\{(s,7), (4,k)} U {(4,k)}, fest. Der Bogen (i, k) € C sei dabei der
aus den Bogen (7, ) und (j, k) erzeugte Bogen. Ansonsten enthélt B* keinen, zu
dem Zentrumsknoten j inzidenten Bogen. Wir definieren in diesem Fall BT = B*.
Die Bogenkosten von B* und B* sind gleich.

Fiir alle Senken t € T werden die Dipfade Q; so festgelegt:

Wenn der Dipfad Q; zwei Bogen (i,7),(j,k) € 6(j) enthilt, dann ist Q; =
Q\{(%,7), (4,k)} U {(i,k)}, sonst ist QF = @Q;. Die Lingen und Kosten der
Dipfade @} und Q; sind daher gleich.

Die Bogenmenge B legen wir auf

B=@BnAU J {6 Gk}
(i,k)eB'NC
fest. Es gilt daher ¢(B) < ¢/(B').
Fiir alle Senken t € T" werden die Dipfade @); so festgelegt:
Wenn der Dipfad @)} keinen Bogen aus C' enthilt, definieren wir Q; = Q).
Wenn der Dipfad @)} genau einen Bogen (i, k) € C enthélt, definieren wir Q; =

QN\{(4, k)} U{(4,J),(J,k)}. Wenn der Dipfad @)} mehr als einen Bogen aus C
enthélt, dann bilden wir die Menge

=@\0u U {65 6HR}

(i,k)eQ,nC

Die Bogenmenge P ist nicht notwendigerweise ein Dipfad, enthélt aber immer
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einen (S,t)-Dipfad Q. Die Linge und die Kosten des Dipfades @); sind gleich
oder kleiner als die Lange und die Kosten des Dipfades ().

Seien K, K', K*, Kt die Kosten der Losungen (B,Q), (B',Q'), (B*, Q%)
bzw. (BT,Q%). Sei die Losung (B, Q') eine optimale Losung der Instanz IT.
Dann gilt

K<K' <K'=K*<K.

Also gilt:
Die Losung (B, Q) ist eine optimale Losung der Instanz I1. Die Lésung (B, Q™)
ist eine optimale Losung der Instanz IT'.

5.3.6 Testverfahren fiir YA-Transformationen
Das Verfahren GRADTEST2

Die Eingabe des Verfahrens GRADTEST2 sind Knoten V' C V. Das Verfahren
GRADTEST2 findet Netzknoten V" C V'  in denen genau ein Bogen beginnt
oder die mit genau zwei Knoten adjazent sind. In diesen Knoten ist eine YA-
Transformation zuldssig. Wir notieren

GRADTEST2(V')

Das Verfahren VERZWEIGUNGSTEST

Das Verfahren VERZWEIGUNGSTEST findet eine Knotenmenge V' C V', so daf§
der Wurzelwald B* jeder optimalen Losung (B*,Q*) des Kabelproblems II in
keinem Knoten aus V' verzweigt.

Dem Kabelproblem II zugeordnet ist ein Netzproblem

¥ = NETZ(A, T, H, ¢, d).

Dieses Netzproblem transformieren wir implizit durch Biindelung von je drei Ziel-
punkten. Wir ziehen Reduzierte-Kosten-Kriterien heran, um eine Verzweigung
des Wurzelwaldes einer optimalen Losung in einem Netzknoten auszuschlieflen.

Die Eingabe des Verfahrens sind die Kosten K einer zuléssigen Lésung des Ka-
belproblems IT und eine zuléssige Losung (%) des dualen Programms DDEKO(¥).
Wir notieren

VERZWEIGUNGSTEST (K, (%))

Fiir alle Senken t; € T und alle Netzknoten j € V testen wir:

1. Existiert eine Senke t; # ty und eine optimale Losung (B*, Q*), so dafl der
Wurzelwald Q) U Q}, in dem Netzknoten j verzweigt.
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2. Existieren zwei Senken 1,y # t; und eine optimale Losung (B*, Q*), so daf
der Wurzelwald @7, UQj, in dem Netzknoten j verzeigt und der Dipfad Q}
nicht iiber den Netzknoten j fiihrt.

Wenn beide Félle nicht moglich sind, dann kann eine optimale Wurzelwald-
Losung nicht in dem Netzknoten j verzweigen.

131

Abbildung 5.3: Mogliche Verzweigungen in dem Netzknoten j. Ein Beispiel fiir
den 1. Fall ist mit durchgezogenen Linien, ein Beispiel fiir den 2. Fall ist mit
gestrichelten Linien dargestellt.

Fiir diese Tests wollen wir reduzierte Kosten der Wurzelbdume Qj U Qf,
und und @ U Qj, abschitzen. Um solche reduzierten Kosten formulieren zu
kénnen, biindeln wir die Senken t,, t; und t,. Wir gehen entsprechend der in
Theorem 4.2.3.1 beschriebenen Transformation implizit iiber zu einem Netzpro-
blem

' = NETZ(A,T', H', ¢, d')

und einer neuen dualen Losung (%) des linearen Programms LDEKO(¥’). Die
Zielpunkte des Netzproblems W' sind die Senken t € T, t # tg,t1,ts, und die
gebiindelte Senkenmenge T = {to,t1,t2}. Die Anschliisse, die Anschlufikosten,
die Zielpreise und die Nutzpreise der Zielpunkte t € T', t # T, bleiben un-
verdndert. Die Anschliisse des Zielpunktes {t,t1,¢2} sind formal Bogenmengen
der Vereinigung beliebiger Dipfade P, € H,,, P, € Hy, und P, € H,. Da jedoch
optimale Wurzelwaldlosungen existieren, ist es zuléssig, in der AnschluSmenge H;
nur solche Anschliisse B zu beriicksichtigen, die ein Wurzelwald sind. Durch den
Wurzelwald B sind die erzeugenden Dipfade Py, P; und P, eindeutig festgelegt.
Die Anschlu3kosten des Wurzelwaldes B sind festgelegt durch

'
dT,B = dto,Po + dtl,P1 + dtz,Pz

Mit r, = ¢cq — ZteT V1, bezeichnen wir die reduzierten Kosten der Bogenvaria-

blen z, fiir alle Bégen a € A. Der Zielpreis u'T und die Nutzpreise vy werden
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festgelegt durch

U;”“,a = th,a +7, (a€A).
teT

Entsprechend dem Theorem 4.2.3.2 ist (’;;) eine zuldssige duale Losung des li-
nearen Programms LDEKO(U’). Die reduzierten Kosten q;. ,, des Anschlusses B

sind
qéfw,B = diﬁ,B -+ Z’U,}’_ — U"f =
a€EB
= T'(B) —+ dto,Po + tho,a — Uy, + dt1,P1 + thl,a — Uy +
a€EB a€EB
(58) + dtz,Pz + Z Utz,a - U’tz 2
a€B
> T(B) + dto,Po + tho,a — Uy =
acB
= Z (Uto,a +7a) + dio,py + Z (Uto,a + 7a) = Uto-
a€B\Py a€Py

Die rechte Seite dieser Ungleichung wollen wir noch weiter abschitzen. Dazu
berechnen wir:

1. Fiir alle Knoten 7 € V' die Kosten ¢; des beziiglich der Bogenkosten r + vy, .
billigsten Weges mit Startknoten i und irgendeiner Senke ¢ € T', t # t;, als
Endknoten.

2. Wie in dem Verfahren SENKENREICHWEITE mit Dipfadtreppen fiir alle
Knoten 7 € V eine untere Schranke =; fiir die reduzierten Kosten eines
Anschlusses P € Hy,, der iiber den Knoten i € V fiihrt.

(Tatséchlich lassen wir die Verfahren SENKENREICHWEITE und VERZWEIGUNGS-
TEST gleichzeitig ablaufen, so dafl wir die Berechnung der Dipfadtreppen nicht
doppelt durchfiihren miissen.)

Zuerst expandieren wir von der Senke %y aus. Implizit schlagen wir die re-
duzierten Kosten r = ¢ — >, ., v;,. den Nutzpreisen vy,,. zu. Als Bogenkosten @
setzen wir fiir alle Bogen a € A, des Anschlu8digraphen D, :

Wq = dtla + Vtg,a + 7.

Sei p;, © € V, der Lingenabstand des Knotens 7 von den Quellen S in dem
Digraphen D. Als untere Schranke fiir den w-Kostenabstand des Knotens 7 von
den Quellen S in dem Digraph D setzen wir d;,p; ein. Als obere Schranke fiir
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die w-Kosten der Anschliisse aus H; setzen wir Q = u, + (K — u(T)) ein. Wir
berechnen fiir die Knoten ¢ € V' Dipfadtreppen R; 1, ..., Rin,,
R := RUCKTREPPEN(Dy,, ty, S, w, l|;1t0, cftop, 0,€, Ly).

Danach expandieren wir von den Quellen S aus. Fiir alle Knoten 7 € V' legen wir
Léngenabsténde p; und die Kostenabsténde @; der Anschliisse H; zwischen den
Knoten 7 und der Senke ¢ durch

ieV: o 00 falls R; . leer ist,
Ch I(R;1) sonst,

, . o0 falls R;. leer ist,
eV o= ’
w(Rin;) sonst,
fest. Wir berechnen Dipfadtreppen R/, ..., R;’n( von den Quellen S aus:

R’ := TREPPEN(Dy, S, t,w,l|4,, @, o, Q, L)

Fiir alle Knoten ¢ € V' kombinieren wir alle Dipfade P der Dipfadtreppe R;.und
alle Dipfade P’ der Dipfadtreppe R; . zu einer (S, y)-Kette mit Lénge [(P)+1(P")
und Kosten w(P)+w(P’). Die Kosten w; sind die Kosten der billigsten der (S, #9)-
Ketten, deren Lénge kleiner oder gleich L; ist, oder es ist w; = oo, falls keine
solche Kette existiert. Die untere Schranke 7; fiir die reduzierten Kosten eines
Anschlusses P € H,,, der iiber den Knoten ¢ € V fiihrt, legen wir auf w; — u,
fest.

Nehmen wir an, daf die Dipfade P, und P, in dem Knoten i verzweigen, aber
dal der Dipfad P, nicht iiber den Knoten ¢ fiihrt. Dann gilt fiir die Terme aus
Ungleichung (5.8)

r(B\Py) + vy, (B\Po) > 2¢; und
dto,Po + Z(Uto,a + Ta) — Uty > 0.
a€Py
Nehmen wir an, dafl die Dipfade P, und o. B. d. A. P; in dem Knoten ¢ verzweigen,
dann gilt fiir die Terme aus Ungleichung (5.8)
T(B\Po) =+ Uto,-(B\PO) 2 ¢z und
dtO,PO + Uto,'(PO) — Uty > T

Also konnen die reduzierten Kosten gz p eines Wurzelbaumes B € Hyp, der in
dem Knoten i € V verzweigt, nach Ungleichung (5.8) abgeschéitzt werden durch

G p > min{2¢;, ¢; + m;}
Ist die rechte Seite dieser Abschétzung grofler als die Liicke zwischen der obe-
ren Schranke K und der unteren Schranke u(T) fiir die optimale Losung des
Netzproblems ¥, dann ist eine Verzweigung der Bogenmenge einer optimalen
Wurzelwaldlosung des Problems ¥ in dem Knoten ¢ nicht moglich. Wir weisen in
diesem Fall den Knoten i der Menge V' zu.
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5.3.7 Zusammensetzung der Reduktionsverfahren

In diesem Unterabschnitt beschreiben wir das Zusammenspiel der Reduktions-
verfahren, die in den vorigen Unterabschnitten vorgestellt wurden. Die Anord-
nung dieser Reduktionsverfahren findet in den Verfahren KABELREDUKTION und
NETZREDUKTION statt. In diesen wird das Unterverfahren LOKALTEST aufgeru-
fen. Die Strategie bei dem Entwurf dieser Verfahren ist es, die einfachen und
schnellen Testverfahren iterativ solange durchzufiihren, bis sich keine weiteren
Reduktionen aus diesen ergeben. Die komplizierteren Testverfahren werden we-
niger haufig aufgerufen.

Das Verfahren LOKALTEST

In dem Verfahren LOKALTEST werden die Unterverfahren GRADTEST1, GRAD-
TEST2 und UMWEGTEST iterativ aufgerufen und die daraus folgenden Reduktio-
nen durchgefiihrt. Das Verfahren LOKALTEST bricht ab, wenn sich keine weiteren
Reduktionen mehr ergeben.

Die Eingabe des Verfahrens LOKALTEST ist eine Menge V' C V' von Knoten-
Kandidaten, auf die die Verfahren GRADTEST1 und GRADTEST2 angewandt wer-
den. Wir notieren

LokALTEST(V').

Das Verfahren LOKALTEST(V’) verlduft wie folgt.
1. Das Verfahren GRADTEST1(V’) findet iiberfliissige Bogen B.

2. Das Verfahren GRADTEST2(V’) findet Knoten W, fiir die eine YA-Trans-
formation zulissig ist.

3. Die Knoten-Kandidaten sind bis auf die Senken abgearbeitet.

4. Mit ENTFERNE(B) werden die Bégen B eliminiert. Die Endknoten von B
werden V' zugewiesen, d. h. V' = V(B).

5. Fiir alle Knoten 57 € W werden die folgenden Schritte durchgefiihrt:

(a) Das Verfahren YA-TRANSFORMATION(j) wird durchgefiihrt. In die-
sem werden neue Bogen B’ erzeugt.
(Die YA-Transformation ist so implementiert, daf§ die friihzeitige Ent-
fernung von Bégen keine Schwierigkeiten in Schritt 4 verursacht.)

(b) Das Verfahren UMWEGTEST(B’) findet iiberfliissige Bégen B” C B',
auf die das Verfahren ENTFERNE(B") angewandt wird.

(c) Die Nachbarn I'(j) des Knotens j werden den Knoten-Kandidaten V'
zugewiesen, das heifit V' := V' U'(j).
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6. Das Verfahren LOKALTEST bricht ab, wenn die Knoten-Kandidaten V' leer
sind, sonst setzt es mit dem ersten Schritt fort.

Das Verfahren KABELREDUKTION

In dem Verfahren KABELREDUKTION werden Unterverfahren LOKALTEST, SEN-
KENTEST, UMGEHUNGSTEST aufgerufen. Diese Unterverfahren basieren auf dem
Kabelproblem II und nicht auf Reduzierte-Kosten-Kriterien, die sich aus der Be-
trachtung des Netzproblems ergeben. Die Unterverfahren werden iterativ solange
durchgefiihrt, bis sich keine Reduktionen mehr ergeben.

Die Eingabe des Verfahrens KABELREDUKTION ist eine Menge V' C V von
Knoten-Kandidaten, die mit dem Verfahren LOKALTEST abgearbeitet werden
sollen. Man beachte, dafl nach Beendigung des Verfahrens LOKALTEST die Kno-
tenmenge V' leer ist. Wir notieren

KABELREDUKTION(V).

Die folgenden Schritte werden iterativ durchgefiihrt, solange die Knotenmenge V"’
nicht leer ist.

1. Das Verfahren LOKALTEST(V') wird durchgefiihrt.

2. Das Verfahren SENKENTEST findet Bégen 121, auf die nacheinander das
Verfahren KONTRAHIERE angewandt wird. Dabei werden Bégen B C A
verdindert und Bogen B’ C A entfernt. Das Verfahren UMWEGTEST(B)
findet iiberfliissige Bogen B" C B, auf die das Verfahren ENTFERNE(B")
angewandt wird. Die Knoten V (B’ U B") der entfernten Bégen werden den
Knoten-Kandidaten V' zugewiesen.

3. Das Verfahren LOKALTEST(V"') wird durchgefiihrt.

4. Das Verfahren ERREICHBARKEIT findet Bégen B, die iiberfliissig sind. Das
Verfahren ENTFERNE(B) wird angewandt. Die Knoten V(B) werden den
Knoten-Kandidaten V' zugewiesen.

5. Das Verfahren LOKALTEST(V') wird durchgefiihrt.

6. Beim ersten Aufruf des Verfahrens KABELREDUKTION wird das Verfah-
ren UMGEHUNGSTEST durchgefiihrt, bei spiteren Aufrufen das Verfahren
BRUCKENTEST. Das jeweilige Verfahren findet Bogen A, auf die nachein-
ander das Verfahren KONTRAHIERE angewandt wird. Dabei werden Bogen
aus der Menge B C A verdndert und die Bégen B’ C A entfernt.

Das Verfahren UMWEGTEST(B) findet tiberfliissige Bogen B" C B, auf die
das Verfahren ENTFERNE(B") angewandt wird. Die Knoten V' (B'UB") der
entfernten Bogen werden den Knoten-Kandidaten V' zugewiesen.
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Das Verfahren NETZREDUKTION

In dem Verfahren NETZREDUKTION werden die Unterverfahren BOGENTEST,
SENKENREICHWEITE und VERZWEIGUNGSTEST aufgerufen. In diesen Verfahren
werden Reduzierte-Kosten-Kriterien iiberpriift. Anschlieflend wird das Verfahren
KABELREDUKTION aufgerufen, um weitere Reduktionen zu erreichen.

Die Eingabe des Verfahrens NETZREDUKTION sind die Kosten K einer zuléssi-

gen Losung des Kabelproblems IT und eine zuléssige Losung (%) des dualen Pro-
gramms DDEKO(¥). Wir notieren

NETZREDUKTION (K, (%))

Man beachte, dafl bei den Reduktionsverfahren die obere Schranke K und die
Losung (%) mittransformiert werden.
Der erste Teil des Verfahrens NETZREDUKTION verlduft wie folgt:

1. Das Verfahren BOGENTEST(K, (%)) findet iiberfliissige Bogen B.
2. Das Verfahren ENTFERNE(B) wird durchgefiihrt.

3. Das Verfahren KABELREDUKTION(V (B)) wird durchgefiihrt.

W

. Durch das Verfahren SENKENREICHWEITE(K, (3 )) werden iiberfliissige B6-
gen B’ C A gefunden.

5. Mit dem Verfahren VERZWEIGUNGSTEST(K, (%)) werden Knoten W ge-
funden, in denen eine optimale Wurzelwald-Lésung des Kabelproblems 11
nicht verzweigt.

6. Die iiberfliissigen Bogen B’ werden mit dem Verfahren ENTFERNE(B') eli-
miniert. Die Endknoten V(B’) werden den Knoten-Kandidaten V' zugewie-
sen.

7. Fiir alle Knoten 57 € W werden die folgenden Schritte durchgefiihrt:

(a) Mit dem Verfahren YA-TRANSFORMATION(j) werden Bogen B neu
erzeugt. Die Nachbarn I'(j) des Knotens j werden den Knoten-Kandi-
daten V' zugewiesen, das heifit V' := V' U T(j).

(b) Das Verfahren UMWEGTEST(B) findet iiberfliissige Bégen B’ C B.

(c) Die Bégen B’ C B werden mit dem Verfahren ENTFERNE(B') elimi-

niert.

8. Das Verfahren KABELREDUKTION(V"') wird durchgefiihrt.
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5.4 Heuristische Verfahren

In diesem Abschnitt beschreiben wir heuristische Verfahren zur Lésung eines
Kabelproblems II.

Die primalen Heuristiken WURZELWALD und RIPUP-REROUTE sind einfache
Heuristiken, die in Verfahren zur Losung des Steinerbaum-Problems in Graphen
eingesetzt wurden und von uns sowie von Lauther und Malisch auf die zusétzli-
chen Bedingungen des Kabelproblems angepafit wurden.

Dem Kabelproblem II ordnen wir das Netzproblem ¥ zu. Eine erste zuléssige
Losung des dualen Programms DDEKO(W¥) berechnet die duale Heuristik DUAL-
START. Die duale Heuristik DUAL-IMPROVE verbessert gegebene zuléssige Losun-
gen des dualen Programms DDEKO(¥).

Wenn die Verbesserungsheuristiken RiPUP-REROUTE und DUAL-IMPROVE
abbrechen, wird die duale Losung entsprechend einer Lagrange-Heuristik mit dem
Verfahren DUAL-IMPROVE verdndert.

Die primale Heuristik NEUANSCHLUSS und die duale Heuristik NUTZPREIS-
REFORM sind Verbesserungsheuristiken, in denen Schnittebenenverfahren aufge-
rufen werden.

Wir beschreiben die primalen Heuristiken in Unterabschnitt 5.4.1 die dualen
Heuristiken in Unterabschnitt 5.4.2 und die Lagrange-Heuristik in Unterabschnitt
5.4.2.

5.4.1 Primale Heuristiken

Gegeben sei die aktuelle Instanz
Il = KABEL(D, S, T,c,d,l,L), D= (V,A),

des Kabelproblems.

Die Heuristik WURZELWALD

Die Eingabe fiir die Heuristik WURZELWALD ist eine Bogenmenge A" C A. Die
Heuristik WURZELWALD berechnet [-kiirzeste (S, t)-Wege Q; eines aufspannenden
Waurzelwaldes fiir alle Senken ¢ € 7" in dem Subdigraphen (V, A’). Wir notieren

WURZELWALD(A')

Wenn fiir alle Senken ¢t € 71" die Langenbeschrinkung Zath lo < Ly gilt, dann
definieren die Wege @), eine Wurzelwald-Losung (B, @)) des Kabelproblems II. In
dem Verfahren KABEL-OPT wird die Bogenmenge A’ stets so vorgegeben, daf
dieser Fall eintrifft.
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Die Heuristik RIPUP-REROUTE

Die Eingabe fiir die Heuristik RIPUP-REROUTE ist eine zuldssige Wurzelwald-
Losung (B, @) des Kabelproblems II. Die Heuristik RIPUP-REROUTE 16st iterativ
Verbindungsdipfade zwischen Teilbdumen des Wurzelwaldes B auf und sucht nach
einer kostengiinstigeren Wiederanbindung der von den Wurzeln bzw. den Quellen
abgetrennten Senken. Auf diese Weise wird eine bessere zuléssige Losung des
Kabelproblems II berechnet. Wir notieren

RIPUP-REROUTE(B, Q)

Die Grundidee des Verfahrens versteht man am besten in ihrer urspriinglichen
Form, in der sie fiir das Steinerbaum-Problem in Graphen eingesetzt worden
ist [Len90]. Gegeben ist ein Steinerbaum in einem Graphen, der die Terminals
aufspannt. Wenn man einen Pfad dieses Baumes auflost, dessen innere Knoten
keine Verzweigungsknoten sind, dann erhilt man zwei Teilbdume, die jeweils eine
Teilmenge der Terminals aufspannen. Die Teilbdume verbindet man mit einem
beziiglich der Bogenkosten kiirzesten Pfad. Wenn dieser Pfad kiirzer ist als der
aufgeloste, dann ist ein neuer besserer Steinerbaum gefunden worden. Bei der An-
passung dieses Verfahrens fiir das Steinerbaum-Problem in Graphen miissen wir
zu gerichteten Graphen iibergehen und die Lingenbeschriankungen fiir zuléssi-
ge Losungen des Kabelproblems beachten. Das Vorgehen wird in Abbildung 5.4
veranschaulicht.

----p

o—QO— o—O——

Abbildung 5.4: Verdnderung einer Losung in dem Verfahren RiPUP-REROUTE.
Die Bogenmenge der Losung ist fett gedruckt. Die Quelle und die Senken sind
quadratisch, die Netzknoten als Kreise dargestellt.

Gegeben sei die zuldssige Losung (B, Q) des Kabelproblems. Den Wurzel-
wald B partitionieren wir in Dipfade Cy, ..., C,, so daf die inneren Knoten die-
ser Dipfade genau diejenigen Netzknoten sind, in denen der Wurzelwald B nicht
verzweigt. Die Endknoten der Dipfade aus C sind daher Netzknoten, in denen
der Wurzelwald B verzweigt, oder es sind Quellen bzw. Senken.
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Iterativ 16sen wir Dipfade C,,, 1 < m < n, auf. Dadurch trennen wir den
Wurzelwald B in zwei Teile. Den Wurzelbaum B’ C B, dessen Wurzel k' der
Endknoten des Dipfads C,, ist, und den Wurzelwald B = B\(C,, U B'), dessen
Wurzeln die Quellen S sind. Die Knoten des Wurzelwaldes B und die Knoten
aller Quellen bezeichnen wir mit V = V(B)US. Wir suchen nach einer besseren
Wiederanbindung der Senken 7" des Wurzelbaums B'.

Zuerst erzeugen wir neue Wurzelbdume B; mit Wurzel £ € V(B') indem
wir, ausgehend von dem Wurzelbaum B’, wiederholt Bogen (i,j) € B’ jeweils
durch einen antiparallelen Bogen (7, %) ersetzen, wenn dieser gleiche Bogenkosten
C(ii) = C(ij) hat.

Die Knoten k£ € V(B’), fiir die ein Wurzelbaum B}/ konstruiert werden kann,
bezeichnen wir mit W. Fiir alle £ € W sind die Bogenkosten des Wurzelbau-
mes B’ und des Wurzelbaumes B}/ gleich. Seien @}, t € 17", die (k, t)-Dipfade des

Wurzelbaumes Bj/, dann bezeichnen wir mit

Tk = Zd\tl( ;5/):

teT”

die Dipfadkosten des Wurzelbaums By und mit
o . "
A = min{L, — (@)}

die Langenbeschrinkung fiir einen (S, k)-Dipfad, der die Wurzel £ an die Quellen
anbindet.

Wir suchen fiir alle £ € W einen billigsten (S, k)-Dipfad P, der die Lingen-
beschrinkung Y _pla < Ag erfiillt. Dazu berechnen wir Dipfadtreppen mit den
folgenden Parametern:

Aus dem Digraphen D entfernen wir alle Bogen (i, j) € A\B, fiir die i € V' (B')
oder j € 1% gilt. Den so préparierten Digraphen bezeichnen wir mit D' = (V, A”).
Jedem Bogen (i, j) € A’ ordnen wir Kosten

~

d(T")l ) falls (i,7) € B,
Wig) = q ) + C?(T,)l(i,j) falls j ¢ V(B'),
Clig) t d(T,)l(i,j) +7; fallsje W,

zu, die sich aus urspriinglichen Bogenkosten c(; ), Dipfadkosten cz(T’)l(i,j) und
den Wurzelbaumkosten 7; zusammensetzen. Jedem Bogen (4, j) € A’ ordnen wir
Liangen

" Vlay = A+ A falls j € W,

' l(i,j) fallsy ¢ V(BI),
lig) =

fiir ein grofles A = ) _,la, zu, die sich aus urspriinglichen Bogenléngen [; j)
und der Lingenbeschrénkung \; zusammensetzen. Den [-Lingenabstand von den
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Quellen in dem Digraphen D bezeichnen wir mit p; fiir jeden Knoten ¢ € V. Aus
dem [-Léngenabstand ergibt sich ein Dipfadkosten-Abstand von den Quellen in
dem Digraphen D von d(T")p; fiir jeden Knoten i € V. Als Lingenbeschrinkung
setzen wir A ein. Als Kostenbeschréinkung € fiir einen (V, V(B'))-Dipfad setzen
wir die Teilkosten der urspriinglichen Verbindung ein. Dieses sind die Dipfadko-
sten der Senken des Wurzelbaumes , . di1(Q;) und die Bogenkosten des Ver-
bindungsdipfades ¢(C,,). Wir expandieren von den moglichen Wurzeln W aus
und berechnen Dipfadtreppen R;1,..., R;,,, ¢+ € V, mit dem Verfahren

R := RUCKTREPPEN(D', W, S, w, ', d(T")p, p, 2, A).

Aus den (S, k)-Dipfaden Ry, £ € W, 1 < m < ny, wéhlen wir den Dipfad P*
mit minimalen Kosten w(P*) aus. Sind die Kosten w(F*) < Q, dann gehen wir zu
der billigeren Wurzelwald-Losung (B Q) mit B = BU P*U By, der Instanz II
iiber. Die Dipfade Q,, t € T\T', sind durch den Wurzelwald B eindeutig definiert.

Wir passen die Dipfadfamilie C' der neuen Lésung an. Danach 16sen wir jeweils
wieder Dipfade aus der aktuellen Familie C' auf und versuchen eine Verbesserung
der aktuellen primalen Losung zu erreichen. Das Verfahren bricht ab, wenn fiir
alle Dipfade der Familie C' keine Verbesserung erreicht werden konnte.

Das Verfahren SENKENPARTITION

In den Verfahren NEUANSCHLUSS wird eine Partition der Senken fiir die folgende
Verbesserungsstrategie benotigt. Fiir eine gegebene Losung (B, Q) des Kabelpro-
blems und die Teilmengen 7" C T der Partition der Senken wird die Auswahl der
Dipfade @y, t € T\T", beibehalten und unter dieser Voraussetzung eine optimale
Auswahl der Anschlufidipfade fiir die Senken ¢ € 7" gesucht. In dhnlicher Weise
werden Partitionen der Senken auch in der dualen Heuristik NUTZPREISREFORM
benotigt.

Die Zielvorstellung fiir die Wahl dieser Teilmenge 7" ist, daf} alle Senken in
einem Wurzelbaum B’ C B enthalten sind, der mit den Anschlu8dipfaden @;, ¢t €
T\T', keinen Bogen gemeinsam hat.

Dieser Zielvorstellung versuchen wir mit dem Verfahren SENKENPARTITI-
ON nahezukommen. Das Verfahren SENKENPARTITION berechnet eine Partition
der Senken 7. Die Eingabe des Verfahrens SENKENPARTITION ist eine zuldssige
Losung (B, @) des Kabelproblems IT und eine Zahl k&, die die Richtgréfe fiir die
Anzahl der Senken in den Partitionsmengen darstellt. Wir notieren

SENKENPARTITION((B, @), k).
Die Senkenmenge U enthilt die Senken, die noch nicht auf eine Partitions-

menge verteilt wurden. Zu Beginn ist U := T'. Fiir Indizes m = 1,2,... weisen
wir Teilmengen der Senken U den Partitionsmengen 7! := () wie folgt zu:
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1. Sei n, fiir alle Bogen a € A die Anzahl der Dipfade @y, t € U, mit a € Q).
Wir wihlen einen Bogen b aus, der |n, — k| minimiert. Alle Senken ¢ € U,
mit b € Q; werden der Partitionsmenge 7T, zugewiesen, das heifit

T, =T, U{teT|be @} und U :=U\{t}.

2. Falls ny > % ist, setzen wir m := m + 1. Wenn nicht, dann lassen wir den
Index m unverdndert und fiillen in der nichsten Runde die Senkenmenge 7},
weiter auf.

Die Heuristik NEUANSCHLUSS

Die Eingabe der Heuristik NEUANSCHLUSS ist eine zuliissige Losung (B, Q) des
Netzproblems II und eine Senkenmenge 7" C T. Die Heuristik NEUANSCHLUSS
sucht nach einer besseren Losung (B', Q)') des Netzproblems IT mit gleichbleiben-
den Dipfaden @} = @ fiir alle Senken ¢ € T\T". Wir notieren

NEUANSCHLUSS((B, @), T").
Die neuen Anschliisse @}, t € 1", berechnen wir durch Lésung des Netzproblems
(5.9) V' = NETZ(A, T', H|pr, ¢ dlggu,, »)

mit Bauteilkosten

,JO fallsae UteT\T, Qs
c, sonst.
Dieses Netzproblem losen wir mit einem exakten Branch-and-Cut-and-Price-Ver-
fahren, das wir in Abschnitt 5.6 beschreiben. Das Netzproblem ¥’ ist in der Regel
leichter zu l6sen als das Netzproblem ¥, da die Anzahl der Variablen und Ne-
benbedingungen in dem linearen Programm LDEKO(¥’) verringert wurde durch
die Beschrinkung auf die Teilmenge 7" und die Festlegung mehrerer Bogenkosten
auf null.
Wenn die Kosten einer optimalen Losung (B*, Q*) des Netzproblems W' klei-
ner sind als die Kosten

Z C; + Z dt,Qt

a€Userr Qt teT’

dann wihlen wir Q} = QF, t € T, fiir die neuen Anschliisse. Ansonsten wihlen
wir @ = Qt, t € T, und halten an der alten Auswahl fest.



5.4. HEURISTISCHE VERFAHREN 163

5.4.2 Duale Heuristiken

In diesem Unterabschnitt beschreiben wir die Verfahren DUAL-START, DUAL-
IMPROVE und DUAL-GRADIENT mit denen zuléssige Losungen des dualen Pro-
gramms DDEKO(¥) erzeugt, verbessert bzw. verindert werden.

Das lineare Programms LDEKO(A, T, H, ¢, d) hat die Formulierung;:

min fz + g Y. pds p

teT,PcHy

(5.10) VteT: > wr =1
PcH;

(511) VteT, acA: =z, -— Y wext >0
PeH,;

(5.12) x, y > 0

Das duale Programm DDEKO(A, T, H, ¢, d) hat die Formulierung:

teT
(5.13) Vae A: Z Ve < €
teT
(5.14) YteT,PcH,: u — > e < dyp
acP
(5.15) v >0

Die Heuristik DUAL-IMPROVE

Das Verfahren DUAL-IMPROVE verbessert eine dual zuléssige Losung des dualen
Programms DDEKO(V). In einigen Féllen sollen nur die Zielpreise u; und die
Nutzpreise v;. der Senken ¢ € T" einer Teilmenge 7" C T verédndert werden. Wir
notieren

DuAL-IMPROVE((%),T").

Die Senken ¢},...,t aus T’ seien nach aufsteigendem [-Abstand von den Quel-
len S in dem Digraphen D angeordnet.

Iterativ fithren wir fiir die Senke t = ¢}, i = 1,2,...,n, das folgende Verbes-
serungsverfahren solange durch, bis keine Verbesserung mehr gefunden wird:
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1. Seien (74)4ca die reduzierten Kosten r, = ¢, — >y or Vy,o der Bauteilvaria-

blen z,. Die reduzierten Kosten r schlagen wir implizit den Nutzpreisen v;..
zu. Wir legen Bogenkosten (wg),e 5, durch

We = Vtq + Tq + citla
fiir alle Bogen a des Senkendigraphen D, fest.

Fiir einen Pool von Anschliissen H; C H; berechnen wir die minimalen
Kosten

Q = min w(P).
PeH,

Wenn die Senke ¢ das erste Mal behandelt wird, berechnen wir u; und v,
wie in Schritt 3. Sind ansonsten die minimalen Kosten  und der Zielpreis u;
gleich, dann lassen wir den dualen Vektor (3 ) unverindert und setzen das
Verfahren mit der néichsten Senke fort.

. Wir berechnen beziiglich der Bogenkosten w kiirzeste (5,t)-Dipfade P in

dem Anschludigraphen D,, mit durch L, beschrinkter Linge Y aep la-
Die [-Absténde p; der Knoten i € V von den Senken kénnen bei einer
Expansion von der Senke t aus als untere Schranken fiir Vervollstindi-
gungslingen und Vervollstindigungskosten von (i,t)-Teildipfaden genutzt

werden.

Wir berechnen zuerst Dipfadtreppen R;1,..., R, t €V,
(5.17) R := RUCKTREPPEN(Dy, t, S, w, | ,, dip, p, 1, L,).

Auf diese Weise ermitteln wir auch einen kostenminimalen Anschlufl P* €
Ht7

w(P7) = min{w(P)}.
Sind die Kosten w(P*) gleich dem Zielpreis u;, dann lassen wir den dualen
Vektor unverdandert und setzen das Verfahren mit der néchsten Senke fort.

Ansonsten erhéhen wir den Zielpreis u; auf w(P*) und die Nutzpreise v,
so, dal der verdnderte duale Vektor die Bauteilbedingungen und die An-
schluibedingungen der Senke ¢ erfiillt.

Dazu berechnen wir kleinstmégliche Bogenkosten (w),) ¢ 4,, mit dl <w' <w
und der Eigenschaft:

Fiir alle Bogen (i,j) € A;, alle (j,t)-Dipfade P aus R;,. gilt I(P) + I >
Ly — p; oder w(P) + wy; ;y > Q — dyp;, oder es existiert ein (i, ¢)-Dipfad P’
aus R;. mit {(P) + i) > [(P') und w(P) + wy; ;y = w(P').
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4. Mit diesen Bogenkosten setzen wir die Nutzpreise v;. und den Zielpreis u;
auf

0 falls a € A\A;, ’
ug = w(P*) = W'(PY).

{wa —dyl, fallsae€ A,
Uty <=

Anschlieflend setzen wir das Verfahren mit der nichsten Senke fort.

Das Heuristik DUAL-START

Das Verfahren DUAL-START wird im Rahmen des Preprocessing aufgerufen. Die
Eingabe des Verfahrens DUAL-START ist eine zuléissige Losung (B, Q) des Netz-
problems V. Es wird eine Startlosung (3 ) des dualen Programms DDEKO(¥)
berechnet. Wir notieren

DUAL-START(B, Q).

Die Senken ¢4, ..., t, aus T seien nach aufsteigendem /-Abstand von den Quellen S
in dem Digraphen D angeordnet. Fiir alle Senken ¢;, 7 = 1,...,n, setzen wir u;, =
0 und

B {Ca falls a € Q,\ U;;ll Qy
’Uti,a -

0 sonst

Anschliefend starten wir das Verfahren DUAL-IMPROVE(( Y ), 7).

Die Heuristik NUTZPREISREFORM

Die Eingabe des Verfahrens NUTZPREISREFORM ist eine zuléssige Losung (3 )
des dualen Programms DDEKO(V) und eine Teilmenge 7" der Senken T'. Das
Verfahren NUTZPREISREFORM berechnet optimale Zielpreise u; und neue Nutz-
preise v} fiir alle Senken ¢ € T" bei Beibehaltung der restlichen dualen Variablen.
Wir notieren

NUTZPREISREFORM(( %), T").
Wir formulieren das Netzproblem
V' = NETZ(A,T', H |, ¢, d|g(a|,0))
mit den Bauteilkosten

C, = Cq — E Vta, @€ A

teT\T'
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Eine optimale Losung (% ) des dualen Programms DDEKO(¥') wird mit einem
Schnittebenenverfahren berechnet, das in Abschnitt 5.6 beschrieben wird. Das
duale Programm DDEKO(¥’) ist in der Regel leichter zu losen als das duale
Programm DDEKO(¥), da es weniger Variablen und weniger Nebenbedingungen
enthélt.

Falls >, v uy > >, U, dann wird die Losung () verbessert, daf8 heifit die
Variablen aus (% ) werden den entsprechenden Variablen aus (%) zugewiesen. In
diesem Fall starten wir das Verfahren DUuAL-IMPROVE((Y ), T").

Lagrange-Relaxierung

Die Methode der Lagrange-Relaxierung mit Subgradienten-Optimierung wurde
von Held und Karp auf ganzzahlige Programme und diskrete Optimierung ange-
wendet [HK70, HK71]. Ubersichtsartikel iiber die Anwendung der Methode der
Lagrange-Relaxierung wurden u. a. von Fisher, Geoffrion und Shapiro verfaft
[Fis85b, Fis85a, Geo74, Sha79].

Wir formulieren eine Lagrange-Relaxierung fiir das Programm LDEKO. In
dem Programm LDEKO relaxieren wir die Nutzpreisbedingungen (5.11). Mit den
Nutzpreisen v als Lagrange-Multiplikatoren erhalten wir die Lagrange-Funktion

L) = min{ ZZUM <Z YipXe — a:a) +clz+dy

teT acA PeH;

(5.18)
2 und y sind bindr und Z pwp=11teT. }

PcH,

Gegeben seien nichtnegative Nutzpreise v und fiir alle Senken ¢ € T kostenmini-
male Anschliisse Qf (v) € Hy, so dafl

dt:Q:(’”) + Z Ut’a‘ = _gleifrllt {dt,P + Z /Ut7a} .

acQ; (v) acP

Sei B* := |J,.r @7, dann wird das Minimum in (5.18) durch den primalen Vek-

tor (Z EZ;) mit der Belegung

1 falls Y000 V4 > Ca
(5.19)  zi(v)=4q1 falls ), ;0. =c, und a € B* fiir alle a € A und

0 sonst.

1 falls P=Q;
yr p(v) = { ans @ (v); fiir alle t € T und alle P € H;
’ 0 sonst.

angenomimen.
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Die partiellen Ableitungen
0L(v)

avt,a,

OroL(v) == ,teT, a€ A,

sind mindestens dann definiert, wenn der Wert der Bogenvariablen z] und der
Wert der Nutzungsvariablen 2, := Y ey %5 pxs einer Minimum-Losung in der
Definition der Lagrange-Funktion eindeutig sind. In diesem Fall gilt die Gleichung

Dual(v) =Y yipxt — .

PcH,

Die Lagrange-Funktion ist dann stetig. Ist die Bauteilbedingung »_,.,. v4 < ¢4
fiir ein Bauteil a verletzt, dann ist die Bauteilvariable z} gleich eins und die par-
tielle Ableitung 0, ,L(v) < 0. Also nimmt die Lagrange-Funktion ein Maximum
fiir nichtnegative Nutzpreise v an, die die Bedingungen ), v, < ¢, fiir alle
Bauteile a € A erfiillen.

Fiir nichtnegative Nutzpreise v, die die Bedingungen ), . v1,q < cq, @ € A,
erfiillen, sind die Kosten c,z};(v) und Y, . v,0x(v) fiir alle Bogen a € A gleich.
Es gilt

E(U) = Z Z Ut,a + dt,Q;‘(v)

teT \a€Q}(v)

Sei (%) eine zuldssige Losung des dualen Programms DDEKO mit maximalen
Zielpreisen

teT: wu, = min{d v
¢ Pth{ vp+Up},

dann sind die Lagrange-Funktion £(v) und die duale Zielpreissumme u(7") gleich.
Ein nichtnegativer Nutzpreisvektor v, der die Bauteilbedingungen erfiillt und fiir
den die Lagrange-Funktion £(v) ein Maximum annimmt, fiihrt daher gleichzeitig
auch zu einer optimalen Losung des dualen Programms DDEKO.

Wir fithren in Abhéngigkeit von der Dipfadfamilie () einer primalen Losung
(B, Q) mit B = J,.r Q: den Vektor

1 falls € Q¢ und ¢, > D, cr Vias
—1 fallsa € B\Q;und c, =) ./ Vi,

—1 fallsca <) yerVia
0 sonst.

(At,a(va Ba Q))tET,aGA =

ein. Der Vektor A(v, B*, Q*(v)) ist eine Fortsetzung des Gradienten VL (v), denn
es gilt:

teT PcH,

(Ava(v, B, Q" (v))teTaea = (Z Z yZP(U)Xf - xZ(U)> :
teT,a€A
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Wir benutzen den einfach zu bestimmenden Vektor A fiir den im folgenden Ver-
fahren DUAL-GRADIENT beschriebenen Kern einer Lagrange-Iteration.

Das Verfahren DUAL-GRADIENT

Das Verfahren DUAL-GRADIENT verdndert die Nutzpreise v einer zuldssigen

Losung (%) in Abhéngigkeit von einer primalen Losung (B, Q) und von zwei

Vorfaktoren, 6, fiir die Bogenkosten und 65 fiir die reduzierten Kosten der Bogen.
Wir notieren

DuAL-GRADIENT ((B, @), (3 ),61,02)

Die Eingabedaten sind so konstruiert, daf} fiir alle Bogen a € B die Beziehung
Ca = D e Vi, Vorausgesetzt werden darf. Das bedeutet A 4(v, B,Q) = —1 fiir
allea € B und allet € T mit a ¢ Q.

1. Wir setzen fiir alle a € B und alle t € T mit a ¢ Q:
Vta = {07 Vta — elca}

2. Wir bilden fiir die so verinderten Nutzpreise die reduzierten Kosten r, =
Ca — ZteT Vt,q. Fiir alle Bogen a € B sei n, die Anzahl der Senken ¢t € T
mit Ay q(v, B,Q) =1, bzw. r, > 0 und a € Q. setzen

Vo + 01 + Oarq  falls ng(01cq + Oar4) < 14,
Ut,a = .
Vo + 2o falls ng(01cq + O274) > 74,

Ng

3. Die so erhaltenen Nutzpreise v erfiillen die Bauteilbedingungen ), ., v,0 <
cq- Wir starten das Verfahren DUAL-IMPROVE((%),7T’), um den dualen Vek-
tor (%) zu einer zulédssigen Losung zu verdndern und anschlieend zu ver-

bessern.
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5.5 Das Hauptverfahren

In diesem Abschnitt beschreiben wir das Zusammenspiel der Heuristiken mit den
Reduktionsverfahren KABELREDUKTION und NETZREDUKTION in dem Haupt-
verfahren KABEL-OPT. Das Hauptverfahren gliedert sich in drei Phasen, die
Eroffnungsphase, die Lagrange-Phase und die BCP-Phase.

Die Er6ffnungsphase

Als Eingabedaten fiir die Eréffnungsphase START-UP ist eine Instanz des Kabel-
problems erzeugt worden. Diese wird zuerst mit dem Verfahren KABELREDUK-
TION reduziert. Anschlieflend berechnet das Verfahren WURZELWALD(A) eine
Wurzelwald-Losung (B, (). Dabei ist B ein [-kiirzeste-Wege-Wurzelwald in dem
Digraphen D. Mit dem Verfahren SENKENREICHWEITE werden die Anschluf3di-
graphen D, fiir alle Senken ¢ € T berechnet. Der Aufruf des Verfahrens SENKEN-
REICHWEITE dient hier in erster Linie der Initialisierung der Datenstrukturen fiir
die aktuelle duale Losung und der Datenstrukturen fiir die Anschludigraphen.
Mit dem Verfahren DUAL-START(B, () wird dann eine zuléssige Losung (3 ) des
dualen Programms DDEKO(V) berechnet. Fiir alle Senken ¢ € T werden die
kiirzesten Wege @} des Pricing-Problems

}I}éiHnt (dt,P + Z Ut,a)

a€EP

berechnet und B’ gleich J, - Q; gesetzt. Das Verfahren WURZELWALD (| J,., @})
berechnet eine Wurzelwald-Losung (B”,Q"), die mit Ripup-REROUTE(B”, Q")
verbessert wird.

Die Lagrange-Phase

In der Lagrange-Phase werden iterativ die primale Heuristik RIPUP-REROUTE,
die duale Heuristik DUAL-GRADIENT und das Reduktionsverfahren NETZRE-
DUKTION aufgerufen. Das Ziel ist, die Liicke zwischen der oberen und der unteren
Schranke fiir den Optimalwert des Kabelproblems so zu verringern, daf signifikan-
te Reduktionen des Kabelproblems bzw. des zugeordneten Netzproblems méglich
sind.

Eingabe fiir die Lagrange-Phase sind:

e Eine obere Schranke K.
e Eine zuléissige Losung (3 ) des Programms DDEKO(U).

e Eine zulissige Losung (BT, Q") des Kabelproblems 11, so dafl Q;, t € T,
eine Losung des Pricingproblems minpep,(dip 4+ D ,cp Vt,a) ist und Bt =

UteT Q:r gilt.
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Die Lagrange-Phase verlauft wie folgt:

1. (a) Mit der Heuristik WURZELWALD(B™) wird eine primale Lisung be-
rechnet, die mit dem Verfahren RiPUP-REROUTE verbessert wird. Die
so erhaltene Losung verbessert gegebenfalls die obere Schranke K.

(b) Seik :=1,... die Anzahl der Aufrufe von DUAL-GRADIENT innerhalb
der Heuristik LAGRANGE- VERBESSERN. Die Heuristik

1 1
DUAL-GRADIENT | (BT, Q™), (¥ ,7,—)
<( Q7). (%) 100vk 10vk

verdndert die duale Losung (%), an die die Losung (B1, Q") so ange-
pait wird, daf weiterhin gilt: B* = [J,.,- @ und

dt,er + E Vg = IgélHnt dip + E Vtoq-

acQ} acP

Die Faktoren 1o~ und ;= bestimmen die Schrittweite der Lagrange-
Iteration. Sie wurden aufgrund experimenteller Beobachtungen fiir die
behandelten Datensitze gewihlt.

(c) Falls die primale oder die duale Schranke verbessert worden ist, fahre
fort mit Schritt 1a, sonst fahre fort mit Schritt 2.

2. Das Verfahren NETZREDUKTION(K, (%)) wird durchgefiihrt. Wenn die ak-
tuelle Instanz des Kabelproblems oder des Netzproblems reduziert wird,
wird die obere Schranke K und die duale Lésung (%) an die neue Instanz
angepaflt.

3. Falls in Schritt 2 Reduktionen bewirkt wurden, wird das Verfahren DUAL-
IMPROVE((%),T) durchgefiihrt um die duale Losung zu verbessern. An-
schlieBend wird mit den Verfahren WURZELWALD und RIPUP-REROUTE
die primale Losung (BT, Q") an die Reduktionen angepast.

4. Falls zehnmal bei dem Aufruf des Verfahrens NETZREDUKTION keine Re-
duktion des Digraphen D erreicht wurde, bricht die Lagrange-Phase ab,
ansonsten fahrt sie mit Schritt 1a fort.

Bei unseren experimentellen Beobachtungen stellte sich heraus, dafl in der
Regel nach fiinf erfolglosen Aufrufen des Verfahrens NETZREDUKTION mit
keinen weiteren Verbesserungen mehr zu rechnen ist.

Der Wahl der Faktoren ﬁ und ﬁ als Parameter des Verfahrens DUAL-
GRADIENT bzw. fiir die Schrittweite der Lagrange-Iterationen liegt die folgende
Beobachtung zugrunde. Die Lagrange-Iteration des Verfahrens DUAL-GRADIENT
wird mit dem Verbesserungsverfahren DUAL-IMPROVE kombiniert. Bei sehr klei-
nen Schrittweiten erfolgt unter Umstédnden keine Verdnderung der dualen Losung.

Wir haben daher insbesondere die Parameterbelegung ﬁ und ﬁ verworfen.
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Die BCP-Phase

In der BCP-Phase werden die Verfahren NEUANSCHLUSS, NUTZPREISREFORM
und NETZREDUKTION aufgerufen. Die Verbesserungen der primalen und dualen
Schranken werden durch die Formulierung von Netzproblemen auf einer Teilmen-
ge der Senken und durch dessen Losung mit einem exakten Branch-and-Cut-and-

Price-Verfahren erreicht.
Eingabe fiir die BCP-Phase sind:

e Eine obere Schranke K.
e Eine zuliissige Losung (%) des Programms DDEKO(V).

e Eine zuliissige Losung (BT, Q") des Kabelproblems II, so daf} fiir allet € T
der Dipfad Q; eine Losung des Pricingproblems minpey, (di,p — Y e p Vt,a)
ist und BT = (J,.p Q7 gilt.

Die Zahl k bestimmt die Richtgréfie fiir die Kardinalitdt der Partitionsmengen
der Senken 7. Bei der Wahl dieser Richtgréfle miissen wir einen Kompromif3
eingehen zwischen der Zielvorstellung moglichst wenige aber moglichst schnell
losbare (ganzzahlige) lineare Programme in den Verfahren NEUANSCHLUSS und
NUTZPREISREFORM zu berechnen.

1. Initialisiere k := [\/ﬂ

2. (a) Finde mit dem Verfahren WURZELWALD(B™) eine Losung (B, Q) des
Kabelproblems II und verbessere diese mit dem Verfahren Ripup-RE-
ROUTE(B, Q).

(b) Das Verfahren SENKENPARTITION((B, Q), k) erzeugt eine Partitionie-
rung der Senken 7', so daf} in den Partitionsmengen ca. k£ Senken
moglichst eines Teilwurzelbaums von B enthalten sind.

Fiir alle Partitionsmengen 7" C T
i. Verbessere mit dem Verfahren NEUANSCHLUSS((B,@),7") gege-
benfalls die Losung (B, Q).
ii. Verbessere mit dem Verfahren NUTZPREISREFORM(( % ),T") gege-
benfalls die Losung ().

(c) Reduziere mit dem Verfahren NETZREDUKTION((% ), K) das Kabel-
problem II.

(d) Falls in Schritt 2c Reduktionen bewirkt wurden, verbessere die duale
Losung mit DUAL-IMPROVE((%),7T) und passe die Losung (B*, Q")
an die Reduktionen an.

(e) Setze k := 2k.

(f) Falls 2 > |T|, dann wird das vollstindige Netzproblem ¥ mit einem
BCP-Verfahren gelost. Ansonsten setzt die BCP-Phase mit Schritt 2a
fort.
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5.6 Schnittebenenverfahren

In diesem Abschnitt beschreiben wir Schnittebenenverfahren (Branch and Cut
and Price) zur Losung des Kabelproblems

Il = KABEL(D, S,T,c,d,l,L), D= (V,A).

Dem Kabelproblem II sind AnschluB8digraphen D, = (V,A4,), t € T, und das
Netzproblem

U = NETZ(A, T, H, ¢, d)

zugeordnet. Die Anschliisse P € Hy, t € T, sind (S, t)-Dipfade in dem Anschlu$-
digraph D; = (V, A;) mit I(P) < L.

Fiir das Netzproblem ¥ wurde das ganzzahlige Programm DEKO(¥) und
dessen Relaxierung LDEKO(V) in Abschnitt 4.1 formuliert. Das lineare Pro-
gramm LDEKO(V) wird mit einem Simplexverfahren und verzigerter Erzeu-
gung von Variablen und Nebenbedingungen gelost. Als weitere Eingaben fiir die
Schnittebenenverfahren liegen eine zuldssige Losung des Kabelproblems W, eine
zuldssige Losung (3) des dualen Programms DDEKO(¥) und ein Pool H' von
Anschliissen H; C Hy, t € T, vor.

Eine Kennzahl fiir die Gréfle und Schwierigkeit einer Instanz des Kabelpro-
blems ist die Anzahl |T'||A| der Nutzpreisbedingungen bzw. der Nutzungsvaria-
blen z. Fiir viele Instanzen des Kabelproblems II konnten wir das lineare Pro-
gramm LDEKO(WV) nicht lésen, da das Produkt |T'||A| trotz Reduktionen in den
vorgeschalteten Heuristiken und Reduktionen zu grof ist.

Wir haben daher das primale Verbesserungverfahren NEUANSCHLUSS und
das duale Verbesserungsverfahen NUTZPREISREFORM entworfen. Mit diesen Ver-
besserungsverfahren verringern wir die Liicke zwischen der primalen und dualen
Schranke fiir das Netzproblem ¥ und bereiten so weitere Problemreduktionen vor.
Ein weiterer Zweck dieser Vorgehensweise ist, den Pool von Anschliissen sinnvoll
auszubauen.

Die Verfahren NEUANSCHLUSS und NUTZPREISREFORM sind in den Unterab-
schnitten 5.4.1 bzw. 5.4.2 beschrieben. In diesen Verfahren werden fiir Zielpunk-
te T" C T Netzprobleme

\Ill = NETZ(A, TI, H‘T’; CI: d‘g(HT’))

mit modifizierten Bauteilkosten ¢ formuliert. Fiir das Verfahren NEUANSCHLUSS

lauten die Bauteilkosten ¢’ bei einer vorgegeben Losung (B, Q) des Kabelpro-
blems 11

Co =
C, sonst.

, {O falls a € e\ @1,
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Fiir das Verfahren NUTZPREISREFORM lauten die Bauteilkosten ¢’ bei einer vor-
gegeben Losung (3 ) des dualen Programms DDEKO(Y)

¢, =Cq — E Ve, 0 € A.

teT\T'

Man beachte, dal in den Netzproblemen des Typs ¥’ nicht nur die Anzahl der
Zielpunkte verringert wurde, sondern auch Bauteile ¢ mit Bauteilkosten ¢, = 0
belegt wurden. Die Bauteilvariablen z, kénnen dann implizit auf eins gesetzt
werden, die zugehdrigen Nutzpreisbedingungen

Tg — Z yt,PXaP Z Oa te Ta
PeH,;

sind dann automatisch erfiillt.

Ein Nachteil der Verfahren NEUANSCHLUSS und NUTZPREISREFORM ist, daf}
Verbesserungen nicht garantiert sind. Unter Umstdnden werden die Netzproble-
me ¥’ umsonst gelost.

Eine Alternative zu dem obigen Vorgehen ist, das Netzproblem ¥ durch
Biindelung der Zielpunkte 7" in n nichtleere Teilmengen Uy, ..., U, zu einem
neuen Netzproblem

U" = NETZ(A,N,, H", ¢, d")

zu transformieren. Die Anschliisse des Zielpunktes i € N,, sind Wurzelwilder R,
deren Wurzeln Quellen aus S sind und deren Blitter die Senken aus U; sind.
Zu jeder Senke t € U; existiert ein eindeutig bestimmter (S,t)-Dipfad @Q; € R,
dessen Lénge kleiner oder gleich L; ist. Die Kosten d; ; des Anschlusses R sind
gleich Y7, ;. diq,- Gegeben sei der Zielpunkt 7 und eine zuldssige Losung (7)
des dualen Programms DDEKO(¥”). Das Anschluiproblem des linearen Pro-
gramms LDEKO(U") ist das Netzproblem

\I’;” = NETZ(A, Ui, H|Ui> ’Ui,., d‘g(H\UZ))

Man beachte, daf§ das lineare Programm LDEKO(U") n|A| Nutzpreisbedingun-
gen und die linearen Programme LDEKO(¥!), i € N,, jeweils |U;||A| Nutz-
preisbedingungen enthalten. Zusétzlich sind fiir viele Bauteile a und Zielpunk-
te ¢ die Bauteilkosten v;, gleich null, so daf sich die Anzahl der Nutzpreis-
bedingungen weiter reduziert. Desweiteren ist das Optimum des linearen Pro-
gramms LDEKO(U") nach Theorem 4.2.3.2 gleich oder gréfler als das Optimum
des linearen Programms LDEKO(W). Auf der anderen Seite sind im Laufe des
Verfahrens zur Losung des Netzproblems U” mehrfach Netzprobleme des Typs ¥’
zu 16sen.

Wir werden ausgehend von der Beschreibung des Schnittebenenverfahrens fiir
das Netzproblem ¥, die Anpassungen an die Verfahren fiir die Netzprobleme ¥’
und ¥ beschreiben.
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Fiir die Implementierung des Schnittebenenverfahrens wurde das Software-
paket ABACUS in der Version 2.2 von Stefan Thienel [Thi95] verwendet. Das
Softwarepaket ABACUS nimmt dem Benutzer Routinearbeiten ab, die bei der
Implementierung eines Schnittebenenverfahrens zu leisten sind. Der Benutzer
muf} lediglich problemspezifische Unterverfahren implementieren, die von ABA-
CUS im Laufe des Optimierungsverfahrens aufgerufen werden. Fiir den Aufbau
eines Schnittebenenverfahrens verweisen wir auf die Ausfiihrungen in Abschnitt
4.3 und in [Thi95].

Im einzelnen ist vom Benutzer das erste aktive lineare Programm festzulegen,
eine Verzweigungsvorschrift anzugeben und die Zuldssigkeit der Losung eines akti-
ven linearen Programms zu entscheiden. Die entsprechenden von uns entworfenen
Unterverfahren beschreiben wir in Unterabschnitt 5.6.1.

Desweiteren sind Unterverfahren fiir die Separation von primalen Nebenbe-
dingungen und Unterverfahren fiir die Erzeugung von primalen Variablen zu im-
plementieren. Zusétzlich haben wir eine einfache LP-Heuristik entworfen, die die
primale Losung des aktiven linearen Programms zu einer Losung des Netzpro-
blems VU ergénzt. Die entsprechenden Unterverfahren beschreiben wir in Unter-
abschnitt 5.6.2.

5.6.1 Initialisierung, Verzweigung

Bevor das Schnittebenenverfahren einsetzt, wurde mit heuristischen Verfahren
eine primale Losung (B, Q) des Netzproblems

¥ = NETZ(A, T, H, ¢, d)

und eine zuléissige Losung (3 ) des dualen Programms DDEKO(W¥) berechnet. Im
Verlauf des Verfahrens wurde ein Pool H' von Anschliissen H; C H, gebildet.

In vielen Fillen wurde die Optimallésung des Netzproblems ¥ bis auf weni-
ge Prozent eingegrenzt. Wir nehmen daher an, daf} eine optimale duale Losung
des Programms LDEKO(W) sich von der zuléssigen dualen Losung (%) nur ge-
ringfiigig unterscheidet.

Die Funktion INITIALISIERE

Die Funktion INITIALISIERE bestimmt die aktiven Nebenbedingungen und die
aktiven Variablen des ersten aktiven linearen Programms von LDEKO(¥) in der
Wurzel des Verzweigungsbaums. Als aktive Nebenbedingungen wihlen wir alle
Zielpreisbedingungen

Zyt,P:LtET,

PeH,;
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und diejenigen Nutzpreisbedingungen,

Tq — Z yt,PXaP: te Ta ac€ A:
PeEH,;

deren zugehoriger Nutzpreis vy, in der dualen Losung () positiv ist. Wir ak-
tivieren alle Anschlufivariablen y; p, deren Anschlufl P in dem Pool H{, t € T,
enthalten ist, und alle Bauteilvariablen x, mit ¢ € P. Primale und duale Varia-
blen, die weder auf einen Wert festgelegt sind noch aktiv sind, werden implizit
null gesetzt.

Ist fiir ein Bauteil a die Bauteilvariable z, auf den Wert null festgelegt, so
sind gleichzeitig alle Anschluflvariablen y;p, t € T', P € H;, mit a € P auf null
festgelegt. Ist fiir ein Bauteil a die Bauteilvariable z, auf eins festgelegt, dann
sind alle Nutzpreisbedingungen

Tq — Z yt,PXéJa t S Ta

PeH,;

trivial erfiillt und werden weder bei der Initialisierung noch bei der Separation
von primalen Nebenbedingungen aktiviert.

Insbesondere werden diejenigen Bauteilvariablen implizit auf eins festgelegt,
deren Bauteilkosten gleich null sind. Dies trifft fiir viele Bauteile der Netzpro-
bleme ¥’ und ¥ zu. Das Vorgehen bei der Initialisierung des ersten aktiven
linearen Programms der Wurzel ist fiir die Netzprobleme ¥’, U und die Netz-
probleme U i € N, analog. Die ersten aktiven Anschliisse des Netzproblems U"
werden aus den Anschliissen der bisher besten Lésung (B, @) des Netzproblems W
konstruiert. Fiir jeden Zielpunkt ¢ € N,, wird die Anschlufivariable y; p mit R =

Uier, @ aktiviert.

Die Funktionen VERZWEIGE und ZULASSIG

Jede Losung () des aktiven linearen Programms wird auf ihre Zulissigkeit
beziiglich des linearen Programms LDEKO(¥) und auf ihre Zuldssigkeit beziiglich
des ganzzahligen Programms DEKO(¥) getestet. Die Funktion ZULASSIG berech-
net, zuerst den Wert der Nutzungsvariablen

P
2y = Z YipXe  tET, a €A
PceH;

und iiberpriift dann die Nutzpreisbedingung z; > z;,. Wenn die Losung (g ) fiir
das lineare Programm LDEKO(WV) giiltig ist und ganzzahlig ist, dann ist sie auch
fiir das Programm DEKO(¥) giiltig.

Wenn die Losung (g) fiir das lineare Programm LDEKO(¥) giiltig ist und
nicht ganzzahlig ist, dann wird das entsprechende Unterproblem verzweigt. Die
Funktion VERZWEIGE sucht als Verzweigungsvariable, diejenige Bauteilvaria-
ble z, aus, fiir die das Produkt ¢,|1 — z}| maximal ist.
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5.6.2 Separation und LP-Heuristiken

In dem Schnittebenenverfahren wird iterativ das aktive lineare Programm geldst,
die Zulsssigkeit der Losung (%) iiberpriift und verletzte primale Nebenbedin-
gungen bzw. verletzte duale Nebenbedingungen dem aktiven Programm hinzu-
gefiigt. Zusétzlich wird mit einer LP-Heuristik eine gebrochene Losung ( %+ ) des
aktiven Programms zu einer Losung des ganzzahligen Progamms DEKO ergénzt.
Zur Losung des linearen Programms wird das Simplexverfahren CPLEX in der
Version 4.0 genutzt.

Wir beschreiben die entsprechenden Verfahren beispielhaft fiir das Netzpro-
blem ¥ und besprechen die Anpassungen fiir die anderen Netzprobleme.

Das Verfahren VERBESSERE

Das Verfahren VERBESSERE ergéinzt eine gebrochene Lisung (?‘S) des aktiven
linearen Programms LDEKO(W) zu einer ganzzahligen Losung des Kabelpro-
blems II.

Wir bilden die Menge aller Bauteile bzw. Bégen A’ C A, die in einem An-
schlufl P € H;, t € T, enthalten sind, dessen zugehorige Anschlufivariable positiv
ist. Wir berechnen fiir den Unterdigraphen D' = (V, A") mit der Heuristik

WURZELWALD (D', S, T, )

eine Losung (B, @) des Kabelproblems II. Man beachte, dal nach Konstruktion
in dem Unterdigraphen D' mindestens ein Anschlufidipfad fiir alle Senken ¢ € T
enthalten ist. Das Vorgehen fiir anderen Netzprobleme ist analog.

Das Verfahren SEPARIERE

In dem Verfahren ZULAsSIG wurden aus einer Losung (2.) des aktiven Pro-
gramms die Nutzungsvariablen z* berechnet und die Nutzpreisbedingungen z; >
2y, fiir alle t € T und alle @ € A iiberpriift. Alle verletzten Nutzpreisbedingungen
werden aktiviert.

Zusétzlich testet das Verfahren SEPARIERE, ob primale Anschluflvariablen
iiberfliissig sind und deaktiviert werden konnen. Die duale Lésung des aktiven
Programms LDEKO(¥) sei (% ). Wir vergleichen die reduzierten Kosten

q,p = di.p + v .(P) — uj

fiir alle aktiven Anschliisse P € Hy, t € T, mit elf Zehnteln des Zielpreises u;.

Wenn die reduzierten Kosten ¢, p in fiinf aufeinanderfolgenden Iterationen grofier
sind als %ut, dann wird die Anschlu§variable y, p deaktiviert. Das Vorgehen fiir

die anderen Netzprobleme ist analog.
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Das Verfahren GENERIERE

Das Verfahren GENERIERE aktiviert Bauteilvariablen und Anschluflvariablen.
Das Verfahren dient gleichzeitig als Heuristik zur Berechnung einer zuléssigen
Losung des dualen Programms DDEKO. Wir beschreiben das Verfahren GENE-
RIERE fiir das Netzproblem ¥ und gehen insbesondere auf die Modifikationen fiir
das Netzproblem ¥” ein.

Sei (%) die duale Losung des aktiven linearen Programms. Die Bauteilbedin-
gungen ¢, > ), v;, fiir alle Bauteile a € A erfiillt. Das Verfahren sucht fiir
jede Senke t € T und jeden Knoten ¢ € V nach einem Anschlufidipfad aus H;,
der iiber den Knoten ¢ fiihrt und optimal fiir das Minimierungsproblem

i d (P
PEHItr:lilenV(P){ ve + v (P)}

ist. Gleichzeitig wird so das Optimum

1. . *
Uy -= Igé%lt{dt,P +v;.(P)}

und eine zuléissige Losung (% ) des dualen Programms DDEKO(¥) bestimmt.
Zu diesem Zweck berechnen wir Dipfadtreppen von den Quellen S und von
der Senke t aus. Die Bogenkosten w legen wir auf

Wy = dyl, + v, fiir alle a € A,

fest. Die obere Schranke € fiir die Kosten eines gesuchten Dipfades ist uy. Sei p;
fiir alle Knoten ¢ € V der Langenabstand des Knotens ¢ von den Quellen S in
dem Digraphen D. Als untere Schranke fiir den w-Kostenabstand der Knoten V
von den Quellen S in dem Digraphen D setzen wir cztp ein. Sei A’ C A die
Menge der Bogen, deren Bauteilvariable auf null festgelegt wurde. Wir bilden
den Unterdigraphen D' = (V, A;\A4") des Anschluidigraphen D;.

Wir berechnen Dipfadtreppen R; 1, ..., R;,, von der Senke ¢ aus.

(5.20) R := RUCKTREPPEN(D', t, S, w, | 5, dip, p,Q, Ly),

Danach expandieren wir von den Quellen S aus. Fiir alle Knoten 7 € V' legen wir
Léngenabsténde p; und die Kostenabsténde @; der Anschliisse H; zwischen den
Knoten 7 und der Senke ¢ durch

I(R;y1) sonst,
_ {oo falls R;. leer ist,

v , {oo falls R; . leer ist,
t N

w(Ripn;) sonst,
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fest. Wir berechnen Dipfadtreppen R;,, ..., R} , von den Quellen S aus:

(5.21) R’ := TREPPEN(D', S, t,w, 1| 4,,@, p', Q, L)

Fiir jeden Knoten 7 € V kombinieren wir eine w-kostenminimale (S, ¢)-Kette aus
den (S, i)-Dipfaden der Dipfadtreppe R; und den (i,?)-Dipfaden der Dipfadtrep-
pe R, ., deren Lénge kleiner oder gleich L; ist. Ist diese (S, t)-Kette ein Dipfad P
mit Kosten w(P) < ujf, dann ist die Anschlulbedingung u; < dy p + vy (P) ver-
letzt. Wir aktivieren daher die Anschlufivariable y; p.

Das Vorgehen fiir die Netzprobleme ¥’ und ¥, ¢ € N,,, ist analog.

Generierung von Teilwildern

Fiir das Netzproblem
V" = NETZ(A,N,,, H" ¢, d"),

suchen wir nach optimalen Anschliissen, die Wurzelwélder sind. Seien A’ C A die
Bauteile, deren Bauteilvariablen auf null festgelegt sind.

Sei (%) die Losung des dualen Programms DDEKO(¥”). Die Nutzpreise vy, ,
sind fiir alle m € N,, und fiir alle Bauteile « € A mit z, = 1 gleich null bzw.
wurden auf null festgelegt. Fiir alle Zielpunkte m € N, sind die Anschluiprobleme
des linearen Programms LDEKO(¥"”) die Minimierungsprobleme

PEH’I'I:ljl?ﬂP:@{dyn’P + U:(P)}

bzw. die Netzprobleme
\IJZ; = NETZ(A\AI, Upn, H|Um, U:n’_, d‘f(H\Um))'

Der Wurzelwald B® € H)), irgendeiner aktiven Anschlufivariablen y,, go des Netz-
problems U” fiihrt zu einer Losung (B, Q) des Netzproblems ¥”. Diese dient
als Eingabe fiir die Verbesserungsheuristik RiPuP-REROUTE, die die primale
Lésung (B, Q) in dem Digraphen D' mit Bauteilkosten vy, ~findet. Wenn die

Kosten
U;L,(B) + Z dtaQt

teUnm

dieser Losung kleiner sind als der Zielpreis u;,, dann ist die Anschluibedin-
gung uy, < vy, (B) +d 5 verletzt. Entsprechend wird die AnschluBvariable y,, p
aktiviert.

Wenn fiir keinen Zielpunkt m € N,, mit den heuristischen Verfahren eine ver-
letzte Anschlufibedingung gefunden wurde, dann wird fiir alle Zielpunkte m € N,,
das exakte Schnittebenenverfahren zur Lisung des Netzproblems U gestartet.
Sind u!, jeweils die Kosten der optimalen Losung des Netzproblems ¥/ dann
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ist die Losung (%) fiir das duale Programm DDEKO(¥") zuléssig. Sei (B, Q)
die optimale Losung des Netzproblems ¥ die von dem Schnittebenenverfahren
ausgegeben wird. Wenn u], < v’ , dann findet die Heuristik

WuUrzeLWALD((V, B), S, U;, 1| 5)

eine gleichteure Wurzelwaldlosung (B’, ()') des Netzproblems ¥, Die Anschlu$-
bedingung
Uy, < v (B') +df g = up,

m

ist verletzt. Die Anschlufivariable y,, g wird aktiviert.
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Kapitel 6

Experimentelle Ergebnisse

In diesem Kapitel stellen wir experimentelle Ergebnisse fiir Instanzen des Kabel-
problems vor.

Die Instanzen haben den folgenden Ursprung. Fiir die erste Gruppe werden
Datensiitzen von Stadtteilen zu Grunde gelegt, in denen Telefonnetze geplant wer-
den sollen. Aus fiinf vorliegenden Datenséitzen werden mehrere Instanzen durch
Variation der Langenbeschriankungen und der Dipfadkostenfaktoren sowie durch
unterschiedliche Plazierung der Bereichsverteiler in dem Planungsgebiet erzeugt.

Die zweite Gruppe besteht aus Steinerbaum-Problemen in Graphen, die der
Sammlung ,,SteinLib“ des Konrad-Zuse-Zentrums fiir Informationstechnik ent-
nommen wurden. Das Verfahren KABEL-OPT wurde auf mit Zufallsfunktionen
erzeugte Instanzen des Steinerbaum-Problems in Graphen und des rechtwinkligen
Steinerbaum-Problems sowie auf VLSI-Probleme, die bei der Planung von elektro-
nischen Schaltungen entstehen. Fiir die Datenséitze der VLSI-Probleme erzeugen
wir zusédtzliche Instanzen, indem wir Langenbeschrinkungen und Dipfadkosten-
faktoren einfiihren.

Das Verfahren KABEL-OPT und dessen Modifikationen wurden in der Pro-
grammiersprache C++ implementiert. Effiziente Datenstrukturen wurden aus der
Sammlung TURBO von Lauther [Lau] entnommen und eingesetzt. Das Software-
Paket ABACUS stellt die Datenstrukturen fiir die Branch-and-Cut-and-Price-
Verfahren [Thi95] des Verfahrens KABEL-OPT zur Verfiigung. Fiir die Test-
Instanzen der Telefonnetz-Planung wurde die CPLEX-Version 6.5 eingesetzt. Die
Instanzen der ,,SteinLib“ wurden hingegen mit der &dlteren CPLEX-Version 4.0
optimiert. Dadurch soll eine bessere Vergleichbarkeit mit den Ergebnissen von
Koch und Martin [KM98] erreicht werden. Alle Berechnungen wurden auf einer
,oun ULTRA-SPARC IT* mit 336 MHz Taktfrequenz und 1.8 GB Hauptspeicher
durchgefiihrt.

In Abschnitt 6.1 werden die Ergebnisse fiir die Instanzen der Telefonnetz-
Planungen beschrieben. In diesem Abschnitt diskutieren wir neben den Testldufen
des Verfahrens KABEL-OPT auch vergleichend Testldufe der Verfahren BUNDEL-
OPT und DIREKT-OPT.

181
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In Abschnitt 6.2 werden die Ergebnisse des Verfahrens KABEL-OPT fiir die
Steinerbaum-Probleme der Sammlung ,,SteinLib“ beschrieben. In einer weiteren
Testreihe werden die VLSI-Instanzen dieser Sammlung zusétzlich mit Langenbe-
schrankungen und positiven Dipfadkostenfaktoren versehen.

6.1 Telefonnetz-Planungen

Fiir den Test von Verfahren zur automatischen Planung von Telefonnetzen wur-
den von den Ingenieuren fiinf Datenséitze beispielhaft zur Verfiigung gestellt. Die-
se Datensitze entstammen Projekten in Poona, Siidafrika (SAB, SAE und SAL)
sowie Madrid und enthalten die topologischen Daten der Grundstiicke von Stadt-
bereichen, die Standorte von Bereichsverteilern und Endverteilern und die Anzahl
der an einen Endverteiler anzuschlieBenden Netzteilnehmer.

Mit diesen Daten fiihren wir drei Testreihen durch. In Unterabschnitt 6.1.1
werden aus dem grofiten Datensatz insgesamt 36 Instanzen des Kabelproblems.
Auf diese wird das Verfahren KABEL-OPT und eine Heuristik der Siemens AG
angewandt. Wir nennen diese Heuristik im folgenden kurz externe Heuristik.
Die Ergebnisse der externen Heuristik werden mit den von KABEL-OPT berech-
neten unteren Schranken evaluiert. In Unterabschnitt 6.1.2 werden die Parame-
ter des Kabelproblems variiert um unterschiedlich schwere Instanzen aus den
Datensétzen von Poona, Siidafrika und Madrid zu erzeugen. Ein Vergleich der
Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren in DIREKT-OPT und BUNDEL-OPT wird
in Unterabschnitt 6.1.3 durchgefiihrt.

Der Datensatz von Poona enthilt zwei Bereichsverteiler, die anderen Da-
tensitze enthalten jeweils einen Bereichsverteiler. Die Bereichsverteiler liegen et-
wa in der Mitte des jeweiligen Stadtbereichs. Auf den Grundstiicken des Stadt-
bereichs liegen meist jeweils ein bis vier Endverteiler. Die Bereichsverteiler und
die Endverteiler wurden von den Planern nach Begehung des Stadtbereichs pla-
ziert. Die moglichen Tiefbauabschnitte fiir die Anbindung der Endverteiler und
Bereichsverteiler an das Straflennetz werden automatisch entsprechend den topo-
logischen Daten der Grundstiicke erzeugt. Die Straleniiberquerungen werden an
den Kreuzungen und an den Anschlufipunkten der Endverteiler und der Bereichs-
verteiler generiert. Die Details der Erzeugung der Instanzen des Kabelproblems
aus den Datensétzen sind in Abschnitt 3.2 beschrieben.

Der Datensatz von Poona wurde von den Mitarbeitern des ,,Zentralbereich
Forschung und Entwicklung® in Miinchen verindert, um die Uberpriifung der
Leistungsfdhigkeit der Optimierungsverfahren auf eine breitere Basis zu stellen.
Die Datensétze PoonaS1 bis PoonaS6 und die Datensitze PoonaT1 bis PoonaT6
enthalten einen Bereichsverteiler. Bei den Datensédtzen PoonaS1, PoonaS2, Poo-
naTl und PoonaT2 stimmt der Standpunkt dieses Bereichsverteilers mit dem
Standpunkt in dem originalen Datensatz iiberein. In den anderen Datenséitzen
wurde der Standpunkt des Bereichsverteilers von Hand gewahlt.
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In den Datensétzen PoonaT1 bis PoonaT6 wurden zusétzlich die Daten von
ausgehobenen Tiefbaugridben von Hand eingefiigt. Die Planungsingenieure hatten
darum gebeten, zu simulieren, daf in fritheren Planungsschritten Tiefbaugriben
festgelegt wurden. Diese Tiefbaugriben stehen dementsprechend fiir das aktuelle
Planungsproblem kostenlos zur Verfiigung.

Aus den Datensitzen werden die Daten des Kabelproblems

KABEL(D, S,T,c,d,l,L), D= (V,A),

wie folgt erzeugt:

Entsprechend den topologischen Daten der moéglichen Tiefbauabschnitte, der
Bereichsverteiler und der Endverteiler erzeugen wir einen Digraphen D = (V, A)
mit Quellen S und Senken 7. Jedem moglichen Tiefbauabschnitt werden zwei
antiparallele Bogen zugeordnet. Die Bogenldngen [ sind gleich den Lingen der
entsprechenden mdoglichen Tiefbauabschnitte gemessen in Dezimetern. Die Bo-
genkosten ¢ werden gleich den Bogenlingen gewihlt bzw. fiir Uberquerungen
von Hauptstrafien zusétzlich mit dem Straffaktor 5 multipliziert. Die Kosten fiir
Bogen, die den in den Datensétzen PoonaTl bis PoonaT6 ausgehobenen Tief-
baugridben entsprechen, werden null gesetzt. Die Langenbeschrinkungen L und
die Dipfadkostenfaktoren d sollen von den Planungsingenieuren entsprechend der
eingesetzten Technologie interaktiv gewdhlt werden konnen. Wir beschreiben die
Festlegung dieser Parameter in den folgenden Unterabschnitten genauer.

Die Datensétze sind so konstruiert worden, dafl alle Quellen und Senken genau
zu einem Netzknoten benachbart sind. Die Netzknoten haben fast alle drei oder
vier Nachbarknoten.

6.1.1 Vollstindige Datensitze aus Poona

Die Instanzen PoonaS1 bis PoonaS6 enthalten jeweils 1709 Knoten, 5326 Bogen,
302 Senken und einen Bereichsverteiler. Die Instanzen PoonaT1 bis PoonaT6 ent-
halten jeweils 2409 Knoten, 7086 Bogen, 302 Senken und einen Bereichsverteiler.
Das liegt daran, daf fiir die ausgehobenen Tiefbaugriben zusitzliche Segmente,
parallel zu den Grundstiicksbegrenzungen in die Datenséitze manuell eingefiigt
worden sind.

Die Léngenbeschrinkung fiir den Nahbereich wihlen wir zu 5000 und die
Liangenbeschrinkung fiir den Fernbereich wihlen wir zu 36 500, das entspricht
500 Metern bzw. 3650 Metern. Ist fiir eine Senke ¢ € T" der Lingenabstand von
den Quellen S in dem Digraphen D kleiner oder gleich 5000, dann gilt L; = 5000,
sonst, gilt L; = 36 500.

Die Anzahl der Netzteilnehmer, die an den Endverteiler angeschlossen wer-
den sollen, der der Senke t € T entspricht, bezeichnen wir mit n;. Fiir alle Sen-
ken t € T legen wir die Dipfadkostenfaktoren durch dy = dtn, fest, fiir Proportio-

nalititskonstanten d* = 0, ﬁ bzw. %. Im Fall d* = 0 werden die Kabelkosten
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vernachlissigt. Die beiden anderen Werte fiir die Proportionalitéitskonstante ori-
entieren sich an dem Verhiltnis der Kosten fiir den Tiefbau bzw. fiir die Kabel.
Fiir den Datensatz PoonaS5 wihlen wir d* = %, da die externe Heuristik
fiir d* = % kein Ergebnis berechnen konnte.

Durch die Variationen der Dipfadkostenfaktoren, die Positionierung des Be-
reichsverteilers an verschiedenen Punkten des Stadtbereichs und das Einfiigen von
ausgehobenen Tiefbaugridben in den Datensitzen PoonaT1 bis PoonaT6 sind ins-
gesamt 36 Instanzen des Kabelproblems erzeugt worden. Von diesen Instanzen
werden 12 nach der BCP-Phase optimal geldst. Fiir weitere 13 Instanzen wird
eine Giitegarantie erreicht, die besser als 2 Prozent ist. Fiir die restlichen elf
Instanzen, in denen zum iiberwiegenden Teil der Dipfadkostenfaktor gleich null
gewihlt wurde, liegt die Giitegarantie zwischen 2 Prozent und 7 Prozent.

Die Laufzeit in der Eroffnungsphase betrigt bis zu vier Minuten. Der grofite
Teil dieser Laufzeit wird fiir die Initialisierung der Datenstrukturen der dua-
len Heuristik und der Anschlufidigraphen verbraucht. Die Laufzeit fiir das Re-
duktionsverfahren KABEL-REDUKTION und fiir die primale Heuristik Ripup-
REROUTE betrigt hingegen jeweils nicht mehr als zwei Sekunden. Fiir die prima-
le Losung in der heuristischen Phase sind letztere Unterverfahren mafigeblich, so
dafl die Laufzeit der Eroffnungsphase nicht mit der Laufzeit der primalen Eroff-
nungsheuristiken gleichzusetzen ist.

Fiir 30 Instanzen ist die Qualitdt der in der Eroffnungsphase berechneten
primalen Losung besser als 5 Prozent. Man beachte dabei, daB fiir die iibrigen
sechs Instanzen die nach der BCP-Phase berechneten Giitegarantien teilweise
schlechter als fiinf Prozent sind. Die Bogenanzahl wird fiir alle Instanzen in der
Eroffnungsphase um mehr als 10 Prozent und fiir fiinf Instanzen um mehr als 20
Prozent reduziert.

In der Lagrange-Phase werden die primalen Losungen der Instanzen nicht we-
sentlich verbessert, auch die Reduktionsverfahren in der Lagrange-Phase fiihren
kaum zu einer Verringerung der Bogenanzahl der jeweiligen Instanzen.

In der BCP-Phase werden fiir die Instanzen mit positivem Dipfadkostenfak-
tor deutliche Verbesserungen der Giitegarantie erreicht. Dementsprechend setzen
in dieser Phase auch Reduktionen nach dem Reduzierte-Kosten-Kriterium ein.
Ist hingegen der Dipfadkostenfaktor gleich null, dann betrigt die Laufzeit fiir
die Lagrange-Phase teilweise bis zu einer Stunde. Die Laufzeiten fiir die BCP-
Verfahren zur Losung einzelner Verbesserungsprobleme sind ebenfalls deutlich
grofer als fiir Instanzen mit positivem Dipfadkostenfaktor.

Wir dokumentieren den Verlauf des Verfahrens KABEL-OPT auf die folgende
Weise: Fiir jede Phase des Verfahrens geben wir die Laufzeit und die erreichte
Giitegarantie an. Ist O die obere und U die untere Schranke fiir die optimale
Lésung, dann ist die Giitegarantie %. Die Qualitit der oberen Schran-
ke O, die in der Ertffnungsphase bzw. in der Lagrange-Phase erhalten wird,
berechnen wir beziiglich der am Ende des Verfahrens erreichten unteren Schran-

ke U’ mit 05,[] ' Die Qualitiit der unteren Schranke U, die in der Eréffnungsphase
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bzw. in der Lagrange-Phase erreicht wird, berechnen wir beziiglich der am Ende

des Verfahrens erreichten oberen Schranke O’ mit

o'-Uu

T -

Eine Darstellung des Datensatzes von Poona mit den generierten moglichen
Tiefbauabschnitten und zwei Bereichsverteilern ist die Abbildung 6.1. Die expe-
rimentellen Ergebnisse sind in den Tabellen 6.3 und 6.4 festgehalten.

Tabelle 6.1: Das Format der Tabelle 6.3.

Instanz Name Der Name des Datensatzes.
d+ Der Proportionalititsfaktor d+.
Garantie (%) Die nach Ende der jeweiligen Phase erreichte
Giitegarantie, angegeben in Prozent.
Erp. Eréffnungsphase.
Lag. Lagrange-Phase.
BCP BCP-Phase.
Laufzeit Die Laufzeit der jeweiligen Phase(n) in CPU-
Sekunden.
Erp. Eréffnungsphase.
Lag. Lagrange-Phase.
BCP BCP-Phase.
Tot. Gesamtlaufzeit.
Ergebnis Die Kosten der besten berechneten primalen

Lésung.
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Tabelle 6.2: Das Format der Tabelle 6.4.

Instanz Name Der Name des Datensatzes.
d+ Der Proportionalititsfaktor d+.
Qualitit (%) Ext. Die Qualitét der primalen Lésung der exter-
nen Heuristik.
E-P Die Qualitéat der primalen Losung nach der
Eroffnungsphase.
E-D Die Qualitdt der dualen Losung nach der
Eroffnungsphase.
Gar. Die am Ende des Verfahrens KABEL-OPT er-
haltene Giitegarantie.
Bogenred. (%) Bogenreduktion nach der jeweiligen Phase in
Prozent der urspriinglichen Bogenanzahl.
Erp. Eréffnungsphase.
Lag. Lagrange-Phase.
BCP BCP-Phase.
Anzahl L-G Anzahl der Aufrufe des Verfahrens
LAGRANGE-GRADIENT.
L-R Anzahl der Aufrufe des Verfahrens NETZRE-
DUKTION in der Lagrange-Phase.
LP Anzahl der Aufrufe der Schnittebenenver-
fahren zur Losung der Programme LDEKO
oder DEKO.
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)R IS IAY

23

Abbildung 6.1: Der Datensatz von Poona
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Tabelle 6.3: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir vollstindige Instanzen erzeugt aus
dem Datensatz von Poona

Instanz Garantie (%) Laufzeit Ergebnis
Name d* |Erp. Lag. BCP| Erp. Lag. BCP Tot.
PoonaS1 0.000| 3.29 3.15 2.63| 71.0 2766.9 7448.4 10286.3 314082.0
PoonaS1 0.010 | 1.98 1.79 0.03| 69.6 563.2 11037.0 11669.8 898130.7
PoonaS1 0.020 | 1.37 1.21 0 | 68.5 3725 1269.2 1710.2| 1463835.9
PoonaS2 0.000| 3.65 3.49 2.47| 66.5 2170.9 7817.5 10054.9 320856.0
PoonaS2 0.010| 1.46 1.16 0.01| 61.1 533.0 12678.1 13272.2 906378.3
PoonaS2 0.020 | 1.27 1.12 0 | 61.6 370.3 1101.5 1533.4| 1476401.0
PoonaS3 0.000| 3.86 3.85 3.67| 85.4 2166.9 7886.1 10138.4 320199.0
PoonaS3 0.010| 1.56 1.17 0 | 672 5764 137924 14436.0 | 1111644.7
PoonaS3 0.020 | 1.09 0.97 0 | 677 371.3 6966.2 7405.2| 1883454.4
PoonaS4 0.000 | 4.68 4.57 4.36| 75.4 1474.5 8511.4 10061.3 316671.0
PoonaS4 0.010| 2.78 2.16 0.84| 54.2 678.6 9654.0 10386.8 1397645.4
PoonaS4 0.020 | 1.57 0.92 0 53.8 446.3 11425.9 11926.0 | 2443121.5
PoonaS5 0.000 | 2.53 2.23 1.97| 70.4 2298.4 7661.5 10030.3 323615.0
PoonaS5 0.010| 1.74 1.36 0 | 67.8 b535.2 3320.8 3923.8 922829.1
PoonaS5 0.015| 1.69 1.45 0 | 65.5 467.0 1345.8 1878.3 | 1214149.7
PoonaS6 0.000| 2.95 291 2.72| 66.2 3622.5 6338.4 10027.1 315194.0
PoonaS6 0.010| 1.63 1.55 0.37| 60.2 495.3 10048.7 10604.2 1135941.9
PoonaS6 0.020| 1.01 0.91 0 | 60.1 415.5 5753.8 6229.4| 1927524.5
PoonaT1l 0.000 | 8.24 8.07 6.39|207.3 3171.2 6853.2 10231.7 232860.0
PoonaT1 0.010| 3.16 1.88 0.55|198.0 1332.9 8975.2 10506.1 826358.1
PoonaTl 0.020 | 2.43 2.02 0.45|195.7 765.6 9103.0 10064.3 1398750.3
PoonaT2 0.000| 6.29 6.27 4.35|205.5 2785.6 7109.1 10100.2 235048.0
PoonaT2 0.010 | 3.47 2.21 0.68 | 189.7 1076.3 9937.5 11203.5 835704.2
PoonaT2 0.020 | 2.08 1.77 0 |194.1 861.0 4962.8 6017.9| 1407054.2
PoonaT3 0.000 | 8.24 8.07 6.24|197.8 3199.8 7072.6 10470.2 232860.0
PoonaT3 0.010| 1.89 1.53 0.19|187.9 1140.6 8945.0 10273.5 1085161.8
PoonaT3 0.020 | 1.40 0.93 0 [189.1 911.8 4716.7 5817.6| 1913314.1
PoonaT4 0.000 | 6.29 6.27 5.08 | 203.6 2864.0 7144.6 10212.2 236670.0
PoonaT4 0.010 | 3.60 3.27 0 | 1953 1111.4 8714.6 10021.3 866609.7
PoonaT4 0.020 | 2.37 2.20 0 [199.0 910.8 2370.8 3480.6| 1479192.5
PoonaT5 0.000| 7.65 7.65 6.83|212.7 2975.9 7020.9 10209.5 236136.0
PoonaTh 0.010 | 3.54 2.13 1.19|143.0 1028.2 9068.9 10240.1 1291553.7
PoonaT5 0.020| 2.04 1.15 0.36|141.7 957.9 9938.6 11038.2 2305164.2
PoonaT6 0.000 | 5.52 5.18 4.71|195.3 2952.8 7283.8 10431.9 237365.0
PoonaT6 0.010| 3.37 3.01 0.91|181.2 1233.3 8647.2 10061.7 908489.0
PoonaT6 0.020 | 2.05 1.91 0.50 | 181.5 881.1 9061.9 10124.5 1555730.7




6.1. TELEFONNETZ-PLANUNGEN

189

Tabelle 6.4: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir vollstindige Instanzen erzeugt aus
dem Datensatz von Poona

Instanz Qualitdt (%) | Gar.| Bogenred. (%) Anzahl
Name d* | Ext. E-P E-D Erp. Lag. BCP|L-G L-R LP
PoonaS1 0.000| 3.0 3.1 29| 27173 178 178| 19 11 10
PoonaS1 0.010| 35 09 11| 0.1]173 174 496| 31 11 57
PoonaS1 0.020| 4.4 0.7 0.7 0173 174 99.1| 22 11 56
PoonaS2 0.000| 2.8 29 33| 25184 18.4 18.4| 13 11 17
PoonaS2 0.010| 1.9 0.5 11| 0.1|184 19.4 68.7| 68 12 57
PoonaS2 0.020| 2.6 0.6 0.7 0184 184 67.2| 35 11 59
PoonaS3 0.000| 54 39 3.7 3.7|184 184 18.4| 13 11 12
PoonaS3 0.010| 4.2 0.6 1.0 0|184 187 658| 77 11 53
PoonaS3 0.020| 5.0 0.5 0.7 0184 184 62.0| 28 10 57
PoonaS4 0.000| 6.0 4.6 45| 44|16.6 16.6 16.6| 12 10 11
PoonaS4 0.010| 3.1 1.5 22| 09|16.6 16.6 16.6| 50 10 32
PoonaS4 0.020| 2.7 0.5 1.1 0166 16.6 20.0| 25 10 48
PoonaS5 0.000| 1.8 2.1 25| 2.0|20.0 214 214| 39 11 14
PoonaS5 0.010| 1.5 0.6 1.2 0(20.0 200 67.3| 75 11 55
PoonaS5 0.015| 1.9 0.7 1.0 0(20.0 200 711} 77 11 57
PoonaS6 0.000| 2.8 2.8 29| 28174 182 182| 14 11 8
PoonaS6 0.010| 2.8 08 13| 04174 174 20.1| 44 10 49
PoonaS6 0.020| 3.2 0.4 0.7 0174 174 28.7| 30 11 59
PoonaT1 0.000| 4.2 80 6.7| 6.4|19.7 19.7 19.7| 22 10 8
PoonaT1 0.010| 3.2 1.9 18| 0.6|19.1 19.1 22.1| 28 11 47
PoonaT1 0.020| 3.7 15 14| 0.5|19.0 19.0 21.8| 20 10 53
PoonaT2 0.000| 2.2 6.0 4.7| 441199 199 199| 20 10 12
PoonaT2 0.010 24 26 1.6| 0.7|20.6 20.6 228| 22 10 41
PoonaT2 0.020| 2.9 1.4 0.7 0206 206 228| 29 10 57
PoonaT3 0.000| 4.1 7.8 6.7| 6.3|19.7 19.7 19.7| 22 10 8
PoonaT3 0.010| 55 09 13| 0.2|19.7 19.7 26.8| 24 11 52
PoonaT3 0.020| 6.4 0.9 0.6 0(19.7 19.7 34.2| 25 11 59
PoonaT4 0.000| 2.2 6.0 54| 51(199 199 199| 20 10 12
PoonaT4 0.010| 3.4 2.5 1.2 0199 199 224| 30 10 59
PoonaT4 0.020| 4.4 1.6 0.8 01199 199 232| 19 10 59
PoonaTb 0.000| 3.0 7.5 7.0 69|19.0 19.0 19.0| 10 10 12
PoonaTb 0.010| 5.5 22 26| 1.2|19.0 19.0 190| 19 10 31
PoonaT5 0.020| 126 0.9 1.6| 04190 190 21.3| 38 10 53
PoonaT6 0.000| 4.7 5.2 51| 4.8|206 20.6 206| 38 11 12
PoonaT6 0.010| 4.9 23 21| 1.0|204 204 222| 21 11 51
PoonaT6 0.020| 5.6 1.3 1.3| 0.5|204 204 228| 23 11 49
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6.1.2 Variation der Parameter der Kabelprobleme

Fiir die Datensétze Poona, SAB, SAE, SAL und Madrid fithren wir die folgenden
Variationen der Langenbeschréinkungen und der Dipfadkostenfaktoren durch:

Die Langenbeschrinkung fiir den Nahbereich wihlen wir zu 5000 und die
Lingenbeschrinkung L fiir den Fernbereich variieren wir zwischen 5000 und
36 500. Alle Knoten des Digraphen, deren Lingenabstand von den Quellen grofier
oder gleich L ist, werden mit den inzidenten Kanten eliminiert. Auf diese Wei-
se werden die Instanzen auf unterschiedliche Groflen zurechtgeschnitten. Ist fiir
eine Senke ¢ € T" der Léngenabstand von den Quellen S in dem dann aktuellen
Digraphen D kleiner oder gleich 5000, dann gilt L, = 5000, sonst gilt L, = L.

Die Dipfadkostenfaktoren th setzen wir fiir alle Senken ¢ € T" auf 0, % bzw. 1.
Auf diese Weise ist leichter zu iibersehen, in welcher Weise das Verhéltnis von
Bogenkosten und Dipfadkosten in der Losung die Eigenschaften des Verfahrens
beeinfluflt.

Insgesamt wurden 69 Instanzen erzeugt. Fiir alle Instanzen wird in der Erofi-
nungsphase eine Giitegarantie berechnet, die besser ist als 10 Prozent. Die Lauf-
zeit der Eroffnungsphase betrigt fiir die drei gréfiten Poona-Instanzen ca. 45
Sekunden. Fiir kleine und mittlere Instanzen von Poona, Siidafrika und Madrid
betragt die Laufzeit nur wenige Sekunden. Die Qualitéit der primalen Losung der
Eroffnungsphase ist fiir 22 Instanzen besser als ein Prozent und fiir 62 Instanzen
besser als 5 Prozent. In der Er6ffnungsphase wird die Bogenanzahl von allen In-
stanzen um mehr als 10 Prozent reduziert und fiir 30 Instanzen sogar um mehr
als 30 Prozent reduziert.

Die nach der Eréffnungsphase erreichte Giitegarantie wird in der Lagrange-
Phase deutlich verbessert. Von den 69 berechneten Instanzen werden in der
Lagrange-Phase elf optimal geldst. Fiir weitere 21 Instanzen wird eine Giitega-
rantie besser als ein Prozent erreicht. Fiir alle Instanzen ist die Giitegarantie nach
der Lagrange-Phase besser als sechs Prozent. Die Laufzeiten der Lagrange-Phase
hingen stark von der Grofle der Instanz und von dem Wert fiir die Dipfadkosten-
faktoren ab. Der Spitzenwert liegt bei 23 Minuten fiir die Instanz von Poona mit
Langenbeschrinkung L = 34 000 und Dipfadkostenfaktoren d,=0fiirallet e T.
Je grofler die Dipfadkostenfaktoren sind, umso schneller ist die Lagrange-Phase
beendet. Fiir die meisten Instanzen betrigt die Laufzeit der Lagrange-Phase we-
niger als fiinf Minuten.

Nach der Lagrange-Phase sind 55 Instanzen ungeltst. Die Qualitat der prima-
len Losung, die in der Lagrange-Phase berechnet wird, ist fiir 34 dieser Instanzen
besser als 1 Prozent und fiir alle weiteren besser als 5 Prozent. Von den 55 Instan-
zen wird fiir 21 Instanzen die nach der Er6ffnungsphase bestehende Bogenanzahl
um mehr als 20 Prozent reduziert, fiir 9 Instanzen sogar mehr als halbiert.

Fiir alle Instanzen mit Dipfadkostenfaktoren d; = 1, ¢ € T, wird innerhalb
des Zeitlimits von 10 000 CPU-Sekunden eine Giitegarantie von weniger als einem
Promille erreicht. Die meisten dieser Instanzen werden optimal gel6st. Die Losung
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der Instanzen mit Dipfadkostenfaktoren d; = 0, ¢t € T, ist hingegen deutlich
schwieriger. Fiir diese Instanzen sind die Laufzeiten der Branch-and-Cut-and-
Price-Verfahren deutlich grofler als fiir die vergleichbaren Instanzen mit positiven
Dipfadkostenfaktoren.

Die experimentellen Ergebnisse sind in den folgenden Tabellen dokumentiert.

Tabelle 6.5: Das Format der Tabellen 6.6 bis 6.10.

Instanz 10LW Die Langenbeschriankung des Fernbereichs in
Einheiten zu 1 000.
d Der Dipfadkostenfaktor.
|A| Die Anzahl der Bogen der urspriinglichen In-
stanz.
T Die Anzahl der Senken der urspriinglichen
Instanz.
Garantie (%) Die Giitegarantie in Prozent, die nach der je-
weiligen Phase erreicht ist.
Erp. Eroffnungsphase
Lag. Lagrange-Phase
BCP BCP-Phase
Laufzeit Die Laufzeit der jeweiligen Phase(n) in CPU-
Sekunden.
Erp. Eréffnungsphase.
Lag. Lagrange-Phase.
BCP BCP-Phase.
Tot. Gesamtlaufzeit.
Ergebnis Die Kosten der besten primalen Losung.
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Tabelle 6.6: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir Instanzen erzeugt aus dem Datensatz
Poona

Instanz Garantie (%) Laufzeit Ergebnis
LO d |A| |T||Erp. Lag. BCP|Erp. Lag. BCP Tot.
5 0.0 1586 112 5.07 1.47 0 0.2 13.6 44.4 58.2 147844.0
5 0.1 1586 112 4.67 0.60 0 0.1 5.4 2.8 8.3 185983.3
5 1.0 1586 112 2.33 0 0.1 1.3 14| 515691.0
10 0.0 3770 240 | 4.11 2.04 0.8 76.8 726.2 803.8| 358888.0
10 0.1 3770 240 3.52 1.49 0.8 559 370.7 427.4| 495459.0
10 1.0 3770 240 | 1.57 0.65 0.8 563 202 77.3| 1684873.0
15 0.0 4442 279|6.14 3.96 3. 3.4 212.0 9792.1 10007.5 427782.0
15 0.1 4442 279 3.74 3.74 3.1 18.9 3936.5 3958.5| 612799.7
15 1.0 4442 279 | 1.79 0.86 2.9 83.8 319.1 405.8 | 2236216.0
20 0.0 4714 292|479 3.09 2.50| 8.2 344.2 9725.1 10077.5 453335.0
20 0.1 4714 292|3.65 250 0.81| 7.9 2281 9958.6 10194.6 667298.1
20 1.0 4714 292 | 1.68 0.83 0 7.4 107.1 467.0 581.5 | 2499093.0
25 0.0 4892 302|4.67 3.29 2.28|18.3 711.0 9472.9 10202.2 478912.0
25 0.1 4892 302 |3.61 2.62 1.02|17.8 378.8 9690.9 10087.5 719047.5
25 1.0 4892 302 | 1.57 0.88 0 | 171 150.2 393.1 560.4 | 2750598.0
34 0.0 4984 307 | 4.64 3.47 3.34|45.5 1421.9 8676.0 10143.4 486327.0
34 0.1 4984 307|3.61 2.52 1.34|44.4 710.3 9266.8 10021.5 742100.6
34 1.0 4984 307 |1.49 0.83 0 | 43.7 2158 582.7  842.2| 2894087.0

OO%OOO
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Abbildung 6.2: Poona-Instanz fiir eine auf 5000 (Dezimeter) festgelegte Lingen-
beschrankung
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Abbildung 6.3: Der Datensatz SAB von Siidafrika
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Abbildung 6.4: Der Datensatz SAE von Siidafrika
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Abbildung 6.5: Der Datensatz SAL von Siidafrika
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Abbildung 6.6: Der Datensatz von Madrid
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Tabelle 6.7: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir Instanzen erzeugt aus dem Datensatz
SAB

Instanz Garantie (%) Laufzeit Ergebnis
= d |A| |T||Erp. Lag. BCP|Erp. Lag. BCP Tot.
15 0.0 812 21|8.35 0 0.1 1.1 1.2 70414.0
15 0.1 812 21| 5.00 0 0.1 0.7 0.8 92230.8
15 1.0 812 21|1.79 0.81 0 0.1 0.7 0.9 1.7 288002.0
20 0.0 1538 39| 4.54 1.00 0 0.2 140 4.0 18.2| 126481.0
20 0.1 1538 39| 3.04 1.02 0 0.2 7.3 3.0 10.5| 181592.5
20 1.0 1538 39| 1.37 0 0.2 338 4.0| 663851.0
25 0.0 2890 63|4.20 1.01 0 0.6 43.2 493.4 537.2 193796.0
25 0.1 2890 63237 0.80 0 0.5 223 109.7 132.5| 303479.2
25 1.0 2890 63]|1.17 0.69 0 0.5 8.2 3.7 12.4 | 1272229.0
34 0.0 48568 111|7.26 4.97 3.45| 2.2 156.5 10154.9 10313.6 336985.0
34 0.1 4858 111 4.95 2.66 0 2.1 83.2 11375 12228 590624.5
34 1.0 4858 111 1.38 0.76 0 1.8 62.5 62.7 127.0 | 2830563.0
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Tabelle 6.8: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir Instanzen erzeugt aus dem Datensatz
SAE

Instanz Garantie (%) Laufzeit Ergebnis
ﬁ d |A| |T||Erp. Lag. BCP |Erp. Lag. BCP Tot.

5 0.0 692 26| 5.49 0 0.1 14 1.5 33922.0

5 0.1 692 26| 3.32 0 0.1 0.7 0.8 42603.7

5 1.0 692 26| 2.68 0.98 0 0.0 0.7 0.2 0.9] 119116.0
10 0.0 2112 57| 6.53 2.24 0 0.3 10.0 12.0 22.3 | 100030.0
10 0.1 2112 57| 4.73 0 0.2 1.8 2.0| 133518.0
10 1.0 2112 57| 1.71 0.80 0 0.2 7.7 3.5 11.4| 432832.0
15 0.0 2744 71)9.50 536 0.87| 0.9 44.9 9992.8 10038.6 124712.0
15 0.1 2744 71| 4.44 1.56 0 0.8 49.0 291.2 341.0| 176885.5
15 1.0 2744 71| 1.75 0.98 0 0.7 28.0 24.5 53.2 | 623586.0
20 0.0 2744 71437 1.35 0 1.8 134.8 4471.8 4608.4| 119158.0
20 0.1 2744 71|3.84 211 0 1.5 53.8 667.5 722.8 | 174067.7
20 1.0 2744 71|1.82 0.84 0 14 231 22.7 47.2 | 623586.0
25 0.0 2744 771|437 250 2.50| 2.8 76.9 10206.1 10285.8| 120149.0
25 0.1 2744 71| 3.84 2.03 0 2.6 44.6 814.7 861.9 | 174067.7
25 1.0 2744 711|182 0.84 0 24 25.1 24.4 51.9 | 623586.0
34 0.0 2744 71437 250 2.50| 5.6 118.2 9997.8 10121.6 120149.0
34 0.1 2744 71 3.84 2.03 0 53 449 656.8 707.0 | 174067.7
34 1.0 2744 71|1.82 0.84 0 5.2 26.1 25.3 56.6 | 623586.0
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Tabelle 6.9: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir Instanzen erzeugt aus dem Datensatz
SAL

Instanz Garantie (%) Laufzeit Ergebnis
= d |A| |T||Erp. Lag. BCP |Erp. Lag. BCP Tot.

5 0.0 550 16| 2.32 0 0.0 04 0.4 31238.0

5 0.1 550 16| 1.62 0 0.0 0.1 0.1 36420.0

5 1.0 550 16| 0.75 0 0.0 0.1 0.1 82383.0
10 0.0 1638 48] 6.53 0.83 0| 02 85 1.3 10.0 96559.0
10 0.1 1638 48| 4.66 0.54 0 0.2 2.2 0.2 2.6 126234.9
10 1.0 1638 48| 1.81 0.59 0 0.1 1.6 0.2 1.9| 389502.0
15 0.0 2946 89| 7.04 2.11 0 0.8 102.9 485.3 589.0 | 175943.0
15 0.1 2946 89| 4.67 1.96 0 0.8 751 2125 288.4 259144.5
15 1.0 2946 89| 2.06 0.92 0| 07 315 371 69.3 | 1000563.0
20 0.0 4320 135| 8.00 3.35 2.75| 3.0 225.7 9821.6 10050.3 272331.0
20 0.1 4320 135| 4.64 2.69 0 2.8 131.8 5525.1 5659.7| 436496.6
20 1.0 4320 135| 1.73 0.95 0 24 741 4328 509.3 | 1914125.0

25 0.0 4582 143|8.25 4.16 4.16| 7.7 436.5 9638.7 10082.9 275235.0
25 0.1 4582 143 | 4.16 2.43 1.33| 6.9 228.9 9933.8 10169.6 461201.1
25 1.0 4582 143 | 1.83 1.01 0 5.9 119.6 2764.5 2890.0 | 2090936.0
34 0.0 4582 143 5.65 3.40 3.35|19.7 865.4 9136.8 10021.9 272552.0
34 0.1 4582 143 | 4.17 2.95 2.03|17.8 248.8 9828.0 10094.6 461859.3
34 1.0 4582 143 1.83 0.98 0 | 16.7 141.4 3159.6 3317.7| 2090936.0

Tabelle 6.10: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir Instanzen erzeugt aus dem Daten-
satz von Madrid

~ Instanz Garantie (%) Laufzeit Ergebnis
s d |A| |T||Erp. Lag. BCP|Erp. Lag. BCP  Tot.
34 0.0 1232 70| 3.66 1.51 0 1.1 89.1 9324 1022.6 24766.0
34 0.1 1232 70| 4.11 1.52 0 1.0 37.5 130.3 168.8| 33771.1
34 1.0 1232 70| 1.24 0 09 53 6.2 102183.0




6.1. TELEFONNETZ-PLANUNGEN 201

Tabelle 6.11: Das Format der Tabellen 6.12 bis 6.15.

Die Langenbeschrinkung des Fernbereichs in
Einheiten zu 1 000.

d Der Dipfadkostenfaktor.

Qualitit (%) E-P Qualitét der primalen Losung nach der Eroff-
nungsphase.

E-D Qualitdt der dualen Losung nach der Eroff-
nungsphase.

L-P Qualitdt der primalen Losung nach der La-
grange-Phase.

L-D Qualitdt der dualen Losung nach der La-
grange-Phase.

Gar. Die am Ende des Verfahrens KABEL-OPT er-
haltene Giitegarantie.

Bogenred. (%) Bogenreduktion nach der jeweiligen Phase in
Prozent der urspriinglichen Bogenanzahl.
Erp. Eréffnungsphase.

Lag. Lagrange-Phase.

BCP BCP-Phase.

Anzahl L-G Anzahl der Aufrufe des Verfahrens
LAGRANGE-GRADIENT.

L-R Anzahl der Aufrufe des Verfahrens NETZRE-
DUKTION in der Lagrange-Phase.

LP Anzahl der Aufrufe der Schnittebenenver-
fahren zur Losung der Programme LDEKO
oder DEKO.

Instanz
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Tabelle 6.12: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir Instanzen erzeugt aus dem Daten-
satz von Poona

Instanz Qualitit (%) Gar. | Bogenred. (%) Anzahl
& d|EP ED LP LD Erp. Lag. BCP|L-G L-R LP
5 00| 22 24 06 0.5 0| 38.8 425 446 49 15 35
501 24 18 01 0.1 0|38.8 843 906| 49 16 29
10 00| 1.5 22 04 1.2 0(29.1 304 30.7| 38 14 49
10 0.1 1.5 16 03 0.7 0] 29.1 30.8 459| 32 13 51
10 1.0| 0.8 04 0.1 0.1 0(29.1 40.7 983 | 48 23 24
15 00| 42 41 26 35| 26|204 209 209| 24 11 41
15 01 1.3 21 13 21 0204 20.9 509 2 2 53
15 1.0 0.8 0.6 0.2 0.3 0| 204 209 450| 37 11 57
20 00 3.1 33 21 26| 21201 20.1 20.1| 21 10 23
20 0.1} 1.5 21 1.1 1.3] 04201 201 204| 26 10 42
20 1.0 0.7 05 0.2 0.3 0201 204 448| 35 12 61
25 00} 28 32 21 25| 18|188 188 188| 28 10 28
25 01| 13 24 12 16| 06188 188 20.2| 22 10 47
25 1.0 0.7 05 0.2 0.3 0|18.8 19.7 949| 40 12 59
34 00 35 36 29 3.0 29169 169 169 19 10 14
34 0.1 16 25 1.3 16| 09169 169 176| 24 10 40
34 10| 06 05 0.2 0.2 0| 169 19.2 68.1| 47 16 61

Tabelle 6.13: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir Instanzen erzeugt aus dem Daten-
satz SAB

Instanz Qualitit (%) Gar. | Bogenred. (%) Anzahl

ﬁ d|EP ED LP LD Erp. Lag. BCP |L-G L-R LP
10 0.1 23 0.1 23 0 0|66.1 8.9 809| 13 12 5
15 1.0 09 0.5 02 0.2 0] 48.3 84.2 88.0| 28 15 13
20 00} 3.3 08 05 0.1 0|44.6 823 86.3| 108 33 19
20 0.1 1.8 08 04 0.2 0446 734 989| 63 25 18
25 0.0 22 15 02 04 0435 699 89.3| 59 23 24
25 0112 08 01 0.3 0|435 73.5 98.9| 62 24 27
25 1.0] 05 02 0.2 0.1 0]|43.5 679 679 35 13 16
34 00| 59 39 42 33| 3.0|272 289 29.2| 31 12 26
34 0.1 31 14 13 1.0 0272 29.0 96.8| 28 13 34
34 10| 06 03 02 0.1 0272 355 83.2| 52 18 34
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Tabelle 6.14: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir Instanzen erzeugt aus dem Daten-
satz SAE

Instanz Qualitit (%) Gar. | Bogenred. (%) Anzahl
ﬁ d|E-P ED LP LD Erp. Lag. BCP |L-G L-R LP
5 10| 1.8 05 0.5 0 48.2 914 914 39 17 9
10 00| 55 0.6 1.5 0.3 46.8 57.9 915 29 13 19
10 1.0 1.0 03 03 0.1 46.8 72.4 98.2| 40 17 17
15 00| 71 22 31 22| 0 20.0 200 51.2, 19 10 29
15 01| 25 15 0.5 0.6 20.0 40.9 7T4.0| 46 17 27
15 1.0 1.0 03 0.5 0.1 20.0 46.4 84.0| 61 24 27
20 00 27 1.2 0.2 0.7 18.1 456 924| 38 23 29
20 0.1 21 13 08 0.9 18.1 36.3 81.1| 41 14 31
20 10| 1.0 04 04 01 18.1 56.3 84.9| 61 20 25
25 01| 21 1.3 0.7 1.0 181 378 793 30 13 29
25 1.0 1.0 04 04 0.1 18.1 56.3 84.6| 61 20 25
34 0.1 21 1.3 07 1.0 18.1 37.8 81.7| 30 13 29
34 1.0 1.0 04 04 0.1 18.1 56.3 84.6| 61 20 25

Ocoo0ooCcoOoOO0CCOoOORMROOO

Tabelle 6.15: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir Instanzen erzeugt aus dem Daten-
satz SAL

Instanz Qualitit (%) Gar. | Bogenred. (%) Anzahl

L. d|EP ED LP LD Erp. Lag. BCP|L-G L-R LP
10 00| 48 13 04 0.1 0]39.5 922 974|118 31 16
15 00| 41 24 13 04 0313 379 90.2| 70 23 33
15 01| 3.0 13 14 0.1 0313 376 993 75 22 32
15 1.0 1.1 06 04 0.1 0| 313 43.7 91.1| 49 18 31
20 00| 59 38 23 29| 233|241 257 264| 42 14 22
20 011 29 13 14 038 0| 24.1 248 422| 33 14 37
20 1.0 0.8 05 0.3 0.3 0241 271 785 33 13 33
25 01|31 14 15 14| 09|186 186 204| 27 12 23
25 1.0| 0.8 06 0.3 0.3 0| 18.6 20.0 87.0| 34 13 41
34 0.1 3.7 16 25 16| 1.6|183 183 183| 13 10 22
34 1.0 08 0.6 0.2 0.3 0| 183 20.3 80.8| 37 15 41
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6.1.3 Untersuchung der Schnittebenenverfahren

In diesem Unterabschnitt diskutieren und dokumentieren wir die Ergebnisse der
Schnittebenenverfahren in den Verfahren DIREKT-OPT und BUNDEL-OPT. In
dem Verfahren DIREKT-OPT wird nach der Lagrange-Phase das Netzproblem ¥
mit einem Schnittebenenverfahren direkt gelost. In dem Verfahren BUNDEL-OPT
gehen wir nach der Lagrange-Phase zu einem Netzproblem ¥’ durch Biindeln der
Zielpunkte iiber. Die Anschliisse des Netzproblems ¥’ sind Wurzelwiilder, die je-
weils eine Teilmenge der Senken mit den Quellen verbinden. Das Netzproblem ¥’
16sen wir mit einem Schnittebenenverfahren wie in Abschnitt 5.6 beschrieben.

Wie im vorigen Abschnitt variieren wir die Léngenbeschréinkungen und die
Dipfadkostenfaktoren der erzeugten Kabelprobleme. Auf diese Weise erzeugen
wir Instanzen unterschiedlicher Gréfle und Schwierigkeit, wie sie auch in dem
Verfahren KABEL-OPT als Unterprobleme auftauchen.

Das Verfahren BUNDEL-OPT hat eine schlechtere Performance als das Ver-
fahren DIREKT-OPT. Eine Ursache dafiir ist unserer Ansicht nach, dafl das BCP-
Verfahren in BUNDEL-OPT nicht so weit ausgereift ist wie das BCP-Verfahren
in DIREKT-OPT. Daher halten wir das Konzept des Verfahrens BUNDEL-OPT
weiterhin fiir erfolgversprechend.

Die Lésung der linearen Programme verbraucht den gréfiten Anteil der Lauf-
zeit. Im Vergleich dazu sind die Laufzeiten der heuristischen Verfahren zur Erzeu-
gung von Anschlufivariablen, das sind Dipfadvariablen bzw. Wurzelwaldvariablen,
sehr gering. In dem Verfahren DIREKT-OPT werden bei jeder Variablengenerie-
rung mehrere Dipfadvariablen pro Senke erzeugt wie in Unterabschnitt 5.6.2 be-
schrieben. Hingegen wird bei dem Verfahren BUNDEL-OPT pro Zielpunkt bzw.
pro Senkenteilmenge hochstens ein Wurzelwald erzeugt. Entsprechend werden
bei dem Verfahren BUNDEL-OPT mehr Iterationen zur Losung des linearen Pro-
gramms in der Wurzel benétigt als in dem Verfahren DIREKT-OPT. Die urspriing-
liche Absicht, die Erzeugung der Wurzelwaldvariablen im Wesentlichen mit heu-
ristischen Verfahren zu bewerkstelligen und nur gegen Ende des BCP-Verfahrens
exakte Verfahren zur Losung des Pricingproblems einzusetzen, wurde bei dem
Verfahren BUNDEL-OPT nicht erreicht.

Die Anzahl der Variablen und Nebenbedingungen im linearen Programm in
der Wurzel des BCP-Verfahrens in DIREKT-OPT iibersteigt die entsprechen-
de Anzahl in BUNDEL-OPT um etwa eine Gréflenordnung. Da jedoch die An-
schluBvariablen in den Verfahren DIREKT-OPT und BUNDEL-OPT unterschied-
lich erzeugt werden, haben wir zusdtzlich die Anzahl der fraktionalen Varia-
blen und der von uns so genannten fraktionalen Nebenbedingungen aufgefiihrt.
Als fraktionale Nebenbedingungen bezeichnen wir die Bauteilbedingungen
Tq — ZPth yipXt >0,a € A, t € T, mit der Eigenschaft, da$§ die zugeordnete
Nutzpreisvariable v, , nicht gleich null ist und nicht zuléssig auf die obere Schran-
ke ¢, gesetzt werden kann. Die Nutzpreisvariable v, kann nur dann zuldssig auf
die obere Schranke ¢, gesetzt werden, wenn alle Nutzpreisvariablen vy , mit ¢’ # ¢
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gleich null sind. Das lineare Programm LDEKO kann optimal gelést werden, wenn
das aktive lineare Programm alle fraktionalen Nebenbedingungen und die Ziel-
preisbedingungen ) .., y:p = 1 enthilt und die nicht aktiven Nutzpreisvaria-
blen in korrekter Weise auf null oder auf die obere Schranke gesetzt werden. Die
Anzahl der fraktionalen Nebenbedingungen des Wurzel-LPs ist fiir das Verfahren
BUNDEL-OPT ebenfalls etwa um den Faktor fiinf kleiner als fiir das Verfahren
DIREKT-OPT. Entsprechend sind in dem Verfahren BUNDEL-OPT die aktiven
linearen Programme leichter zu losen als in dem Verfahren DIREKT-OPT.

Leider ist es uns jedoch nicht gelungen, eine effektive Methode zur gleichzei-
tigen zahlreichen Generierung von verletzten Wurzelwaldvariablen zu finden, um
so die Anzahl der Iterationen des BCP-Verfahrens zu verringern. In dem Verfah-
ren BUNDEL-OPT traten immer wieder moglicherweise numerische Instabilitdten
auf, die teilweise zu einem Abbruch des Verfahrens gefiihrt haben. Wir haben
daher fiir einige Instanzen die Steuerparameter der Lagrange-Phase so verdndert,
dal Ergebnisse berechnet werden konnten. Fiir zwei andere Instanzen wurden
die Verfahren kurz vor dem Auftritt des Fehlers und vor Uberschreiten des Zeitli-
mits abgebrochen. Die Performance der BCP-Phase der Verfahren DIREKT-OPT
und BUNDEL-OPT fiir eine Instanz ist daher nur dann vergleichbar, wenn die
angegebenen Knoten- und Kantenzahlen der Instanzen nach der Lagrange-Phase
iibereinstimmen. Die experimentellen Ergebnisse sind in den folgenden Tabellen
dokumentiert.
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Tabelle 6.16: Das Format der Tabellen 6.18, 6.20, 6.22 und 6.24.

Instanz 10LW Die Léngenbeschrankung des Fernbereichs in

Einheiten zu 1 000.

d Der Dipfadkostenfaktor.

\4 Die Anzahl der Knoten der Instanz nach der
Lagrange-Phase.

|Al Die Anzahl der Bogen der Instanz nach der
Lagrange-Phase.

T Die Anzahl der Senken der Instanz nach der
Lagrange-Phase.

BCP Nod. Die Anzahl der Knoten des Verzweigungs-
baumes des BCP-Verfahrens.

Price Die Anzahl der Aufrufe des Pricingverfah-
rens.

Root-LP Anzahl der Variablen, der Nebenbedingun-
gen und der Nicht-Null-Eintrige der Matrix
des aktiven LPs in der Wurzel des Verzei-
gungsbaumes.

Var. Variablen.
Neb. Nebenbedingungen.
NZ Nicht-Null-Eintrége.
Frak. Var. Fraktionale Variablen und
Neb. fraktionale Nebenbedingungen in den Losun-
gen des aktiven LPs in der Wurzel des Ver-
zweigungsbaumes.
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Tabelle 6.17: Das Format der Tabellen 6.18, 6.20, 6.22 und 6.24.

Instanz 10LW Die Liangenbeschrankung des Fernbereichs in
Einheiten zu 1 000.

d Der Dipfadkostenfaktor.

Laufzeiten Die Laufzeiten fiir die jeweiligen Unterver-
fahren in CPU-Sekunden.

G-H Generierung von Anschlufivariablen mit ei-
nem heuristischen Verfahren oder einem dy-
namischen Programm.

G-S Generierung von Anschluffvariablen mit ei-
nem BCP-Verfahren in BUNDEL-OPT.

LP Verwaltung der LP-Daten und fiir das Losen
aktiver LPs.

CPL. Losen der aktiven LPs mit CPLEX.

Lag. Lagrange-Phase.

BCP BCP-Phase.

Garantie Lag. Giitegarantie in Prozent nach der Lagrange-
Phase.

BCP Giitegarantie in Prozent bezogen auf die be-
rechneten primalen und dualen Losungen in
der BCP-Phase.




208 KAPITEL 6. EXPERIMENTELLE ERGEBNISSE

Tabelle 6.18: Ergebnisse von DIREKT-OPT (oben) und von BUNDEL-OPT (unten)
fiir Instanzen erzeugt aus dem Datensatz von Poona

Instanz BCP Root-LP Frak.
= d |V| J|A|l |T||Nod. Price| Var. Neb. NZ | Var. Neb.
5 0.0 302 912 106 3 31 4273 2393 41836 | 130 490
5 0.1 111 250 68 1 8 741 659 4217 0 206
5 1.0 39 81 25
6 0.0 119 284 72 1 5 873 748 5684 0 146
6 0.1 110 245 73 1 5 680 594 3558 0 189
6 1.0 41 80 29
7 0.0 406 1158 157 1 19 5377 2579 52629 0 466
7 01 359 979 151 1 10 3661 1915 31677 0 553
7 1.0 7 10 4 1 2 19 20 38 0 2
8 0.0 603 1855 189 3 45| 12938 5198 169895 32 1044
8 0.1 577 1749 187 3 26 8078 3524 92492 30 1210
8 1.0 524 1478 186 1 13 5635 2309 57469 0 641
10 0.0 813 2625 229 1 27| 32955 7515 585904 0 1395
10 0.1 809 2610 229 3 45| 18591 5944 291424 39 2303
10 1.0 750 2239 226 1 11| 10690 3299 144908 0 953
15 0.0 1075 3516 274 1 15 (152940 21727 4374699 | 1981 3832
15 0.1 1071 3499 274 1 45| 63156 11630 1447874 2 5132
15 1.0 1075 3516 274 1 25| 21973 5701 417675 0 1823
Instanz BCP Root-LP Frak.
ﬁ d V| |A| |T||Nod. Price| Var. Neb. NZ | Var. Neb.
5 0.0 307 959 106 1355|2046 1193 10112 0 202
5 0.1 111 250 68 1 32| 349 306 821 0 21
5 1.0 39 81 25
6 0.0 119 284 72 1 40| 394 362 1007 0 27
6 0.1 110 245 73 1 39| 354 287 900 0 23
6 1.0 41 80 29
7 0.0 406 1158 157 1314|2181 1340 10030 0 148
7 0.1 359 979 151 1198|1539 1101 6924 0 85
7 1.0 7 10 4 1 6 17 14 29 0 4
8 0.0 622 1964 190 1405|3871 2151 27677 0 260
8 0.1 622 1964 190 1 4891|4007 2088 28714 0 283
8 1.0 524 1478 186 1 2081|2017 1302 11130 0 91
9 0.0 729 2349 212 1454|4356 2546 35294 0 310
9 0.1 733 2366 212 1 6121|4999 2637 43575 42 350
9 1.0 696 2106 210 1418|3087 1743 21370 0 123
10 0.0 813 2625 229 1263|4485 2945 27831 0 343
10 0.1 809 2610 229 1285|4350 2766 25520 12 276
10 1.0 750 2239 226 1334|3188 1876 18500 0 160
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Tabelle 6.19: Ergebnisse von DIREKT-OPT (oben) und von BUNDEL-OPT (unten)

fiir Instanzen erzeugt aus dem Datensatz von Poona

Instanz Laufzeiten Garantie
& d|G-H G-S LP CPL. Lag. BCP|Lag. BCP
5 0.0 2.0 21.8 6.2 138  26.3| 1.0 0
5 01| 0.1 0.4 02 55 06| 02 0
5 1.0 1.4 0
6 0.0 0.1 0.4 02 5.9 0.7/ 02 0
6 01| 0.1 0.3 0.1 5.1 04| 0.1 0
6 1.0 1.7 0
7 00| 1.5 9.1 40 226 123 05 O
7 01| 0.7 3.5 1.1 214 48| 03 0
7 1.0 0.0 0.0 0.0 29 0.0 0.1 0
8 0.0| 6.4 207.7 875 433 2252| 08 O
8 0.1] 3.2 765 212 294  84.1| 05 O
8 1.0| 1.3 6.9 2.4 209 971 02 0
10 0.0|13.0 380.5 2438 765 4094| 16 0
10 0.1|14.3 674.8 3493 56.6 709.2| 1.0 O
10 1.0| 2.8 21.6 89 568 29| 02 0
15 0.0]69.4 24716.4 22182.3 226.2 24805.7| 3.5 16.5
15 0.1|56.1 4996.7 4336.5 146.6 5140.5| 1.8 0.1
15 1.0|10.1 1342 79.1 943 156.4| 04 O
Instanz Laufzeiten Garantie
& d| GH G-S LP CPL. Lag. BCP|Lag. BCP
5 00| 38.7 7205 1632 161.2 4.3 909.8| 2.0 0O
501 04 34 04 03 52 42| 02 0
5 1.0 1.4 0
6 00/ 05 27 05 04 55 39/ 02 0
6 01| 04 21 03 03 49 3.0| 0.1 0
6 1.0 1.6 0
7 0.0 288 503.8 168.8 166.3 21.5 701.9| 05 O
7 01| 122 892 28.0 267 209 131.7| 03 0O
7 10| 00 01 00 00 28 0.1| 0.1 0
8 0.0 72.9 9424 2577.9 2570.1 24.0 3596.6| 1.6 0.8
8 0.1 99.1 2719.7 2132.2 21249 12.4 49488| 1.6 0O
8§ 1.0| 23.8 3148 388 368 201 3765| 02 O
9 0.0| 63.7 125.5 9808.1 9797.5 15.9 10034.9| 3.9 6.9
9 0.1]139.8 3078.9 6774.1 6764.1 21.3 10010.2| 3.1 0.4
9 1.0| 84.4 2957.7 383.7 3782 26.6 3412.1| 02 O
10 0.0 35.9 9890.1 9879.2 78.9 9951.6| 1.6
10 0.1] 38.0 9916.8 9906.9 53.9 9981.9| 1.0
10 1.0| 64.0 1480.3 437.7 4319 56.5 1978.7| 02 O
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Tabelle 6.20: Ergebnisse von DIREKT-OPT (oben) und von BUNDEL-OPT (unten)
fiir Instanzen erzeugt aus dem Datensatz SAB

Instanz BCP Root-LP Frak.
s d |V| |A| |T)|Nod. Price| Var. Neb. NZ|Var. Neb.
10 0.0 10 18 7
10 0.1 25 62 10 1 4] 119 80 563 0 16
10 1.0 9 18 5
11 0.0 3 4 2
1 01 3 4 2
11 1.0 6 12 3
12 0.0 12 23 8
12 0.1 26 63 11 1 3| 139 84 695 0 16
12 1.0 11 23 6
13 0.0 12 20 7 1 3 47 44 186 0 14
13 01 9 14 5
13 1.0 24 53 10
15 0.0 47 102 16
501 3 3 2
15 1.0 58 129 18 1 8| 318 202 2099 0 42
20 0.0 107 273 30 1 811044 605 11516 0 111
20 0.1 155 410 34 1 14 11656 811 23544 0 228
20 1.0 6 7 5
Instanz BCP Root-LP Frak.

d |V| |A| |T||Nod. Price|Var. Neb. NZ|Var. Neb.
10 0.0 10 18 7
10 0.1 25 62 10 1 21 17 61 179 0 4
10 1.0 9 18 5

1 00 3 4
11 01 3 4
11 1.0 6 12

12 0.0 12 23
12 0.1 26 63
12 1.0 11 23
13 0.0 12 20
13 01 9 14
13 1.0 24 53
14 0.0 19 37
14 0.1 8 12
14 1.0 21 47
15 0.0 47 102
1501 3 3
15 1.0 58 129

—_

1 22| 78 63 205 0 4

1 121 37 35 106 0 8

—_
CODN OO OO OO 00 W N

1 7| 19 19 42 0 4

—_

—_

1 39| 157 134 627 0 10
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Tabelle 6.21: Ergebnisse von DIREKT-OPT (oben) und von BUNDEL-OPT (unten)
fiir Instanzen erzeugt aus dem Datensatz SAB

Instanz Laufzeiten Garantie
& d|G-H G-S LP CPL. Lag. BCP|Lag. BCP
10 0.0 0.0 0
10 0.1 0.0 00 00 01 01| 23 0
10 1.0 0.1 0
11 0.0 0.1 0
11 0.1 0.1 0
11 1.0 0.0 0
12 0.0 0.1 0
12 0.1 0.0 00 00 02 01| 21 0
12 1.0 0.1 0
13 0.0 0.0 00 00 02 00| 03 0
13 0.1 0.1 0
13 1.0 0.1 0
15 0.0 1.1 0
15 0.1 0.8 0
15 1.0 0.0 01 01 09 02| 04 O
20 0.0| 0.2 0.7 05 143 11| 05 O
20 0.1] 0.5 1.5 10 76 23| 06 0O
20 1.0 4.0 0
Instanz Laufzeiten Garantie
& d|G-H G-S LP CPL. Lag. BCP|Lag. BCP
10 0.0 0.0 0
10 01| 00 02 01 01 01 04| 23 0
10 1.0 0.1 0
11 0.0 0.0 0
11 0.1 0.0 0
11 1.0 0.0 0
12 0.0 0.1 0
12 0.1] 00 03 0.0 00 02 04| 21 0
12 1.0 0.1 0
13 00| 00 02 00 00 02 02| 03 0
13 0.1 0.2 0
13 1.0 0.1 0
14 0.0 0.1 0
14 01| 00 01 00 00 01 01| 0.1 0
14 1.0 0.1 0
15 0.0 1.3 0
15 0.1 0.8 0
15 1.0/ 02 14 01 01 08 18| 04 0
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Tabelle 6.22: Ergebnisse von DIREKT-OPT (oben) und von BUNDEL-OPT (unten)
fiir Instanzen erzeugt aus dem Datensatz SAE

Instanz BCP Root-LP Frak.

s d |V| |A] |T||Nod. Price| Var. Neb. NZ | Var. Neb.
10 0.0 307 890 55 1 22| 6228 1827 135434 0 270
10 0.1 3 4 2

10 1.0 224 585 51 1 7| 1879 846 27869 0 191
11 0.0 407 1209 61 1 25| 12489 3478 353647 2 517
11 0.1 406 1195 61 1 18| 9998 2344 270519 0 752
11 1.0 315 899 60 1 8| 3192 1211 61116 0 281
12 0.0 466 1384 68 1 56 | 25198 5146 856502 0 787
12 0.1 396 1143 68 1 28 | 12786 2898 413401 0 1000
12 1.0 436 1270 68 1 7| 4874 1569 111265 0 341
13 0.0 509 1539 69 1 18 | 28429 7434 1019759 | 805 1476
13 0.1 478 1421 69 1 4016512 3293 558801 0 1224
13 1.0 446 1307 69 1 12| 5351 1655 127142 0 395
15 0.0 586 1764 71 1 17 140024 9008 1610379 | 1234 1924
15 0.1 544 1624 71 1 39124122 4364 884387 0 1584
15 1.0 505 1472 71 1 9| 6279 1832 157284 0 403
20 0.0 504 1494 71 1 21|37231 8704 1691314 | 159 1172
20 0.1 579 1750 71 1 49134020 4501 1406803 0 1737
20 1.0 419 1200 70 1 8| 5109 1651 125420 0 403

Instanz BCP Root-LP Frak.

wall

Ta60 d |V| |A| |T||Nod. Price| Var. Neb. NZ|Var. Neb.
10 0.0 357 1060 57 1 279]1525 1016 11378 0 116
10 0.1 3 4 2

10 1.0 224 585 51 56 | 490 427 2047 0 6
11 0.0 407 1209 61 213 | 1560 1174 12811 0 9
11 0.1 434 1305 61 263 | 1777 1124 15000 0 128
11 1.0 315 899 60 139 | 877 671 6054 0 44
12 0.0 466 1384 68 22711808 1307 15671 0 102
12 0.1 396 1143 68 297 (1839 1173 20455 | 48 165
12 1.0 436 1270 68 157 (1221 787 10628 0 69

13 0.0 509 1539 69
13 0.1 608 1844 69
13 1.0 446 1307 69
14 0.0 629 1911 70
14 0.1 547 1645 70
14 1.0 421 1219 69
15 0.0 586 1764 71
15 0.1 544 1624 71
15 1.0 505 1472 71

236 | 2401 1769 27246 4 277
273 | 2119 1439 19252 0 116
198 | 1301 844 12025 0 86
409 | 3090 2154 40091 | 147 239
2522025 1436 18458 0 138
2251244 814 12939 0 74
383 (3335 2310 52122 | 136 345
265 | 2271 1667 25088 0 198
183 11370 931 13450 0 75

U N G N G G G G R G W G SN O R G G
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Tabelle 6.23: Ergebnisse von DIREKT-OPT (oben) und von BUNDEL-OPT (unten)

fiir Instanzen erzeugt aus dem Datensatz SAE

Instanz Laufzeiten Garantie
& d|G-H G-S LP CPL. Lag. BCP|Lag. BCP
10 0.0| 2.8 10.7 6.5 10.1 57| 1.8 0
10 0.1 2.1 0

10 1.0| 0.5 1.1 0.5 7.7 1.9/ 03 O
11 0.0 6.7 264.4 2481 31.1 2757 20 O
11 01| 4.8 346 265 137  431| 14 0
11 1.0| 1.0 2.3 1.0 144 39/ 05 0
12 0.0|21.0 6172.7 61109 77.0 6223.9| 1.7 0
12 01| 7.7 203.6 1889 29.0 2183| 0.7 0O
12 1.0| 1.8 4.0 1.5 18.7 65/ 06 0O
13 0.017.3 10209.2 10086.4 60.3 10233.6| 1.9 16.3
13 0.1]13.4 373.6  349.6 386 402.7| 1.0 0O
13 1.0| 2.2 5.8 2.8 20.6 92| 05 0
15 0.0]25.7 15821.3 15617.2 89.7 15854.2| 2.3 16.4
15 0.1|20.8 1088.5 1036.2 51.5 1129.4| 1.1 0
15 1.0 2.7 7.9 40 275 117 05 0O
20 0.0 | 33.2 9882.1 9728.3 137.5 9927.2| 0.9 14.5
20 0.136.8 2156.6 2066.7 59.7 22324| 1.7 0
20 1.0| 2.3 6.0 3.1 262 92| 04 0
Instanz Laufzeiten Garantie
& d| GH G-S LP CPL. Lag. BCP|Lag. BCP
10 0.0| 75.7 9957.2  45.9 447 58 10019.0| 40 O
10 0.1 2.1 0

10 10| 1.8 164 07 06 7.5 185 03 0
11 0.0 62.3 9911.0 44.6 43.3 325 9970.1| 2.0 15.2
11 0.1|117.9 8807.3 53.8 525 7.6 8879.4| 3.0 0O
11 1.0| 9.2 1162 45 40 137 1264| 05 O
12 0.0 69.9 9925.8 912  89.6 79.7 10035.0| 1.7 8.7
12 0.1] 89.4 9896.8 88.4  86.5 31.5 10007.6| 0.7 0.6
12 1.0 20.3 3347 11.0 102 187 3546| 06 O
13 0.0| 40.0 9537.0 558.3 555.6 57.2 10120.5| 1.9 14.1
13 0.1| 83.3 9761.0 206.3 2042 9.8 9993.4| 1.8 7.3
13 1.0 30.2 721.0 154 145 21.8 7479| 05 O
14 0.0 40.9 3697.4 6452.8 6447.9 66.4 10211.5| 3.2 15.5
14 0.1| 67.3 9915.0 190.3 188.1 44.1 101282| 1.3 7.3
14 1.0| 26.2 5565 172 162 21.5 586.9| 05 0O
15 0.0 39.7 988.1 8995.5 8989.3 85.6 10049.9| 2.3 11.5
15 0.1] 62.4 9372.6 659.7 657.2 52.0 10060.7 | 1.1 7.2
15 1.0| 28.7 6349 11.3 105 27.7 6585| 0.5 O
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Tabelle 6.24: Ergebnisse von DIREKT-OPT (oben) und von BUNDEL-OPT (unten)
fiir Instanzen erzeugt aus dem Datensatz SAL

Instanz BCP Root-LP Frak.
ﬁ d V| |A| |T||Nod. Price| Var. Neb. NZ | Var. Neb.
10 0.0 62 129 23 1 3 369 395 3126 0 60
10 0.1 13 19 7 1 2 41 62 182 0 18
10 1.0 33 56 16 1 3 145 129 731 0 27
11 0.0 192 533 47 1 29| 3660 1309 75297 0 207
11 0.1 126 319 40 5 21| 1150 672 14188 26 162
11 1.0 3 4 2
12 0.0 240 693 57 1 10| 4062 1272 75558 0 231
12 0.1 130 305 43 1 8 998 647 10899 0 181
12 1.0 216 587 54 1 9| 2513 889 44152 0 231
13 0.0 323 948 64 1 27110425 2745 253064 0 455
13 0.1 434 1342 65 1 15114638 2413 381290 0 821
13 1.0 300 836 62 1 9| 4050 1264 84435 0 335
15 0.0 585 1832 86 1 79 139644 4803 1298609 0 744
15 0.1 588 1839 86 1 2117944 3862 521589 0 1289
15 1.0 545 1661 86 1 16 | 10105 2441 257683 0 722
20 0.0 985 3213 132 1 15197040 15721 4086210 | 1966 2975
20 0.1 996 3250 132 1 15 | 88635 10482 3642804 | 782 3566
20 1.0 968 3153 132 1 26 | 24823 4910 928170 0 1741
Instanz BCP Root-LP Frak.
% d |V| |A] |T||Nod. Price| Var. Neb. NZ|Var. Neb.
10 0.0 62 129 23 1 44| 197 152 888 0 23
10 0.1 13 19 7 1 9 37 41 148 0 14
10 1.0 33 56 16 1 16 82 70 212 0 12
11 0.0 285 859 50 1 2151310 873 7730 0 109
11 0.1 126 319 40 1 72| 414 330 1890 0 24
11 1.0 3 4 2
12 0.0 167 438 49 1 86| 588 448 2287 0 33
12 0.1 130 305 43 1 64| 406 335 1500 0 44
12 1.0 216 587 54 1 112| 600 465 4560 0 45
13 0.0 461 1431 66 1269|2095 1347 20986 0 189
13 1.0 300 836 62 1 131| 863 625 7470 0 60
14 0.0 277 781 70 1261|1306 820 6867 0 115
14 0.1 15 27 12
14 1.0 271 744 69 1 88| 728 552 3654 0 32
15 0.0 585 1832 86 1 3042630 1713 26969 | 42 137
15 0.1 588 1839 86 1 3122623 1616 23835 0 187
15 1.0 545 1661 86 1267|1706 1072 16611 0 111
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Tabelle 6.25: Ergebnisse von DIREKT-OPT (oben) und von BUNDEL-OPT (unten)

fiir Instanzen erzeugt aus dem Datensatz SAL

Instanz Laufzeiten Garantie
& d|G-H G-S LP CPL. Lag. BCP|Lag. BCP
10 0.0| 0.0 0.2 0.1 8.7 03| 04 0
10 0.1] 0.0 0.0 0.0 24 00| 0.1 0
10 1.0| 0.0 0.0 00 1.7 00| 0.1 0
11 0.0| 1.5 16.9 150 141  20.0| 1.0 O
11 01| 0.3 2.1 06 6.4 29| 05 0
11 1.0 2.0 0

12 0.0 1.1 3.4 1.6 15.1 52| 1.0 0
12 0.1 0.2 0.6 04 53 09| 04 0
12 1.0 0.7 1.7 0.8 5.9 28| 04 0O
13 0.0| 4.6 70.3 595 512 798| 0.9 0
13 01| 5.7 405 281 258  50.4| 1.8 0
13 1.0| 1.3 3.2 1.4 107 52| 04 0
15 0.0 | 35.9 1048.5  957.8 102.9 1156.2| 1.7 0O
15 0.1]11.1 109.9 785 734 1302 1.5 0
15 1.0| 4.0 30.7 221 338 379 0.5 0
20 0.0 | 56.4 35116.6 34122.0 226.6 35186.3| 2.9 27.0
20 0.148.3 14636.6 14107.9 141.0 14704.0| 2.2 6.8
20 1.0]16.3 455.8 4042 77.5  489.4| 0.5 0
Instanz Laufzeiten Garantie
& d| G-H G-S LP CPL. Lag. BCP|Lag. BCP
10 0.0 0.5 62 03 02 87 68 04 0
10 0.1 0.1 01 00 00 25 02| 0.1 0
10 1.0| 0.1 04 00 00 1.7 05| 0.1 0
11 0.0| 48.3 10018.1 31.0 30.2 4.7 10059.4| 2.3 1.5
11 01| 19 311 07 06 64  331| 05 0
11 1.0 2.0 0

12 0.0| 29 417 14 1.2 182  45.0]| 0.6 0
12 0.1 1.1 91 07 06 5.3 108 04 0
12 1.0| 7.8 1317 21 1.8 55 1371 04 0O
13 0.0| 90.3 9795.0 216.0 213.9 19.3 10035.9| 2.5 7.9
13 1.0 132 2285 39 35 113 2384| 04 O
14 0.0| 362 7532.8 238 230 28.5 7570.7| 0.7 O
14 0.1 6.6 0

14 1.0| 67 951 19 1.7 115 100.5| 0.3 0
15 0.0|104.6 9632.6 416.2 413.2 104.0 10090.1| 1.7 13.1
15 0.1| 87.1 9547.8 449.5 446.4 77.0 10036.8| 1.5 4.2
15 1.0| 84.0 5686.3 36.0 34.5 323 5747.5| 0.5 0
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6.2 Steinerbaum- und VLSI-Instanzen

Die Instanzen des Steinerbaum-Problems in Graphen wurden der Sammlung
,oteinLib“ des Konrad-Zuse-Zentrums fiir Informationstechnik in Berlin entnom-
men. Das Verfahren KABEL-OPT wenden wir zum einen auf Steinerbaum-Proble-
me von Beasley an und auf rechtwinklige Steinerbaum-Probleme. Diese Instanzen
wurden mit Zufallsfunktionen erzeugt. Zum anderen betrachten wir Steinerbaum-
Probleme, die im Zusammenhang mit dem Design von elektronischen Schaltungen
(VLSI) entstanden sind. Diese Instanzen bezeichnen wir als VLSI-Instanzen.

Entsprechend einer Empfehlung von Martin [Mar98| haben wir fiir die VLSI-
Instanzen zusitzlich positive Dipfadkostenfaktoren d und Liangenbeschrinkun-
gen L eingefiihrt. Auf diese Weise wird die Zielvorstellung kurzer Signallaufzei-
ten in der elektronischen Schaltung beriicksichtigt. In Unterabschnitt 6.2.4 wird
nachfolgend beschrieben, wie diese Instanzen genau festgelegt werden.

Man betrachte eine Instanz STG(G, T, ¢), G = (V, E), des Steinerbaum-Pro-
blems in Graphen. Den Graphen G wandeln wir in einen Digraphen um, in-
dem wir jede Kante ij durch zwei antiparallele Bégen (i,7) und (j,7) mit Ko-
sten cg ) = ¢ = Ci ersetzen. Die Knoten der rechtwinkligen und der VLSI-
Instanzen haben xy-Koordinaten. Fiir die Knoten der Instanzen der Gruppen B
bis E verteilen wir zy-Koordinaten mit Zufallsfunktionen. Wir wéhlen das Ter-
minal s € T als Quelle aus, das dem Koordinaten-Schwerpunkt der Terminals
aus T am niichsten liegt. Die restlichen Terminals bilden die Senken 7. Auf diese
Weise ist ein Kabelproblem

I = KABEL(D, {s}, T, ¢, 0,0,0)

definiert, in dem die Dipfadkostenfaktoren, die Bogenldngen und die Langenbe-
schrankungen identisch null sind. Dem Kabelproblem II ordnen wir das Netzpro-
blem

U = NETZ(A, T, H, ¢, 0)

zu. Die Anschliisse der Menge Hy, t € T, sind die (s,t)-Dipfade in dem Digra-
phen D.

Wir vergleichen die Ergebnisse des Verfahrens KABEL-OPT mit den Ergebnis-
sen eines Branch-and-Cut-Verfahrens von Koch und Martin [KM98]. Die Testldufe
von Koch und Martin wurden auf einer ,,Sun Sparc Model 71“ durchgefiihrt. Fiir
einen Vergleich der Laufzeiten beriicksichtigen wir das Fiinffache der Laufzeiten
des Verfahrens KABEL-OPT, die auf einer ,Sun Ultra-Sparc 11 wegen des deut-
lich hoheren Speicherbedarfs durchgefiihrt wurden. Der Faktor fiinf wurde auf-
grund von Testlaufen beider Verfahren auf dem jeweils anderen Rechner gewihlt.
Die Testldufe des Verfahrens KABEL-OPT wurden fiir Steinerbaum-Probleme mit
der CPLEX-Version 4.0 durchgefiihrt, genau wie die bei Koch und Martin [KM98|
dokumentierten Testldufe des Branch-and-Cut-Verfahrens.
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In der Preprocessing-Phase des Verfahrens von Koch und Martin werden zur
Reduktion der Instanz der Degree-Test von Beasley [Bea84] sowie der Special-
Distance-Test [DV89a] und der Terminal-Distance-Test [DV89b] von Duin und
Volgenant eingesetzt.

Sei C die Menge aller gerichteten (s,?)-Schnitte in dem Digraphen D, dann
ist das lineare Programm

(6.1) min{c’z | Zxa > 1 fiir alle C' € C}

acC

eine lineare Relaxierung des Programms
min{c'z |z € PB(A, T, H)}.

Das Branch-and-Cut-Verfahren von Koch und Martin basiert auf dem linearen
Programm (6.1). Die Optimalwerte des linearen Programms (6.1) und des linearen
Programms LDEKO(W¥) sind gleich. Das folgt aus Korollar 4.6.2.2 und den darauf
folgenden Anmerkungen zum Steinerbaum-Problem in Digraphen.

Wir dokumentieren den Verlauf des Verfahrens KABEL-OPT auf die folgende
Weise: Fiir jede Phase des Verfahrens geben wir die Laufzeit und die erreichte
Giitegarantie an. Ist O die obere und U die untere Schranke fiir die optimale
Lésung, dann ist die Giitegarantie O;UU. Die Qualitéit der oberen Schranke O
die in der Erdffnungsphase bzw. in der Lagrange-Phase erhalten wird, berech-
nen wir beziiglich der am Ende des Verfahrens erreichten unteren Schranke U’
mit O(_],U'. Die Qualitdt der unteren Schranke U, die in der Er6ffnungsphase bzw.
in der Lagrange-Phase erreicht wird, berechnen wir beziiglich der am Ende des

Verfahrens erreichten oberen Schranke O mit O’J v,

6.2.1 Mit Zufallsfunktionen erzeugte Instanzen
Instanzen von Beasley

Die Instanzen der Gruppen B, C, D und E von Beasley [Bea89] wurden entspre-
chend dem Vorgehen von Aneja in [Ane80] mit Zufallsfunktionen erzeugt. Zuerst
werden alle Knoten mit einem aufspannenden Baum verbunden. Dann werden
weitere Kanten hinzugefiigt, bis eine vorgegebene Kantenanzahl erreicht ist. Aus
den Knoten wird eine vorgegebene Anzahl von Terminals ausgewihlt. Die Bogen
werden mit ganzzahligen Kosten zwischen 1 und 10 belegt. Die Anzahl der Kno-
ten V' variiert in diesen Instanzen zwischen 50, 75, 100, 500, 1000 und 2000.
Die Anzahl der Terminals betrégt 5, 10, [%1, L%], L%} Der durchschnittliche
Grad der Knoten betrigt 2.5, 4, 10 und 50.

Auf die Instanzen der Gruppen C, D und E haben wir das Preprocessing von
Koch und Martin [KM98] angewandt. Die Instanzen werden dadurch zum Teil
erheblich reduziert. Man beachte auch, dal die Optimalwerte der reduzierten In-
stanzen mit den Optimalwerten der urspriinglichen Instanzen nicht mehr iiberein-
stimmen. Die Zeiten fiir das Preprocessing, die Koch und Martin fiir Testldufe auf
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Abbildung 6.7: Das Steinerbaum-Problem b01

einer ,Sun Sparc Model 71“ angeben, liegen fiir die Gruppe C zwischen 0.1 und
14.8 Sekunden, fiir die Gruppe D zwischen 0.1 und 101.5 Sekunden und fiir die
Gruppe E zwischen 0.9 und 1034.5 Sekunden. Die im folgenden angegebenen
Laufzeiten beziehen sich auf die Laufzeiten des Verfahrens KABEL-OPT.

Die einzelnen Ergebnisse der Instanzen der Gruppen B bis E sind in den
Tabellen 6.27, 6.28 und 6.32 auf den Seiten 223 bis 228 festgehalten.

Die Gruppe B enthilt 18 Instanzen, die Gruppen C, D und E enthalten jeweils
20 Instanzen des Steinerbaum-Problems in Graphen. Insgesamt sind dies 78 In-
stanzen. Fiinf dieser Instanzen wurden in der Eroffnungsphase optimal gelost,
39 Instanzen wurden nach der Lagrange-Phase optimal gelost, zehn Instanzen
wurden in der BCP-Phase optimal gelost und 23 Instanzen wurden innerhalb des
Zeitlimits nicht geldst.

Die Instanzen der Gruppe B und alle Instanzen der Gruppen C, D und E
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mit fiinf bzw. zehn Terminals wurden in weniger als einer Minute gelost. Mit der
Ausnahme von vier Instanzen dauerte es weniger als zehn Sekungen bis zur opti-
malen Losung. Nur drei dieser Instanzen werden erst in der BCP-Phase gelost, die
iibrigen bereits in der Lagrange-Phase optimal gel6st. Auch wenn das Verfahren
KABEL-OPT auf die nicht reduzierten Instanzen mit |7'| < 10 angewandt wird,
bleiben die Laufzeiten im Bereich weniger Minuten. Der gréfite Teil der Bogen
der Instanz wird in dem Verfahren NETZREDUKTION in der Lagrange-Phase sehr
frithzeitig eliminiert. Hingegen bleiben 24 von 36 Instanzen, die mehr als 40 Ter-
minals enthalten, ungelost. Fiir 22 dieser ungeldsten Instanzen wird immerhin
eine Giitegarantie berechnet, die besser als 5 Prozent ist.

Die Eroffnungsphase ist fiir 36 Instanzen in weniger als 5 Sekunden und fiir
weitere 17 Instanzen in weniger als einer Minute abgeschlossen. Die Qualitét
der primalen Lésung in der Eroffnungsphase ist fiir 56 Instanzen besser als 5
Prozent. Die Giitegarantie nimmt Werte bis zu 31 Prozent an. Insbesondere fiir
die Instanzen mit mehr als hundert Terminals ist die Giitegarantie schlechter als
10 Prozent.

In der Lagrange-Phase werden die primalen und die dualen Losungen der
Instanzen deutlich verbessert. Nach der Eréffnungsphase sind 73 Instanzen un-
geldst. Von diesen werden 39 Instanzen in der Lagrange-Phase gelost. Fiir weitere
23 Instanzen wird in der Lagrange-Phase eine Giitegarantie errechnet, die besser
als 2 Prozent ist. Fiir die restlichen Instanzen wird eine Giitegarantie errechnet,
die besser als 6 Prozent ist.

In der BCP-Phase werden 10 Instanzen gelost, die zu Beginn der BCP-Phase
nur noch wenige Bégen und Terminals aufweisen. Die grofleren Instanzen werden
nur geringfiigig reduziert. Innerhalb des Zeitlimits werden fiir diese Instanzen
kaum Verbesserungen erreicht.

Vergleiche

Beasley 16st mit Branch-and-Bound-Verfahren mit zwei verschiedenen Lagrange-
Relaxierungen [Bea84] 17 bzw. 16 Instanzen der Grupppe B auf einer CDC 7600
bei einem Zeitlimit von 250 Sekunden. Die Lagrange-Heuristiken basieren auf
einem ganzzahligen Programm fiir das Mehrgiiter-Fluf-Problem (multi commo-
dity flow problem). Die Lagrange-Relaxierung von Beasley ist daher der in Un-
terabschnitt 5.4.2 formulierten Lagrange-Relaxierung, die KABEL-OPT in der
Lagrange-Phase zugrunde liegt, sehr dhnlich. Die unteren Schranken, die Beasley
in dem Startknoten des Branch-and-Bound-Baumes berechnet, liegen zwischen
4.4 und 37 Prozent unter dem Optimalwert der jeweiligen Instanz.

Hingegen 16st das Verfahren KABEL-OPT siebzehn Instanzen der Gruppe B
in der Lagrange-Phase und berechnet eine optimale untere Schranke fiir die acht-
zehnte Instanz. Die unterschiedlichen Ergebnisse erkldren wir damit, dafl in dem
Verfahren DUAL-GRADIENT nach jeder Subgradienten-Iteration Verbesserungs-
heuristiken aufgerufen werden.
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Mit einem weiteren Branch-and-Bound-Verfahren mit Lagrange-Heuristik 16st
Beasley [Bea89| alle Instanzen der Gruppen B, C und D sowie 14 Instanzen der
Gruppe E. Die Lagrange-Heuristik basiert auf einem ganzzahligen Programm fiir
das Problem einen kiirzesten aufspannenden Baum (shortest spanning tree) zu
finden. Dieses Verfahren von Beasley 16st die Instanzen mit vielen Terminals und
vielen Kanten, das heifit |T'| = %, %, ‘21‘ und |E| = 2|V, 2|V],5|V|,25|V], auf
einer Cray X-MP/48 in der Regel deutlich schneller als das Verfahren KABEL-
OpT.

Fiir Instanzen mit fiinf oder zehn Terminals aus den Gruppen C, D und E
ist das Verfahren von Beasley deutlich langsamer als das Verfahren KABEL-OPT.
Insbesondere liegen die unteren Schranken, die Beasleys Verfahren in dem Start-
knoten des Branch-and-Bound-Baumes berechnet, zwischen 2 und 18 Prozent
unter dem Optimalwert bzw. dem besten berechneten primalen Wert der In-
stanz. Das Verfahren KABEL-OPT 16st zweiundzwanzig dieser Instanzen in der
Lagrange-Phase optimal, fiir die restlichen zwei Instanzen wird eine Garantie von
2.4 und 5.8 Prozent angegeben, und die Instanz in weniger als zwei Sekunden in
der BCP-Phase gelost.

Mit dem Branch-and-Cut-Verfahren von Koch und Martin [KM98] werden
alle 78 Instanzen optimal gelost. Die Instanzen der Gruppe B werden von dem
Branch-and-Cut-Verfahren in Bruchteilen von Sekunden gelost. Fiir diese kleinen
Instanzen ist das Verfahren von Koch und Martin schneller als das Verfahren
KABEL-OPT.

Wir vergleichen die Laufzeiten des Verfahrens KABEL-OPT fiir die Instanzen
der Gruppen C bis E mit den Laufzeiten des Verfahrens von Koch und Martin
nach der Preprocessing-Phase.

Wenn das Verfahren KABEL-OPT die jeweilige Instanz in der Lagrange-Phase
16st, bzw. so starke Reduktionen bewirkt, dafl die BCP-Phase in wenigen Sekun-
den abgeschlossen ist, dann sind die Laufzeiten etwas geringer als die Laufzei-
ten des Branch-and-Cut-Verfahrens von Koch und Martin. Hingegen koénnen die
Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren des Verfahrens KABEL-OPT wenig bis gar
nichts zur Losung der Instanzen beitragen, wenn nicht bereits in der vorherge-
henden Lagrange-Phase das Problem wesentlich reduziert wurde. Das Branch-
and-Cut-Verfahren von Koch und Martin ist daher fiir solche Instanzen, das sind

) . vl V] v :
insbesondere Instanzen mit |T'| = %, %, %, deutlich besser.

Rechtwinklige Steinerbaum-Probleme

Die Instanzen der Gruppen ES10 bis ES40 sind rechtwinklige Steinerbaum-Pro-
bleme mit 10, 20, 30 bzw. 40 Terminals. Die Standorte der Terminals wurden mit
einer Zufallsfunktion in der Ebene plaziert. Der dadurch definierten Instanz des
rechtwinkligen Steinerbaum-Problems wird eine Instanz des Steinerbaum-Pro-
blems in Graphen zugeordnet. Jedes Terminal definiert eine waagerechte und eine
senkrechte Linie. Die Schnittpunkte dieser Linien bilden die Knoten des Graphen,
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die Streckenabschnitte zwischen zwei Knoten bilden die Kanten des Graphen. Die
Kantenkosten sind gleich den euklidischen Lingen der Streckenabschnitte.

Es liegen in den Gruppen ES10 bis ES40 jeweils fiinfzehn Instanzen vor. Al-
le Instanzen der Gruppe ES10 werden von dem Verfahren KABEL-OPT optimal
gelost, zwei von diesen in der Eréffnungsphase, sechs in der Lagrange-Phase und
sieben in der BCP-Phase. Die Laufzeit fiir die Instanz es10h betrigt 28.2 Sekun-
den, fiir die anderen Instanzen zwischen 0.1 und 1.4 Sekunden. Vierzehn Instanzen
der Gruppe ES20 werden in der BCP-Phase optimal gelost. Die Laufzeiten dafiir
betragen zwischen 6.1 Sekunden und 30 Minuten. Fiir die Instanz es20g wird
nach der BCP-Phase eine Garantie von 0.74 Prozent angegeben.

Abbildung 6.8: Das rechtwinklige Steinerbaum-Problem es20g

Keine Instanz der Gruppen ES30 und ES40 wird innerhalb des Zeitlimits von
10000 Sekunden optimal gelost. Die nach der Lagrange-Phase erreichte Giitega-
rantie betrdgt zwischen 0.5 und 6.7 Prozent. Die Laufzeiten fiir die Lagrange-
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Phase betragen zwischen 45 Sekunden und 182 Sekunden fiir die Instanzen der
Gruppe ES30 und zwischen 149 Sekunden und 701 Sekunden fiir die Instanzen
der Gruppe ES40. Fiir sieben von dreiflig Instanzen wird diese Garantie in der
BCP-Phase verbessert.

Mit dem Branch-and-Cut-Verfahren von Koch und Martin werden 54 Instan-
zen optimal gelst und fiir 6 Instanzen der Gruppe ES40 obere und untere Schran-
ken mit einer Garantie von weniger als zwei Prozent angegeben. Die Laufzeiten
des Verfahrens von Koch und Martin sind kiirzer als die des Verfahrens KABEL-
OpT.

Mit einem Verfahren von Warme, das spezielle Eigenschaften des rechtwink-
ligen Steinerbaum-Problems ausnutzt, werden Instanzen mit bis zu 1000 Termi-
nals optimal gel6st [War97]. Instanzen mit bis zu 40 Terminals werden von dem
Verfahren von Warme in wenigen Sekunden optimal geldst.

Tabelle 6.26: Das Format der Tabellen 6.27 bis 6.30.

Instanz Name Der Name der Instanz.
|A| Die Anzahl der Bégen der von KABEL-OPT
eingelesenen Instanz.
T Die Anzahl der Senken der von KABEL-OPT
eingelesenen Instanz.
Garantie (%) Die Giitegarantie in Prozent, die nach der je-
weiligen Phase erreicht ist.
Erp. Eroffnungsphase
Lag. Lagrange-Phase
BCP BCP-Phase
Laufzeit Die Laufzeit der jeweiligen Phase(n) in CPU-
Sekunden.
Erp. Eréffnungsphase.
Lag. Lagrange-Phase.
BCP BCP-Phase.
Tot. Gesamtlaufzeit.
Ergebnis Die Kosten der besten primalen Losung.
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Tabelle 6.27: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir Beasleys Steinerbaum-Probleme
der Gruppen B und C

Instanz Garantie (%) Laufzeiten Ergebnis
Name |A| |T|| Erp. Lag. BCP |Erp. Lag. BCP Tot.
b01 126 8]10.82 0 0.0 0.0 0.0 82
b02 126 12| 3.75 0 0.0 01 0.1 83
b03 126 24 0 0.0 0.0 138
b04 200 8 0 0.0 0.0 59
b05 200 12| 5.00 0 0.0 0.1 0.1 61
b06 200 24| 7.02 0 0.0 1.5 1.5 122
bO7 188 12]12.13 0 0.0 0.0 0.0 111
b08 188 18| 9.48 0 0.0 0.0 0.0 104
b09 188 37 0 0.0 0.0 220
b10 300 12| 5.82 5.82 0 0.0 0.2 0.2 0.4 86
b1l 300 18| 6.98 0 0.1 0.0 0.1 88
b12 300 37| 6.10 0 0.1 1.3 1.4 174
b13 250 16| 1.86 0 0.0 0.1 0.1 165
b14 250 24| 8.30 0 0.0 0.4 0.4 235
b15 250 49| 8.11 0 0.1 1.6 1.7 318
bl6 400 16| 2.39 0 0.1 0.1 0.2 127
b17 400 24| 231 0 0.1 0.1 0.2 131
b18 400 49|11.68 0 0.1 8.4 8.5 218
c01 494 41 3.45 0 0.0 0.1 0.1 60
c02 436 7117.10 0 0.0 0.1 0.1 123
c03 280 42]20.28 0.58 0 0.1 199 18.0 38.0 352
c04 264 44 |15.65 1.40 0 0.1 124 76.0 88.5 364
c05 94 26| 8.34 0 0.0 0.5 0.5 167
c06 1678 4 0 0.1 0.1 55
c07 1712 8| 3.30 0 0.1 0.2 0.3 94
c08 1256 62 |11.49 0 0.5 164 16.9 392
c09 988 88 (12.67 1.59 0.79| 0.6 97.7 13269.6 13367.9 512
cl0 276 61 ]23.37 0 0.1 3.0 3.1 263
cll 4090 4116.13 0 0.2 1.3 1.5 32
cl2 3572 9| 2.18 0 0.4 1.0 1.4 46
cl3 1894 78 111.32 1.28 1.28| 1.1 218.3 15072.6 15292.0 238
cl4 1270 96 | 17.28 1.62 1.62| 0.9 257.6 11524.2 11782.7 251
cld 568 101 | 15.28 0.44 0 0.5 923 177.1 269.9 230
cl6 7008 4118.19 0 0.4 1.2 1.6 11
cl7 6004 9]11.12 0 0.6 20 2.6 18
cl8 2768 791731 2.81 2.81| 2.1 391.3 10716.6 11110.0 110
cl9 2188 116 |18.47 4.48 4.48| 2.2 380.4 10744.4 11127.0 140
c20 702 113 |28.87 3.45 2.57| 0.7 84.9 10001.0 10086.6 120
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Tabelle 6.28: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir Beasleys Steinerbaum-Probleme
der Gruppen D und E

Instanz Garantie (%) Laufzeiten Ergebnis
Name |A| |T|| Erp. Lag. BCP |Erp. Lag.  BCP Tot.
do1 1014 4112.25 0 0.1 0.1 0.2 106
do2 1042 9 (12.36 0 0.1 0.3 0.4 187
do3 464 69 | 14.62 0 0.3 20.6 20.9 575
d0o4 336 65|18.59 0.45 0| 01 20.9 37.2 58.2 447
d05 160 40| 9.88 1.20 0 0.1 7.8 55.9 63.8 254
d06 3476 4| 7.70 0 0.2 1.9 21 67
do7 3416 9 0 0.4 0.4 96
do8 2418 137)16.48 0.23 0.12| 2.5  495.2 10018.6 10516.3 900
d09 1806 183 |14.03 1.40 1.40| 24  985.8 9587.0 10575.2 1021
d10 576 127119.83 2.76 2.76| 0.7  184.1 9895.8 10080.6 560
d11 8780  4]15.39 0 0.5 2.6 3.1 29
d12 7648 9| 244 244 0 0.5 0.8 0.2 1.5 42
d13 3760 154 | 8.17 0.87 0.87| 4.0 356.2 11523.9 11884.1 465
d14 2848 210|10.76 0.55 0.55| 4.2 7872 9342.5 10133.9 549
d15 1028 191 ]19.13 1.67 1.67| 14  406.0 10789.9 11197.3 428
d16 17242 4130.77 0 1.6 8.3 9.9 13
di7 16070 9| 4.55 0 2.2 3.9 6.1 23
d18 5844 159126.18 3.31 3.31| 10.0 2951.0 7299.6 10260.6 219
d19 5028 234122.06 3.51 3.51| 12.0 4205.6 12880.0 17097.6 295
d20 1950 29412944 5.79 5.79| 6.4 2693.6 7904.3 10604.3 329
e0l 2564 4| 4.00 0 0.1 0.5 0.6 102
e02 2626 8| 9.94 0 0.2 0.8 1.1 164
e03 1304 210 | 16.30 0 1.8 266.0 267.8 1642
e04 734 151|11.06 0.18 0 1.0 156.2  1928.0 2085.2 1117
e05 218 62 (16.82 0.26 0 0.1 12.4 5.1 17.6 392
€06 8630 4121.92 0 0.5 2.3 2.8 73
e07 8728 9| T.47 0 1.1 8.0 9.2 137
€08 6178 347 | 8.81 1.17 1.17|16.5 6280.7 5450.3 11747.5 2082
e09 4460 431 |14.50 0.76 0.76 | 17.9 10100.3 10118.3 2401
el0 1634 338 19.85 0.67 0.67| 5.4 1690.4 16009.4 17705.2 1518
ell 23736 4|15.63 5.89 0| 27 43.6 1.4 47.7 34
el2 22786 9| 7.70 0 3.1 13.7 16.8 67
el3 9634 393|12.00 0.67 0.67]29.9 8396.9 6904.1 15330.9 1206
el4 7276 504)16.25 1.02 1.02| 44.2 10024.6 10068.9 1393
elb 17730 433 | 5.13 1.23 1.23| 93.3 10543.7 10637.2 1236
el6 50368  413.34 0 5.4 15.4 20.8 15
el7 43016 9|12.00 0 7.7 23.6 31.4 25
el8 14894 407{26.98 5.91 5.91|80.9 10880.6 10961.6 574
el9 11168 579|22.80 2.60 2.60| 81.1 10126.2 10207.4 712
€20 4660 670 |26.56 1.52 1.52|40.2 10133.1 10173.4 737
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Tabelle 6.29: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir rechtwinklige Steinerbaum-Proble-
me der Gruppen ES10 und ES20

Instanz Garantie (%) Laufzeiten Ergebnis

Name |A| |T|| Erp. Lag. BCP |Erp. Lag. BCP Tot.

esl0a 188 9| 1.25 0 0.0 0.1 0.1| 22920745
eslOb 184 9(13.35 12.52 0 0.0 0.3 1.1 1.4| 19134104
esl0c 192 9| 0.48 0 0.0 0.0 0.0| 26003678
esl0d 160 9| 0.97 0.32 0 0.0 0.2 0.9 1.1| 20461116
esl0e 212 9| 0.07 0 0.0 0.1 0.1| 18818916
eslOf 164 9| 1.66 0 0.0 0.1 0.1| 26540768
esl0g 152 9 0 0.0 0.0| 26025072
eslOh 180 9| 574 5.74 0 0.0 04 27.8 28.2 | 25056214
es10i 172 9 0 0.0 0.0 | 22062355
es10j 160 9| 0.71 0.51 0 0.0 0.1 0.3 0.4 23936095
eslOk 164 9| 5.17 0 0.0 0.1 0.1 | 22239535
esl01 172 9| 2.52 0.27 0 0.0 0.1 0.2 0.3 19626318
eslOm 140 9| 5.78 5.78 0 0.0 0.2 1.0 1.2 | 19483914
eslOn 108 9| 0.43 0.43 0| 00 01 0.4 0.5| 21856128
esl0o 140 9| 2.55 0 0.0 0.1 0.1 | 18641924
es20a 1012 19| 9.11 0.50 0 0.2 49 57.7 62.8 | 33703886
es20b 1044 19| 6.52 0.49 0 0.2 354 61.2 96.8 | 32639486
es20c 820 19| 6.99 0.04 0 0.1 4.7 1.3 6.1 | 27847417
es20d 996 19| 8.43 1.74 0 0.1 20.8 1738.1 1759.0| 27624394
es20e 1004 19]11.52 0.70 0 0.1 272 572.3 599.6 | 34033163
es20f 1008 19| 4.01 0.51 0| 02 75 4.7 12.4| 36014241
es20g 1012 19| 4.27 1.20 0.74| 0.1 12.2 10446.9 10459.2 34934874
es20h 880 1910.28 1.18 0 0.1 10.0 809.5 819.6 | 38016346
es20i 1064 1911.39 0.38 0 0.2 395 14.3 54.0 | 36739939
es20j 928 19| 4.20 0.21 0 0.1 31.9 67.6 99.6 | 34024740
es20k 1000 19| 4.95 0.79 0 0.1 19.7 1473.7 1493.5| 27123908
es201 940 19|23.87 0.44 0 0.1 30.7 17.9 48.7 | 30451397
es20m 904 19| 8.49 1.10 0 0.1 14.7 235.1 249.9 | 34438673
es20n 928 19| 4.12 0.34 0 0.1 32.6 681.5 714.2 | 34062374
es200 908 19| 5.78 0.98 0 0.1 151 106.7 121.9 | 32303746
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Tabelle 6.30: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir rechtwinklige Steinerbaum-Proble-
me der Gruppen ES30 und ES40

Instanz Garantie (%) Laufzeiten Ergebnis
Name |A| |T|| Erp. Lag. BCP |Erp. Lag. BCP Tot.
esd0a 2536 29(10.28 1.63 1.01| 0.5 100.7 10056.6 10157.8 | 40764134
es30b 2464 29(10.81 2.84 246| 0.5 60.9 10362.9 10424.3 | 40988568
esd0c 2516 29(18.95 4.32 4.32| 0.5 60.2 10641.1 10701.8 | 43320597
es30d 2588 29| 8.39 2.33 2.23| 0.6 90.8 9978.6 10070.0 | 42219344
esd0e 2520 29|18.43 6.68 6.68| 0.5 44.1 10741.5 10786.1 | 42095323
es30f 2304 29| 9.49 2.28 2.28| 0.5 86.7 10477.2 10564.4 | 40005510
esd0g 2564 29(13.90 0.87 0.87| 0.5 182.0 9950.9 10133.4|43855171
es30h 2228 29 (13.74 2.03 2.03| 0.5 68.6 9961.1 10030.2 | 41831013
es30i 2504 29| 9.20 3.10 3.10| 0.7 168.4 10116.2 10285.3 | 37133658
esd0j 2412 29| 9.03 3.62 3.62| 0.6 121.7 10229.1 10351.4 | 42686610
es30k 2572 29(12.00 1.41 1.41| 0.4 109.3 10372.6 10482.3 | 41647993
es301 2100 29| 790 1.12 1.10| 0.4 91.0 10117.1 10208.5 | 38553047
es30m 2272 29| 850 2.71 2.64| 0.4 148.1 9939.1 10087.6 | 37417826
esd0n 2656 29| 5.04 0.86 0.63| 0.5 53.6 10457.5 10511.6 | 42919684
esd0o 2408 29|18.04 5.24 5.24| 0.5 53.6 10002.1 10056.2 | 43297644
es40a 4564 39|13.31 4.06 4.06| 1.1 157.0 10355.5 10513.6 | 45121211
es40b 4372 39 (11.90 3.75 3.75| 1.2 149.0 9861.4 10011.6 | 47155421
es40c 4488 39|18.31 3.39 3.39| 1.2 258.0 11243.5 11502.7 | 50032046
es40d 4356 391291 1.90 1.86| 1.1 502.3 10290.9 10794.3 | 45292180
es40e 5024 39)24.99 3.26 3.26| 1.3 260.1 10336.5 10597.9 | 51985055
es40f 4296 39 (25.10 2.66 2.66| 1.0 298.1 10150.1 10449.2 | 49773389
es40g 4528 39|15.08 1.81 1.81| 1.3 228.4 10423.1 10652.8 | 45750753
es40h 4888 39|21.53 4.60 4.60| 1.2 151.4 9893.3 10045.9 | 48849376
esd0i 4768 39|17.91 3.64 3.64| 1.5 294.9 9746.2 10042.6 | 51775913
es40j 4860 39|28.02 4.16 4.16| 1.2 213.8 10222.6 10437.6 | 57411033
es40k 4608 39|17.68 3.67 3.67| 1.1 259.3 10338.8 10599.2 | 46921057
es40l 4884 39(15.27 0.58 047 1.2 198.3 9923.1 10122.6 | 43849362
es40m 5364 39(16.91 1.47 147| 1.3 7004 10461.8 11163.5 | 51915046
es40n 5092 39|17.69 133 1.33| 1.3 494.1 9715.6 10211.0 | 49395541
es40o 5068 39 (22.63 3.32 3.32| 1.3 341.6 9765.0 10107.9 | 50888550
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Tabelle 6.31: Das Format der Tabelle 6.32.

Instanz Name Der Name der Instanz.
Qualitét (%) E-P Qualitét der primalen Losung nach der Erofi-
nungsphase.
E-D Qualitdt der dualen Lésung nach der Eroff-
nungsphase.
L-P Qualitdt der primalen Losung nach der La-
grange-Phase.
L-D Qualitdt der dualen Losung nach der La-
grange-Phase.
Gar. Die am Ende des Verfahrens KABEL-OPT er-
haltene Giitegarantie.
Bogenred. (%) Bogenreduktion nach der jeweiligen Phase in
Prozent der urspriinglichen Bogenanzahl.
Erp. Er6ffnungsphase.
Lag. Lagrange-Phase.
BCP BCP-Phase.
Anzahl L-G Anzahl der Aufrufe des Verfahrens
LAGRANGE-GRADIENT.
L-R Anzahl der Aufrufe des Verfahrens NETZRE-
DUKTION in der Lagrange-Phase.
LP Anzahl der Aufrufe der Schnittebenenver-
fahren zur Losung der Programme LDEKO
oder DEKO.
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Tabelle 6.32: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir ausgesuchte Instanzen der Gruppen
B bis E und ES10 bis ES40

Name Qualitit (%) Gar. | Bogenred. (%) Anzahl

E-P E-D L-P L-D Erp. Lag. BCP |L-G L-R LP
b10 5.9 0 5.9 0 15.7 79.0 79.0f 12 12 5
c03 1.2 19.0 0 0.6 1.5 53.3 579 113 27 14
c04 3.6 11.7 0 14 08 76 364| 43 15 22
c09 1.6 11.8 0.8 1.6 04 148 14.8| 52 17 12
clb 1.8 13.3 0 05 0.6 33.0 33.0] 70 21 20
c20 6.9 23.8 2.6 3.5 03 03 03] 3r 10 20
do4 14 171 0.5 0 06 373 373| 48 15 11
d05 0.8 9.1 0 1.2 25 75 394| 54 15 21
do8 23 141 0.2 0.3 0.1 63.8 63.8| 77 26 16
di2 0 25 0 25 02 996 996| 12 12 6
e04 0.8 10.3 0 0.2 0.5 389 44.7| 51 17 20
e05 1.1 15.7 0 03 1.0 33.1 418| 71 18 16
ell 89 6.3 5.9 0 0.1 996 99.7| 49 17 5
eslOb | 5.7 74 49 74 6.6 33.7 56.0| 14 13 7
esl0d | 0.3 0.7 0.3 0.1 6.3 58.8 82.5| 15 13 12
eslOh | 42 16 42 1.6 5.6 11.2 112 12 12 7
es20a | 0.4 8.8 0 05 1.2 782 839| 39 16 12
es20b | 3.3 3.2 0 0.5 1.2 70.9 91.5| 1567 37 15
es20d | 5.3 3.0 0 18 1.3 21.0 59.7| 94 28 15
es20e | 5.0 6.3 0.1 0.7 1.2 50.5 76.7| 109 25 15
es20f | 1.7 24 0 0.6 1.2 80.8 943| 93 22 8
es20g | 24 2.6 0.8 1.2 1.2 43.0 475 47 15 15

(e}

=) N

PO O0OO0OO0O0O0CO0OO0COO0OCMMNOOIC OO0

)

es20h | 44 5.7 0 1.2 0| 14 337 780 43 17 15
es3la | 1.7 96 1.1 1.7 1.1| 05 9.5 17.8| 47 19 15
es30b | 43 9.0 25 29| 25| 05 35 51| 3 14 15
es30d | 3.9 6.8 23 24| 23| 05 53 6.0 41 18 15




6.2. STEINERBAUM- UND VLSI-INSTANZEN 229

6.2.2 VLSI-Instanzen als Steinerbaum-Probleme

Sieben Gruppen von VLSI-Instanzen wurden von Koch und Martin aus einer
grofferen Sammlung von Datensitzen ausgewéhlt. Die Instanzen jeder Gruppe
sind jeweils im Zusammenhang mit dem Entwurf einer elektronischen Schaltung
erzeugt worden. Die Graphen dieser Instanzen sind Gittergraphen mit Lochern.
Die Anzahl der Terminals variiert zwischen 10 und 136, in vier sehr groflen In-
stanzen liegt die Anzahl der Terminals noch dariiber.

Abbildung 6.9: Das VLSI-Problem diw0250

Insgesamt enthalten die sieben Gruppen 116 VLSI-Instanzen. Die zwei grofiten
Instanzen alue7080 und alut2625 wurden wegen Speicherplatzproblemen nicht
berechnet. Von den iibrigen 114 Instanzen wurden 6 Instanzen in der Er6ffnungs-
phase, 56 Instanzen in der Lagrange-Phase und 21 Instanzen in der BCP-Phase
optimal gelost. Von diesen 83 Instanzen wurden 55 Instanzen in weniger als 5 Se-
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kunden und weitere 22 Instanzen in weniger als einer Minute gelost. Unter den
gelosten Instanzen befinden sich 6 Instanzen, die Instanzen diw0795, diw(0819,
taq0365, dmxal010, msm2492 und msma3829, die alle in weniger als 1 000 Sekun-
den von dem Verfahren KABEL-OPT gelost werden und die in [KM98] ungelost
bleiben.

Die Laufzeit fiir die Er6ffnungsphase betrigt fiir 83 Instanzen weniger als eine
Sekunde. Fiir weitere 19 Instanzen weniger als 5 Sekunden. Die ldngste Laufzeit
betragt 400 Sekunden fiir die Instanz alue7065. In der Eréffnungsphase werden
25 Instanzen optimal gelost, und fiir weitere 65 Instanzen eine Giitegarantie von
weniger als 5 Prozent erreicht. Fiir alle bis auf zwei Instanzen betrigt die Giite-
garantie nach der Ertéffnungsphase weniger als zehn Prozent. Eine wesentliche
Rolle bei der Losung der VLSI-Instanzen spielen die Reduktionsverfahren. In der
Eroffnungsphase wird die Bogenanzahl von 69 Instanzen um mehr als 60 Pro-
zent reduziert. Bei weiteren 33 Instanzen wird die Bogenanzahl um mehr als 40
Prozent reduziert.

Nach der Eréffnungsphase sind 108 Instanzen ungelost. Die Lagrange-Phase
ist fiir 51 dieser Instanzen in weniger als 5 Sekunden beendet, fiir weitere 34 In-
stanzen in weniger als 5 Minuten beendet. 56 Instanzen werden in der Lagrange-
Phase optimal gelost. Fiir 21 der restlichen 52 Instanzen wird in der Lagrange-
Phase eine primale Lésung mit einer Qualitdt von weniger als einem Prozent
erhalten. In der Lagrange-Phase werden die 52 ungelsten Instanzen weiter re-
duziert und so deren Lésung in der BCP-Phase vorbereitet. Bei 20 Instanzen
wird die Bogenanzahl nach der Eroffnungsphase nochmals halbiert, bei weiteren
13 Instanzen um mehr als 20 Prozent reduziert.

In der BCP-Phase werden 21 von 52 Instanzen gelost, 31 Instanzen bleiben
ungelost. Von diesen Instanzen wird fiir 24 innerhalb des Zeitlimits eine Giitega-
rantie besser als 5 Prozent erhalten. Fiir 10 dieser Instanzen wird eine Giitega-
rantie berechnet, die besser als zwei Prozent ist.

Fiir VLSI-Instanzen vergleichen wir die Ergebnisse des Verfahrens KABEL-
OPT mit den Ergebnissen des Branch-and-Cut-Verfahrens von Koch und Martin.

Mit dem Branch-and-Cut-Verfahren von Koch und Martin werden entspre-
chend der Daten in [KM98| wie durch das Verfahren KABEL-OpT 83 VLSI-
Instanzen optimal gelost. Diejenigen VLSI-Instanzen, die von dem Verfahren
KABEL-OPT bereits in der Lagrange-Phase optimal gel6st werden, werden von
dem Verfahren KABEL-OPT schneller gelost als von dem Branch-and-Cut-Ver-
fahren von Koch und Martin.

Ist hingegen die Instanz in der Lagrange-Phase weder gelost noch deutlich re-
duziert worden, dann sind die Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren des Verfah-
rens KABEL-OPT wenig wirkungsvoll. Das Branch-and-Cut-Verfahren von Koch
und Martin ist den Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren der BCP-Phase deutlich
iiberlegen. Wihrend das Branch-and-Cut-Verfahren von Koch und Martin die
nach dem Preprocessing reduzierten vollstindigen Instanzen hdufig in wenigen
Sekunden optimal 16st, werden selbst einige kleinere Verbesserungsprobleme von



6.2. STEINERBAUM- UND VLSI-INSTANZEN 231

dem Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren nicht innerhalb des Zeitlimits gelGst.

Das in der Eroffnungsphase eingesetzte Verfahren KABEL-REDUKTION fiihrt
zu deutlich grofleren Reduktionen als die im Preprocessing von Koch und Mar-
tin eingesetzten Verfahren. Diese wurden urspriinglich fiir Instanzen wie die der
Gruppen B bis E von Beasley entworfen, die mit Zufallsfunktionen erzeugt wer-
den. Die Reduktionen des Verfahrens KABEL-REDUKTION wirken sich jedoch
vornehmlich am Rand des Gittergraphen aus und entfernen dort iiberfliissige
Bogen, die sich nach Aussagen von Koch [Koc99] nicht sehr stérend auf den
Verlauf des Branch-and-Cut-Verfahrens auswirken. In der Lagrange-Phase des
Verfahrens KABEL-OPT wird fiir die ,einfacheren“ Instanzen schnell eine gute
duale und eine gute primale Losung gefunden. Das Verfahren NETZ-REDUKTION
fiihrt Reduktionen des Digraphen D und der Anschlu8digraphen D,, t € T, nach
dem Reduzierte-Kosten-Kriterium durch. Auf diese Weise wird die Suche nach
optimalen primalen und nach optimalen dualen Losungen erleichtert. Zuséatzlich
werden die Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren in der BCP-Phase beschleunigt,
falls in der Lagrange-Phase die optimalen Lésungen nicht erhalten werden.

Winter beschreibt Reduktionstests, die speziell fiir Instanzen mit Gittergra-
phen entwickelt worden sind [Win95]. Diese speziellen Tests sind auch auf VLSI-
Instanzen iibertragbar und erweitern die Reduktionsverfahren von Koch und Mar-
tin genauso wie die Reduktionsverfahren des Verfahrens KABEL-OPT.

Sehr grofle Instanzen kénnen von beiden Verfahren nicht gelést werden. Die
unteren Schranken, die mit dem Verfahren KABEL-OPT erreicht werden, sind
in vielen Féllen besser als die unteren Schranken, die mit dem Branch-and-Cut-
Verfahren von Koch und Martin erhalten werden. Dies liegt jedoch hauptséichlich
daran, daf} in dem Branch-and-Cut-Verfahren keine duale Heuristik, wie die Dual-
Ascent-Heuristik von Wong [Won84] oder die Primal-Duale-Heuristik von Goe-
mans und Williamsson [GW95, WGMV95] zum Einsatz kommt. Die Ergebnisse
dieser dualen Heuristiken konnen auch fiir die Initialisierung des ersten aktiven
linearen Programms des Branch-and-Cut-Verfahrens genutzt werden.
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Tabelle 6.33: Das Format der Tabellen 6.34 bis 6.37.
Instanz Name Der Name der Instanz.
|A| Die Anzahl der Bégen der von KABEL-OPT
eingelesenen Instanz.
T Die Anzahl der Senken der von KABEL-OPT
eingelesenen Instanz.
Garantie (%) Die Giitegarantie in Prozent, die nach der je-
weiligen Phase erreicht ist.
Erp. Eréffnungsphase
Lag. Lagrange-Phase
BCP BCP-Phase
Laufzeit Die Laufzeit der jeweiligen Phase(n) in CPU-
Sekunden.
Erp. Er6ffnungsphase.
Lag. Lagrange-Phase.
BCP BCP-Phase.
Tot. Gesamtlaufzeit.

Ergebnis

Die Kosten der besten primalen Losung.
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Tabelle 6.34: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir VLSI-Instanzen der Gruppen DIW

und TAQ

Instanz Garantie (%) Laufzeiten Ergebnis
Name |A| |T|| Erp. Lag. BCP |Erp. Lag. BCP Tot.
diw0234 20172 24| 2.77 0.56 0 2.7 513 598.9 652.9 1996
diw0250 1216 10 0 0.0 0.0 350
diw0260 1970 11 0 0.1 0.1 468
diw0313 1644 13| 4.60 0 0.0 0.1 0.1 397
diw0393 762 10| 1.69 0 0.0 0.1 0.1 302
diw0445 6622 32 |31.13 3.18 3.18| 0.5 143.1 10726.7 10870.3 1364
diw0459 13578 24| 7.67 0.97 0.97| 0.6 101.2 11254.1 11355.9 1362
diw0460 1158 12| 8.16 0 0.1 1.0 1.1 345
diw0473 8270 24|15.19 1.48 0 0.4 35.2 602.1 637.7 1098
diw0487 8772 24 |12.50 0.50 0 0.6 31.0 2714 303.0 1424
diw0495 3310 9| 4.13 0 0.1 0.6 0.7 616
diw0513 3368 9 [13.41 0 0.1 0.6 0.7 604
diw0523 4030 9 0 0.1 0.1 561
diw0540 930 9] 5.95 0 0.0 0.4 0.4 374
diw0559 14026 17| 7.19 0.90 0.90| 1.0 779 10911.5 10990.4 1570
diwQ778 27454 23| 8.11 1.31 1.31| 2.0 750.8 9676.5 10429.3 2173
diw0779 45032 49 |19.61 2.88 2.88|17.9 3942.2 9442.0 13402.1 4476
diw(0795 11876 912491 0 0.9 88.0 88.9 1550
diw(0801 11150 921.96 0 0.8 38.7 39.5 1587
diw0819 40132 31 |32.18 1.08 1.08| 5.7 3647.1 10174.5 13827.3 3399
diw0820 44768 36 |26.09 3.58 3.58 | 13.2 2559.2 10042.1 12614.5 4206
taq0014 22092 127 |21.33 4.04 4.04| 17.6 5479.6 7297.0 12794.2 5383
taq0023 1926 10| 2.97 0.33 0 0.1 1.5 0.2 1.8 621
taq0365 14148 21 |10.63 1.00 0 1.4  159.6 371.5 532.5 1914
taq0377 23430 135|31.20 5.81 5.81|16.9 6493.8 3694.9 10205.6 6485
taq0431 3810 12| 8.34 0 0.2 22.7 22.9 897
taq0631 1864 9| 5.45 0.52 0 0.1 24 0.5 3.0 581
taq0739 2876 15|13.11 1.08 0 0.3 15.7 113.8 129.8 848
taq0741 2434 15| 12.66 0 0.2 10.5 10.7 847
taq0751 3582 15| 9.18 0.76 0 0.3 14.3 2.8 17.4 939
taq0891 1120 9| 1.57 1.57 0 0.0 0.1 0.4 0.5 319
taq0903 20980 129 | 20.87 6.32 6.32| 16.2 6780.8 5815.8 12612.8 5169
taq0910 1028 16| 2.78 0 0.1 0.1 0.2 370
taq0920 388 16 0 0.0 0.0 210
taq0978 2478 9| 177 0 0.1 0.1 0.2 566
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Tabelle 6.35: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir VLSI-Instanzen der Gruppen GAP
und DMXA

Instanz Garantie (%) Laufzeiten Ergebnis
Name |A| |T|| Erp. Lag. BCP |Erp. Lag. BCP Tot.
gapl307 1104 16 |15.14 0 0.1 0.7 0.8 549
gapl413 1812 9| 6.57 0 0.1 0.1 0.2 457
gapl500 748 16 0 0.0 0.0 254
gapl810 1404 16 | 11.62 0 0.1 1.3 14 482
gapl1904 2512 20| 5.18 0.14 0 0.2 5.0 0.3 5.5 763
gap2007 7096 16|27.20 1.01 0| 03 729 38583 39315 1104
gap2119 5950 28 ]12.62 0 0.6 43.2 43.8 1244
gap2740 4168 13 |14.44 0 0.2 4.2 4.4 745
gap2800 1306 11| 7.24 0 0.1 0.8 0.9 386
gap2975 586 9| 4.26 0 0.0 0.1 0.1 245
gap3036 1166 12| 23.02 0 0.1 3.6 3.7 457
gap3100 3116 10| 9.55 0 0.1 1.4 1.5 640
gap3128 36086 103 |22.59 2.72 2.72| 14.0 3528.9 7722.0 11264.9 4318
dmxa0296 772 11| 3.49 0 0.1 0.0 0.1 344
dmxa0347 2308 10| 4.67 0 0.1 0.8 0.9 506
dmxa0368 7352 17| 8.16 0 0.4 6.1 6.6 1017
dmxa0454 6572 15| 3.22 0 0.4 2.4 2.8 914
dmxa0628 560 9| 1.11 0 0.0 0.2 0.2 275
dmxa0848 1722 15| 9.52 0.85 0| 01 3.7 1.3 5.1 594
dmxa0903 2174 9 (11.71 0.18 0 0.1 2.5 0.5 3.1 580
dmxal010 14216 22|13.23 1.16 0 0.5 21.6 891.1 913.2 1488
dmxall09 1118 16|17.23 0 0.1 0.5 0.6 454
dmxal200 2766 20 |12.28 0 0.2 10.0 10.2 750
dmxal304 1006 9| 6.13 0 0.0 0.2 0.2 311
dmxalbl6 2538 10| 2.00 0 0.1 0.2 0.3 508
dmxal721 3462 17| 5.62 0 0.1 1.2 1.3 780
dmxal801 8274 16 |17.42 0 0.7 47.6 48.3 1365
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Tabelle 6.36: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir VLSI-Instanzen der Gruppen MSM

Instanz Garantie (%) Laufzeiten Ergebnis
Name |A| |T|| Erp. Lag. BCP |Erp. Lag. BCP Tot.
msm0580 1082 10| 5.90 0 0.1 1.0 1.1 467
msm0654 4540 9| 4.10 0 0.1 0.4 0.5 823
msm0709 4806 15|11.75 0 0.2 2.7 2.9 884
msm0920 2528 25(19.86 1.52 0 0.2 33.5 30588.3 3092.0 806
msml1008 1390 10|11.04 0 0.1 0.5 0.6 494
msml234 3264 12| 2.37 2.37 0 0.1 0.2 0.4 0.7 550
msml1477 4156 30 | 24.72 0 0.3 15.8 16.1 1068
msml707 956 10| 0.89 0 0.1 0.0 0.1 564
msm1844 270 9| 3.87 0 0.0 0.2 0.2 188
msml1931 3044 9| 3.61 0 0.1 0.1 0.2 604
msm2000 3124 9 0 0.1 0.1 594
msm2152 7404 36 |17.57 1.09 1.09| 0.8 171.5 10082.1 10254.4 1590
msm2326 1446 13| 3.81 0 0.1 0.1 0.2 399
msm2492 14188 11| 4.55 0.42 0 1.0 11.0 40.2 52.2 1459
msm2525 10478 11| 1.42 0.16 0 0.5 4.4 0.4 9.3 1290
msm2601 10200 15(25.13 2.06 2.06| 0.6 120.5 10496.3 10617.4 1443
msm2705 4916 12| 1.00 0 0.1 0.7 0.8 714
msm2802 5926 17| 6.60 0 0.3 3.6 3.9 926
msm2846 11566 88 (39.53 2.75 2.75| 4.0 1059.1 10878.5 11941.6 3147
msm3277 5982 11| 2.69 0 0.1 0.1 0.2 869
msm3676 3108 9| 2.00 0 0.1 0.2 0.3 607
msm3727 16510 20| 2.15 0 0.9 14.1 15.1 1376
msm3829 14510 11| 7.35 0 1.0 20.7 21.7 1571
msm4038 780 10| 0.57 0 0.0 0.1 0.1 353
msm4114 1380 15| 9.52 0 0.0 0.2 0.2 393
msm4190 1332 15| 5.55 0 0.1 0.2 0.3 381
msm4224 604 10| 12.46 0 0.1 0.4 0.5 311
msm4312 17786 9| 7.33 140 1.40| 2.0 157.8 10982.1 11141.9 2029
msm4414 952 10| 7.37 0 0.0 0.0 0.0 408
msm4515 2716 12 |15.11 0 0.1 2.7 2.8 630
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Tabelle 6.37: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir VLSI-Instanzen der Gruppen
ALUE und ALUT

Instanz Garantie (%) Laufzeiten Ergebnis
Name |A| |T|| Erp. Lag. BCP | Erp. Lag. BCP Tot.
alue2087 3942 33|14.74 0.48 0 0.3 24.3 2.9 27.5 1049
alue2105 3716 33| 5.96 0 0.2 11.2 11.4 1032

alue3146 11738 63|30.30 2.23 2.23 1.6 292.8 9983.9 10278.3 2252
alueb067 11120 67 (17.33 1.33 1.33 2.3 4346 9618.5 10055.4 2596
alueb345 16330 67 |42.54 4.68 4.68| 4.6 880.4 9540.1 10425.1 3536
alueb623 13876 67 (22.15 2.58 2.58| 3.7 1071.5 9249.1 10324.3 3431
alueb901 36858 67 ]26.36 7.41 7.41 6.6 1895.1 9197.6 11099.3 3972
alue6179 10426 66 |26.55 1.41 1.41 2.0 441.1 12481.8 129249 2462
alue6457 12274 67 ]21.00 5.03 5.03| 3.3 1270.2 10553.9 118274 3073
alue6735 13392 673273 1.28 1.28 23  700.5 9526.5 10229.3 2696
alue6951 8838 66 | 21.11 4.22 4.22 1.8 286.1 10185.0 10472.9 2397

alue7065 109682 543 | 45.63 29.59 29.59 | 400.0 4818.2 5219.1 24595
alue7066 20908 15|11.55 2.13 2.13 2.5 1040.5 10140.2 11183.2 2256
alue7229 2948 33| 8.06 0 0.2 4.4 4.6 824
alut0787 4178 33| 3.54 0.11 0 0.3 6.5 0.5 7.3 982
alut0805 3332 33|16.83 0.85 0 0.3 57.2 1230.5 1288.0 958

alut1181 11386 63|20.02 1.86 1.86 24  601.5 10993.5 115974 2355
alut2010 22022 67 |13.24 3.75 3.75 6.3 1339.7 10134.7 11480.7 3348
alut2288 33190 67|24.61 4.39 4.39| 83 18222 9374.7 11205.2 3883
alut2566 18110 673546 7.53 7.53| 3.6 679.0 9407.5 10090.1 3100
alut2610 125632 203 | 27.77 10.94 10.94|136.2 10272.2 10409.1 12468
alut2764 1252 33 |15.83 0 0.1 4.4 4.5 640
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Tabelle 6.38: Das Format der Tabelle 6.39.

Instanz Name Der Name der Instanz.
Qualitét (%) E-P Qualitét der primalen Losung nach der Erofi-
nungsphase.
E-D Qualitdt der dualen Lésung nach der Eroff-
nungsphase.
L-P Qualitdt der primalen Losung nach der La-
grange-Phase.
L-D Qualitdt der dualen Losung nach der La-
grange-Phase.
Gar. Die am Ende des Verfahrens KABEL-OPT er-
haltene Giitegarantie.
Bogenred. (%) Bogenreduktion nach der jeweiligen Phase in
Prozent der urspriinglichen Bogenanzahl.
Erp. Eroffnungsphase.
Lag. Lagrange-Phase.
BCP BCP-Phase.
Anzahl L-G Anzahl der Aufrufe des Verfahrens
LAGRANGE-GRADIENT.
L-R Anzahl der Aufrufe des Verfahrens NETZRE-
DUKTION in der Lagrange-Phase.
LP Anzahl der Aufrufe der Schnittebenenver-
fahren zur Losung der Programme LDEKO
oder DEKO.
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Tabelle 6.39: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir ausgesuchte VLSI-Instanzen

Name Qualitit (%) Gar. | Bogenred. (%) Anzahl

E-P E-D L-P L-D Erp. Lag. BCP |L-G L-R LP
diw0234 0.8 2.1 0 0.6 359 98.0 994| 53 19 15
diw0473 1.6 13.5 0 1.5 87.0 91.3 993| 8 17 16
diw0487 1.2 11.3 0 05 62.3 95.8 99.1| 98 27 14
taq0023 09 22 04 0 50.3 989 989 21 13 7
taq0365 0.7 10.0 0.7 0.4 48.3 95.1 99.6| 58 21 17
taq0631 0 55 0 0.6 83.2 98.2 98.2| 128 20 12
taq0739 1.8 11.2 0 11 449 91.5 974 69 26 17
taq0751 4.0 5.1 0 038 444 952 99.9| 169 28 8
taq0891 1.6 0 1.6 0 91.3 96.7 98.3| 12 12 11
msm0920 | 2.7 16.9 0 1.6 51.0 73.9 944| 76 26 15
msml1234 | 2.4 0 24 0 82.3 98.8 98.8| 12 12 9
msm2492 | 2.5 2.1 0 0.5 418 99.1 997 72 25 9
msm2525 0 15 0 0.2 70.9 99.7 998|133 21 7
dmxa0848 | 2.7 6.7 0.2 0.7 574 952 99.3| 34 16 13
dmxa0903 | 5.4 6.1 0.2 0 63.3 98.4 98.4| 63 19 13
dmxal010| 0.2 13.1 0.2 1.1 93.3 946 99.3| 53 18 17
gapl904 | 12 40 0 0.2 51.0 98.9 98.9| 120 19 7
gap2007 3.9 22.6 0 11 79.7 90.6 97.7| 137 32 13
alue2087 1.8 12.8 0 0.5 66.1 954 9r4| 75 21 14

0
0

alut0787 1.6 2.0 0.2 75.4 98.6 98.6| 52 19 4
alut0805 0 16.9 0.9 65.2 769 93.3| 88 27 18

e e I e B e B B o B = I = I == i e B o Bl e M = I = I = M = M o N = N = I = I
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6.2.3 Zusammenfassung der Ergebnisse fiir Steinerbaum-
Probleme

Das Verfahren KABEL-OPT wurde angewandt auf 78 mit Zufallsfunktionen er-
zeugte Instanzen, auf 60 Instanzen des rechtwinkligen Steinerbaum-Problems und
auf 114 praktische VLSI-Instanzen, insgesamt also auf 252 Instanzen des Steiner-
baum-Problems in Graphen. Von diesen Instanzen werden 166 Instanzen optimal
gelost, 13 Instanzen in der Eroffnungsphase des Verfahrens KABEL-OpT, 101
Instanzen in der Lagrange-Phase und 11 in der BCP-Phase.

Das Verfahren KABEL-OPT ist insbesondere fiir Instanzen mit wenigen Ter-
minals effektiv. Es 16st 132 von 137 Instanzen mit bis zu 20 Terminals, 22 von
58 Instanzen mit bis zu 40 Terminals und 12 von 57 Instanzen mit mehr als 40
Terminals.

Die Qualitét der primalen Losung in der Eréffnungsphase ist fiir 136 Instanzen
kleiner als 3 Prozent und fiir 235 Instanzen kleiner als 10 Prozent.

In der Lagrange-Phase werden die wesentlichen Fortschritte zur Lésung der
Instanzen erreicht. Insgesamt werden 114 Instanzen vor dem Ende der Lagrange-
Phase gelost, fiir 100 der restlichen 138 Instanzen wird eine primale Lésung mit
einer Qualitét kleiner oder gleich drei Prozent erreicht. Eine wesentliche Rolle bei
der Losung der Instanzen spielt das Verfahren NETZREDUKTION. Dieses fiihrt in
der Lagrange-Phase Reduktionen nach dem Reduzierte-Kosten-Kriterium durch.

6.2.4 VLSI-Instanzen des Kabelproblems

Aus den Datensédtzen der VLSI-Instanzen der Sammlung ,,SteinLib“ haben wir
in Unterabschnitt 6.2.2 Steinerbaum-Probleme in Graphen erzeugt. Entsprechend
einer Empfehlung von Martin [Mar98| fithren wir fiir diese Datensitze positive
Dipfadkostenfaktoren und Léngenbeschréinkungen ein und erzeugen das Kabel-
problem

I =(D,{s},T,c,d,1,L), D= (V,A).

Der Digraph D, die Quelle s, die Senken 7" und die Bogenkosten ¢, werden wie
fiir das entsprechende Steinerbaum-Problem bestimmt. Die Quelle s wird dabei
moglichst nahe zum Schwerpunkt der Terminals {s} U T des Steinerbaum-Pro-
blems gewihlt. Fiir alle Bogen a € A setzen wir [, = ¢,. Fiir jede Senke t € T
sei p; die Linge des kiirzesten (s,t)-Weges in D. Fiir alle Senken ¢ € T legen
wir die Langenbeschrinkung L; auf max;c7 p; fest und den Dipfadkostenfaktor dy
auf % fest.

Insgesamt wurden 112 Instanzen berechnet, von denen 85 Instanzen optimal
gelost wurden. Vier Instanzen der Gruppen ALUE und ALUT erwiesen sich als
zu grof fiir KABEL-OPT.
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Das Verfahren KABEL-OPT 16st von diesen 112 Instanzen 87 optimal. In der
Eroffnungsphase werden 13 Instanzen optimal geldst, in der Lagrange-Phase 59
Instanzen und in der BCP-Phase werden 13 Instanzen optimal geldst. Die Laufzeit
betrigt fiir 68 optimal geloste Instanzen weniger als 5 Sekunden. Die Laufzeiten
der optimal gelosten Instanzen werden im Vergleich zu den entsprechenden Lauf-
zeiten fiir Steinerbaum-Probleme in der Regel verkiirzt. Fiir einige Datensitze,
die als Steinerbaum-Problem optimal gel6st wurden, gelingt jedoch fiir eine For-
mulierung als Kabelproblem mit positiven Dipfadkostenfaktoren und Langen-
beschrinkungen keine optimale Losung. Entscheidend ist in der Regel, ob in der
Lagrange-Phase die Instanzen nachhaltig reduziert werden konnten. Eine Voraus-
setzung dafiir ist, dafl gute primale und duale Lésungen in der Lagrange-Phase
gefunden werden konnten.

Die Eroffnungsphase ist fiir 73 Instanzen in weniger als einer Sekunde und
fiir weitere 15 Instanzen in weniger als 10 Sekunden abgeschlossen. Die Qualitét
der primalen Losungen ist fiir 60 Instanzen kleiner oder gleich 3 Prozent und fiir
weitere 28 Instanzen kleiner oder gleich 5 Prozent. Durch das Verfahren KABEL-
REDUKTION wird die Bogenanzahl von 48 Instanzen um mehr als 70 Prozent und
von weiteren 53 Instanzen um mehr als 40 Prozent reduziert.

Zu Beginn der Lagrange-Phase sind 99 Instanzen ungelost. Fiir 55 dieser
Instanzen ist die Lagrange-Phase in weniger als 5 Sekunden beendet. In der
Lagrange-Phase werden 59 Instanzen gelost, wihrend 40 Instanzen ungel6st blei-
ben. Fiir alle in der Lagrange-Phase ungelosten Instanzen wird eine primale
Losung mit einer Qualitdt besser als 5 Prozent erreicht, fiir 24 dieser Instanzen
ist die Qualitdt besser als 2 Prozent.

Von den 40 Instanzen, die in der Lagrange-Phase ungelost bleiben, wird die
Bogenanzahl von 10 Instanzen um mehr als 80 Prozent reduziert und von weiteren
9 Instanzen um mehr als 30 Prozent reduziert.
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Tabelle 6.40: Das Format der Tabellen 6.41 bis 6.44.

Instanz Name Der Name der Instanz.
|A| Die Anzahl der Bégen der von KABEL-OPT
eingelesenen Instanz.
T Die Anzahl der Senken der von KABEL-OPT
eingelesenen Instanz.
Garantie (%) Die Giitegarantie in Prozent, die nach der je-
weiligen Phase erreicht ist.
Erp. Er6ffnungsphase
Lag. Lagrange-Phase
BCP BCP-Phase
Laufzeit Die Laufzeit der jeweiligen Phase(n) in CPU-
Sekunden.
Erp. Eréffnungsphase.
Lag. Lagrange-Phase.
Tot. Gesamtlaufzeit.
Ergebnis 'z Die Kosten der Bogenmenge der besten pri-
malen Losung.
K Die Gesamtkosten der besten primalen Lo6-
sung.
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Tabelle 6.41: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir VLSI-Instanzen der Gruppen DIW
und TAQ

Instanz Garantie (%) Laufzeiten Ergebnis
Name |A| |T|| Erp. Lag. BCP| Erp. Lag. Tot. | 'z K
diw0234 20172 241295 1.21 0.71 9.2 73.7 13275.5 2027  2817.1
diw0250 1216 10 0 0.0 0.0 350  429.0
diw0260 1970 11 0 0.1 0.1| 468 547.9
diw0313 1644 13| 1.49 0 0.1 0.0 0.1| 397 513.5
diw0393 762 10 0 0.0 0.0 302 366.9
diw0445 6622 32| 2.60 1.10 0 1.1 30.1 6530.4|1383 1959.8
diw0459 13578 24| 0.83 0 1.0 4.2 5.2|1382 1750.6
diw0460 1158 12| 4.77 0 0.1 0.1 0.2 345 461.8
diw0473 8270 24| 1.53 0.44 0 0.6 1.1 2.211098 1377.6
diw0487 8772 24| 1.78 0 1.5 5.7 7.2 (1442 1770.5
diw0495 3310 9| 1.09 0 0.2 0.1 0.3| 616 735.6
diw0513 3368 9| 1.63 0 0.1 0.2 03| 609 706.1
diw0523 4030 9 0 0.1 0.1 561 645.9
diw0540 930 9 0 0.1 0.1 374 451.9

diw0559 14026 17 |10.48 0.36 0 24 174 27.1 1570 1938.1
diw0778 27454 23| 4.19 1.27 1.27| 11.2 214.6 12924.4 2190  3050.2
diw0779 45032 49| 531 3.07 3.07|116.9 2418.2 11127.0 |4711  7208.1
diw0795 11876 9| 7.49 1.28 1.28 2.1 76.9 10582.7 | 1599  1925.4
diw0801 11150  9|12.55 0 2.1 22.8 24.9 (1593 1957.9
diw0819 40132 31| 3.58 1.68 1.68| 35.1 1935.4 11954.7 |3526  5075.5
diw0820 44768 36| 3.90 1.27 1.27| 42.6 2577.8 10534.8 | 4244 6071.4
taq0014 22092 127 | 5.96 3.12 3.12| 45.4 1346.5 10693.3 | 5743 11385.1
taq0023 1926 10| 2.48 0 0.1 0.7 0.8| 626 766.2
taq0365 14148 21| 8.79 3.02 2.96 3.1 230.3 10279.5|2084 2742.4
taq0377 23430 135 | 7.42 4.35 4.35| 55.8 1405.7 23883.6 | 7078 12194.0

taq0431 3810 12| 4.84 0 0.3 2.6 29| 897 1162.3
taq0631 1864 9| 1.83 0 0.1 0.0 0.1 585 712.2
taq0739 2876 15| 3.51 0 0.3 1.7 2.0| 81 1156.5
taq0741 2434 15| 5.60 0 0.3 242 24.5| 878 1107.9
taq0761 3582 15| 7.86 0 0.4 4.0 4.4 940 1234.7
taq0891 1120 9 0 0.0 0.0] 324 368.6
taq0903 20980 129 | 5.89 4.28 4.28 | 38.7 1161.6 10952.6 | 5680 11338.2
taq0910 1028 16| 0.22 0 0.1 0.0 0.1} 370 473.1
taq0920 388 16 0 0.0 0.0| 210 264.4

taq0978 2478 9| 2.14 0 0.1 0.4 0.5| 576  708.9




6.2. STEINERBAUM- UND VLSI-INSTANZEN

243

Tabelle 6.42: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir VLSI-Instanzen der Gruppen GAP

und DMXA
Instanz Garantie (%) Laufzeiten Ergebnis
Name |A| |T||Erp. Lag. BCP| Erp. Lag. Tot. | 'z K
gapl307 1104 16 | 0.27 0 0.1 0.1 0.2 549 685.7
gapl413 1812 9] 7.98 0 0.1 0.0 0.1 457 538.9
gapl500 748 16 | 4.85 0 0.0 0.1 0.1 256 309.6
gapl810 1404 16| 1.86 0.17 0 0.1 0.1 03| 486 614.3
gapl1904 2512 20| 1.48 0 0.2 0.8 1.0| 769 1025.0
gap2007 7096 16230 1.27 O 0.5 16.1 2394.5|1107 1380.0
gap2119 5950 28] 6.52 0 1.0 6.2 7.2 1270 1697.1
gap2740 4168 13]5.36 0.98 0 0.2 5.2 89| 759 917.9
gap2800 1306 11 0 0.0 0.0 386  454.3
gap2975 586 9| O 0.0 0.0| 245 290.3
gap3036 1166 12| 5.95 0 0.1 0.7 0.9] 470 576.3
gap3100 3116 10| 1.81 0 0.2 0.5 0.7 653 787.1
gap3128 36086 103 | 5.17 1.41 1.41|135.6 1485.5 12998.7 | 4418  7645.3
dmxa0296 772 11| 1.65 0 0.1 0.0 0.1] 344 426.3
dmxa0347 2308 10| 3.34 0 0.1 0.3 04| 507 612.9
dmxa0368 7352 17| 6.40 0 0.5 3.4 3.911017 1370.9
dmxa0454 6572 15| 2.36 0 0.6 2.1 2.7 919 1227.5
dmxa0628 560 9| O 0.0 0.0 277 324.0
dmxa0848 1722 15| 2.55 0 0.1 0.7 0.8] 599  749.3
dmxa0903 2174 9| 245 0 0.1 0.9 1.0 581 708.3
dmxal010 14216 22| 3.68 0 0.8 4.2 5.0 11488 1838.6
dmxall09 1118 16| 3.39 0 0.1 0.4 0.5| 454 565.8
dmxal200 2766 20| 1.93 0 0.2 2.0 22| 765 980.5
dmxal304 1006 9| 7.07 0 0.0 0.1 0.1| 312 379.5
dmxalbl6 2538 10| 0.72 0.72 0 0.1 0.1 04| 508 639.2
dmxal721 3462 17]1.91 1.10 0 0.2 0.6 1.8 781  965.1
dmxal801 8274 16| 4.70 1.13 1.06 1.4 110.0 11388.6 | 1424  1826.2
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Tabelle 6.43: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir VLSI-Instanzen der Gruppe MSM

Instanz Garantie (%) Laufzeiten Ergebnis
Name |A| |T|| Erp. Lag. BCP |Erp. Lag. Tot. | 'z K
msm0580 1082 10| 2.19 1.45 0 0.1 0.3 0.6 467 552.5
msm0654 4540 9| 1.93 0.17 0 0.2 03 0.7] 823 941.8
msm(0709 4806 15| 4.28 0 0.3 1.4 1.7 884 1171.4
msm0920 2528 25| 3.93 0 04 23 27| 821 1112.7
msm1008 1390 10| 5.10 0 0.1 0.5 0.6 494 597.0
msml1234 3264 12| 4.79 0 0.1 0.3 0.4 550 665.7
msml1477 4156 30| 4.70 0 0.5 1.1 1.6 | 1068 1433.2
msml1707 956 10| 1.02 0 00 0.1 0.1| 564 688.4
msml1844 270 9| 0.45 0 0.0 0.0 0.0 188  227.7
msml1931 3044 9| 2.30 0 0.1 0.1 0.2] 604 702.9
msm2000 3124 9| 1.08 0 0.1 0.1 0.2 594 705.0
msm2152 7404 36| 3.52 1.01 0 1.9 321 1944.3|1636 2319.7
msm2326 1446 13 0 0.1 0.1 407 509.0
msm2492 14188 11| 2.47 0 3.1 4.0 7.1]1462 1679.0
msm2525 10478 11| 0.32 0 0.7 0.5 1.211290 1520.4
msm2601 10200 15| 7.87 0 14 7.5 8.9 11443 1834.5
msm2705 4916 12| 1.26 0 0.2 03 0.5 727 912.9
msm2802 5926 17| 8.02 0.22 0 | 03 3.3 5.5| 956 1225.7
msm2846 11566 88| 5.13 3.09 2.80| 10.0 231.0 10404.6 | 3348  5337.2
msm3277 5982 11| 0.52 0 0.1 0.2 0.3| 869 984.4
msm3676 3108 9| 5.83 0 0.1 0.2 0.3| 607 709.3
msm3727 16510 20 |11.53 0 1.5 3.8 5.3|1379 1938.0
msm3829 14510 11| 7.37 0 1.7 119 13.6 | 1576 1886.0
msm4038 780 10| 485 0.72 0 | 00 0.3 0.6 356 417.1
msm4114 1380 15| 1.08 0 0.1 0.1 0.2] 393 526.5
msm4190 1332 15 0 0.1 0.1} 381 470.3
msm4224 604 10| 3.93 0 0.0 0.1 0.1 311 371.7
msm4312 17786 9 |10.38 0 3.0 259 28.9 12024 2412.7
msm4414 952 10 0 0.0 0.0] 408 476.3
msm4515 2716 12| 1.45 0 0.2 0.7 09| 643 811.9
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Tabelle 6.44: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir VLSI-Instanzen der Gruppen
ALUE und ALUT

Instanz Garantie (%) Laufzeiten Ergebnis
Name |A| |T||Erp. Lag. BCP| Erp. Lag. Tot. | 'z K
alue2087 3942 33| 6.68 0 0.6 8.9 9.5| 1067 1421.0
alue2105 3716 33 3.09 0 0.3 3.0 3.3 | 1045 1409.9
alue3146 11738 63| 3.10 2.32 1.99 4.1 85.4 10254.3| 2366  3496.3
alueb067 11120 67| 5.07 241 2.28 6.9 171.4 10320.5| 2737 4088.6
alueb345 16330 67| 4.88 2.67 2.51 10.3  333.1 10389.2| 3626 5714.1
alueb623 13876 67| 5.64 3.22 3.17 94 230.4 10290.5| 3607 5426.5
alue6179 10426 66| 4.64 2.34 2.34 74 103.6 10023.0| 2604 4321.6
alue6457 12274 67| 8.12 3.48 3.48 134 263.1 13098.7| 3296  5236.7
alue6735 13392 67| 5.17 1.55 141 7.1 143.2 10037.1| 2847  4469.6
alue6951 8838 66| 6.44 2.20 2.05 5.6 65.4 10146.8 | 2482  3868.3
alue7066 20908 15| 6.94 2.16 2.16 5.1 858.6 10368.7| 2274  3005.8
alue7229 2948 33 2.59 0 0.3 1.0 14 827 1139.3
alut0787 4178 33| 2.18 0 0.4 14 1.8 986 1325.2
alut0805 3332 33| 5.24 0 0.5 4.1 4.6 989 1323.4
alut1181 11386 63| 5.42 191 1.88 6.0 135.8 10563.6| 2398 3724.0
alut2010 22022 67| 7.02 2.57 2.57 147 3746 10174.1| 3380 6081.5
alut2288 33190 67| 5.60 1.76 1.76 42.1 564.0 12590.4| 3939 6078.2
alut2566 18110 67| 4.24 2.13 2.13 9.4 140.8 10346.7| 3144 4858.9
alut2610 125632 203 | 5.25 4.30 4.30 | 1982.7 8437.2 10420.6 | 13477 28317.8
alut2764 1252 33| 3.32 0 0.1 0.4 0.5 640 962.6
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Tabelle 6.45: Das Format der Tabelle 6.46.

Instanz Name Der Name der Instanz.
Qualitét (%) E-P Qualitét der primalen Losung nach der Erofi-
nungsphase.
E-D Qualitdt der dualen Lésung nach der Eroff-
nungsphase.
L-P Qualitdt der primalen Losung nach der La-
grange-Phase.
L-D Qualitdt der dualen Losung nach der La-
grange-Phase.
Gar. Die am Ende des Verfahrens KABEL-OPT er-
haltene Giitegarantie.
Bogenred. (%) Bogenreduktion nach der jeweiligen Phase in
Prozent der urspriinglichen Bogenanzahl.
Erp. Er6ffnungsphase.
Lag. Lagrange-Phase.
BCP BCP-Phase.
Anzahl L-G Anzahl der Aufrufe des Verfahrens
LAGRANGE-GRADIENT.
L-R Anzahl der Aufrufe des Verfahrens NETZRE-
DUKTION in der Lagrange-Phase.
LP Anzahl der Aufrufe der Schnittebenenver-
fahren zur Losung der Programme LDEKO
oder DEKO.
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Tabelle 6.46: Ergebnisse von KABEL-OPT fiir ausgesuchte VLSI-Instanzen

Name Qualitdt (%) Gar. | Bogenred. (%) Anzahl
E-P E-D L-P L-D Erp. Lag. BCP|L-G L-R LP
diw0234 |11.8 1.8 1.2 0.8| 0.7/359 93.1 93.1| 71 26 17
diw0445 1.2 15 05 0.7 0672 823 91.1| 49 21 20
diw0473 1.3 03 0.5 0 0|87.0 99.7 99.7| 31 13 13
diw0559 9.7 0.8 0 04 0604 978 99.5| 40 22 8
taq0365 6.1 57 3.0 31| 3.0[483 499 50.0, 48 15 12
msm0580 | 1.5 0.8 1.5 0 0478 96.3 99.3| 18 13 7
msm0654 | 1.0 1.0 0.2 0 0833 996 99.9| 17 14 9
msm2152 1.7 1.9 05 0.6 0579 753 83.1| 48 18 20
msm2802 | 6.0 2.0 0.1 0.2 0832 98.7 99.1| 73 19 17
msm2846 | 4.6 3.4 3.1 29| 2.8]40.7 40.7 40.7| 19 10 12
msm4038 | 3.9 1.0 0.8 0 0798 96.5 96.5| 31 15 11
dmxalbl6 | 0.8 0 08 0 0878 989 989 13 12 11
dmxal721| 1.9 0.1 1.1 0 0816 976 976| 18 16 13
dmxal801| 3.0 28 1.1 1.2| 1.1|557 782 81.1| 119 33 13
gapl810 1.8 0.2 0.2 0 0763 993 993| 16 14 5
gap2007 0.7 1.7 0.7 0.7 0|79.7 89.9 94.0| 77 23 13
gap2740 3.8 16 03 0.8 0787 947 978 97 26 9
alue3146 24 28 2.0 24| 20|77 740 7v52| 30 14 18
alueb067 35 39 24 24| 23|51.6 55.0 55.0f 41 15 13
alueb345 3.8 3.7 27 26| 26|43.5 435 435 35 10 12
alueb623 52 3.7 32 33| 3.2]46.3 46.3 46.3| 20 10 7
alue6735 45 22 15 16| 1.5(60.5 653 653| 42 16 16
alue6951 59 26 22 21| 211|534 680 68.0, 26 13 18
alut1181 47 2.6 20 19| 1.9|50.5 50.5 50.5| 25 10 10
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