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Zusammenfassung

Ingenieurwissenschaftliche Simulationen turbulenter Strémungen werden meist mit stati-
stisch gemittelten Navier-Stokes Gleichungen durchgefiihrt. Hierbei treten in den Impuls-
gleichungen zweite statistische Momente der Geschwindigkeit auf, die Reynolds-Spannun-
gen. Diese Momente miissen als weitere Unbekannte behandelt werden, wodurch das Glei-
chungssystem nicht mehr geschlossen ist. Industrielle Simulationsverfahren verzichten auf
zusétzliche Transportgleichungen und damit verbundene Modelle fiir hohere Momente
und verwenden direkt Modelle fiir zweite statistische Momente. Grofitenteils werden linea-
re Wirbelzéhigkeitsmodelle verwendet, bei denen die Reynolds-Spannungen proportional
zum mittleren Geschwindigkeitsgradienten sind. Diese explizite Darstellung gewéhrleistet
ein effizientes und robustes Verfahren, aber der lineare Zusammenhang fiithrt zu Defekten
in komplexen Stromungen. Hauptgegenstand der Dissertation ist die Entwicklung einer
nichtlinearen Darstellung, die die giinstigen numerischen Eigenschaften beibehélt und den
Turbulenzzustand in dreidimensionalen Stréomungen verbessert wiedergibt.

Die Entwicklung dieser Darstellung orientiert sich an der Herleitung expliziter algebrai-
scher Spannungsmodelle. Bisherige Modelle benétigen eine vollstédndige Funktionsbasis,
die in dreidimensionalen Stromungen 10 Generatoren umfasst, wenn abhéngige Genera-
toren durch Polynome dargestellt werden. Dies fiihrt zu einer aufwendigen Darstellung,
weshalb meist nur eine vereinfachte Darstellung fiir zweidimensionale Stréomungen ver-
wendet wird, bei der die Basis nur 3 Generatoren enthélt. Ausgehend von diesem Modell
wird durch Hinzunahme weiterer Generatoren eine kompakte Darstellung entwickelt, die
dreidimensionale Stromungen besser wiedergibt, aber die Modelleigenschaften in zweidi-
mensionalen Stromungen nicht beeinflusst und deren Aufwand geringer ist als bei einer
10-Generator-Funktionsbasis. Lésst man auch gebrochen rationale Funktionen zu, dann
besteht eine vollstdndige Funktionsbasis aus 5 Generatoren. Bei dieser mathematisch
dquivalenten Transformation entstehen duferst komplizierte Koeffizienten, die derartige
Modelle fiir den ingenieurwissenschaftlichen Einsatz uninteressant machen. Um ein kom-
paktes Spannungsmodell zu erhalten, muss eine exakte Umsetzung aufgegeben und eine
Néherungslosung bestimmt werden. Projektionsverfahren ermoglichen eine Losung im Sin-
ne kleinster Fehlerquadrate bei einer beliebigen Funktionsbasis. Im Fall einer vollsténdigen
Basis ergibt sich die gleiche Losung wie beim direkten Einsetzen einer vollstdndigen Funk-
tionsbasis in die algebraische Bestimmungsgleichung. Jedoch miissen bei Projektionsver-
fahren die entstehenden Gleichungssysteme vereinfacht werden, um einfache Koeffizienten
zu erhalten. Durch mehrere Projektionen auf verschiedene Funktionsbasen wird ein kom-
paktes Modell mit moglichst universellen Eigenschaften entwickelt.

Zur Validierung der Eigenschaften wird die entwickelte Darstellung in dreidimensionalen
Stromungen untersucht. Der verallgemeinerte Zusammenhang zwischen den Geschwindig-
keitsgradienten und Reynolds-Spannungen bewirkt eine deutlich verbesserte Vorhersage
von durch Normalspannungsanisotropie induzierten Sekundérstromungen und tertidren
Schubspannungseffekten. In den betrachteten Stromungen resultiert daraus gegeniiber
linearen Wirbelzdhigkeitsmodellen ein grundsétzlich anderes Ausbreitungsverhalten bei
Wandstrahlen oder azimutalen Geschwindigkeitsprofilen in rotierenden Rohrstrémungen.
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Kapitel 1

Einleitung

Stromungen in ingenieurwissenschaftlichen Problemstellungen sind aufgrund der hohen
Reynolds-Zahl und der komplexen Geometrie fast ausnahmslos turbulent. Die Notwen-
digkeit, die Turbulenz der Stromung zu beriicksichtigen, wird schon bei einer einfachen
Stromung durch ein Rohr mit kreisrundem Querschnitt deutlich. Unterhalb einer mit dem
Rohrradius gebildeten kritischen Reynolds-Zahl von Re ~ 2300 ist die Stréomung laminar
und die Axialgeschwindigkeit parabelférmig (~ 72), wihrend bei htheren Reynolds-Zahlen
die Stromung turbulent und die Axialgeschwindigkeit niherungsweise proportional zu /7
[20] ist. In einer laminaren Stromung kann das Druckgefille entlang der Rohrachse direkt
aus einer analytischen Beziehung berechnet werden. Verglichen mit dem Druckgefélle einer
direkten numerischen Simulation einer Rohrstrémung mit Re = 5300 von Schmidt [71],
die aufgrund der hohen physikalischen und numerischen Auflésung als exakte Losung
des Problems angesehen werden kann, ergibt sich eine Abweichung zur laminaren Formel
von 300%. Die Verwertbarkeit einer Simulation zur Auslegung einer technischen Anlage
ist deshalb wesentlich durch die Behandlung des Turbulenzproblems bei der strémungs-
physikalischen Modellbildung bestimmt. Dies fiithrte zu der Entwicklung verschiedener
Techniken, um turbulente Stromungen numerisch zu simulieren. In jiingster Zeit wurden,
bedingt durch die Verfiigharkeit von Hochleistungsrechenanlagen, vermehrt direkte Si-
mulationen durchgefiihrt. Diese 16sen die Erhaltungsgleichungen fiir Masse und Impuls
exakt in Raum und Zeit. Die fiir ingenieurwissenschaftliche Aufgaben benétigten Grofien,
wie z.B. Kraftbeiwerte oder mittlere Geschwindigkeitsfelder, werden durch eine explizite
Statistik aus der zeitlichen Entwicklung der Stromung gewonnen. Da die Rechenanforde-
rungen derartiger Simulationen aber sehr hoch sind und auflerdem nur geringes Interesse
an den Momentangroflen besteht, wird im ingenieurwissenschaftlichen Kontext eine sta-
tistische Betrachtungsweise vorgezogen. Durch statistische Mittelung der Erhaltungsglei-
chungen entstehen Transportgleichungen fiir die ersten statistischen Momente, die Mittel-
werte [33], wodurch die Rechenanforderungen drastisch reduziert werden. Allerdings ist
dann das Gleichungssystem nicht mehr geschlossen. Durch die Nichtlinearitdt der Erhal-
tungsgleichungen treten in den Transportgleichungen der Mittelwerte zusétzlich zweite
statistische Momente auf. Prinzipiell kénnen Transportgleichungen fiir hohere statistische
Momente hergeleitet werden, nur enthalten diese ihrerseits unbekannte Momente. Das
Gleichungssystem kann erst gelost werden, wenn ein Turbulenzmodell eingefiihrt wird,
das hohere statistische Momente mit niedrigeren statistischen Momenten verbindet.
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1.1 Stand der numerischen Turbulenzsimulation

Turbulente Stromungen haben ein ausgepragtes dynamisches Verhalten mit vielen iiberla-
gerten radumlichen sowie zeitlichen Bewegungen unterschiedlicher Gréfle. Jede Realisierung
einer Stromung ist daher einzigartig, weil schon minimalste Unterschiede in den Randbe-
dingungen oder Imperfektionen der Versuchsanlage die kleinen Fluktuationen und damit
die Momentanwerte beeinflussen. Fine Analyse oder ein Vergleich turbulenter Strémun-
gen ist somit nur auf Basis einer statistischen Betrachtung moglich. Erst dann entste-
hen Daten, die frei von dem zufélligen Charakter der einzelnen Realisierung sind und
den Vergleich mit anderen Stromungen zulassen bzw. Kenngréflen zur Dimensionierung
technischer Anlagen liefern. Man unterteilt deshalb numerische Verfahren zur Simulation
turbulenter Stromungen nach der Art, wie sie statistische Groflen ermitteln. Direkte Simu-
lationen haben zum Ziel, die Schwankungsbewegungen rdumlich und zeitlich zu erfassen
und explizit zu quantifizieren. Sie zeichnen fiir ein rdumliches Gebiet und Zeitintervall
die Bewegungen auf und fithren nach der Simulation explizit eine statistische Auswer-
tung durch. Die Realitdtsndhe derartiger Simulationen ist uniibertroffen und bietet ein
viel vollstédndigeres Bild als experimentelle Untersuchungen. Einzige mogliche Fehlerquel-
le ist das numerische Verfahren selbst, weshalb die Rechenanforderungen zur Erfassung
der kleinskaligen Bewegungen immens sind. Dieses Vorgehen fand daher erst mit der
Verfiigharkeit von Hochleistungsrechenanlagen weitere Verbreitung.

Da es lange Zeit nicht moglich war, diese Anforderungen zu erfiillen, wurde in den
Anfingen der numerischen Berechnung turbulenter Strémungen ein anderer Ansatz ver-
folgt, der aufgrund seiner geringen Ressourcenanforderung bis heute aktuell ist. Hierbei
wird versucht, die gesuchten statistischen Daten direkt zu berechnen. Dazu werden alle
Groflen in Mittelwerte und Fluktuationen aufgeteilt und in die Erhaltungsgleichungen
eingesetzt. Nach statistischer Mittelung entstehen dann Transportgleichungen fiir die er-
sten statistischen Momente, die Mittelwerte. Allerdings treten in den Gleichungen weitere
hohere, unbekannte statistische Momente auf, weshalb das Gleichungssystem erst durch
Einfithrung eines Turbulenzmodells geschlossen ist. Damit tritt bei diesem Vorgehen neben
dem numerischen Verfahren auch das Turbulenzmodell in Erscheinung. Die Wiedergabe
der starken rdumlichen und zeitlichen Variation der Turbulenz durch ein Modell ist &uflerst
schwierig. Wahrend der letzten Jahrzehnte wurden verschiedenste Modelle erarbeitet und
ihre Giiltigkeit in verschiedenen Stromungen {iberpriift. Der Anwendungsbereich der heute
existierenden Modelle ist aber immer noch stark eingeschrénkt.

1.1.1 Direkte Simulationen

Die Turbulenz der Strémung duflert sich durch kleine Schwankungsbewegungen, die ei-
ner Hauptstromung iiberlagert sind. Der naheliegendste Ansatz zur numerischen Berech-
nung turbulenter Stréomungen, die direkte numerische Simulation (DNS) der Navier-Stokes
Gleichungen mit Auflésung der kleinen Schwankungsbewegungen, konnte erst in den letz-
ten Jahrzehnten mit der Verfiigharkeit von Hochleistungsrechenanlagen verwirklicht wer-
den. Die notwendigen feinen Gitter und Zeitschritte, insbesondere bei wandgebundenen
Stromungen, werden deutlich, wenn der Ressourcenbedarf einer DNS anhand einer Ka-
nalstromung abgeschétzt wird. Eine derartige Abschitzung unter Beriicksichtigung der
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Simulationsergebnisse von Rogallo w.a. [62] und Kim u.a. [40] wurde von Wilcox [93]
durchgefiihrt. Die Anzahl der notwendigen Gitterpunkte ist proportional zum Kuben des
Verhiltnisses der grofien zu den kleinen Schwankungen ~ (Ig pux. /la ruk)®. Sind die klein-
sten Fluktuationen proportional zum Kolmogorov Lingenma$ g = (v3/¢)!/* und die
grofen Fluktuationen proportional zur doppelten Kanalhohe 2 H, dann ergibt sich die
Punktanzahl, wenn angenommen wird, dass das verwendete numerische Verfahren vier
Gitterpunkte braucht, um eine Fluktuation aufzulosen zu:

2H\°®
NGEO uni & <4 E) ~ (110 ReT)9/4.

Hierin bezeichnet Re, = u, H/(2v) die mit der Wandschubspannungsgeschwindigkeit
gebildete Reynolds-Zahl. Die im Langenmafl verwendete mittlere Dissipationsrate wurde
fiir die Kanalstromung durch & ~ 40u? / H abgeschitzt. Aquidistante Gitter erlauben keine
effiziente Ausnutzung des Verfahrens. Die DNS von Kim u.a. zeigte, dass sich der Aufwand
durch Anpassung des Gitters an die Stromung mit lokaler Verfeinerung in Gebieten mit
kleinen Fluktuationen zu

Ngko ~ (3 Re,)?*

reduziert. Die Anzahl der benttigten Zeitschritte ergibt sich aus dem Quotienten der Zeit,
die erforderlich ist, um eine stationére Statistik zu erhalten, und aus dem Kolmogorov
ZeitmaB Tx = (v/€)'/?, das den Zerfall der kleinsten Fluktuationen beschreibt. Kim u.a.
nahmen an, dass sich eine stationére Statistik nach 5 Durchstrémungen mit der Wand-
schubspannungsgeschwindigkeit 7' ~ 5H/ u., einstellt. In der Kanalstromung von Kim u.a.
wurde der Verlauf der kleinsten Fluktuation mit 18 Zeitschritten diskretisiert. Die Anzahl
der Zeitschritte ist dann:
Ny ~ 1600 Rel/?.

Fiir die von Kim u.a. durchgefithrte DNS einer Kanalstromung mit Re, = 180 (entspricht
einer mit der mittleren Durchflussgeschwindigkeit gebildeten Reynolds-Zahl von ~ 6000)
ergeben sich dann Nggo ~ 1.5 10% und Nt ~ 2 10*. Der Gesamtaufwand fiir eine DNS ist
proportional zu ~ Nggo Nr ~ Re''/%. Eine Verdopplung der Reynolds-Zahl erhoht somit
den Aufwand um das Achtfache. Die DNS wird deshalb auch in absehbarer Zukunft nur
auf einfache Geometrien und ingenieurwissenschaftlich unbedeutende Reynolds-Zahlen be-
schrankt bleiben. Die DNS der Rohrstromung bei Re = 5300 benétigt beispielsweise 5000
CPU Stunden (10 000 Zeitschritte) auf einer CRAY T3E-900, wohingegen eine ebenfalls
dreidimensionale Simulation mit einem statistischen Turbulenzmodell mit dem gleichen
Verfahren ca. 20 min. auf einem PC dauert. Die Durchfiihrbarkeit von Konfigurationen,
die die derzeitige Komplexitdt von Simulationen mit Turbulenzmodellen erreichen, wie
etwa die DNS eines Fliigels, schiitzt Spalart [77], bei Beriicksichtigung der Weiterentwick-
lung von Rechenanlagen und Algorithmen, auf das Jahr 2080.

Zur Reduzierung des Rechenaufwandes wurden Grobstruktursimulationen (Large Eddy
Simulation, LES) entwickelt. Diese bieten dhnliche detaillierte Einsichten in die stromungs-
physikalischen Prozesse wie eine DNS, da hierbei die Navier-Stokes Gleichungen gefiltert
werden, wobei grofle Fluktuationen direkt aufgelost und nur kleine Fluktuationen durch
das so genannte Feinstrukturmodell (auch Subgrid-Scale Model) beschrieben werden. Die
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Aufteilung in grofie und kleine Strukturen erfolgt durch das Gitter, das den Filter defi-
niert. Allerdings sind auch diese Simulationen gegenwirtig auf einfache Konfigurationen
bei geringen Reynolds-Zahlen begrenzt. Die Griinde hierfiir liegen im unangemessen ho-
hen Aufwand zur Auflésung der extrem diinnen, fiir die Simulation aerodynamischer Pro-
bleme aber entscheidenden Wandgrenzschichten. Um den Rechenaufwand nicht in dem
gleichen Mafl wie eine DNS ansteigen zu lassen, werden mit gréflerer Reynolds-Zahl im-
mer weniger kleine Strukturen direkt aufgelost, wodurch Gitterpunkte eingespart werden,
aber der Einfluss des Feinstrukturmodells wéchst. Um die Qualitdtsminderung durch das
Feinstrukturmodell zu vermeiden, entspricht die wandnahe Auflésung gegenwértiger LES
hédufig dem einer direkten numerischen Simulation. LES sind daher momentan nicht fiir
wandgebundene Probleme bei hohen Reynolds-Zahlen einsetzbar, haben aber langfristig
ein hohes Anwendungspotenzial, insbesondere in der Kombination mit statistischen Tur-
bulenzmodellen (siche Speziale [84] und Shur u.a. [74]).

1.1.2 Statistische Turbulenzmodellierung

Aus den oben genannten Griinden ist die Simulation industriell relevanter Problemstellun-
gen bei hohen Reynolds-Zahlen gegenwiértig nur bei statistischer Betrachtung mdéglich. Im
Rahmen der dabei anfallenden Mittelung treten in den Impulsgleichungen zweite statisti-
sche Momente in Gestalt der nach O. Reynolds, [56], benannten Reynolds-Spannungen als
neue Unbekannte auf. Zur SchlieSung des Gleichungssystems miissen diese Unbekannten
durch ein Turbulenzmodell ausgedriickt werden. In der industriellen Anwendung wer-
den zumeist lineare, niederparametrige Wirbelzdhigkeitsmodelle (Eddy Viscosity Model,
EVM), wie z.B. Baldwin u.a. [5], Jones u.a. [37], Wilcox [92] oder Spalart u.a. [76], ein-
gesetzt. Industrielle Anforderungen, in denen numerische Effizienz und Vorhersagegenau-
igkeit gleichermaflen wichtig sind, konnten bislang nur diese Modelle erfiillen. Das re-
sultierende Gesamtsystem besitzt eine hohe numerische Stabilitdt und die algorithmisch
einfache, effiziente Umsetzung des Ansatzes fiihrte schnell zu ausgereiften Verfahren. Der
lineare Wirbelzéhigkeitsansatz besitzt jedoch erhebliche konzeptionelle Defizite in Bezug
auf die Darstellung komplexer turbulenter Austauschmechanismen. Die erzielbare Vorher-
sagegenauigkeit im Bereich abgeltster oder ablosenaher Strémungen oder von anisotropie-
getriebenen Sekundérstromungen sind mit derartiger Modellierung nahezu ausnahmslos
unbefriedigend.

Der alternative Ansatz mit Transportgleichungsmodellen (Reynolds-Spannungs-Transport-
modelle, RSTM) fiir zweite statistische Momente anstelle der EVM fand trotz Prédistinie-
rung fiir komplexe Stromungen und langer Verfiigbarkeit, sieche Launder u.a. [41], Gibson
w.a. [28], Fu u.a. [23] und Speziale u.a. [81], kaum Verbreitung. Die priméren Griinde
hierfiir sind der hohe Kernspeicher- und Rechenbedarf, die geringe numerische Stabi-
litdt und der erhebliche Implementierungsaufwand der RSTM. Ferner vermoégen einfache
(lineare) RSTM nicht alle Defizite isotroper EVM zu vermeiden und sind aufgrund ih-
rer wesentlich komplexeren Struktur schwieriger zu analysieren und modifizieren. Neuere
Ansétze zur Erweiterung des Giiltigkeitsbereichs der RSTM auf der Grundlage hochgra-
dig nichtlinearer Umverteilungsterme werden vielfach mit Skepsis betrachtet, Speziale [82].
Ungeachtet ihrer theoretischen Vorteile steht die erfolgreiche Validierung fortschrittlicher
Transportgleichungs-Reynolds-Spannungsmodelle in Bezug auf die genauere Darstellung
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von komplexen, praxisrelevanten Stromungen noch aus, Bradshaw u.a. [8]. Erste vielver-
sprechende Arbeiten hierzu findet man z.B. bei Batten [6] oder Hanjalié¢ [32].

Zur Verbesserung der Simulationsqualitét, bei gleichzeitiger Beibehaltung der giinstigen
Eigenschaften der linearen Wirbelzéhigkeitsmodelle, werden vielerorts nichtlineare Erwei-
terungen der Zwei-Parameter Wirbelzdhigkeitsmodelle untersucht. Neben heuristisch mo-
tivierten Vorschldgen, z.B. Speziale [80] oder Craft [13], sind in der Literatur eine Vielzahl
unterschiedlicher Vorgehensweisen mit ibergeordneten mathematisch physikalischen Prin-
zipien zur Konstruktion nichtlinearer Beziehungen zwischen Reynolds-Spannungen und
Geschwindigkeitsgradienten (Stress-Strain Relation) bekannt. Beispiele hierfiir sind die
Renormalisierungsgruppentheorie (Rubinstein [63], Yakhot [97]), die Direct-Interaction
Approximation (Yoshizawa [98]), das Realizability-Prinzip (Shih u.a. [73]) oder die Ra-
tionale Mechanik (Pope [55], Taulbee [86], Gatski u.a. [26]).

Unter diesen Vorschlédgen erscheinen die expliziten algebraischen Spannungsmodelle (EA-
SM), welche auf Pope [55] bzw. Gatski u.a. [26] zuriickgehen, iiberlegen. Thre Herleitung
basiert auf der Vereinfachung linearer RSTM, sodass Erkenntnisse dieser Modelle weiter-
benutzt werden konnen. Fiir strukturell stationdre Turbulenz lassen sich die Transport-
gleichungen der Reynolds-Spannungen in ein System implizit gekoppelter algebraischer
Gleichungen {iberfithren. Diese Gleichungen konnen dann mittels der Darstellungs- und
Invariantentheorie (Spencer [78, 79], Zheng [99]) in einen expliziten Zusammenhang zwi-
schen Reynolds-Spannungen und Geschwindigkeitsgradienten umgeformt werden. Durch
die rigorose Ableitung aus dem linearen impliziten RSTM gew#hrleistet das EASM die kor-
rekte Darstellung von Produktions- und Umverteilungsmechanismen. Die enge Beziehung
zum impliziten RSTM eroffnet eine verbesserte Wiedergabe von Spannungsanisotropie,
Systemrotation und Stromlinienkriimmung. Die EASM verfiigen somit prinzipiell iiber
dghnliche physikalische Giiltigkeitsbereiche wie RSTM.

1.2 Zielsetzung

Ziel der Arbeit ist die Bereitstellung eines Turbulenzmodells fiir ingenieurwissenschaftliche
Anwendungen. Hauptaufgabe ist hierbei die Formulierung des physikalischen Zusammen-
hangs zwischen den ersten und zweiten statistischen Momenten. Das Modell sollte glei-
chermaflen die Anforderungen nach moglichst hoher Vorhersagegenauigkeit und geringen
Ressourcenverbrauch erfiillen, weshalb eine explizite Darstellung der zweiten statistischen
Momente angestrebt wird. Bei der Simulation turbulenter Stromungen sind die zweiten
statistischen Momente mit der groBiten Relevanz die Reynolds-Spannungen. Die Arbeit
konzentriert sich daher auf ihre Darstellung. Eine Anwendung der erarbeiteten Ergebnis-
se auf andere statistische Momente ist aber grundsétzlich moglich und wird am Beispiel
des Transports eines passiven Skalars verdeutlicht. Die Herleitung beschrénkt sich auf in-
kompressible Stréomungen, da die Kompressibilitit des Fluids die Turbulenzstruktur nur
unwesentlich beeinflusst, wie neuere Untersuchungen mit DNS [43] belegen. Eine grundle-
gende Anderung des Turbulenzfeldes tritt erst bei stark kompressiblen Stromungen, z.B.
Hyperschall, ein, weshalb das Modell ohne Einschréinkung bis zu méBigen Uberschall-
Mach-Zahlen eingesetzt werden kann.
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Bei den Reynolds-Spannungen handelt es sich um Tensoren 2. Stufe im dreidimensionalen
Raum. Thre Polynomdarstellung aus Gradienten des mittleren Strémungsfeldes gliedert
sich in zwei Bestandteile. Einerseits werden Generatoren benotigt, die einen Tensor 2.
Stufe wiedergeben kénnen und andererseits miissen dazugehorige Koeffizienten bestimmt
werden, die den Einfluss eines Generators festlegen. In den Transportgleichungen der
Reynolds-Spannungen, aus denen das Modell hergeleitet wird, tritt in den Produktions-
termen und in den Modellen des Umverteilungsterms der Geschwindigkeitsgradient auf.
Als Generatoren sind dadurch der symmetrische und antimetrische Anteil des Geschwin-
digkeitsgradienten, der Scherraten- und Wirbelstédrkentensor, zwingend notwendig, um
diese Terme exakt wiedergeben zu konnen. Die zentrale Fragestellung der Arbeit lau-
tet daher, welche weiteren Generatoren aus Uberschiebungen des Scherraten- und Wir-
belstéirkentensors gebildet werden miissen, um turbulente Phdnomene darzustellen, und
wie lauten ihre Koeffizienten. In zweidimensionalen Stromungen wurden bereits Modelle
entwickelt, die eine vollstindige Funktionsbasis benutzten und somit alle darstellbaren
Zustéande erfassen. In dreidimensionalen Stromungen ist dies nicht erreicht, besonders,
wenn eine moglichst kompakte und einfache Darstellung verlangt wird. In der Arbeit wer-
den deshalb verschiedene dreidimensionale Turbulenzzusténde, wie spannungsinduzierte
Sekundérstromungen oder tertidre Schubspannungseinfliisse, hinsichtlich ihrer expliziten
Darstellbarkeit untersucht. Dadurch kénnen dann Generatoren ermittelt werden, die die-
se Zustdnde wiedergeben. Es werden dann unterschiedliche Methoden der Darstellungs-
theorie analysiert, um die Koeffizienten zu den Generatoren zu bestimmen. Hierbei wird
mittels der Darstellungstheorie eine explizite Losung der impliziten algebraischen Trans-
portgleichung der Reynolds-Spannungen gesucht, wodurch die Koeffizienten die physika-
lischen Zusammenhénge turbulenter Stromungen beriicksichtigen. Die Verwendung der
Transportgleichung der Reynolds-Spannungen vereinfacht die Modellierungsaufgabe ge-
geniiber einem allgemeinen Darstellungsproblem, da die Transportgleichung die zu bertick-
sichtigenden Einflussgrofien vorgibt. Dabei wird als Bedingung gestellt, die Generatoren
und Koeffizienten moglichst einfach zu gestalten, um ein kompaktes Modell zu erhal-
ten. Die entwickelten Darstellungen fithren zu einer qualitativ verbesserten Wiedergabe
der physikalischen Effekte. Diese Verbesserung wird durch die Besetzung des Reynolds-
Spannungstensors erzielt, auf die das Langen- und Zeitmafl ohne Einfluss ist. Eine Un-
tersuchung unterschiedlicher turbulenter Langen- und Zeitmafle ist daher nicht notwendig.

In der vorliegenden Arbeit werden zunéchst einige Defizite der linearen Wirbelzéhig-
keitsmodelle aufgezeigt. Anhand einfacher Grundstromungen werden prinzipbedingte Un-
zuldnglichkeiten des Ansatzes illustriert. Daran anschliefend werden die Grundziige der
Darstellungstheorie erliutert, die bei der Uberfiithrung des impliziten in das explizite Glei-
chungssystem benotigt werden. Im Folgenden wird aus den impliziten Transportgleichun-
gen der Reynolds-Spannungen das EASM formuliert und dessen Eigenschaften analysiert
und in weiteren Schritten eine moglichst kompakte Formulierung des EASM aufgestellt.
Um die Ubertragbarkeit des Vorgehens aufzuzeigen, wird in Analogie zu dem EASM ein
explizites Modell fiir die Skalar-Geschwindigkeitsfluktuation hergeleitet, das den turbulen-
ten Transport eines passiven Skalars beschreibt. AbschlieBend erfolgt eine Untersuchung
der Vorhersagegenauigkeit des kompakten EASM in verschiedenen Strémungen.



Kapitel 2

Motivation

Grundlage der Stromungsmechanik sind die Navier-Stokes Gleichungen. Sie beschreiben
aus kontinuumstheoretischer Sicht die Eigenschaften eines Fluids nach Erhaltung der Mas-
se, des Impulses und der Energie. Fiir die angestrebte Untersuchung des grundlegenden
Zusammenhangs zwischen Geschwindigkeitsfeld und Reynolds-Spannungen ist die Kom-
pressibilitdt des Fluids von untergeordneter Bedeutung, weshalb es ausreicht, sich auf
inkompressible Fluide zu beschréanken. Im Weiteren wird daher der Einfluss der Tempera-
tur auf die Materialkonstanten vernachléssigt und nur dichtebesténdige Fluide untersucht,
sodass auf eine Energieerhaltung verzichtet werden kann. Die Bewegung eines Fluids
ist dann eindeutig durch die Masse- und Impulserhaltung bestimmt. Bei ingenieurwis-
senschaftlichen Berechnungen werden iiberwiegend Verfahren angewandt, die statistische
Groflen des Stromungsfeldes implizit, d.h. mittels Transportgleichung, berechnen. Trans-
portgleichungen fiir statistische Groflen entstehen, wenn die Navier-Stokes Gleichungen
einer statistischen Mittelung unterzogen werden. Dabei tritt das SchlieSungsproblem auf,
da durch die Nichtlinearitdt der Navier-Stokes Gleichungen die gemittelten Gleichungen
héhere unbekannte statistische Momente enthalten. Das ungeschlossene Gleichungssystem
kann erst gelost werden, wenn ein Turbulenzmodell eingefiihrt wird, das zusétzliche Glei-
chungen bereitstellt. Im Folgenden wird daher zuerst das SchlieBungsproblem aufgezeigt
und daran anschlieBend der am meisten genutzte Turbulenzmodelltyp, das lineare Wir-
belzahigkeitsmodell, vorgestellt und dessen inhérente Defizite verdeutlicht.

2.1 Schlieflungsproblem

Bei statistischer Betrachtung werden alle Gréfen in einen Mittelwert und in einen Schwan-
kungsanteil zerlegt. Fiir eine beliebige Grofle gilt demnach:

p=0+¢, (2.1)

wobei der Mittelwert im Allgemeinen durch eine Ensemble-Mittelung {iber N Realisie-
rungen einer Stromung definiert ist:

Bat) = 3 Doz 22)
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In statistisch stationdren Stromungen wird {iblicherweise eine zeitliche Mittelung der
Form:

oa) =7 [ olzr)dr (2.3

angewandt. In beiden Féllen muss die Anzahl der Realisierungen bzw. die Mittelungszeit
grof} genug sein, um eine statistische Konvergenz zu gewéhrleisten. Man iiberzeugt sich
leicht, dass unabhéngig von der Art der Mittelung die Rechenregeln :

P =0, o+v=0+1; PUv=0¢Y+ ¢ (2.4)

gelten. Nach Einsetzen des Ansatzes (2.1) in die Massen- bzw. Impulserhaltungsglei-
chung (siehe z.B. Schade [70]) ergeben sich nach anschlieBender Mittelung die nach O.
Reynolds [56] benannten Reynolds gemittelten Navier-Stokes Gleichungen (Reynolds Ave-
raged Navier-Stokes, RANS). Fiir ein inkompressibles Fluid folgt dann in kartesischer
Tensorkoordinatenschreibweise, in der die Einstein’sche Summationskonvention iiber alle
gleichlautenden lateinischen Indices, die nicht geklammert sind, auszufiihren ist:

00Uy
dou; O(Qumu;))  Op  OTim O(0u, uy)
ot + 0T N _8:@ + 0T, - 0T + 7 (2:6)

Hierin bezeichnet F; eine allgemeine Volumenkraftdichte, die aber, wenn nicht explizit
angegeben, vernachléssigt wird. Die Spannungen infolge der molekularen Viskositét lassen
sich im Fall eines Newton’schen Fluids durch

_ _(0u,, Odu; 20w

angeben. Der letzte Term der rechten Seite von Gleichung (2.6) enthélt den Tensor der
Korrelation der Geschwindigkeitsfluktuationen, die auch Reynolds-Spannungen genannt
werden. Mit Beriicksichtigung der Symmetrie der Reynolds-Spannungen enthélt das Glei-
chungssystem (2.5, 2.6) 6 unbekannte Reynolds-Spannungen, 3 unbekannte Geschwindig-
keiten und den Druck. Somit stehen fiir 10 Unbekannte nur 4 Gleichungen zur Verfiigung.
Das Gleichungssystem kann deshalb nur dann gelost werden, wenn weitere SchlieBungsbe-
ziehungen, das Turbulenzmodell, eingefiithrt werden. Die Notwendigkeit eines Turbulenz-
modells kann auch nicht umgangen werden, indem héhere Momente der Navier-Stokes
Gleichungen gebildet werden. Zwar ist es moglich, Transportgleichungen fiir die Reynolds-
Spannungen abzuleiten, nur enthalten diese neue unbekannte Momente, wie W oder
uj vl up,, siehe auch Hinze [33]. Es wird damit das Problem nur verschoben, weil dann

m)

Modelle fiir hohere statistische Momente benétigt werden.

Der élteste Ansatz fiir ein Turbulenzmodell, das bis heute von Relevanz ist, geht auf Bous-
sinesq [7] zuriick. Hierin wird eine Wirbelzdhigkeit postuliert, die die Reynolds-Spannung
mit den Geschwindigkeitsgradienten verkniipft. Im néchsten Abschnitt wird dieser Ansatz
ausfiihrlich vorgestellt sowie prinzipbedingte Schwéchen aufgezeigt.
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2.2 Lineare Wirbelzihigkeitsmodelle

Der Grundgedanke der Wirbelzdhigkeitsmodelle basiert auf einer zum Newton’schen Span-
nungsansatz (2.7) analogen Beziehung zwischen Spannungen und Geschwindigkeitsgradi-
enten. Wirbelzdhigkeitsmodelle verkniipfen definitionsgeméfl die Reynolds-Spannungen
mit dem Geschwindigkeitsgradienten. Fiir die folgenden Untersuchungen erweist sich die
additive Zerlegung des Geschwindigkeitsgradienten in

ou;

— =S+ Wy 2.8
axj J + J ( )
als hilfreich. Der symmetrische Anteil S;; wird als Deformationsgeschwindigkeiten- oder
Scherratentensor (strain-rate tensor), der antimetrische Anteil W;; als Drehgeschwindig-
keiten- oder Wirbelstédrkentensor bezeichnet. Diese Anteile sind definiert durch:

10w Ouj 10Uy,

Si‘_é(ﬁxj+6xi) 30, % (29)
1/0u; Ouj

Wi = 5(8% a 6:@)’ (2.10)

wobei die Definition des Scherratentensors auch in kompressiblen Medien spurfrei bleibt.
In Analogie zu linear-elastischen Materialgesetzen lautet der allgemeine Ansatz fiir ein

Wirbelzéhigkeitsmodell:

= %k 5z‘j -2 Vijkl<5kl + Wkl) (2.11)
Hierin wurde die turbulente kinetische Energie k& = 1u] ) eingefiihrt, um die Kontraktion
der Gleichung zu gewihrleisten. Die Wirbelzéhigkeit wurde als Tensor 4. Stufe (vgl. Hinze
[33]) definiert, um beliebige anisotrope Zusténde zu erméglichen. Im Rahmen der linearen
Wirbelzdhigkeitsmodelle wird die Wirbelzéhigkeit einer Isotropiehypothese unterworfen.
Der Wirbelzahigkeitstensor kann als allgemeiner isotroper Tensor 4. Stufe dargestellt wer-
den:

Vit = K1 055 0p + Ko 03 01 + K5 041 0. (2.12)

Durch die spurfreie Definition des Scherratentensors ist der Wert von K frei wahlbar, da er
nur in Verbindung mit der Spur des Scherratentensors und Wirbelstérkentensors auftritt.
Fiir Definitionen, die eine von null verschiedene Spur des Scherratentensors zulassen, muss
K, = 0 gesetzt werden, um die Kontraktion (i = j) von Gleichung (2.11) zu gewéhrleisten.
Nach Einsetzen des Ansatzes in die Definitionsgleichung (2.11) folgt unmittelbar:

u;u = gk:éw —2[(K2+K3) Sij+(K2 —Kg) VVZ]] (2.13)

/A
J

Diese Gleichung muss natiirlich die Symmetrie der Reynolds-Spannungen (u} uj = u; u’)

gewahrleisten, woraus die Beziehung K, = K3 folgt. Mit der Definition v, = 2 K5 lautet
das lineare Wirbelzdhigkeitsmodell nun:




10 Kapitel 2. Motivation

Die Wirbelzdhigkeit tritt hier nur noch als skalare Groéfle auf, sie ist keine Materialkon-
stante, sondern eine Eigenschaft der Stromung. Aus einer Dimensionsbetrachtung heraus
wird sie als Produkt eines spezifischen turbulenten Energie- und Zeitmafles geschrieben:

v =c, KT, (2.15)

Die Definition geeigneter Energie- und Zeitmafle ist nicht Gegenstand dieser Arbeit, da
sie fiir die Formulierung der spéter vorgestellten Spannungsmodelle ohne Belang ist. In
technischen Anwendungen sind die auf Jones u.a. [37] (k — &) und Wilcox [92] (k —
w) basierenden Definitionen am gebrauchlichsten. Als Energiemafl hat sich hierbei die
turbulente kinetische Energie durchgesetzt. Das Zeitmafl wird nicht festgelegt, damit das
Modell fiir verschiedene Formulierungen einsetzbar bleibt. Die Wirbelviskositédt lautet
dann:

v =c, kT (2.16)

Das Zeitmaf} T} ergibt sich aus den oben genannten Definitionen zu T} = k/e = 1/w =
1/(cy Wyileox)- Im Weiteren wird oft anstelle der Reynolds-Spannungen die Anisotropie der
Reynolds-Spannungen verwendet:

bij = A (2.17)
Das lineare Wirbelzdhigkeitsmodell (2.14) nimmt dann die einfache Form:
bij = —Cyu Tt Sij (218)

an. In dieser Formulierung wird deutlich, dass bei diesen Modellen die Anisotropie der
Turbulenzstruktur proportional zum Scherratentensor ist. Wenngleich die Herleitung der
linearen Wirbelzéhigkeitsmodelle sehr empirisch anmutet, zeigt sich bei Herleitung der
EASM, die aus der Transportgleichung der Reynolds-Spannungen folgen, dass lineare
Wirbelzdhigkeitsmodelle als Ndherung erster Ordnung aufgefasst werden konnen.

2.3 Strukturelle Defizite linearer Wirbelzihigkeits-
modelle

2.3.1 Normalspannungs-Anomalie

Im Falle einer homogenen, zweidimensionalen Scherstromung mit dem Scherparameter S,
d.h. 0w;/0x; = S 61; 625, folgt mit dem linearen Wirbelzéhigkeitsmodell nach Gleichung
(2.14) die Vorhersage isotroper Normalspannungen:

2
uyuy = ubhuh = uhul = gk (2.19)
Dies steht im direkten Widerspruch zu experimentellen Beobachtungen, z.B. Tavoularis
u.a. [87]. In Tabelle 2.1 sind die Messungen von Tavoularis u.a. den Ergebnissen des
linearen Wirbelzdhigkeitsmodells nach Gleichung (2.18) gegeniibergestellt.
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buu by byz by T,5=6

0.2 -0.14 -0.06 -0.15 Experiment [87]

0.0 0.0 0.0 -0.27 Gleichung (2.18)
mit ¢, = 0.09

Tabelle 2.1: Vergleich Experiment — lineares Wirbelzdhigkeitsmodell in homogener Scher-
stromung

Das mit dem Modell ein fundamental anderes Turbulenzfeld beschrieben wird, ist offen-
sichtlich. Im Allgemeinen treten isotrope Normalspannungszustdnde in isotroper Turbu-
lenz auf. Hierbei ist der Korrelationstensor kugelsymmetrisch und somit invariant gegen
Drehungen des Koordinatensystems. Ein kugelsymmetrischer Reynolds-Spannungstensor
erfordert verschwindende Schubspannungen, was in Verbindung mit dem linearen Wir-
belzihigkeitsmodell nur bei einem Scherratentensor ohne Schubanteile (.S;; = 0, wenn i #
J) moglich ist.

2.3.2 Negative Normalspannungen — Realisierbarkeit

Aufgrund ihrer Definition miissen Normalspannungen u/, u/, positive Gréfien sein, auch ih-
re physikalische Interpretation als kinetische Energie einer Fluktuation verlangt, dass sie
eine positive Grofe sind. Die Forderung nach positiven Normalspannungen ist die zentrale
Aussage des Realisierbarkeitsprinzips [73]. Im Folgenden wird anhand einer achsensymme-
trischen Kontraktion gezeigt, dass lineare Wirbelzéhigkeitsmodelle das Realisierbarkeits-
prinzip verletzen konnen. Eine weitaus ausfiihrlichere Untersuchung der Realisierbarkeit
linearer Wirbelzéhigkeitsmodelle wurde von Rung [65] durchgefiihrt. Bei einer achsensym-
metrischen Kontraktion nimmt der Scherratentensor die Form:

S 0 0
Sij=10 =15 0 (2.20)
0 0 =18
an. Das lineare Wirbelzéhigkeitsmodell ergibt hiermit:
T 2
(T gk—chthS. (2.21)

Offensichtlich bleibt v}« nur positiv, wenn ¢, T; S < 1 ist. Da T; S nicht beschrankt ist,
kann nicht ausgeschlossen werden, dass Situationen entstehen, in denen die Normalspan-
nung negativ wird. Die einzige Mdoglichkeit im Rahmen eines linearen Modells, um dies
zu verhindern, besteht in der Parametrisierung der Konstanten ¢, mit dem Geschwindig-
keitsgradienten. Tatsédchlich liefert eine Realisierbarkeitsuntersuchung Bedingungen, wie
eine Funktion ¢, (S) aussehen muss [65]. Bei den nachfolgend hergeleiteten EASM entsteht
automatisch aus der mathematischen Umformung ein ¢, in Abhéngigkeit der Invarianten
des Geschwindigkeitsgradienten.
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2.3.3 Einfluss von Stromlinienkriimmung

In fast allen ingenieurwissenschaftlichen Anwendungen sind die Stromlinien gekriimmt.
Die Kriimmung der Stromlinien hat aber wesentlichen Einfluss auf die Turbulenzstruk-
tur. Je nach Kriimmung der Stromlinien wird die Turbulenz geddmpft oder angefacht
und dadurch das Geschwindigkeitsprofil bestimmt. Die Vorhersagegenauigkeit des Turbu-
lenzmodells hiangt somit stark von der Féahigkeit des Modells ab, Stromlinienkriimmung
zu beriicksichtigen. Im Rahmen eines linearen Wirbelzidhigkeitsmodells sind diese Fahig-
keiten allerdings sehr beschrénkt, weshalb diese Modelle dann oft zu unbefriedigenden
Resultaten fiithren.

Die Wirkung von beliebig gekriimmten Stromlinien in einem komplexen Stromungsfeld
ist nur duflerst schwierig zu analysieren, da sie meist gleichzeitig mit einer Scherung ein-
hergeht. Um die Effekte, die durch Stromlinienkriimmung verursacht werden, isoliert zu
betrachten, wird die Stréomung durch einen Kanal untersucht, der sich um die homogene
Spannweitenrichtung dreht. In dieser Stromung sind Stromlinienkriimmung und Scherung
in einer Ebene, wodurch sich die Analyse wesentlich vereinfacht. Schematisch ist diese An-
ordnung in Abbildung 2.1 skizziert.

/.

S

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der rotierenden Kanalstromung

O

Infolge der Rotation des Bezugssystems miissen in der Navier-Stokes Gleichung (2.6)
die Zentrifugal- und die Corioliskraft als Volumenkréfte beriicksichtigt werden. Im Fall
einer konstanten Rotation kann die Zentrifugalkraft (—o€;;x €xim Qj Ql Tp) im Druckterm
absorbiert werden, sodass als Volumenkraft

verbleibt, worin €2; der Rotationsvektor ist, der in Richtung der Rotationsachse zeigt,
und dessen Betrag die Winkelgeschwindigkeit der Rotation angibt. Ist die Stromung voll-
ausgebildet, d.h. keine Gradienten in Stromungsrichtung aufler dp/0x, und sei weiter die
Geschwindigkeit und alle Gradienten in Spannweitenrichtung null, dann lauten die Navier-
Stokes Gleichungen im rotierenden Bezugssystem, wenn die Massenerhaltung berticksich-
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tigt wird:
ou op* 0 o1 -
00 5 ==+ —alv+u) | 28,
dy dx  Jy dy
o (2.23)
0=——"——-25Qs
ay Q 3”7
wobei o
p'=p+30k—Lo€ipm QU xy z; (2.24)

und fiir die Reynolds-Spannungen das lineare Wirbelzdhigkeitsmodell (2.14) eingesetzt
wurde. Aufgrund der Wandrandbedingungen kann v = 0 gefordert werden, wodurch der
Einfluss der Rotation aus der Impulserhaltung in Stromungsrichtung verschwindet. Mit
dem linearen Wirbelzéhigkeitsmodell kann somit nur die Variation des Drucks in Wand-
normalenrichtung erfasst werden, die aber auch schon bei laminaren Strémungen auftritt.
Das Geschwindigkeitsprofil in Stromungsrichtung ist aber mit dem Geschwindigkeitspro-
fil der nicht rotierenden Kanalstromungen identisch, da auch in den Transportgleichun-
gen der kinetischen Energie und Dissipation keine Terme infolge der Corioliskraft ent-
stehen. Experimentelle Untersuchungen von Johnston u.a. [36] zeigen aber ein unsym-
metrisches Profil, das an der Wand in Rotationsrichtung stabilisiert, d.h. die Turbulenz
wird gedampft, das Profil wird laminarer (kleine Wandschubspannung), wihrend an der
gegeniiberliegenden Wand die Stromung die Turbulenz anfacht und damit die Stromung
instabil (hohe Wandschubspannung) wird. Lineare Wirbelzidhigkeitsmodelle zeigen diese
Tendenzen erst, wenn in die Transportgleichungen fiir die turbulenten Energie- und Zeit-
mafle an das Problem angepasste Terme eingefiihrt werden. Andere Simulationsverfahren,
wie DNS, LES, aber auch statistische Verfahren mit Transportgleichungsmodellen fiir die
Reynolds-Spannungen oder mit expliziten algebraischen Spannungsmodellen kénnen die-
ses Verhalten vorhersagen.
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Kapitel 3

Grundziige der Darstellungstheorie

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten expliziten Darstellungen sollen moglichst alle
physikalischen Phénomene wiedergeben. Ideal wére eine explizite Losung der Transport-
gleichung eines statistischen Moments, wodurch unmittelbar eine Darstellung in Abhéngig-
keit der in der Transportgleichung auftretenden Gréfien vorliegt. Diese Losungen werden in
den nachfolgenden Kapiteln mit Hilfe darstellungstheoretischer Uberlegungen gesucht, um
explizite Darstellungen der Reynolds-Spannungen bzw. der Skalar-Geschwindigkeitsfluk-
tuation zu formulieren. Zum besseren Versténdnis sind daher die angewandten Erkennt-
nisse der Darstellungstheorie in diesem Kapitel zusammengefasst.

Hauptaufgabe der Darstellungstheorie ist die Beschreibung der mathematischen Gestalt,
die eine Gleichung zwischen verschiedenen Tensoren annehmen kann. Die Darstellungs-
theorie ist daher eng mit der Dimensionsanalyse verbunden, die in Gleichungen physika-
lischer Grolen die moglichen mathematischen Verkniipfungen durch Betrachtung der Di-
mension einschriankt. Die Darstellungstheorie ist aber ungleich komplexer, da sie Tensoren
beliebiger Stufe behandelt. Der Aufwand ist dabei durch die Relevanzliste des konkreten
Problems gegeben. Die Relevanzliste gibt an, von welchen physikalischen Gréflen die dar-
zustellende Grofle abhéngen kann. Die Formulierung der Relevanzliste ist das Ergebnis
physikalischer Uberlegungen, mit der Aussage, welche GriéBen die darzustellende Grofe
bestimmen konnten. Es ist offensichtlich, dass die Relevanzliste die Modelleigenschaften
stark beeinflusst. Werden bei der Formulierung der Relevanzliste wichtige Phénomene
vernachléssigt, so werden diese auch im Modell nicht wiedergegeben. In dieser Arbeit ist
die Formulierung der Relevanzliste relativ einfach, da nicht von einer allgemeinen Darstel-
lung einer Grofle ausgegangen wird, sondern die darzustellende Gréfle bereits als implizite
Gleichung vorliegt und nur eine Umformung in eine explizite Gleichung gesucht wird. Die
Beriicksichtigung der notwendigen Einflussgrofien wird daher schon beim Aufstellen der
impliziten Gleichungen vorgenommen. In die Relevanzliste miissen somit nur die in der
impliziten Gleichung vorkommenden Groflen {ibertragen werden.

3.1 Funktions- und Integrititsbasis

Ist die Relevanzliste bekannt, dann kann die Darstellung in Abhéngigkeit der Gréfien
der Relevanzliste formuliert werden. Enthalt die Relevanzliste viele Grofien bzw. Tenso-
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ren hoherer Stufe, sodass mehrfache Uberschiebungen beriicksichtigt werden miissen, dann
fithrt die Darstellungstheorie zu duflerst komplizierten Beziehungen. Wie in nachfolgenden
Kapiteln gezeigt wird, reicht es im Rahmen dieser Arbeit aus, eine einfache Relevanzliste
mit nur zwei Tensoren 2. Stufe zu betrachten. Fiir weitergehende Aussagen zur Darstel-
lungstheorie sei deshalb auf die Fachliteratur, z.B. Spencer [78] oder Zheng [99], verwiesen.

Im Weiteren wird maximal die Darstellung eines symmetrischen Tensors 2. Stufe gesucht,
der von zwei weiteren Tensoren 2. Stufe abhéngt, z.B. die Anisotropie der Reynolds-
Spannungen:

b=b(A,B). (3.1)

Alle moglichen irreduziblen Kombinationen von A und B werden in der Funktionsbasis
zusammengefasst. Die Elemente der Funktionsbasis werden Generatoren genannt. Da b
ein symmetrischer Tensor 2. Stufe ist, sind die Generatoren auch symmetrische Tensoren
2. Stufe. Sie konnen aber, da A und B Tensoren 2. Stufe sind, aus verketteten Einfach-
Uberschiebungen von A und B (auch Matrlxprodukte genannt) bestehen. Dem Satz von
Spencer [79] zufolge, der im Anhang A bewiesen wird, ist die Anzahl der Generatoren in
der Funktionsbasis bei vorgegebener Anzahl der Tensoren in der Relevanzliste beschrankt:

Jedes Matrixprodukt aus R 3 x 3 Matrizen kann als Matrixpoly-

nom mit der Vielfachheit < R+ 1 und mit dem Grad < 2, wenn

R =1bzw. <5, falls R =2 oder < R+2, wenn R > 2 ausgedriickt
werden.

Grundlage des Satzes ist das Cayley-Hamilton Theorem, das dem Satz von Spencer fiir
R =1 entspricht:

A = tr(A) A — 3[tr*(4) — tr(A%)] A+ det(4) 8 (32)

Wie im Anhang gezeigt wird, kann das Cayley-Hamilton Theorem auf drei Tensoren
2. Stufe verallgemeinert werden, woraus dann der Satz von Spencer gefolgert werden
kann. Nach einigen Umformungen (siehe Anhang A) ergibt sich die Funktionsbasis von
b= b(A, B), wenn angenommen wird, dass A ein symmetrischer und B ein antimetrischer
Tensor ist, zu:

A B-A-B>-B>- A B, (3.3)

Die allgemeine Darstellung eines symmetrischen Tensors 2. Stufe, der von einem symme-
trischen Tensor 2. Stufe A und von einem antimetrischen Tensor 2. Stufe B abhéngt, ist
somit die lineare Kombination der Generatoren der Funktionsbasis von A und B (eine
Multiplikation wiirde wieder auf die Generatoren zuriickﬁihren): - a

b:G<l>A+G<2>[A-B—B-A]+G<3>[A2
+GO[B-A*— A* B|+GY[A-B*+ B* é
+G7B-A-B*-B*-A-Bl+G® A g-g—A?-gé]
+ GO

(3.4)

—

42‘§2+§2'é2—%tT(éz‘EQ)(S]JrG [ﬁ'éQ'EQ—Bz-/P-B].

—
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Die skalaren Koeflizienten G konnen dabei Funktionen der irreduziblen Invarianten der
Funktionsbasis sein. Die Menge der irreduziblen Invarianten wird Integritétsbasis genannt.
Sie ergibt sich aus den Spuren der Generatoren der Funktionsbasis und aus den Invarianten
der Tensoren A und B :

m=tr(4%), m=tr(B%), n=tr(4’), n=tr(4A-B%),

3.5

7]5:tr(é2.§2)7 nGZtr(éQEQéé) ( )
Eine Aussage iiber die Gestalt der Koeffizienten ist aber mit der Darstellungstheorie nicht
moglich. Die Umformungen in Anhang A zeigen die Vollstandigkeit der Funktionsbasis auf.
Unberiicksichtigt bleibt dabei die fiir die Entwicklung eines kompakten Spannungsmodells
wichtige Frage, ob eine vollstdandige Funktionsbasis mit weniger Generatoren méglich ist.

3.2 Minimale Funktionsbasis

Im Hinblick auf eine moglichst kompakte Formulierung des Spannungsmodells ist eine mi-
nimale vollsténdige Funktionsbasis von groBem Interesse. Rivlin u.a. [58] zeigten, dass die
Funktionsbasis fiir einen symmetrischen Tensor 2. Stufe maximal sechs unabhéngige Ten-
soren 2. Stufe enthalten kann. Die Funktionsbasis nach (3.3) enthélt mehr Elemente, weil
bei ihrer Aufstellung nur Reduzierungen, die zu rationalen Funktionen fithrten, zugelassen
wurden. Im Anhang A koénnen alle redudanten Generatoren durch rationale Funktionen
mit der Funktionsbasis dargestellt werden. Bei einer minimalen Funktionsbasis wird aber
auch beriicksichtigt, dass sich redudante Generatoren mit gebrochen rationalen Funktio-
nen durch die Funktionsbasis ausdriicken lassen. Hierbei kann es aber zu Singularitdten
kommen, sodass eine minimale Funktionsbasis nicht unbedingt vorteilhaft ist. Fiir eine
minimale Funktionsbasis konnen fiinf beliebige Generatoren aus (3.3) und der Einheits-
tensor gewéhlt werden. Eine Transformation der nicht beriicksichtigten Generatoren auf
die Beriicksichtigten wurde von Lund u.a. [53] gegeben. Dabei wurde auch gezeigt, un-
ter welchen Umstanden die Transformation singular wird. Eine solche Transformation ist
also nicht allgemein giiltig. Aulerdem fiihrt sie zu sehr komplizierten Zusammenhéngen
zwischen den Invarianten, weshalb an dieser Stelle von solch einer Umrechnung abgese-
hen wurde. Die minimale Funktionsbasis gibt aber Aufschluss dariiber, wie eine moglichst
kompakte Darstellung aussehen kann. Sie zeigt, wie innerhalb der Darstellung der Infor-
mationsgehalt zwischen den Generatoren und den Koeffizienten verschoben werden kann.
Weiterhin dient sie der Formulierung eines effizienten Modells, wenn gewéhrleistet werden
kann, dass das Modell nicht singular wird. Mit einem eingeschrinkten Invariantenraum
wird in Abschnitt 5.2 ein Modell in einer minimalen Funktionsbasis hergeleitet.

3.3 Projektion auf Funktionsbasen

Eine Transformation auf eine minimale Funktionsbasis, wie sie von Lund u.a. benutzt
wurde, verringert zwar die Anzahl der in der Darstellung benutzten Tensoren, fiihrt aber
nicht zu einem kompakten Modell. Dadurch, dass bei der Transformation die gesamte
Funktionsbasis mit zehn Elementen beriicksichtigt wird, entstehen duflerst komplizierte
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Koeffizienten. In der praktischen Anwendung wiirde mit einem derartigen Modell der Re-
chenaufwand kaum verringert werden und auflerdem miissten eventuelle Singularitdten
abgefangen werden. Zur Formulierung eines effizienten Modells wird deshalb eine Projek-
tion auf eine Funktionsbasis verwendet, die von Jongen u.a. [39] vorgeschlagen wurde.
Die Projektion gestaltet sich dhnlich zur Transformation und ergibt identische Ergebnis-
se, wenn auf die vollstdndige Funktionsbasis projiziert wird. Sie hat aber den Vorteil,
dass sie auf eine beliebige Teilmenge der Funktionsbasis angewandt werden kann. Das
Vorgehen kann dann mit einer Optimierung im Sinne kleinster Fehlerquadrate verglichen
werden. Dadurch entstehen Darstellungen, die eine vorgegebene Teilmenge der Funktions-
basis benutzen, ohne dass der Invariantenraum eingeschrankt wird. Wie zuvor wird eine
Darstellung von b in Abhéngigkeit von A und B gesucht, die N verschiedene, aus A und

B gebildete, Generatoren 2. Stufe 2(") enthélt,

b= i ™, (3.6)

die ohne Beschrankung der Allgemeinheit von 1 bis N durchnummeriert sind. Die Pro-
jektion ergibt sich dann, indem die Gleichung mit den Generatoren, die die Darstellung
bilden sollen, einfach {iberschoben und die Spur gebildet wird:

r(b-TM) = Za tr(T™ . ™) m=1,2,...N. (3.7)

Dies lasst sich als lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Koeffizienten a,, schrei-
ben:

tr (z( T(l)) (T(Q) 2( )) (T(N) 2( ) o tr(b- 2(1))
tr (I() T(2)) (T(2) T )) (I(N) 2(2)) Qo tT(Q'I(Q))

- LT T LT =1 7 ] B8
t’r(g(l) .g(N)) ’57’(2(2) .z(N)) t'r(g(m .z(N)) an tr(b- z(N))

Aus den Lehrséitzen der linearen Algebra folgt unmittelbar, dass es nur dann eine eindeu-
tige Losung fiir die Koeffizienten gibt, wenn die Determinante der Matrix nicht verschwin-
det. Die Tensoren miissen deshalb linear unabhéngig sein. Es empfiehlt sich, die Tensoren
T™ aus der Funktionsbasis (3.3) zu nehmen, weil dadurch vermieden wird, dass Tensoren
verwendet werden, die untereinander als Matrixprodukt darstellbar sind. Die Determinan-
te der Matrix verschwindet dann nur, wenn die Generatoren, aus denen die Funktionsbasis
besteht, nicht mehr unabhéngig sind, z.B. gleiche Eigenrichtungen haben. Da die Genera-
toren der Funktionsbasis fiir das Spannungsmodell aus dem Geschwindigkeitsgradienten
gebildet werden, kann die Unabhéngigkeit der Generatoren nicht garantiert werden. Bei
der Anwendung der Projektion in Abschnitt 5.3 muss dann iiberpriift werden, ob das
Modell in solchen Situationen nicht singulédr wird.



Kapitel 4

Explizite algebraische
Spannungsmodelle

Im Rahmen einer statistischen Betrachtung muss fiir die in der Impulsgleichung auftre-
tenden zweiten statistischen Momente, die Reynolds-Spannungen, ein Modell zur Schlie-
Bung des Gleichungssystems eingefithrt werden. Aufgrund ihrer mathematischen Ein-
fachheit werden in der praktischen Anwendung meist nur explizite Darstellungen der
Reynolds-Spannungen verwendet. Einfache Darstellungen, wie lineare Wirbelzahigkeits-
modelle, kénnen aber die Turbulenzmechanismen nur unzureichend wiedergeben. Mit
der zuvor erlduterten Darstellungstheorie kann ein explizites algebraisches Spannungs-
modell abgeleitet werden, das die Eigenschaften der Transportgleichungen der Reynolds-
Spannungen beibehilt. Dazu wird zunéchst die differentielle Transportgleichung in eine
algebraische Gleichung iiberfiihrt, fiir die dann eine explizite Losung gesucht wird. Da
die allgemeine dreidimensionale Losung recht aufwendig ist, wird im Weiteren ein zwei-
dimensionales Modell untersucht, wobei die Selbstkonsistenz des Modells im Mittelpunkt
steht.

4.1 Transportgleichungen der Reynolds-Spannungen

Die Transportgleichungen der Reynolds-Spannungen werden aus den Impulsgleichungen
gewonnen. Dadurch beriicksichtigen sie die Erhaltungsséitze und beinhalten alle relevanten
Phénomene wie den konvektiven Transport, Produktion / Vernichtung und Umverteilung.
Modelle, die auf diesen Gleichungen basieren, geben somit Stréomungen mit Stromlini-
enkriimmung oder Sekundirstromungen naturgetreu wieder. Durch die Herleitung des
EASM aus den Transportgleichungen der Reynolds-Spannungen kénnen viele Eigenschaf-
ten iibernommen werden, wobei durch die explizite Darstellung der Rechenaufwand we-
sentlich verringert wird. Die Transportgleichungen der Reynolds-Spannungen enthalten
aber neue unbekannte statistische Momente héherer Ordnung, sodass die Gleichungen
nicht geschlossen sind. Transportgleichungs-Reynolds-Spannungsmodelle basieren auf die-
sen Gleichungen, weshalb schon seit vielen Jahren Modelle fiir die darin auftretenden
hoheren statistischen Momente entwickelt und in zahlreichen Stromungen validiert wur-
den. Diese Modelle konnen nun in das EASM direkt iibernommen werden, wodurch das
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EASM von der Erfahrung mit diesen Modellen profitieren kann. Aus Sicht des EASM ist
besonders das Druck-Scher-Korrelationsmodell von Interesse, das den Umverteilungspro-
zess der Reynolds-Spannungen beschreibt. Da dieser Prozess nur zu einer Umverteilung
der Energie zwischen den einzelnen Reynolds-Spannungen fiihrt, den Betrag der turbu-
lenten kinetischen Energie aber nicht beeinflusst, tritt er nicht in der Transportgleichung
der turbulenten kinetischen Energie auf. Die Energieumverteilung ist somit von entschei-
dender Bedeutung fiir die Entstehung von Normalspannungsanisotropien. Die inhérente
Berticksichtigung dieses Effektes ist die Grundlage der verbesserten Vorhersageeigenschaf-
ten der EASM gegeniiber den linearen Wirbelzéhigkeitsmodellen. Weitere Verbesserungen
werden durch die exakte Darstellung der Produktion der Reynolds-Spannungen erreicht.

Zur Herleitung der Transportgleichung der Reynolds-Spannungen muss zunéchst eine
Transportgleichung fiir eine Geschwindigkeitsfluktuation gewonnen werden. Wird in die
ungemittelte Impulsgleichung in der x;-Koordinate der Ansatz (2.1) eingefiihrt und die
gemittelte Impulsgleichung (2.6) abgezogen, dann folgt:

/ YT ! 5 /
ou, Owu;, OJuu; Ouu, B

ot " om | om | om  om  o0m  c0m

A 18p’+187-l.’l (4.1)

In der Gleichung wurde die Inkompressibilitdt des Fluids ausgenutzt, um die Dichte vor
die Differenziale zu ziehen. Zusitzlich konnen aus der Massenerhaltung (2.5) die Konti-
nuitétsrestriktionen

877,[ 8?1,;

— und

8371 8371

abgeleitet werden. Dadurch kann die Gleichung weiter vereinfacht werden, wenn durch
Anwendung der Produktregel bei der Differenziation Terme auf die Kontinuitétsrestrik-
tionen (4.2) zuriickgefiihrt werden:

(4.2)

ou; Qu;  ,0u;  ,0u; Owu;  10p N 107

u : = —— ) 4.3
ot " om TUan T, T o 50z 00w (43)
Nach Multiplikation mit «; und anschlieender Mittelung ergibt sich:
ou! ou, ——0u; ou! u, 9p' Ui oT!
! i T i Y : Y v J _J_zl. 4.4
Y ot t 8xl+ujul8xl+ujul6xl 0o dx; 0 Ouxy (4.4)

Vertauscht man in obiger Gleichung (4.4) die Indices ¢ und j, und addiert man die
entstehende Gleichung zu (4.4), dann ergibt sich die Transportgleichung der Reynolds-
Spannungen:

8u;u; ﬂ@u;u;__ . ,8ai_ : ,6aj_U_}8p'_u_;8p/
ot 01 70y 01 0 0x; o O, A5
o’ ou, w9t u OT; (45)
e Y, iy il % Jl.
J l@xl ! l@xl 0 Ox 0 0y
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Die gewohnte Form der Transportgleichungen (vgl. Wilcox [93]) erhilt man, wenn un-
ter Beriicksichtigung der Kontinuitatsrestriktionen (4.2) die Umformungen durchgefiihrt
werden:

u; 9p ol Op 10 — p [Ou;  Qu
e =— —— [pubdy +p uldy| + = L+ —,
o 0x; o Oz, 001 Pron TP ﬂ} o \Ox; Oux;
ol du 0 [———n
gt~ == o [ )| (16)
+u; o) N u, 07, 0 O uju; 5 dul Ou
2 — = v —2u —,
0 0y 0 0x; 0Oy 01 ox; 0xy

In der letzten Umformung wurde der Newton’sche Spannungsansatz (2.7) verwendet. Um
die Ubersichtlichkeit der Gleichung zu erhohen, werden Abkiirzungen fiir den Dissipations-
ratentensor, die Druck-Scher-Korrelation (Pressure-strain) und den turbulenten Transport
eingefiihrt:

dul; du
€ij = QVax pye = ELk (dZ] + %52J) =2¢ (dZ] + %5@'), (47)
P au; ou,
Qi == , 4.8
’ 0 (6$,~ * 8x]~ ( )
0
Dy = g |l o) + 70+ 17 o (19)

Hierin definiert d;; ein Modell fiir die Anisotropie des Dissipationsratentensors. Dieses
Modell muss spurfrei sein, damit die Kontraktion des Dissipationsratentensors die Dissi-
pationsrate € der turbulenten kinetischen Energie ergibt. Mit dem Scherraten- und Wir-
belstéarkentensor folgt dann die Form der Transportgleichung, aus der das explizite Span-
nungsmodell hergeleitet wird:

8u;u; - 8u;u; —— —
o [ ourar (4.10)
— e+ P+ — L1 — D,
=i + J + 8371 [V 8371 ] J

Im weiteren Verlauf der Herleitung wird auch die Transportgleichung der turbulenten
kinetischen Energie benotigt, die aus der Kontraktion von Gleichung (4.10) folgt, wobei
die Symmetrieeigenschaften der Tensoren ausgenutzt wurden:

ok ok 0 Jk

ok 4 pocx L2 _up. 411

8t+ula$1 P €+6xl [V 6xl} ? ( )
Die Produktion der turbulenten kinetischen Energie wurde mit P = —uju} S;; bezeich-

net. Die Transportgleichung (4.10) stellt ein eng gekoppeltes Differenzialgleichungssystem
fiir die Komponenten des Reynolds-Spannungstensors dar. Dieses System kann bei all-
gemeinen Stromungen nur numerisch gelost werden. Um ein explizites Spannungsmodell
abzuleiten, muss die Transportgleichung durch Modellierungen in eine algebraische Form
iiberfithrt werden. Die dazu notwendigen Vereinfachungen werden im folgenden Abschnitt
erlautert.
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4.2 Implizites algebraisches Spannungsmodell

Die Formulierung des impliziten algebraischen Modells wurde zuerst von Rodi [59] vorge-
stellt. Um eine algebraische Transportgleichung zu erhalten, vernachléassigte er den diffu-

siven Transport
0 0 g u
— : =0 4.12
0 X [V 0 X ( )

und der turbulente Transport wird mit der Transportgleichung der turbulenten kinetischen
Energie (4.11) modelliert:

0 ok

Nach Ersetzen der Reynolds-Spannungen durch die Anisotropie (2.17) und mit der Trans-
portgleichung der turbulenten kinetischen Energie ergibt sich dann die Transportgleichung
(4.10) zu :

bij(—Q k bml Sml — 8) = — %]ﬂ) Sl'j —k (bjl Sil + bu Sjl — %bml Sml 52])

(4.14)
—k (bjl VVH + bil le) - /{ZRU — Edij + % (I)Z]
R;; fasst hierin die konvektiven Anteile des Anisotropietensors zusammen:
O b O b
R, =200 g, 4.15
A TR s (4.15)

Die Druck-Scher-Korrelation tritt auch bei Transport Reynolds-Spannungsmodellen auf.
Es existieren daher eine Vielzahl verschiedener Ansétze. Fiir die spiatere Umsetzung in
eine explizite Formulierung muss aber gefordert werden, dass die Druck-Scher-Korrelation
linear in b;; ist. Die allgemeine Form der verwendeten Druck-Scher-Korrelationsmodelle
lautet:

q)ij = -2 Cl 3 bl'j + CQ k Sij + Cg k (bqul + blez'l — gbmlSmléij)

4.16
+ Cyk (bqul + bjle‘l) . ( )

Eine Zusammenstellung der Koeffizienten der gebréduchlichen Druck-Scher-Korrelations-
modelle ist in Tabelle 4.1 gegeben.

Modell Cl CQ Cg 04
LRR [41] 15 0.8 1.75 1.31
GL [28] 1.8 0.8 1.2 1.2
SSG [81] 1.7+0.9P/c 0.8 —1.3/byb; 1.25 0.4
FRLT [69] 2.5 0.39 1.25 0.45

Tabelle 4.1: Koeffizienten von Druck-Scher-Korrelationsmodellen
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Nach Einsetzen der Druck-Scher-Korrelation (4.16) in Gleichung (4.14) lautet die implizite
algebraische Transportgleichung der Reynolds-Spannungen:

gbij = Ay sij + Az (bawji + bjwa) + Az (busji + bjsi — 2bmusmi 0i5) — T Rij — di,
(4.17)

bzw. in symbolischer Schreibweise, wobei ein Matrixprodukt durch @ -b = @;;,bn; und die
Spur durch tr(a - b) = @by definiert ist:

Iy

=ds—A b w-—w-Y+As(b-s+s-b-3trl-8)) -TiE-d  (418)

9

mit s = T; S und w = T; W sowie

ng’l—Qtr(QQ)—l, Al = %02_%, A2: 04—1, Agz %Cg—l (419)

1
2

In dem Ansatz von Rodi [59] wird strukturelles Gleichgewicht der Turbulenz angenommen,
womit [;; = 0 folgt und anisotrope Effekte der Dissipationsrate werden vernachléssigt,
d.h. d;; = 0. Mit Gleichung (4.18) ist ein implizites algebraisches Spannungsmodell for-
muliert, mit dem bei bekanntem Geschwindigkeitsfeld und turbulentem Zeitmafl die Ani-
sotropie der Reynolds-Spannungen bestimmt werden kénnen. Der néchste Abschnitt be-
schreibt, wie mit Hilfe der Darstellungstheorie eine explizite Losung fiir die Gleichung
bestimmt wird.

4.3 Explizites algebraisches Spannungsmodell

Das implizite Modell (Gleichung 4.18) erfiillt zwar die physikalischen Erwartungen, ist
jedoch aus analytischer und anwendungsorientierter Sicht unbefriedigend, da ein Glei-
chungssystem gelost werden muss. Mittels der zuvor beschriebenen Grundziige der Dar-
stellungstheorie ist es aber moglich, die Gleichungen in eine explizite Form zu iiberfiihren.
Das Vorgehen hierfiir ldsst sich aus dem Aufbau der Gleichung (4.18) erkennen. Auf
der linken Seite steht die Anisotropie b alleine, auf der rechten Seite wird b mit dem
Scherraten- oder Wirbelstérkentensor multipliziert. Dies kann nur erfiillt werden, wenn b
mit der Funktionsbasis von s und w darstellbar ist, weil sich dann beliebige Matrixmulti-
plikationen mit s und w immer auf die Funktionsbasis zuriickfiihren lassen. Damit ist zwar
die Form des Anisotropietensors festgelegt, aber um die Gleichung zu erfiillen, miissen die
Generatoren in einem bestimmten Verhéltnis zueinander stehen. Die Generatoren be-
sitzen skalare Koeffizienten, die von den Invarianten der Funktionsbasis abhédngen. Die
Koeffizienten werden durch ein lineares Gleichungssystem bestimmt, das entsteht, wenn
die Integritdtsbasis nur linear in der Bestimmungsgleichung (4.18) auftritt. Bei genauerer
Betrachtung der linken Seite zeigt sich jedoch, dass die Anisotropie mit dem Faktor g
multipliziert wird, der von ¢r(b - s) abhéngt. Somit ist Gleichung (4.18) nicht linear in b.
Vorlaufig soll diese Abhéngigkeit ignoriert werden. Sie wird aber in spéteren Abschnitten
ausfithrlich untersucht, weil sie von grofler Bedeutung fiir die Modelleigenschaften ist. Als
Ansatz wird daher die allgemeine Darstellung von b mit der Funktionsbasis von s und w,
siehe Gleichung (3.4), gewéhlt: - - B
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worin GW skalare Funktionen der Invarianten des Scherraten- und Wirbeltéirkenensors
sind, und z(/\) die Funktionsbasis eines symmetrischen und antimetrischen Tensors ist
(vergleiche 3.3):

7O = IO =w? s+5-w = 3md,
TO =5 w—w-s, 7 =w-s w*—ws-w,
2(3)25—%773@ £(8):§ w 22—22 w- s,
2(4) :gg — 1, ;(9) =g2 §2 Jré2 g2 — 2154,
705) :w,§2 _§2 w, 1(10) :w,§2 'MQ 2,2

|
=
|1
[iS

(4.20)

Die irreduziblen Invarianten der Funktionsbasis kénnen aus Abschnitt 3.1 Gleichung (3.5)
ibernommen werden:

m=1tr(s?), m=tr(w®), m=tr(s’), m=tr(s-w’), n=tr(s?-w’). (4.21)

Hierbei wurde die Invariante 7 vernachléssigt. Es wird sich zeigen, dass bei Verwen-
dung der Funktionsbasis (4.20) diese Invariante nicht benétigt wird. Nach Einsetzen des
Ansatzes ergibt sich das implizite algebraische Spannungsmodell (4.18) zu:

N

N N
g STEOTM —A, 3 6,7 — 4,37 G0 {zm ww- 2(”}
A - A (4.22)
# s Y GOV sp 5 10— (@ 53,

A

Da 2()‘) die vollstédndige Funktionsbasis ist, konnen Multiplikationen mit dem Scherraten-
und Wirbelstérkentensor wieder auf die Funktionsbasis zuriickgefiihrt werden. Es gilt

deshalb :

N
20\) s+s 20\) _ %tr(z@) $5)0 = Z Hmz(“/% (4.23)
gl
N
TV gy —w - TW = Z JMI(’Y)_ (4.24)
= TETXEL - =
Nach Vertauschung der Summen und der Indices folgt:
N N N
0=Y" [—g GV + Ay — Ay GOT + A5y GWHM] ™. (4.25)
A v g

Diese Gleichung ist fiir beliebige Generatoren der Funktionsbasis nur erfiillt, wenn der
Klammerausdruck verschwindet, woraus unmittelbar ein lineares Gleichungssystem zur
Bestimmung der Koeffizienten G gebildet werden kann:

N
Z (—g (57)\ — Ay Jw\ + As HV)\) GO = —Ai61y. (426)

o
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Die analytische Losung eines derartigen Gleichungssystems kann heute leicht mit symbo-
lischen Algebraprogrammen, z.B. Mathematica Wolfram [94], bewerkstelligt werden. Das
Aufstellen der notwendigen Matrizen H und J verlangt wesentlich mehr Aufwand und
ist in Anhang B ausfiihrlich beschrieben. Mit den dort angegebenen Matrizen lautet die
Losung des Gleichungssystems:

G :%A19(69 —39(A§771+7A2772)+2A3773 30A§A3?74)/D7
G? = —A A (3g° +3A5gm — 6 A3 gms — 2 A3 n; — 6 A3 A3 ) /D,
G® = A A3 (66° —3g (A2 +4A2n) +2A3ns +6 A2 Asmy)/D,

GW = 34, A2(3As5gm —2A2n; —6A2n,)/D, (4.27)
G® =9A, Ay A3 g%/ D, GO =9A, A2¢4%/D,

G =9A4,A3g/D, G® =94, A, A2¢/D,

G® =18 4, A2 A5 g/ D, G109 =,

wobei
D=3¢"—g* (3 A5m + 2 ASnp) — Ay (2A3m — 2 A3m2) (A3ms + 3 A3ma)

4.28
+g (A§773—21A2A3774)+9(A37h +3142712 8A§A§(771772—3775))- ( )

Mit der Bestimmung der Koeffizienten ist das explizite Spannungsmodell vollsténdig for-
muliert. Die Koeffizienten sind identisch mit der von Gatski & Speziale [26] vorgestellten
Losung.

4.4 Explizites algebraisches Spannungsmodell im R?

Die allgemeine Losung des dreidimensionalen Falles ist recht kompliziert und erschwert die
Diskussion der Modelleigenschaften. Es ist daher hilfreich, sich zunéchst auf Stromungen
zu beschréanken, deren mittlere Stromung zweidimensional ist. Der Scherraten- und der
Wirbelstéarkentensor sind dann Tensoren der Form:

Cu Ci2 0
C=1Cy Cyp 0
0 0 O

Wie im Anhang C gezeigt wurde, reduziert sich die Integritétsbasis bei solchen Tensoren
Zu:

W=s I¥=sw-ws I5=[0"-31 (4.29)
Die Invarianten vereinfachen sich zu:
m=tr(s?), m=tr(w®), ns=0, =0, n5=13mne. (4.30)

Die zur Bestimmung der Koeffizienten G notwendigen Matrizen lauten nun:

00 2y 0 10
H)vy: 0 0 0 und J)\q/: 2?72 0 0 (431)
10 0 0 00
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und die Losung des Gleichungssystems ergibt sich zu:

GY =-3A,9/Dp, G® =3A4,4,/Dsp, G® =—6A, Aymi/Dap,

4.32
Dop = =39 + 2 Agm + 6 A3 ma. (432
Wird 253 = 2(3) /m gesetzt (Anhang C), dann kann der Anisotropietensor als
A
b=— 3D L9 (I(l) — Ay/gT® +2 A3/g Z(?’)> (4.33)
= 2D \ ™ = =

geschrieben werden. Leicht kann diese Gleichung in eine Form, die dem linearen Wir-
belzahigkeitsmodell dhnelt, gebracht werden:

b= TS+ BTHS W W 5 - TS s},

(4.34)

Wi =23 —2c, kT (g + 0TS W - W - S} - s T{S* - %”@2)@)
mit

g% — 2A5m —2A5m

B2 = —As/yg, By = —2As/g, Cu (4.35)

Dan, < 0, aber 1, > 0, besteht die Gefahr, dass ¢, singuldr wird, wenn 7, gegen null geht.
Auf dieses Problem wird nachfolgend genauer eingegangen. Hierbei zeigt sich, dass keine
Singularititen im Modell auftreten, wenn die Nichtlinearitét in der impliziten Gleichung
(4.18) durch die Abhéngigkeit von g von b berticksichtigt wird.

Aus einer dquivalenten, alternativen Darstellung des EASM, die fiir die Anwendung in
numerischen Simulationsverfahren von untergeordneter Bedeutung ist:

ujuly = 2k 6;5—2 ¢, k Ty | Gig 015482 Ty (0ig Wi —Wi 0q5) — B3 Ty (0iq Sij— 1045 Squ) | Sq, (4.36)
erkennt man deutlich, dass es sich bei dem EASM um ein anisotropes Wirbelzéahigkeits-
modell entsprechend dem allgemeinen Ansatz (2.11) handelt.

4.5 Selbstkonsistentes EASM

In dem abgeleiteten EASM (4.34) kann ¢, moglicherweise singuldr werden oder negative
Werte annehmen, die physikalisch nicht sinnvoll sind. Dadurch wird die Anwendung des
Modells stark eingeschrankt. Gatski u.a. [26] fithrten eine ad hoc Regularisierung ein, die
den Wertebereich der Invarianten beschrdnkt und ein positives ¢, garantiert. Dies kor-
rigiert zwar die numerischen Unzulénglichkeiten des Modells, aber gleichzeitig wird eine
falsche asymptotische Entwicklung von ¢, eingefiihrt. Das mogliche Potenzial des impli-
ziten ASM kann somit nicht ausgeschépft werden. Die Ursache fiir dieses unphysikalische
Verhalten wurde zuerst von Girimaji [29] und Wallin [88] erkannt. Die Ursache liegt in der
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bislang vernachléssigten Nichtlinearitdt des impliziten Spannungsmodells. In Girimaji und
Wallins Losungsweg wird eine zusétzliche Gleichung entwickelt, aus der g in selbstkonsi-
stenter Weise bestimmt werden kann. Der Faktor ¢ tritt in allen Koeffizienten der Losung
(4.28) bzw. (4.35) auf und ist daher von entscheidender Bedeutung fiir das Modell. Das so
entstehende EASM ist selbstkonsistent, weil eine zu den Reynolds-Spannungen passende
Produktion vorhergesagt wird.

Die Bestimmungsgleichung fiir g ergibt sich, wenn in Gleichung (4.19) die explizite Losung
von b eingesetzt wird. Im zweidimensionalen Fall folgt dann eine kubische Gleichung fiir

g:
g=C1—1-2tr(b-s)
=Cr—142¢,tr(s* + Bols - w-s —w - 5°] — Bs[s* — tm 8])

2A gmn
g2 — 2A3m — 243,

(4.37)

g:C'l—lJchMnl:C’l—l—

K

Fiir alle hier untersuchten Druck-Scher-Korrelationen nach Tabelle 4.1 ist C; > 1 und
somit ist K grofer null. Die Normalform der Gleichung lautet:

(9— K1) (¢° — 2A5m —2A3m) =—2A1m g,

g — K1 g —[(2A2 =2 A) i + 2 A2p] g+ Ky (2 A2y + 2 A21pp) =0 (439
Um die Losung zu erleichtern, ist es vorteilhaft, die Invarianten zu transformieren:
=3 A3, Ny = 2 A3 1. (4.39)
Die Normalform vereinfacht sich mit Ky = —2 A;/(2A32) dann zu:
9’ = K19° = [(1+ Ks) i + o] g + Ky [ij +7s] = 0. (4.40)

Die Losung einer kubischen Gleichung kann vielen Mathematikbiichern (z.B. Bronstein
[9]) entnommen werden. Zunéichst muss die reduzierte Gleichung von (4.40) mittels der
Transformation g = y + K;/3 erzeugt werden:

0=y’ +py+q=y>— [Ki+3 (14 Ka)ip + 3] y

. . 4.41
— 2K} — K (K = 2) i + 3 Ky e, (4.41)
Zur Losung miissen zuvor die Definitionen:
P :-% = LK 41K (Ko — 2) i — L Ky iy (4.42)
und
_ g 2 B K _p2_ |1 2 ~ A~ \13
P2— 5 + 3 _Pl [5 (Kl +3(1+K2)771—|—3772)] (443)

eingefiihrt werden, dann kénnen mit der Cardanischen Liosungsformel die Nullstellen be-
stimmt werden. Im Fall P, > 0 gibt es nur eine reelle Nullstelle:

_Dp
y=\/Pl+VP2+ —3 (4.44)

v/ P1+ /P2
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Dieser Ausdruck kann weiter vereinfacht werden, wenn der Zahler umgeschrieben wird zu:

3
- (g) — P2 Py = sign(P, — VP2) sign(P, + VP2) |P, — VP2| |P. + VP2,

womit sich die Nullstelle zu

y =\ P14+ VP2 + sign(P, — VP2) \/| P, — (4.45)

umformen lésst. Ist P, < 0, existieren drei reelle L(jsungen:

2 v/P{ — P, cos | sarcos

1
1 =
3

(4.46)

y =<2 P?— P,cos | zarcos

7r
3

_7r
3

2 Y/ P — P, cos éarcos
P Pg

\

Girimaji schlug vor, aus diesen Losungen diejenigen zu Wéihlen, die ein kontinuierliches
y gewihrleisten, wenn P, einen Nulldurchgang hat. Lauft P, von positiven Werten aus
gegen null, dann ergibt sich fiir y der Grenzwert:

yt = lim /P + /P + sign(P, — \/Ps) \/| P, — /P

Py (4.47)
=/ Py + sign(Py) /| P1| = 2 sign(Py) /P

Lauft P, von negativen Werten aus gegen null, dann ergibt sich der Grenzwert zu:

_ . b
y; =2 $/P? — P, cos (garcos (\/@))
Yy~ = PI;IEO Yy =2 m cos éarcos (\/%) + QTW)
g = N 2 _ 1 P, 47
\193 =2 {/P? — P, cos 3arcos ( Pfl—Pg) + 4 ) (4.48)
yr =2 /| Py| cos 3arcos % )
y~ =< y; =2 Y|P cos (Larcos % +2T>
ys =2 /| Py| cos %arcos (%) + %T) .

Da in den Gleichungen der Betrag von P; auftritt, ist eine Fallunterscheidung notwendig.
Im Fall P, > 0 gilt P, = |P;| und es ergeben sich die Grenzwerte:

;

—

w

y"=2v/|P

Yy =2 /[Pl cos(0) =2 /|P
Yy~ =Sy =2 /|Pcos () = 3\P1\
ys =2 /|P] cos (&) = -/,
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womit sich eine stetige Losung bei Verwendung von y; ergibt. Fiir den Fall P, < 0

(Pl = —|P1|) fOlgt
y"=-23/|P

und, da arcos(—|P1|/|P1|) = arcos(—1) =,

yi =2/[Plcos(3) = VIRl
Yy =y =2V|Plcos(m) =2 |P|
ys =2 /[Pl cos (5F) = /1P,

sodass fiir eine stetige Losung y, verwendet werden muss. Zur Verdeutlichung sind in
Abbildung 4.1 die Niveaulinien von y eingezeichnet. In der oberen Hélfte (P, > 0) ist
immer Losung (4.45) und in den unteren Hélften je eine Losung nach (4.46) eingezeichnet.
Deutlich sichtbar ist, dass y; fiir P, > 0 und y, fiir P; < 0 die Losung y* stetig fortsetzen.

I

o

AT [
il

T L= Tl

R 1 TR -
~100 50 0 P 50 100 %00 50 0 P 50 100
1 1

Abbildung 4.1: Isolinien der reellen Lésungen von y

Zusammengefasst bestimmt sich g durch:

%K1+ \3/P1+\/P2+sign(P1—vP2) \3/|P1—\/F2|, wenn P, >0
g= 1Ky +2 y/P} — P, cos | zarcos

LKy 42 Y/ P} — P cos %arcos B )+ 2”) , wenn P, < 0und P; <O0.

P2—P, 3

wenn P, < OQund P, >0

H
3
3

N———

Aus der Definitionsgleichung von P; (4.42) erkennt man, dass P; immer positiv ist, solange
Ky > 2 ,da K; > 0und 1y < 0. Fiir die Koeffizienten bedeutet dies, dass 3Cy < 4—(C5—
2)? sein muss. Man {iberzeugt sich leicht, dass alle Druck-Scher-Korrelationsmodelle aus
Tabelle 4.1 diese Bedingung erfiillen. Die Losung fiir g vereinfacht sich damit zu:

%Kl—F \3/P1+\/P2+8ign(P1—\/P2) \3/‘P1—\/P2|, wenn P2 >0
g= 1K+ 2 /Pt — Py cos (%arcos (\/PP;—P)) , wenn P, < 0 und Ky > 2.
1 2
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4.5.1 Beschréanktheit des selbstkonsistenten c,

Ein wesentlicher Vorteil des selbstkonsistenten EASM ist, dass ¢, beschrénkt bleibt, wie
in nachfolgender Diskussion gezeigt wird. Nach Gleichung (4.37) ldsst sich ¢, darstellen

als: e e e
c, =421 _ 397 71 (4.49)
2m 3
Um zu zeigen, dass ¢, immer positiv ist, muss bewiesen werden, dass g > K, da n; per
Definition positiv ist. Weiterhin muss gezeigt werden, dass der Grenzwert von ¢, fiir ver-

schwindendes 7); existiert.

Grenzwert von ¢, bei 7, = 0:
Bei 1, = 0 vereinfacht sich Gleichung (4.40) zu

(9 — K1) (9° — 1) = 0.

Da 1o immer kleiner null ist, gibt es nur eine reelle Losung g = K. In Gleichung (4.49)
streben somit Zahler und Nenner gegen null. Der Grenzwert von ¢, muss daher mit der
Regel von [‘Hospital bestimmt werden:

A2 - K A o A2
lim ¢, = =2 lim I 20 = 53 iy O 58 (4.50)
n1—0 3 m—0 M 3 m—0 S 3 X
Uit =0
g ist nur als implizite Funktion F' gegeben:
F(g, i, 12) = ¢° — K1 g° — [(1 4 Ky) i1 + o] g + Ky (1 + 72) = 0.
Fiir die partielle Ableitung von g nach 7); folgt dann, siehe Feldmann [21]:
oF
99 _ _om _ (1+ 1K) 9— I (4.51)
A Go 397 = 2Ky g— (1+ Ks) i — iy
Mit Beriicksichtigung, dass g = K7, wenn 7, = 0, lautet die partielle Ableitung:
8g _(].‘I’KQ)Kl—Kl_ KgKl -0
O | 0_ 3K2—2K?2—1y  K?—1p
=
und der Grenzwert von ¢, bestimmt sich zu:
. A3 RicRis ) —Ay
1 =0 : 1 = 4.52
ﬁllgl(] n = 3 K — ’172 = 2 ﬁ11§0 “u Cl —1 ( )

Positives c,:
Bei dem kleinstmdéglichen Wert von 7); ergab sich g = K;. Weiterhin wurde gezeigt, dass
bei diesem 7); die partielle Ableitung von ¢g nach n; grofler null ist. Fiir einen kleinen
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Bereich um 7; = 0 ergibt sich daraus, dass ¢ > K; ist. Um den weiteren Verlauf g zu
bestimmen, wird die Ableitung von g umgeschrieben. In einer beliebig kleinen Umgebung
von 7 = 0 gilt g # 0 und 7, kann mit Gleichung (4.40) umgeschrieben werden zu:

i P -Ki g -1+ K) g+ Ky
o = .
(9 — K1)

Die partielle Ableitung (4.51) kann damit vereinfacht werden:

dg (14 K3) g — K] (g — Ky)
Om  [Be*—2Ki1g— 1+ Ka)in] (9— K1) —¢>+ Ki1g> + (1+ K3) i g — K1 iy
(9 — K1)* + Kag(9 — K1)
C 29(9— K2+ Ky Ko

(4.53)

In einer kleinen Umgebung um 7; = 0 gilt ¢ > K5, damit sind Z&hler und Nenner der
Ableitung (4.53) positiv. Folglich ist die Ableitung positiv, womit g weiterhin ansteigt und
die Umgebung um 7, = 0 vergroflert wird, in der g > K ist. Ferner erkennt man, dass we-
der der Zahler noch der Nenner die Moglichkeit zu einem Vorzeichenwechsel bieten. Dies
fiihrt dazu, dass die Ableitung immer positiv ist, woraus folgt, dass g > K; und ¢, > 0 fiir
alle 7 ist. Die vorangestellte Untersuchung bezog sich nur auf den zweidimensionalen Fall.

Zwar ist es moglich, auch fiir den allgemeineren dreidimensionalen Fall eine Gleichung fiir
g herzuleiten, allerdings enthiilt diese Gleichung Terme bis zu ¢°, wie man aus Gleichung
(4.28) erkennt, sodass keine analytische Losung mehr moglich ist. In dreidimensionalen
Stromungen wird deshalb die zweidimensionale Lésung von g als Ndherung verwendet.
Um den Aufwand der Losung einer kubischen Gleichung zu vermeiden, wird im néchsten
Abschnitt eine quasi-selbstkonsistente Formulierung vorgestellt, die eine Beschrinktheit
von ¢, wesentlich einfacher erreicht.

4.6 Quasi-selbstkonsistentes EASM

Dem Vorteil des selbstkonsistenten EASM, das singularitdtenfreie ¢, ohne ad hoc Kor-
rekturen, steht der erhohte Rechenaufwand durch Losen der kubischen Gleichung fiir g
gegeniiber. Auflerdem ist das exakte Vorgehen auf im Mittel zweidimensionale Stréomun-
gen beschrinkt. Der Hauptunterschied des selbstkonsistenten EASM zu dem EASM von
Gatski & Speziale ist die Anpassung von g an das Stromungsfeld. Es ist daher moglich,
den Faktor g zu modellieren, anstelle ihn zu lésen, wodurch der Rechenaufwand vermin-
dert, die Regularisierung aber weiterhin nicht bené6tigt wird.

Die Vorgehensweise beim quasi-selbstkonsistenten EASM ist identisch mit dem selbst-
konsistenten Modell. Wiederum wird im Faktor g die Produktion als Funktion von b
dargestellt, nur wird jetzt anstelle der exakten expliziten Losung als Néherung der Ani-
sotropietensor eingesetzt, der sich aus einem linearen Wirbelzdhigkeitsmodell ergibt. Der
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Unterschied besteht somit darin, dass im Faktor g die Produktion modelliert wird. Das
lineare Wirbelzdhigkeitsmodell muss aber die Realisierbarkeitsbedingungen erfiillen und
konsistent zur Schwarzschen Ungleichung sein. Ein derartiges Modell kann dem Bericht
von Rung [65] entnommen werden.

g=Ci—1=2tr(b-s)~ C; —1—2tr("™ - 5). (4.54)

Durch die Modellierung wird die tendenzielle Abhéngigkeit des Produktionsterms vom
Scherratentensor beschrieben. Die Modellierung weicht aber quantitativ ab, wodurch das
explizite Spannungsmodell quasi-selbstkonsistent ist, indem die Beschrianktheit von ¢,
gewdhrleistet bleibt, das Modell aber nicht mehr Produktion und Spannungen konsistent
zum impliziten ASM vorhersagt.

Die hier benutzte Version des linearen Wirbelzéahigkeitsmodells entspricht der Arbeit von
Rung [69]:

1
QBVM = —c mit ¢ (4.55)

“ A 1.83 04 — 161

womit g als explizite Funktion von 7; gegeben ist:

118

g=Ki+2cm. (4.56)
Damit kann ¢, als

. —Alg . _Al (Kl +20;T]1)
9P —2A3m —2A%m  KP+dc,m+4(c)?nt— 2A3 g — 2430

Cu

(4.57)

geschrieben werden. Aus der Definition von ¢}, Gleichung (4.55), ist ersichtlich, dass c,
immer gréfler null ist, damit ist der Zéhler von ¢, immer positiv, da fiir alle Druck-Scher-
Korrelationen nach Tabelle 4.1 —A; > 0 ist. Der Nenner ist ebenfalls positiv, wenn gilt:

2
K12+4c; n1+4(c;)2 n? —2A3n, > §A§ M. (4.58)

Da ny < 0 und ¢}, > 0, ist die Abschétzung:

K12+4c; n1+4(c;)2 n? — 2 A2n, >K12+4(c;)2 n? (4.59)
moglich. Wird nun ¢}, nach Gleichung (4.55) ersetzt, kann weiter abgeschétzt werden:
4n? 43
2 1 2 1 2
>Ki+——— =~ K;{+29n. 4.60
! [4+1.834/0.47m; — 1.6 1o)2 11.83204 ! n (4.60)
Die Forderung:
2
K2 429nm > 3 A2y (4.61)

ist fiir —2 < C3 < 6 und somit fiir alle Druck-Scher-Korrelationen nach Tabelle 4.1 erfiillt.
Das quasi-selbstkonsistente EASM garantiert damit ein positives ¢, ohne Regularisierung.
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4.7 Validierung der selbstkonsistenten Formulierung

In diesem Abschnitt soll nicht die Modellqualitiat iiberpriift werden, sondern die Giite
der mathematischen Umformung, d.h. wie sich die verschiedenen Vereinfachungen auf das
Modell auswirken. Eigentlich sollten alle hergeleiteten EASM identisch mit dem impli-
ziten ASM sein. Dies wird jedoch nur von dem selbstkonsistenten EASM erfiillt, da die
in den anderen Modellen eingebrachten Vereinfachungen die Modellqualitéit beeinflussen.
Zum Vergleich sind daher in Abbildung 4.2 die Isolinien von P/e = —20;; s;; fiir die ver-
schiedenen Modelle eingezeichnet, wobei jeweils das LRR Druck-Scher-Korrelationsmodell
(sieche Tabelle 4.1) verwendet wurde.

5 o 5
N ok
3T 13T
N~— N—
~ B ~ B
+ o -+~ -
| 3F | 3F
2k 2k
1k 1k
05 05~
5 5
O 4k O Ak
3T 13T
N— SN—
&~ B ~ B
+ o -+~ -
| 3F | 3F
2k 2k
1k 1k
05 05~
() tr(5)

Abbildung 4.2: Isolinien von P/e fiir a) implizites ASM, b) selbstkonsistentes EASM, c)
quasi-selbstkonsistentes EASM, d) regularisiertes EASM

Wie erwartet, fiihren das implizite und das selbstkonsistente Modell zum gleichen Er-
gebnis. Das quasi-selbstkonsistente Modell kann bis zu [tr(5?)]%® &~ 2.5 und generell im
Bereich [—tr(@?)]%® > [tr(5%)]%° die exakte Losung sehr gut approximieren. Das regu-
larisierte Modell mit der Regularisierung nach Gatski u.a.[26] kann die Kurve nur in



34 Kapitel 4. Explizite algebraische Spannungsmodelle

qualitative Ubereinstimmung bringen, mit Ausnahme der Isolinien um P/ = 2, da dies
etwa dem im Faktor ¢ fixierten Wert von 1.89 entspricht. Die Abweichung des quasi-
selbstkonsistenten EASM, bei verschwindenden Scherraten ein kleineres Verhéltnis von
Produktion zu Dissipation als die exakte Losung wiederzugeben, ist als positives Merk-
mal anzusehen. In Stromungen ohne Scherung, z.B. bei Prallstrahlen, wird die ungewollte
Turbulenzproduktion begrenzt.

0.4 1
= 02 F i
e —— ]
L
L/
0.0
0.0
A\
L \\ 777777777777777777777777777777 ]
< -0.2 - |

b12

10 20 30 40

tr(s?)

Abbildung 4.3: Anisotropien in paralleler Scherstromung a) — implizites ASM / selbst-
konsistentes EASM, b) - - - quasi-selbstkonsistentes EASM, ¢) ..... regu-
larisiertes EASM

Fiir den wichtigen Fall der parallelen Scherstréomung (0u;/0x; = S d1; d9;) sind in Ab-
bildung 4.3 die entstehenden Anisotropien dargestellt. Hier ist deutlich zu erkennen, wie
das quasi-selbstkonsistente Modell das implizite Modell sehr gut approximiert. Bei klei-
nen Scherraten ist es fast identisch mit dem impliziten Modell, und der Grenzwert weicht
bei groflen Scherraten nur gering vom impliziten Modell ab. Demgegeniiber weicht das
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regularisierte Modell stark von dem impliziten Modell ab und strebt zu génzlich anderen
Grenzwerten. Weiterhin sieht man, dass das regularisierte Modell bei [tr(5%)]%° ~ 3.6 die
gleichen Werte liefert wie das implizite Modell. In der Parallelstrémung entspricht dies
s12 = 2.54. Entnimmt man bei dieser Scherrate dem unteren Diagramm b5 ~ —0.19, so
berechnet sich daraus P/e = —4 b3 510 = 1.93, was fast dem im Faktor g verankerten
Wert von 1.89 entspricht.

Es zeigt sich somit, dass das regularisierte Modell das implizite Modell nur qualitativ wie-
dergeben kann. Quantitativ wird eine Ubereinstimmung nur erzielt, wenn das Verhiltnis
von Produktion zu Dissipation in der Stromung dem im Faktor g verankerten Wert ent-
spricht. Damit ist das Modell fiir nichtgleichgewichtige Stromungen mit variierendem P /e
nicht geeignet. In solchen Stromungen sollte daher das selbstkonsistente oder das quasi-
selbstkonsistente Modell verwandt werden. Das quasi-selbstkonsistente Modell stellt fiir
einen weiten Wertebereich eine sehr gute Naherung bei geringerem Rechenaufwand dar.
Zudem benotigen diese Modelle keine ad hoc Korrekturen, um ein numerisch stabiles und
physikalisch sinnvolles Modell zu gewéhrleisten.

Fiir zweidimensionale Stromungen wird damit ein Spannungsmodell erreicht, das die ge-
forderten Erwartungen erfiillt. Das explizite Modell entspricht der exakten Losung der
impliziten Gleichung der Reynolds-Spannungen. Weiterhin ist es mit drei Generatoren
sehr iibersichtlich und stellt nur einen geringen Mehraufwand gegeniiber einem linearen
Modell dar. Die eingefiihrte quasi-selbstkonsistente Formulierung reduziert den Aufwand
weiter, wobei die Ergebnisqualitit erhalten bleibt. Keinesfalls sollte eine Modellierung
verwendet werden, die eine Regularisierung benétigt, um singulére Zusténde auszuschlie-
Ben. Die Regularisierung verschlechtert die Leistung des Modells nachhaltig, z.B. wird
eine falsche asymptotische Entwicklung vorhergesagt.

In dreidimensionalen Strémungen ergab sich ein Spannungsmodell mit 9 Generatoren. Das
Modell ist damit erheblich aufwendiger als ein lineares Modell oder das Spannungsmodell
fiir zweidimensionale Stromungen. Durch die grofie Anzahl der Generatoren und den kom-
plexen Aufbau der dazugehorigen Koeffizienten ist keine Analyse wie im zweidimensiona-
len Fall moglich. Bedingt wird die Komplexitat durch die Notwendigkeit, eine vollstédndige
Funktionsbasis zu verwenden. Die genutzte Funktionsbasis verzichtet auf gebrochen ra-
tionale Beziehungen zwischen den abhédngigen Generatoren und war somit nicht minimal.
Im abschliefenden Kapitel wird eine kompakte Formulierung angestrebt, die weniger Ge-
neratoren verwendet. Das EASM mit der 10-Generator-Funktionsbasis dient hierzu als
Grundlage fiir die Transformation in eine minimale Funktionsbasis. Mit dem Projekti-
onsverfahren entféllt der Zwang einer vollstdndigen Basis, sodass ein Modell entwickelt
werden kann, das wesentlich weniger Generatoren benétigt als das hier vorgestellte EASM
in der 10-Generator-Funktionsbasis.
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Kapitel 5

Kompaktes explizites algebraisches
Spannungsmodell

Fiir praktische ingenieurwissenschaftliche Anwendungen fand das dreidimensionale EASM
nach Gleichung (4.28) keine Verbreitung. Der Aufwand zur Berechnung von fiinf Invari-
anten und neun Generatoren ist gegeniiber linearen Modellen betrichtlich gréfler. An-
dererseits werden die wesentlich einfacheren, zweidimensionalen Formulierungen, dhnlich
zu (4.34), oft benutzt. Uber den erfolgreichen Einsatz dieser Modelle wurde schon von
verschiedenen Autoren, z.B. Rumsey u.a. [64] oder Abid [1], berichtet. Die Simulationser-
gebnisse sind in zweidimensionalen Stromungen wesentlich besser als mit konventionellen,
linearen Wirbelzdhigkeitsmodellen und belegen die Leistungsfihigkeit des Ansatzes, so-
dass diese Modelle auch in dreidimensionalen Stromungen verwendet werden. Allerdings
unterdriickt die zweidimensionale Formulierung dreidimensionale Effekte, wodurch nicht
das gesamte Potenzial der EASM ausgeschopft wird. Es muss daher eine Formulierung
angestrebt werden, die nur geringfiigig aufwendiger als die zweidimensionale Formulierung
ist, aber die Dreidimensionalitdt der Strémung wiedergibt.

Ein vereinfachtes Modell durch Rekalibrierung des Druck-Scher-Korrelationsmodells wur-
de von Taulbee [86] oder Wallin u.a. [88] vorgeschlagen. Eine Anderung des Druck-Scher-
Korrelationsmodells widerspricht aber dem Ansatz, bereits an Transportgleichungsmo-
dellen ausgetestete Modelle zu iibernehmen und verschlechtert im Rahmen des EASM
die Vorhersage der Normalspannungen in einfachen Grundstrémungen. Dieses Vorgehen
wird deshalb im Folgenden nur kurz vorgestellt. Im Weiteren wird eine Transformation
des EASM nach Gleichung (4.28) in eine minimale Funktionsbasis bzw. ein Projektions-
verfahren zum Aufstellen eines kompakten EASM verfolgt. Die Projektion kann beliebig
aufwendige EASM erzeugen. Im Fall einer Projektion auf die vollstdndige Funktionsbasis
entsteht wieder das Modell nach Gleichung (4.28). Bei einer Projektion auf eine unvoll-
stdndige Funktionsbasis ergibt sich eine Ndherungslosung im Sinne kleinster Fehlerqua-
drate, wie Jongen u.a. [39] aufzeigten. Die entstehenden Ausdriicke fiir die Koeffizienten
sind sehr kompliziert und enthalten Singularitéten, sodass sie nicht direkt benutzt wer-
den konnen. Daher miissen physikalische Modellierungen eingefiihrt werden, die die Glei-
chungen vereinfachen, moglichst ohne die Vorhersagegenauigkeit zu beeintréachtigen. Die
Analyse dieser physikalischen Vereinfachungen ist der Hauptgegenstand dieses Kapitels.
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5.1 Rekalibrierung des Druck-Scher-Korrelationsmo-
dells

Grundlage des Vorgehens von Taulbee bzw. Wallin ist die Abhéngigkeit des Parameters
Az, der in Gleichung (4.18) eingefiihrt wurde, von C3. Aus der Betrachtung der Druck-
Scher-Korrelationsmodelle (Tabelle 4.1) erkennt man, dass As meist klein ist und ver-
schwindet, wenn C3 = 2. Das LRR Modell kommt dieser Forderung am néchsten. Taulbee
und Wallin fiihrten deshalb eine Neukalibrierung des LRR Modells mit C'3 = 2 durch. Sie
gelangten zu den Koeffizienten:

Cl = 18, CQ = 08, und 04 = 10/9 (51)
Mit diesem Druck-Scher-Korrelationsmodell vereinfacht sich Gleichung (4.18) mit R =
d=0 zu:

gQ:Alé—Az(Qg—g@). (5.2)

Bei der Umsetzung in das explizite Spannungsmodell entfillt dann die Matrix H und es
kann die Losung (4.28) mit A3 = 0 iibernommen werden:

GY =14, 9(69° — 219 An)/D,
G® = —A1 A5 (3¢° = 6 A3 g1s)/ D,

G® =0, GYW =18 Ay A ny/D, (5.3)
G® =0, G® =94, A24*/D,
G =94, A3g/D, G® =0,
G(Q) — 0’ G(lO) — 07
wobei
D=3¢"—2¢"Ain+3gAsn =g(3g°— 2 A3m) (¢* — 2 A3 mp). (5.4)

Die Vereinfachung des EASM ist betréchtlich. Die Koeffizienten sind wesentlich {iberschau-
barer, und es werden nur noch fiinf (im Zweidimensionalen zwei) Generatoren bendotigt.
Der Wegfall von T® fiihrt aber in einer zweidimensionalen Scherschicht zu einem Verlust
einer Anisotropiekomponente, indem das Modell filschlicherweise einen achsensymmetri-
schen Turbulenzzustand vorhersagt. Dies wird deutlich, wenn die EASM in der homogenen
Scherstromung angewendet werden, die bereits in Abschnitt 2.3.1 betrachtet wurde.

b1 bao b3 bio Cu 1,5=6

02 014 -0.06 -0.15 -  Experiment [87]

0.0 0.0 0.0  -0.27 0.09 Lineares Wirbelzéhigkeitsmodell (2.18)
0.218 -0.156 -0.062 -0.156 0.052 EASM (4.34) mit FRLT Koeffizienten
0.12  -0.12 0.0 -0.144 0.048 EASM (5.3) mit Koeffizienten (5.1)

Tabelle 5.1: Vergleich Experiment — lineares Wirbelzdhigkeitsmodell/ EASM in homoge-
ner Scherstréomung
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Bei beiden EASM in Tabelle 5.1 wurde g aus der quasi-selbstkonsistenten Beziehung (4.54)
bestimmt. Die Anisotropie der Schubspannung wird mit den EASM durch Anpassung von
¢, an die Scherrate richtig vorhergesagt. Das EASM (5.3) mit dem rekalibrierten Druck-
Scher-Korrelationsmodell unterdriickt aber die b33 Komponente des Anisotropietensors.
Um die Anisotropien im wandnahen Bereich zu erfassen, schldgt Wallin [90] den Einsatz
cines Wandmodells vor, das T® nachtriiglich einfiihrt. Somit fiihrt die Anderung des
Druck-Scher-Korrelationsmodells zu Defekten, die durch empirische Modelle ausgeglichen
werden miissen.

5.2 EASM mit minimaler Funktionsbasis

Das Spannungsmodell von Wallin bzw. Taulbee erfiillt zwar die praktischen Anforderun-
gen beziiglich einer moglichst kompakten Formulierung, basiert aber auf einer bestimmten
Form des Druck-Scher-Korrelationsmodells. Daher stellt dieses Vorgehen eine physikali-
sche Modellierung dar und keine allgemeine, mathematisch exakte Umformung. Es kénnen
daher Eigenschaften der allgemeinen Losung (4.28) fiir dreidimensionale Stromungen ver-
loren gehen. Eine verlustlose, mathematisch dquivalente Darstellung der Losung (4.28)
mit weniger Generatoren kann erreicht werden, wenn anstelle der Funktionsbasis (4.20)
mit 10 Generatoren eine minimale Funktionsbasis verwendet wird. Symmetrische, spur-
freie Tensoren 2. Stufe enthalten maximal fiinf unabhéngige Komponenten. Rivlin u.a. [58]
zeigten, dass die Darstellung dieser Tensoren maximal fiinf linear unabhéngige Tensoren
2. Stufe umfassen kann. Demnach kénnen aus der Funktionsbasis (4.20) fiinf Generatoren
ausgewahlt werden, mit denen die restlichen Generatoren als Linearkombination darge-
stellt werden kénnen. Die Wahl der unabhéngigen Generatoren ist dabei beliebig. Ohne
Beschriankung der Allgemeinheit kann die Reihenfolge der Generatoren in der Funktions-
basis (4.20) gedndert werden, sodass die als unabhéngig gewéhlten Generatoren von eins
bis fiinf durchnummeriert sind. Es gilt dann der Zusammenhang zwischen den abhéngigen
und unabhéngigen Generatoren:

5
0 =3 cp 1, £=6,7...10. (5.5)
n=1

Hierin kennzeichnet 7¢ die abhiingigen Generatoren und 7™ die unabhingigen Gene-
ratoren. Die Koeffizienten Cg\ werden aus dem linearen Gleichungssystem bestimmt, das
entsteht, wenn Gleichung (5.5) mit den unabhéngigen Generatoren iiberschoben wird und
anschliefend die Spur gebildet wird:

5
tr(2© -2y =y " Cp (2™ - 1), m=1,2...5. (5.6)

n=1

Fiir festgehaltenes € und n entstehen dann die Zeilen des Gleichungssystems fiir die Koeffi-
zienten, wenn der Index m die Werte eins bis fiinf annimmt. Im Hinblick auf ein moglichst
kompaktes Spannungsmodell empfiehlt es sich, die Generatoren mit dem geringsten Grad
als Unabhéingige zu wahlen. Es werden daher die Generatoren 7O, 7@ 76 7W ynd
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T® aus (4.20) als minimale Funktionsbasis gewiihlt. Andere Kombinationen sind zwar
auch moglich, jedoch sollte die Auswahl zur Gewshrleistung einer maoglichst einfachen
Darstellung von zweidimensionalen Stréomungen die Generatoren Z(l), I(Q) und I(g) ent-
halten. Das Gleichungssystem nimmt dann die Form: - a

Eg = % ) Qg (5-7)
an mit

tr(z(g) . 21) t (Tl . 21) tT(£2 . 21) t'f’(;s . 21) tr(£4 . 21) tr(£5 . 21) Cgl
tr(z(g) . 22) t?”(;Q X 22) tr(z.?) X 22) tr(£4 X 22) tT(£5 3 22) 062
tT(z(g) . £3) — tT(zL’) . 23) tr(£4 . z?)) tT(£5 X 23) Cg
(T T T w@ ) e@-| |
t'r(i(g) f5) : . tr(L°-1°) C¢
(5.8)

Die Losung des Gleichungssystems sowie die Berechnung der Matrix M und der rechten
Seite sind im Anhang D zusammengefasst.

Das EASM in der minimalen Funktionsbasis kann auf zwei Arten berechnet werden. Liegt
die Losung fiir die 10-Generator-Funktionsbasis bereits vor, dann berechnen sich die Ko-
effizienten GG des kompakten EASM aus den alten Koeffizienten durch:

5 5 10 5
b= GV ”+ZG L0 =3 GVIN+) 60 \3 Cr T
)\:1 o >\=15 y=6 A=1 (5.9)
— GN ¢ Z Ci\ reled z(/\) — Z G z(k)
A=1 v=6 A=1

Ist die Losung fiir die 10-Generator-Funktionsbasis nicht bekannt, dann kénnen die Matri-
zen H und J mit Hilfe der Koeffizienten C¢' als 5 x 5 Matrizen umgeformt werden, um die

Koeffizienten G direkt zu berechnen. Hierbei muss man jeweils nur die ersten fiinf Zeilen
berechnen und ersetzt dabei Eintrdge, die auf abhéngige Generatoren fithren, durch die
Unabhéngigen. Die neuen Matrizen lauten:

0 0 2 0 0
0 0 0 0 -1
H=| 1 0 0 0 0 (5.10)

bzw.
0 1 0 0
3CE —ny  3CE 3C3 ?)C'él 3C¢
J= 0 0 0 0 -1 |. (5.11)
0 0 0 0 0
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Vorteilhaft hierbei ist, dass nur die Koeflizienten C§, C¢ und C§ benétigt werden. An-
sonsten bleibt der Rechenaufwand nahezu gleich, da die Matrizen zwar kleiner, dafiir aber
dichter besetzt sind.

Die so berechneten Koeffizienten G sind aber recht komplizierte Ausdriicke, sodass frag-
lich ist, ob das Modell in der Anwendung zu einer Rechenzeitersparnis fithrt. Auch muss
tiberpriift werden, ob die gebrochen rationalen Funktionen der Koeffizienten nicht singulér
werden. Die Koeffizienten sind im Anhang D aufgelistet, ihr Aufbau ist derartig komplex,
dass das kompakte EASM nur dann fiir die ingenieurwissenschaftliche Anwendung inter-
essant wird, wenn der Invariantenraum eingeschrénkt werden kann. Wird der Einfluss von
13 und 74 vernachldssigt, die in zweidimensionalen Stromungen identisch verschwinden,
dann lauten die Koeffizienten:

A —3 A, ¢*
GO = 2759 [—2 g+ Asm +TA D — 12 A§% (5.12)
A 34, A
@ — L2920 02 4 g —Gp) — 2 A2 —3ms) — 1245 A
D(n1n2—6775)[ 2y + g (e —61s) s (M2 — 315) 3 A2 76
(5.13)
A 3A19 7)1772—3775
GO = — [A —2¢7 +A4AZ, T A2 5.14
o |29 2 6 5m) (5.14)
Ans As (3A%m3 — 6 AZ(mi e — 3775)}
(mm2 —2m5) (Mmn2 — 675)
A 94, A -2 dng A2n? —2 A2 -3
aw _ 94 29771{142143711772 M5 4mo A5 5 (mm2 %)} (5.15)
D mme—6ns  m (mne—2ns) (mn2 —6ns)

4A2 N6

Ag — .
m (e n2 —215)

2
GO — %[ (5.16)

Die Koeffizienten des expliziten Spannungsmodells bleiben auch mit eingeschranktem In-
variantenraum komplizierte Ausdriicke. Zusétzlich tritt in den Koeffizienten die Invariante
ne auf, die bei der Funktionsbasis (4.20) nicht benotigt wurde. Man muss daher davon
Abstand nehmen, ein kompaktes Spannungsmodell durch eine mathematisch dquivalen-
te Umformung abzuleiten. Im néchsten Abschnitt wird daher ein Projektionsverfahren
angewandt. Mit dem Projektionsverfahren kann eine explizite Naherungslosung fiir eine
unvollstdndige Funktionsbasis gewonnen werden. Insbesondere lassen sich kleine Funkti-
onsbasen untersuchen, wodurch der Einfluss einzelner Generatoren auf die Koeffizienten
gezielter bestimmt werden kann.

5.3 Projektion des EASM

Die Rekalibrierung des Druck-Scher-Korrelationsmodells fiithrt zwar zu einem kompak-
ten Spannungsmodell, aber dadurch wird die Umverteilung der Reynolds-Spannungen
in zweidimensionalen Strémungen nur unzureichend wiedergegeben. Bei Verwendung der
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minimalen Funktionsbasis konnte das Druck-Scher-Korrelationsmodell unverédndert bei-
behalten werden, allerdings waren die entstandenen Koeffizienten so komplex, dass der
Aufwand nicht reduziert wurde. Im Folgenden soll daher ohne Anderung des Druck-
Scher-Korrelationsmodells ein kompaktes EASM durch ein Projektionsverfahren abge-
leitet werden. Gegeniiber der minimalen Funktionsbasis bietet das Projektionsverfahren
die Moglichkeit, eine beliebige Auswahl von Generatoren, insbesondere weniger als fiinf,
zu verwenden. Grundlage der bisher skizzierten Methodik in den Abschnitten 4.3 bis 5.2
war Gleichung (4.22), die nur dann zu einer Lésung fiihrt, wenn die Generatoren 7™ eine
vollstéindige Funktionsbasis von s und w bilden. Diese Bedingung entfillt nun, weshalb
beliebige Generatoren gewihlt werden kénnen. Die Qualitit der Losung wird aber stark
von der Auswahl der Generatoren beeinflusst. Falls diese linear abhéngig sind, kann die
Projektion nicht durchgefiihrt werden, da das entstehende lineare Gleichungssystem einen
Rangabfall hat. Es empfiehlt sich daher, die Generatoren aus der Funktionsbasis (4.20)
zu nehmen. Bilden die ausgewéhlten Generatoren eine vollstdndige Funktionsbasis, dann
fiihrt das Projektionsverfahren zur gleichen Losung wie zuvor, wie anhand der Projektion
auf eine 3-Generator-Funktionsbasis gezeigt wird.

Fiir die Anisotropie der Reynolds-Spannungen wird ein analoger Ansatz verwendet:

N
ap b= Z an z(”), (5.17)

wobei z(”) N beliebige Generatoren der Funktionsbasis (4.20) sind. Gegebenenfalls ist die

Reihenfolge in der Funktionsbasis so zu éndern, dass die Generatoren 2(") von 1 bis N
durchnummeriert sind. Das implizite ASM (4.18) lautet dann:

N
g > an LW—Ay Zan (z
n=1
n=1

Zur Bestimmung der Koeffizienten «,, wird die obige Gleichung mit einem Generator
T aus der Menge der Generatoren, die die Darstellung bilden sollen, d.h. 1 <m < N,
iiberschoben und anschliefend die Spur gebildet. Mit Beriicksichtigung, dass sich die Spur
durch Transposition und zyklisches Vertauschen nicht &ndert, folgt :

+s5 T — 2 ¢r(T™ - 5) 9)

||C/3

(5.18)
M) = ag (A1 s — T} R~ d).

=
|

[

1

g Zan tr T(” . — As ZanZtr -5 z(m))
(5.19)
+ Ay Zan 2 tr(z(") -g-g( )) = ag tr([4, s—T,R—d- T(m ).
n=1
Durch Einfithren der N x N Matrizen bzw. Vektoren
M = tr(z(") .I(m)); M* = tr(z(") 5 I(m)); MY = tr(z(n) .g.z(m)); (5.20)
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=tr([A1s—T, R—d-T™) (5.21)
entsteht das lineare Gleichungssystem:

lg (M)" +2 Ay (M) =243 (M) a=M"a=ay L.

(5.22)

Die Matrix M wurde schon im vorigen Abschnitt zur Berechnung der Koeffizienten C7
benutzt, um die linear abhiéingigen Generatoren mit der minimalen Funktionsbasis dar—
zustellen. Zur Losung des Gleichungssystems kann beispielsweise die Cramer’sche Regel

angewendet werden:
ag det(M") o

ai—W firi=1...N, (5.23)
wobei MT* der Matrix entspricht, die entsteht, wenn in der Systemmatrix M? die i-te
Spalte durch L ersetzt wird. Offensichtlich werden die Koeffizienten singulir, wenn die
Determinante der Systemmatrix verschwindet. Um diesen Zustand zu erkennen, wird der
noch freie Koeffizient oy = det(MP) definiert. Falls oy verschwindet, ist dies ein Anzeichen
dafiir, dass die Projektion nicht durchgefiihrt werden kann, weil die Generatoren linear
abhéngig sind. Durch diese Definition wird erreicht, dass die Koeffizienten in jedem Fall
bestimmt werden kénnen durch:

o; =det(M")  firi=1...N, (5.24)
wenngleich die Singularitéit natiirlich im Modell verbleibt:
b= 70 2B pe) N ), (5.25)
= g (T N T oy =

5.3.1 Projektion auf 3-Generator-Funktionsbasis

Damit das Modell in zweidimensionalen Stromungen uneingeschrinkte Funktionalitét
behélt, muss die Funktionsbasis die Generatoren Z(l), I@) und 2(3) enthalten. Das denk-
bar kompakteste Spannungsmodell entsteht somit, wenn die Projektion auf diese Genera-
toren durchgefiihrt wird. Um die Ubersichtlichkeit zu erhthen, werden die Abkiirzungen

Qs =11 n2 — 613 und P=mnns+mnn3 (5.26)

eingefiihrt. Die Systemmatrix und die rechte Seite des Gleichungssystems (5.22) (Berech-
nung der Komponenten siche Anhang D und E) lauten dann:

gm —2 Az ns —As Qg gns — A3 0} ™
ﬂp = A2 QG qg QG + Ag P _A2 P s L = 0 (527)
gns— Azt Ay P tgn; — YAs s 3

mit der Losung:
=[2A3m NP —-2A39m NQs+3g(9° NQs+ N1)+3A45(g> NP —2N,)]/18
—Al[ N (A3 P+ gQs) +6 A5 P (m P+n3Q6)]/6
&2:[141142]\7(2143]3—9@6)]/6

=[AL (AN P+ A3g N Qg +3 A5 (n P+ 13Q6) Q6)]/3.
(5.28)
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Hierin wurden die Abkiirzungen:

N:n%_677?2>7
Ny = A3 (6m P*+12n3 P Qs+ 17 Qp),
No= A3 (615 P> +2n0] P Qs +m 13 Q)

verwendet. Zum Vergleich mit dem expliziten Spannungsmodell in zweidimensionalen
Stromungen (4.34) miissen aus der Losung noch die Koeffizienten berechnet werden:

¢y = —aq/ay, fr = ag/an, f3 = —as/oy. (5.29)
Es ergibt sich dann das explizite Spannungsmodell:

-3 Ay D,

T B2 M) N (A P9 Qo) +39 M —6 4 N (5.30)
fo=As N (2A3 P—gQg)/Ds (5.31)
B3 =—2 (A3 N (A3 P+ g Qg) + 3 A3 Qs(m P + 13 Qg))/Ds, (5.32)

wobei
Dy=g* N Qs+ A3 g N P+6A2P (n P+ n3 Q6).

Durch die Projektion entsteht zwar ein Modell von der gewiinschten Form, das sich
nur durch die Koeffizienten von dem zweidimensionalen Modell (4.34) unterscheidet.
Allerdings sind schon bei dieser einfachen Funktionsbasis die Koeffizienten recht kom-
plizierte Ausdriicke, sodass im Vergleich mit dem zweidimensionalen Modell der Re-
chenaufwand ansteigt. Die Koeffizienten des dreidimensionalen Spannungsmodells (4.28)
haben ungefahr den gleichen Aufwand. Um zu einem einfachen Modell zu gelangen,
muss deshalb die exakte Projektion aufgegeben und die Koeffizienten durch Betrach-
tung des Invariantenraumes vereinfacht werden. In technischen Stromungen {iberwiegen
zumeist Scherungen wie in einer Mischungsschicht oder einer Wandgrenzschicht. Do-
minieren zwei Ableitungen, z.B. die Geschwindigkeitsgradienten normal zu einer Wand
(Ouy/0xy = A Ouz/Oxs = B), dann nehmen der Scherraten- und der Wirbelstérkentensor
die Form:

gl A V3 0 A+ Vs
5= A Yo B und  w = | —(A+ ) 0 —(B 4+ 7s)
V3 B —(m +72) —5 B+ 0

(5.33)
an. Da die Orientierung des Koordinatensystems frei wéhlbar ist, konnen die Tensoren
auch andere Gestalt haben, fiir die folgende Abschéitzung ist nur wichtig, dass maxi-
mal zwei dominante Scherkomponenten existieren. Die ~; stellen hierbei beliebige, be-
tragsméfig subdominante Komponenten dar, fiir die |y;| < |A|, |B| gelten soll. Damit
konnen die Invarianten abgeschétzt werden, indem Produkte der v; untereinander ver-
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nachléssigt werden:

s~ —3(B® 71— A® (1 +72) —2 A B 73)
m~B v — A (vi+7) —2ABys
ns ~ —2(A* + B?)?
e~ A (v3—75)° =2 A® B (271 +72)(3s — 75) + B* (33 + 75)
+ A2 B[4(7 +m ) + 75 — 2075 — 5] + 2 A BY(2 71 + 72) (93 + 7).

Weiterhin ist eine Abschéitzung des Koeffizienten g notwendig. Da dieser implizit vom
Anisotropietensor abhéngt, wird er mit der quasi-selbstkonsistenten Formulierung (siehe
Kapitel 4.6) angenéhert:

g=Ci—1=2tr(b-s)~C1—1+2c, m~1+n. (5.34)

Es ergeben sich somit die Groflenordnungen:

m=O(A?), 2 = O(A%), 3 = Oy A%), ma = O(y A?), 15 = O(AY), (5.35)

ne = O(y? AY), g =1+ O(A). '
Da diese Abschitzungen auf einem angenommenen Geschwindigkeitsgradientenfeld beru-
hen, sind sie keine allgemeingiiltigen Aussagen und fiihren zu falschen Verhéltnissen, wenn
das Stromungsfeld von der Annahme abweicht. Um diese Einfliisse zu minimieren, wird
die Abschétzung nicht auf die Invarianten direkt angewandt, sondern auf die Produkte
der Invarianten, die im Modell auftreten. Es verbleiben somit alle Invarianten im Modell.
Damit folgt, wenn Terme mit v?/A? vernachlissigt werden:

NP P(n P+ 1n3 Q)

Do=¢®> N Qg1+ A, 92 46 42
2= Q6(+ eNQ T 2N Q

2
—PNOQe(1+ 45— 4642—T __VxgN (A P
P2 773P

+ 12
T Qf ni Qs

Mz%ﬁ%@
~ A3 ni QF

Ny = A5m Qs (21 P+ s QG)(

2 2 2 72 72
+1):A2n1Q6(6ﬁ+12F+1)

6 ny P2
i + 1)
m Qs (2m P+ n3 Q)

6 72

=A5m Qs (2m P+ Qﬁ)(?+1) ~ ASm Qs (2m P+ 13 Q).

Mit diesen Vereinfachungen ergibt sich fiir das auf die 3-Generator-Funktionsbasis proji-
zierte Modell:

b=—c, [TV + 5, T® — 5, T?)] (5.36)
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mit
o —3A1gN (A3 P+ 9 Qs)
(B2 =2A3m) N (A3 P+9gQ¢) + A3 m Qs (39 m Qs + As (2m P+ 13 Q)
52:A2(2A3P—9Q6)
g (A3 P+ g Qs)
53:_2A3N(A3P+9Q6)+3A% Qs(m P+773Q6).

gN (A3 P+ g Qs)

In zweidimensionalen Stromungen ist die 3-Generator-Funktionsbasis eine vollstédndige
Funktionsbasis. Dadurch muss in zweidimensionalen Stromungen wieder das Spannungs-
modell nach Gleichung (4.34) entstehen. Wird beriicksichtigt, dass sich in zweidimensio-
nalen Stromungen die Invarianten zu 13 = ny = 76 = 0 und 15 = 1 7, vereinfachen,
ergeben sich die Systemmatrix (5.27) und die rechte Seite:

gm 2 Ay mmy —1Azn? ™
MP =\ -2Ammn —2gmmn 0 , L=10 (5.37)
—1 A3} 0 lg n 0

mit der Losung
ap= =3 g e [oF — 3ATm — 245 ma], s = —3AL Ay g i e,
ay = —1 Ay ¢ i e, s = §A1 Ay g 0y 1,
und nach kurzer Umrechnung folgen die zu Gleichung (4.35) identischen Koeffizienten:

g2 — 2A3m — 2A3m,

By = —As/g, By = —2A3/g, Cu (5.38)

5.3.2 Projektion auf 4-Generator-Funktionsbasis

Durch die Projektion auf die 3-Generator-Funktionsbasis entsteht ein Modell, dessen Ko-
effizienten stark von dem zweidimensionalen EASM abweichen, sodass es anders auf drei-
dimensionale Effekte in der Stromung reagieren wird. Werden in der Abschétzung auch in
~ lineare Terme vernachléassigt, dann dhnelt das Modell sehr stark dem zweidimensiona-
len EASM. Der einzige Unterschied besteht in der Abweichung von 75 von 7; 172 /2. Weiter
zeigt sich, wenn der Scherraten- und Wirbelstéirkentensor aus der Abschitzung (5.33)
in die Generatoren der Funktionsbasis eingesetzt werden, dass die fiir ingenieurwissen-
schaftliche Anwendungen wichtigen Scherkomponenten des Reynolds-Spannungstensors
nur von dem linearen Generator wiedergegeben werden. Im Hinblick auf eine verbesserte
Wiedergabe der Schubspannung muss deshalb die Funktionsbasis um mindestens einen
kubischen Generator erweitert werden, der auch Schubspannungsanteile bei den Tenso-
ren (5.33) enthélt. Fur die folgende Projektion wird deshalb die Funktionsbasis mit den
Generatoren T® und 7W, 7?76 gewdhlt, um wiederum das zweidimensionale Modell

exakt beschreiben zu kénnen. Es ergeben sich dann die Systemmatrix:

gm —2 Asns —As Q¢ gns— LAz 0} —Ay P
MP — Az Qg g Qs+ Az P —Ay P —6Asms+9gP —A3Q
— gns— YAz 03 Ay P gt — A mns —A5Q

A, P 6Ans + gP — A3Q A Q 2A3(ns Qs + 2n7) — 9Q
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und die rechte Seite LT = {m1,0,73,0}. Als weitere Abkiirzungen wurden

Qs=3Smmne—mns, Qa=m1m2—2n5, Q=2n3n0s+ im Q2 (5.39)

eingefiihrt. Im Gegensatz zur Projektion auf die 3-Generator-Funktionsbasis ist die Losung
dieses Gleichungssystems duflerst kompliziert, sodass ein kompaktes Modell erst entsteht,
wenn schon in der Systemmatrix eine Abschitzung der Terme durchgefiihrt wird. Hierbei
werden jetzt auch Terme, die linear in 7 sind, vernachléssigt. ()5 ist in einer zweidimensio-
nalen Stromung exakt null und wird auch hier vernachléassigt. Wird nun in @) das Produkt
13 N4 als Term mit hoher Ordnung in v aufgefasst, so verschwindet auch ). Da ()5 un-
gefahr Q2 /2, wenn 5/12 mit 1/2 abgeschétzt wird, wird auch dieser Term vernachléssigt.
Fiir die weiteren Matrixelemente folgt:

f)/
MP, = 1—-2A;——— | =~
11 9771< 31+A) am

1+a
My = —3 As (1 + dta)y A2> 7) ~ =1 Az

Mé’gnge(H )%g%

_v
1+ A
My =gP(——+1)~gP
24 = 9 11 A ~gr.

Somit lautet die Systemmatrix nun:

gm  —Ay Qs —1Asm —Ay P
P — As Qs g Qs —Ay P gP
- —sAymi A P tgni 0

Ay P gP 0 1As 07 m

und als Losung erhélt man:
CM:_3 A1 DQ/(—6947]%P2+36A;1P4+3A39377?774@6—12A§A§’I]il7’]4PQ6
+2 g% n} P?(2 A3 0} — 3 A3 Q) + Az g n (=245 m ma Qs

+3 As[6m g P2+ 8 PP 40y Qé])),
ﬁ2=A2(2P2(92ni”+6A§ ns P)+ Az g ni(6m1ms na P+ 43 P* — 0 ny Qp)

+2 A5 0 m (m P —ns Qb‘))/Dz,

By =—2 (=29 P+ A3 na Qo) (A3 g 07 + 3 [¢° m n3 + A3 (m P+ 3 Q)])/ D2,
Bi=—4 Ay P? (A3 g} + 3 [g m ns + A3(m P+ n3 Q6)])/ D2
mit
Dy=—2g"n} P> +6 A3 Ay na P (m P+ 13 Qe) + As g° 0 (07 14 Qe

5.40
—4n3 P?)+2 g 03 (A ni na Qs — 6 A3 P?). (540)
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Selbst bei der starken Vereinfachung der Systemmatrix entstehen komplizierte Koeffizien-
ten, weshalb das Modell fiir den Einsatz in komplexen Strémungen uninteressant ist. Da
dies schon bei der Projektion auf wenige Generatoren auftritt, stellt sich die Frage, wie
das Verhaltnis zwischen den Koeffizienten und den Generatoren sein sollte.

Ziel der Projektion ist eine explizite Naherungslosung, die moglichst viele Eigenschaften
der impliziten Gleichungen iibernehmen sollte. Durch die beschrankte Funktionsbasis muss
die Information der Gleichung dann zwangslaufig in die Koeffizienten eingehen. Die Gene-
ratoren sind fiir die Darstellung der stromungsphysikalischen Phdnomene verantwortlich,
wihrend die Koeffizienten der Quantifizierung des Effektes dienen. Damit sie moglichst
einfach bleiben, sind schon bei kleinen Funktionsbasen zahlreiche Abschiatzungen notwen-
dig. Bei Projektionen auf kleine Funktionsbasen ergeben sich automatisch auch kleine
Systemmatrizen, sodass bei starken Vereinfachungen (z.B. n3 = 1y, = 0) schnell ein Rang-
abfall in der Systemmatrix entsteht. Im Weiteren wird deshalb die Funktionsbasis erwei-
tert, um innerhalb der Systemmatrix einen stiarkeren Verbund zwischen den Generatoren
zu erreichen. Zusétzlich erweitert die Hinzunahme neuer Generatoren die Darstellbarkeit
weiterer Stromungszustiande.

5.3.3 Projektion auf 5-Generator-Funktionsbasis

Fiinf unabhéngige Generatoren konnen eine minimale Funktionsbasis bilden. Eine Pro-
jektion auf eine minimale Funktionsbasis fithrt dann zu dem gleichen Ergebnis wie das
direkte Einsetzen der Funktionsbasis in Abschnitt 5.2. Wahlt man fiir die Projektion die
Generatoren T (1),1(2),2(3),2(4) und I(E’), dann entsteht exakt dasselbe Gleichungssystem
wie mit den Matrizen (5.10) und (5.11), und es ergeben sich bei Vernachlissigung von 7
und 74 genau die Koeffizienten (5.12) bis (5.16). Die Koeffizienten kénnen weiter verein-
facht werden, wenn ausgenutzt wird, dass die Invariante 74 bis auf das Vorzeichen auf die
restlichen Invarianten zuriickgefiihrt werden kann. Wallin [90] entnimmt man:

M =k 1 (977 +203) + 205 (=305 07 + namus) — 03 + 405 13

(5.41)
+ ino (10mZm — 4 nsmams — nami) — 20 ms.

Mit 13 = n4 = 0 vereinfacht sich diese Beziehung zu:

N6 = £L1|mme — 2n5| [v/um2 —41s|. (5.42)

Fiir die weitere Modellentwicklung wird das Vorzeichen von 7 anhand der rotierenden
Rohrstromung, die in Abschnitt 8.2 untersucht wird, abgeschéitzt. In der rotierenden Rohr-
stromung ergeben sich der Scherraten- und Wirbelstarkentensor (vgl. 8.14):

1 0 Slg 513 1 0 W12 _513
é = 5 ﬂ 512 0 0 5 g == 5 ﬂ _W12 0 0 9 (543>
513 0 0 513 0 0
wobel o O 7 0
U U U, U U
512_——¢+_¢ 513_ W12___¢_ .
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Werden diese Tensoren in die Definition von 7 (3.5) eingesetzt, folgt:

e = tr(s” w5 -w) = —T7 S7; (S12 + Wia)? (Sis — S12 Wha).

1)
IS

Offensichtlich bietet nur der letzte Term die Moglichkeit zu einem Vorzeichenwechsel. Aus
Experimenten (Imao [35]) ist bekannt, dass die Umfangsgeschwindigkeit quadratisch iiber
den Rohrradius verlduft. Mit @, = o r? ergibt sich:

o
Wi S = (_+a_¢) (_%%) 3022 > 0.

Somit ist ng negativ, weiterhin iiberzeugt man sich leicht davon, dass bei diesem Scherraten-
und Wirbelstarkentensor gilt:

257, (S1a+ W) =mme—2nms  und  4(Shy — Sz Wi2)? = i — 4.

Nachfolgend wird daher zur Substitution von ng die Beziehung verwandt:

e = (i m2 = 2m5) |/ n2 — 4. (5.44)

Die mit dieser Beziehung vereinfachten Koeffizienten lauten:

. —3 A, g Ui
A —3A1 A9
G? = A+ —675) — 2 A2 -3
D (s — 613) ammy + 9 (mnz—6ns) 5(m1m2 — 315)
+3A2A3(771772—2775)|\/7117)2—4775|}
A 6A19 M2 — 315
G® = — As(—2¢> +4 A2y 2 =2 4 A2 5.45
5D 3(=2¢9" + 2772771772_6775+ 57) (5.45)
Ve = Ans] Ay (3 A0 — 6 AZ(m e —3775)}
m 2 —61s ’
@ _ 941 Argm {AQAgm =21 |\/771772—4775|A:2>,77%—214%(7)17)2—3775)}
D m e — 675 m mne — 615 ’
A _ 941 Ao 9 [A A [V — 4]
_ 5 X - _

Wird nun die fiir zweidimensionale Stromungen geltende Bedingung ns = 11, 12 eingesetzt,
dann kann der Nenner umgeschrieben werden zu:

D

g (26" + Ajm + A3mp) (=3 9> + 2 A5m + 6 ASnp) = g (=2g% + A2y + AZnp) Dap.
(5.46)
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Die Koeflizienten konnen dann weiter vereinfacht werden zu:

am _ 3419
Dyp
e _ 3A; Ay
Dyp
6A; Ay 9AL Ay g/~ M2
G(g) _ 1413 o 1412 A2+A2— , 5.47
D2D 2D 3 2771 ( )
9A, Ay q|\/—
oW — 1 A2 g |vV/=m | A§@+A§ 7
2D 0
18 A1 Ay g —1
GO = L2 [A — Ay [ —2].
(—2g%+ A3m + A3 ) Dop ’ Nom

Man erhélt somit wieder die zweidimensionale Formulierung (4.34) und zwei zusétzliche
Terme:

A 6 As(As — A/ —
b=t (I(”  AofgT® 24,970 - PRSI WQ/WZ(E’))
z Dop \= = = =297+ A3m + Azmp = (5.48)
2D m|\— n2—

Der letzte Term enthélt die Differenz der quadratischen Tensoren 74 und T und ist in
zweidimensionalen Stromungen null. Effekte aus den quadratischen Generatoren werden
bereits mit I@) und T’ (3) erfasst, weswegen dieser Term keine wesentlich neuen Anteile
liefert. Bei numerischen Untersuchungen zeigte sich der Term als wenig einflussreich und
wurde daher nicht weiter beriicksichtigt. Man gelangt auf diese Weise wieder zu einer vier
Generatordarstellung wie im Abschnitt zuvor. Allerdings unterscheiden sich auch nach
Vereinfachung die Koeffizienten von Gleichung (5.40), weil ihnen eine andere System-
matrix zugrunde liegt. Damit wurde aus einer zunéchst aufwendigeren Projektion ein
einfacheres Modell geschaffen als bei der direkten Projektion auf die einfache Funktions-
basis, weil in der Systemmatrix stirkere Vereinfachungen durchgefiihrt werden konnten,
z.B. n3 = ny = 0, ohne dass ein Rangabfall eintrat.

Um neue Spannungsanteile zu bekommen, die zum Beispiel dreidimensionale Effekte auf
die Normalspannungen beriicksichtigen, wurde eine zweite Projektion durchgefiihrt. Als
Funktionsbasis wurden jetzt T' (1),2 @ T (3),2(5) und ein quartischer Generator gewahlt.

Der quartische Generator soll wie 2(5) bei zweidimensionalen Stromungen identisch ver-
schwinden, um die bereits erreichten Modelleigenschaften nicht zu storen. Aus Anhang C
ist ersichtlich, dass die nachfolgenden quartischen Generatoren diese Bedingung erfiillen.
T —7(7) + 11, T2

Als dreidimensionale Stromung, bei der die Normalspannungsanisotropie groflen Einfluss
auf die Stromung hat, ist der dreidimensionale Wandstrahl bekannt, der in Abschnitt
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8.3 eingehend untersucht wird. Der quartische Generator sollte deshalb in der Lage sein,
in dieser Stromung die richtige Turbulenzstruktur wiederzugeben. Beschrankt man sich
auf die wesentlichen Geschwindigkeitsgradienten, dann sind der Scherraten- und Wir-
belstéarkentensor in dieser Stromung folgendermaflen besetzt:

-C 0 A 0 0 —-A
s = 0O 0 B und w = 0 0 —-B
A B C A B 0

Damit haben die quartischen Generatoren dann die Komponenten:

0 0 —A?BC
7™ = 0 0  A’BC
~A2BC A*BC 0
0 0 A2BC
T =| 0 —2 B2 (> —BC (A2 +C?)
A2BC —BC(A2+(C?) 2 B2 (?
iB°C? —-A’BC —-A*BC
T = |-A?BC -:B?C? A’BC

~A2BC A2BC —:B2(C?

Der Generator T zeigt keine Differenz der Normalspannungen und ist deshalb nicht
geeignet, um die Effekte des dreidimensionalen Wandstrahls zu modellieren. Mit dem Ge-
nerator 7 tritt zwar die gesuchte Differenz der Normalspannungen auf, aber der Tensor
ist voll besetzt, sodass mit der Beeinflussung anderer Spannungskomponenten gerechnet
werden muss. Um die Modellierungsaufgabe nicht weiter zu erschweren, ist deshalb T (&)

am besten geeignet. Er erzeugt wie z(g/) eine Normalspannungsdifferenz, ist aber auf we-
niger Komponenten besetzt.

Die zweite Projektion wird deshalb auf die Generatoren 2(1),T(2),£(3),£(5) und 2(8) —

im 2(2) durchgefiihrt. Bei Vernachléssigung von 13 und ny, der zweidimensionalen Nihe-
rung 15 = 11 72 und der Beibehaltung von 74 ergeben sich die Systemmatrix und rechte
Seite:

gm 2Ammny —iAszn; 0 0 m

-2 A2 e —2g7’]1 T2 0 —6 AQ N6 O 0

MP=| —$A3n} 0 g 0 0 , L=1]0
0 6 Ay s 0 0 —Aymi e 0

0 0 0 A2 T Me 0 0

Hieraus folgen die Koeffizienten des EASM zu:

oW — 3419 a@ — 3A1 Ay a® _6A1 Asz GO — 0, G¢F) = 18 A, A,

Dsp B Dsp B Dsp T Dsp
(5.49)
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Man erhélt exakt die Koeffizienten G, G® und G® des zweidimensionalen Modells, der
Koeffizient des Generators T® verschwindet. Es bietet sich daher an, das Ergebnis beider
Projektionen zu kombinieren und den Koeffizient G®) aus der ersten Projektion (5.47)
zu iibernehmen, um die Wiedergabequalitit der Schubspannungen in dreidimensionalen
Stromungen zu stiarken. Als kompaktes Spannungsmodell ergibt sich dann:

G(l) _ —31419‘ G(Q) o 3A1A2‘ G(B) _ _6A1A3‘

Dsyp Dsp Dop
5.50
G(5) . 18 Al A2 g |‘14 A —772:| . G(S/) . 18 A1 A2 ( )
- 2 2 2 3 42 I E - 7
(=292 4+ A5m + A312) Dop m m Dap
bzw
T = 1= 38 - 20T (S TS W - W+ 5) ~ TS~ jur(50)

+ 05 THW - §* - 5° - W}

S
[

+ O THS - W -5 — 5% W - —%Th[ﬂ'é—é‘l]})-

(5.51)

Das zweidimensionale Modell bleibt unveréndert, die Koeffizienten ¢,, 5, und 33 sind
identisch mit Gleichung (4.35). In der Untersuchung des dreidimensionalen Wandstrahls
(sieche Abschnitt 8.3) fiihrte der quartische Generator jedoch nicht zu einer Stérkung der
Sekundérstromung. Es wurde daher die Konstante C® eingefiihrt, um den Koeffizienten
besser an die Sekundérstromung anzupassen. Nach mehreren Simulationen wurde die

Konstante mit C® = —1 fixiert. Insgesamt ergeben sich die Koeffizienten:
—Ar g
Cp = ; By = —As/g, B3 = —2A3/g,
Y97 = AR — 243 / / (552)
—6 Ay (A3 — Ay /—12/m1) g —6 Ay '
/85 = 2 g2 A2 2 ) /88 =" ——.
—2g*+ A3m + Asnp mg

Durch die Projektionstechniken konnen Koeffizienten entstehen, die singular werden, wenn
ein Stromungszustand eintritt, in dem die Funktionsbasis linear abhéngig wird. Man iiber-
zeugt sich aber leicht, dass dies in dem kompakten Modell (5.51) nicht auftritt. Die neu
hinzugekommenen Generatoren verschwinden identisch in zweidimensionalen Strémun-
gen. Eine Abschitzung analog zu Abschnitt 4.5 zeigt, dass der Nenner von (35 unter keinen
Umstanden singulér wird. Weiterhin kann der quasi-selbstkonsistente Ansatz des zweidi-
mensionalen Modells ohne Anderung iibernommen werden. Wird das kompakte Modell in
Gleichung (4.37) eingesetzt, dann folgen keine neuen Anteile, da die Spuren der zusétzli-
chen Generatoren verschwinden. Der vom Generator T® erzeugte Anteil hingt von 73 ab
und wird als untergeordneter Anteil nicht beriicksichtigt, da in der gesamten Herleitung
des kompakten Modells 13 und 7, vernachlédssigt wurden. Somit benétigt das kompakte
Modell, wie das zweidimensionale Modell, keine Regularisierung.
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Das so entstandene EASM besitzt einfache Koeffizienten und verwendet nur fiinf Genera-
toren. Der Aufwand ist direkt mit dem EASM von Wallin (siehe 5.1) vergleichbar, sodass
das Ziel eines kompakten EASM erreicht wurde. Allerdings kann keine mathematisch ex-
akte Umsetzung mit einer reduzierten Funktionsbasis und einfachen Koeffizienten erzielt
werden. Die unter Abschnitt 5.2 skizzierte minimale Funktionsbasis reduziert zwar ge-
geniiber der Ausgangslosung von Gatski und Speziale die Anzahl der Generatoren, dafiir
wurden jedoch die Koeffizienten komplexer. Auch die strikte Anwendung des Projekti-
onsverfahrens nach Abschnitt 5.3 fithrte nicht zu dem gewiinschten Ergebnis. Es besteht
hierbei die Freiheit, beliebige Generatoren zu verwenden, sodass duflerst kompakte Dar-
stellungen denkbar sind. Schon bei Projektionen auf einfache Funktionsbasen entstehen
aber komplizierte Ausdriicke fiir die Koeffizienten, weshalb die so gewonnenen Modelle
nicht als kompakt bezeichnet werden koénnen.

Durch die Verwendung eines Druck-Scher-Korrelationsmodells, dessen Koeffizienten so
kalibriert wurden, dass sich Terme der impliziten Gleichung ausloschen, gelangte Wallin
zu einem sehr kompakten Spannungsmodell. Dies stellt aber einen Eingriff in die Mo-
dellierung dar, da das Umverteilungsmodell der Reynolds-Spannungen geédndert wird. In
zweidimensionalen Stromungen fithrt dies dann zum Wegfall eines Generators. Um dies zu
vermeiden, wurde ein neues kompaktes EASM entwickelt, dessen Eigenschaften in zwei-
dimensionalen Stromungen nicht geéindert wurden. Es wurde deshalb eine Darstellung
mit Generatoren gesucht, die dreidimensionale Phdnomene wiedergeben kann, aber in
zweidimensionalen Stromungen keinen Beitrag liefert. Die Koeffizienten fiir diese Genera-
toren wurden dann aus Projektionen auf verschiedene Funktionsbasen ermittelt. Es zeigte
sich dabei als vorteilhaft, die Projektion auf eine umfangreichere Funktionsbasis durch-
zufiihren, dann die Systemmatrix zu vereinfachen und nur den gesuchten Koeffizienten zu
iibernehmen.
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Kapitel 6

Explizites Modell fiir den Transport
eines passiven Skalars

In der ingenieurwissenschaftlichen Anwendung treten zunehmend interdisziplindre Frage-
stellungen in den Mittelpunkt. Probleme, wie Verbrennung, Schadstoffausbreitung oder
Wirmeiibertragung, lassen sich nur im Zusammenhang mit dem Strémungsfeld 16sen. Auf-
grund des konvektiven Transports sind Ausbreitungs- und Mischungszusténde eng mit der
Geschwindigkeitsverteilung verbunden. Im Fall einer Beeinflussung der Geschwindigkeits-
verteilung, z.B. infolge der Wérmefreisetzung bei einer Verbrennung, ist die gekoppelte
Losung aller Transportgleichungen notwendig. Wie bei dem reinen Stromungsproblem
konnen auch hier die turbulenten Transportphdnomene nicht vernachléssigt werden. Bei
statistischer Mittelung der Transportgleichung entstehen wiederum ungeschlossene Glei-
chungen, fiir die Turbulenzmodelle benétigt werden. Stellvertretend fiir die verschiede-
nen Probleme wird der Transport eines passiven Skalars betrachtet. Dazu werden alle
benotigten Transportgleichungen hergeleitet und anschliefend ein explizites Modell fiir
die Skalar-Geschwindigkeitsschwankungen entwickelt. Die Entwicklung folgt dabei dem
Vorgehen beim expliziten Spannungsmodell. Ausgehend von der Transportgleichung der
Skalar-Geschwindigkeitsschwankung wird durch Annahme eines strukturellen Gleichge-
wichts eine algebraische Gleichung abgeleitet. Es zeigt sich aber, dass eine explizite Losung
einfacher, d.h. ohne Aufstellen einer Funktionsbasis, gefunden werden kann.

6.1 Transportgleichungen eines passiven Skalars

Die allgemeine Bilanzgleichung fiir einen passiven Skalar ohne Quellen, der in einer in-
kompressiblen Strémung transportiert wird, lautet:

dop Oouio 0 0o
_ D .
ot " oz, 0z |°7 %00,

(6.1)

Die zeitliche Anderung des Skalars wird somit nur durch den konvektiven und diffusi-
ven Transport des Skalars verursacht. Die Diffusivitdt Dy ist hierbei eine Stoffgréfie des
speziellen Skalars. Analog zu den Impulsgleichungen ist die molekulare Diffusion in tur-
bulenten Stréomungen von untergeordneter Bedeutung. Zur Vereinfachung wird deshalb

25
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eine Damkohler-Zahl von eins angenommen, d.h. D, = v. Da die Transportgleichungen
fiir einen passiven Skalar in turbulenten Strémungen weniger bekannt sind, werden nach-
folgend alle fiir das Modell notwendigen Gleichungen hergeleitet.

6.1.1 Mittelwert eines passiven Skalars

Die Transportgleichung fiir den statistischen Mittelwert des Skalars erfolgt nach Einsetzen
des Ansatzes (2.1) in die Transportgleichung (6.1) unmittelbar nach der Mittelung;:

8@@8@%&_ 9 [ 8&} 8@uk¢/

_ 2
ot 9z 0z % O Dy (6:2)

Wie in den Impulsgleichungen tritt auch in dieser Gleichung ein zweites statistisches Mo-
ment auf, weshalb die Gleichung nicht geschlossen ist. Es muss daher wiederum ein Modell
eingefithrt werden, diesmal fiir W Der infolge der Mittelung neu entstandene, letzte
Term in Gleichung (6.2) gibt den Einfluss der Turbulenz auf den Transport des Skalars
wieder. Wird dieser Term mit dem Integralsatz von Gauf} iiber das gesamte Rechengebiet
integriert und angenommen, dass die Schwankungen auf den Rédndern konstant sind, folgt:

00Uy [ g Fn dA=Y" g Ty Ay =0 6.3
(S v~ [ G dA = 3 g e A= (6.3
k

Gleichung (6.3) ist durch die Tatsache motiviert, dass die Geschwindigkeitsfluktuation u;
auf festen Randern verschwindet und ¢ in der konstanten Zustréomung zumeist verschwin-
det bzw. am Ausstromrand vernachléssigt werden kann. Der Term beeinflusst somit die
Erhaltung des Skalars nicht, sondern bewirkt eine Umverteilung. Der Rechenaufwand zur
Bestimmung des Skalars sollte moglichst gering sein, weshalb das Modell fiir die Skalar-
Geschwindigkeitsfluktuation moglichst keine Transportgleichungen benotigen sollte. Fiir
die Skalar-Geschwindigkeitsfluktuation wird daher eine explizite Darstellung gesucht.

6.1.2 Varianz eines passiven Skalars

Zu den wichtigsten statistischen Momenten héherer Ordnung gehort die Varianz einer
Grofle. Bei den Geschwindigkeiten ist dies die turbulente kinetische Energie. Fiir einen
beliebigen Skalar hat diese Grofie keinen bestimmten Namen, weshalb die allgemeinere
Bezeichnung Varianz 9 = 1 ¢/ ¢/ verwendet wird. Die Transportgleichung ergibt sich, wenn
in der allgemeinen Transportgleichung (6.1) die Kontinuitétsgleichung ausgeklammert und
die Gleichung dann mit der Fluktuation des Skalars ¢ multipliziert wird:

0 qb 0 <;§ 0 0¢
/ / — A 4
DA Tt M{ ax,j (6.4
A ]53 P
Werden die Terme noch einzeln umgeformt, ergeben sich Term A
0o+ ¢  _ 0d 0Ly
/ J— / J—
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und Term B
e 00+ ¢ ,,,3¢ , 0 ¢
09" (Ur, + uy,) Fr S Yy +Q¢uka o + 09’ u o
_ = agb 151 8@5,@5, 1ou ¢ 1 7h lauk 6.6
= oupd g a0l 50U am o9 ¢ (66)
_ a_é ' 5ty 01¢'¢ 0 (7t
und Term C
O [,00] 0 [, 00]_ 0707
O aui | 0xn| " %0ur P 0w | T 0w 0 67)
_78 al(bl(b/ ¢ 0 )
_ank aZL‘k anl‘kal‘k'

Werden die Terme wieder zusammengefiigt und die mit ¢ multiplizierte Kontinuitétsglei-
chung addiert, dann folgt fiir die Transportgleichung der Varianz des Skalars:

06 0 7T ) + 2w 2P 050

(6.8)

009 N 0ou v
ot 8xk

—= _Quk‘

In der Transportgleichung treten neben u} ¢’ noch weitere statistische Momente auf, die
geschlossen werden miissen. Um die gleiche Allgemeingiiltigkeit wie ein Zweigleichungsmo-
dell der Reynolds-Spannungen zu erhalten, muss die Dissipation der Varianz des Skalars

s

83% 83%

gy = (69)
als eigensténdige Grofle betrachtet werden, d.h. eine Transportgleichung fiir die Dissipa-
tion der Varianz geltst werden. Mit der Modellierung dieser Gleichung hat sich Wikstrom
[91] eingehend beschiftigt. Das Losen einer zusétzlichen Transportgleichung erhoht aber
den Rechenaufwand betrachtlich. Um den Aufwand moglichst gering zu halten, wird da-
her von einer Transportgleichung fiir die Dissipation der Varianz abgesehen und in Analo-
gie zu dem turbulenten Geschwindigkeitsfeld modelliert. Das charakteristische turbulente
Zeitmaf} 7, des Skalars bestimmt sich mit der Dissipation:

9
T, = —. (6.10)

Mit der Annahme, dass sich die Fluktuationen einer skalaren Grole proportional zu den
Geschwindigkeitsschwankungen verhalten, l&sst sich das Zeitmafl ausdriicken durch:

%ICEZC? (6.11)
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In den Modellen von So und Nikjooy [75] bzw. Jones [38] wird die Konstante zu eins
gesetzt. Damit folgt fiir die Dissipation des Skalars:

8¢/ o9 ¢
=—1. 12

Fiir die Dreifach-Korrelation schlégt Jones

k: ov

UL = 0C, i, (613)
vor, wiahrend So die einfachere Beziehung
—/l//:_—ﬁa_ﬁ 6.14

empfiehlt. o; ist eine Proportionalitdtskonstante, die zu eins gesetzt wird. Da mit der
Formulierung von So gute Erfahrungen gemacht wurden [47], wird sie in dieser Arbeit
beibehalten. Die modellierte Transportgleichung lautet somit:

dov dowmd  ——d¢ D
ot T Tom C 2uYg ,ﬁaxk{(””)

— . 6.15
D v (6.15)

In den Transportgleichungen fiir den Mittelwert (6.2) und die Varianz des Skalars (6.15)
verbleibt u] ¢’ als Einzige zu schliefende Grofe.

6.1.3 Transportgleichung der Skalar-Geschwindigkeitsfluktuation

Die Skalar-Geschwindigkeitsfluktuation tritt in der Transportgleichung des Mittelwerts
direkt auf. Ein Modell fiir einen passiven Skalar muss somit zumindest eine SchlieBung
fiir die Skalar-Geschwindigkeitsfluktuation bereitstellen. Um in Analogie zum expliziten
Spannungsmodell ein explizites Modell fiir die Skalar-Geschwindigkeitsfluktuation herzu-
leiten, muss ihre Transportgleichung vorliegen. Wird in der Transportgleichung des Skalars
(6.1) die Kontinuitétsgleichung ausgeklammert und die Gleichung mit der Schwankung
der Geschwindigkeit in i-Richtung multipliziert und wird in der Impulsgleichung ebenfalls
die Kontinuitéatsgleichung ausgeklammert und die Gleichung mit ¢’ multipliziert, dann
ergibt die Addition der beiden Gleichungen:

(b , U; _ 8(]5 gy 8’111@ - , 8 8(b /8Tik /8p
@ulat+@¢ Fouviu gt odu G = U vt | R e g =
- - (. ~ J/ \/_/
A B C D
(6.16)
Der Term A wird umgeformt zu:
—0¢ o¢ 01Uy 8u _oul ¢
/_ — v 1
oui 57 +0u; . 57 057 (6.17)
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Term B:
P ¢ — aui_—lla(z_5 = = /8(25/ _//8(b’
Quiukaxk + 00 uk@xk = oujuy, o +Qukui8xk +0 ’“kaxk
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Term C:
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(6.19)
Term D:
T aﬁ T
Ly 9w 00 (6.20)

Damit folgt fiir die Transportgleichung, wenn die mit u} ¢’ multiplizierte Kontinuitatsglei-
chung addiert wird:

Y Y 7 . _
doul ¢ +69ukuz¢ _ —@u;u;% _ou 0 u; —@ﬂ TTA 4+ T O
+,ﬂ 0 N 00, 09 0y '
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Die letzten beiden Glieder werden zusammengefasst und gemeinsam modelliert:
1 o¢ ¢ du
—p —2 t =1l,,. 6.22
@p 8@ v aZL‘k ka ¢ ( )

Eine explizite Losung kann nur fiir die algebraische Gleichung gefunden werden. Wie
bei den Reynolds-Spannungen in Abschnitt 4.2 werden die molekularen und turbulen-
ten Diffusionsterme mit den Diffusionstermen der Transportgleichungen der Varianz und
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turbulenten kinetischen Energie modelliert:

0 augb’ Py u ¢ (1 0 ok 10 0
T — 6| = -9 - ov
826] 626] w9y = P 0 kOx; <V+Vt>8xj +19(’3xj <V+Vt>8xj
ubg' |1 1
= D D
2 [k ETY 4
(6.23)
Die Transportgleichung vereinfacht sich damit zu:
dou. ¢y dpupuid 00 00U | _ u; ' | 1 1
? ? J—— A - H . L —D —D .
ot om R T A P P
(6.24)

Analog zu der Anisotropie der Reynolds-Spannungen wird eine dimensionslose Skalar-
Geschwindigkeitsfluktuation eingefiihrt:

(6.25)

Die substanzielle Anderung von f; lautet:

0ofi  dowfi Dfi 1 <Du;¢/ fz{\/5 \/? D (6.26)
ot oz, Dt VEVO\ Dt k Dt 9 Dt

Mit der Transportgleichung der turbulenten kinetischen Energie (4.11) und der Varianz
eines passiven Skalars (6.15) folgt dann:

Dfi_ 1 (Dw_ﬁ[ﬁ vk

5 W(P—8+Dk)+ﬁ(73ﬁ—Eﬁ/kfﬂL,Dﬁ)})a (627)

Dt VY

wobel

— ¢f b _—fff] (6.28)

Um hieraus die substanzielle Anderung der Skalar—Geschwindigkeitsﬂuktuation anzunéhern,
wird wiederum ein strukturelles Gleichgewicht, d.h. Df;/Dt = 0, angenommen. Die
Giiltigkeit des strukturellen Gleichgewichts fiir einen Skalar wurde von Adumitroaie [3]
diskutiert. Daraus folgt unmittelbar:
Dul¢  fi [V Vk
(P — D — —ed/k+D 6.29
W NP D)+ VL (P cofe D). (629
womit die implizite algebraische Transportgleichung der Skalar-Geschwindigkeitsfluktu-
ation notiert werden kann:

£ (3] (gt wmgeon). o
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Nach Einfiihrung des dimensionslosen Gradienten des Skalars

K206
" 5\/1_9 0w,

kann die Transportgleichung in eine dimensionslose Form gebracht werden:

(6.31)

%K; _1> " <7ZLQ9I€_1>:| = =2(bij + 3 655) F — fi (53 +wy) + —= —. (6.32)

6.2 Explizite Darstellung der Skalar-Geschwindigkeits-
fluktuation
Der letzte Term in der Transportgleichung (6.32), der noch einer Schliefung bedarf, ist

die Druck-Skalar-Korrelation II,,. Die allgemeinste lineare Form, die die Superpositions-
prinzipien erfiillt, wurde von Shabany [72] angegeben:

C— __du S
H¢i = —C¢1 E(b, u; + C¢2 (b’u; al‘j + C¢3 (25/ u;

0uj;
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j
(6.33)
bzw. in dimensionslosen Grofien:

vk 1,
NG

Damit ergibt sich dann die geschlossene implizite algebraische Bestimmungsgleichung ei-
nes passiven Skalars:

1/P 1/ Pyk
fi [5 (- —1> +§<€Lﬁ —1> +C¢>1} = —2(1 = Cya) (bij + 3045) F}

£
— (1 =Cyp2—Cy3) fijsij — (1 = Cpo + Cy3) [ wij

= —C¢1 fz + (C¢2 + C¢3) fj Sl'j + (C¢2 — C¢3) fj wl-j —+ 2 C¢4 (sz -+ %52J) Fj.

mit

! P Py k
Ny=3 {2 Cor + <; - 1) + (W = 1)] (6.34)
zu
[Ng 04 + (1 = Cga — Cg3) 545 + (1 — Cyo + Cgz) wij] f; = =2 (1 — Cpa) (bij + 1045) F.
(6.35)

Man kann f; isolieren, wenn die Matrix

Aij = Ny 0ij + K1 sij + Kz wj; (6.36)
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mit K4 = (1 — Cypo — Cy3) und Ky = (1 — Cyo + Cys) eingefithrt wird. Im Gegensatz
zur expliziten Transportgleichung der Reynolds-Spannungen ist f; nur mit einer einzigen
Matrix-Vektor-Multiplikation verkniipft. Es ist daher nicht notwendig, einen Ansatz fiir
die Skalar-Geschwindigkeitsfluktuation einzufiihren:

fe = =2(1 = Cya) A (bij + 3055) . (6.37)
Die inverse Matrix von A wird mit dem Cayley-Hamilton Theorem analytisch gebildet.
Multipliziert man (A.3) mit A™", dann ergibt sich:

det(A) A~ = A% — Atr(A) + L [tr*(4) — tr(A%)] 6, (6.38)
wobei det(A), siehe Anhang A, als
det(A) = § [tr?’(é) + 2tr(é3) —3tr(4) tr(éZ)] (6.39)

geschrieben werden kann. Die Matrix A besitzt keine ausgezeichneten Symmetrieeigen-
schaften, weshalb keine Vereinfachungen moglich sind. Die Invarianten der Matrix lauten:

tr(é) =3 Ny,
tr(A*) = 3N} + Kim + K3, (6.40)
tr(A%) =3 N3+ 3Ny Kini + 3Ny K3 na + K s + 3 Ky K3y,
womit sich die Determinante als
det(A) = Ny — 3 (N Kim + No K3 10) + 4
darstellen lasst. Mit dem Matrixprodukt
A*=NZ6+2Ny K15+ 2Ny Kow+ K7 s + Kjw’ + K1 Ky (s-w+w-s)  (6.42)

folgt fiir die Inverse, mit der Abkiirzung Q; = K2 n, + K32 ny:
(NG —3Q1)d— Ny (Kis+ Kow) + Kis® + Kjw’ + KiFo (s w+w-s)

N3 — iNy Q1+ 5(2 Kz + 2 Ky K5 ma)

(2K}n3 +2 K, K3ny) (6.41)

Al =

(6.43)
Damit ist die explizite Darstellung der Skalar-Geschwindigkeitsfluktuation erreicht. Al-
lerdings muss beriicksichtigt werden, dass in Ny bislang die Abhéngigkeit von f; ver-
nachléssigt wurde. Aus der Definition von N, Gleichung (6.34), erkennt man, wenn die
Produktion der Varianz des Skalars Py (6.28) eingesetzt wird:

N¢:%{20¢1+<E—1)+(—ijj—l)] (6.44)

3

die Nichtlinearitdt der Transportgleichung, da auf der linken Seite von Gleichung (6.35)
Ny noch mit f; multipliziert wird. Analog zu den expliziten Reynolds-Spannungsmodellen
lasst sich eine Bestimmungsgleichung fiir N, gewinnen, indem man die explizite Beziehung
der Skalar-Geschwindigkeitsfluktuation (6.37) mit der analytischen Form der Inversen von
A (6.43) in (6.44) einsetzt. Es ensteht dann eine quartische Gleichung fiir Ny, fiir die keine
geschlossene Losung gefunden werden kann. Wie bei dem expliziten Modell der Reynolds-
Spannungen gibt es somit fiir dreidimensionale Strémungen keine exakte Darstellung. Al-
lerdings zeigte Wikstrom, dass fiir zweidimensionale Stromungen eine geschlossene Losung

bestimmt werden kann, die nachfolgend erldutert wird.
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6.2.1 SchlieBung von N, im R?

Wird angenommen, dass das Stromungsfeld der mittleren Groflien zweidimensional ist,
dann kann ohne Beschréankung der Allgemeinheit ein Koordinatensystem gewéhlt werden,
in dem der Scherraten- und Wirbelstéirkentensor sowie der Gradient des Skalars die Form

S11 S12 0 0 W12 0 F1
é = |S12 —S11 0 s g = | —W12 0 0 s E = F2 (645)
0 0 0 0 0 0 0

annehmen. Es verschwinden dann die Invarianten 73 = 1y = 0 und man iiberzeugt sich
leicht davon, dass auch der Tensor s-w + w - s verschwindet. Damit vereinfachen sich die
Invarianten der Matrix A zu:

tr(A) =3Ny, tr(A%) =3N;+Q1, tr(A%) =3Ns(N;+ Q1) (6.46)

und
det(A) = Ny (N — 1Qu). (6.47)

Das Matrixprodukt vereinfacht sich zu:

AP = N7 5+ 2Ny (Ko s+ Kz w) +3Q1 0% (6.48)

mit é@) aus der Definition (C.1) und die Inverse ist durch

N, é_(K1§+K2ﬂ) -1
Al 02 = = | 2 5— 5@ 6.49
= Ng =3 Ny (NG — 3 Q1) =27 (649

gegeben. Bei Betrachtung der allgemeinen Losung der Reynolds-Spannungen in zweidi-
mensionalen Stromungen (4.34) stellt man fest, dass die Koordinaten bs, mit a # 3 des
Anisotropietensors verschwinden. Der Vektor aus der Multiplikation der Anisotropie mit
dem Gradienten des Skalars besitzt somit keine Komponente in der dritten Indexrichtung.
Der letzte Term in (6.49) kann vernachlissigt werden, da er sich nur auf Az auswirks
und diese Komponente aufgrund der Besetzung von F und b ohne Einfluss in der ex-
pliziten Darstellung der Skalar-Geschwindigkeitsfluktuation (6.37) ist. Im Unterschied zu
den Reynolds-Spannungen folgt damit aus einem zweidimensionalen Stromungsfeld keine
dreidimensionale Skalar-Geschwindigkeitsfluktuation. Mit der so vereinfachten Inversen
A~ folgt fiir die Darstellung (6.37):

2(1-C
gy = 2O N (K syt Kol + 300 Fe (6.50)
N = 3Qu

und die Definitionsgleichung von N, kann umgeschrieben werden zu:
Ny = Ro — f; F;
(Ng — Ro) (N3 = 1Q1) = 2(1 = Ca)[Ny O — (K1 8jn + Kz wjin)][bmi + §0mi] Fi F

0=2N;—2RyN; —(Q1+ R1) Ny + Q1 Ry + Ry,
(6.51)
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ot (20

Ry =2 (1 - C¢4 (b]Z + 5]@)

wobel

Die kubische Gleichung (6.51) kann in der gleichen Weise wie das selbstkonsistente explizi-
te Spannungsmodell in Abschnitt 4.5 gelost werden. Einige Eigenschaften von N4 konnen
bereits anhand eines Sonderfalles diskutiert werden, ohne dass die vollsténdige Losung
bekannt sein muss. Hierzu wird die Gleichung (6.51) umgeschrieben zu:

2(Ny — Ro) (N — 1Q1) = Ry Ny — Rs. (6.52)

Verschwindet der Gradient des Skalars, dann verschwinden auch R; und R,. Die Inverse
éfl kann nicht gebildet werden, wenn Nf, — 1¢); = 0, somit lautet die Losung:

N¢ - Ro.
Man muss somit nachweisen, dass:
NZ —1Q1 #0 bzw. Ry > 1Q.
Mit der Definition von Ry und (), folgt:

1 P1* )
5 2C¢1—2+z —K27]2>K1 M. (653)

Da 7 < 0, ist die kritischste Situation, wenn 7ns verschwindet und 7; grofl wird. Setzt
man 1y = 0, folgt:

1 P (P)°
Mit der Abschétzung des quasi-selbstkonsistenten Spannungsmodells aus Abschnitt 4.6

lautet das Verhéltnis von Produktion zu Dissipation:

P 2 7]1
L =96 = 6.55
e ST 83 0An, (6.55)
womit Gleichung (6.54) umgeformt werden kann:
2 K2 (4 + 1.83 /04m) 2 <(2Cs1 — 2)% (4 + 1.83 /0.4 7,)? 650

+4(2C4 —2) (4+1.83/0.4m)m1 + 4.

Aus dieser Gleichung lassen sich nach einem Koeffizientenvergleich die Bedingungen:

(2051 —2)[1.83% 04 (20, —2) +16] , 20, —2 4

K — K ———— 1.5
32 NS T MU oTIRsr 04
gewinnen. Sind die Koeffizienten des Skalar-Druck-Korrelationsmodells (6.33) positiv,
dann ist K; maximal eins. Damit sind die Ungleichungen erfiillt, wenn Cy; > 2.

K} <
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6.2.2 Schlieflung von N, durch Modifikation des Skalar-Druck-
Korrelationsmodells
Um die Losung der kubischen Gleichung (6.51) fiir N zu vermeiden, untersuchte Wikstrom

[91] eine Modifikation des Skalar-Druck-Korrelationsmodells. Wikstrom verwendete ein
Modell, dass um einen Term erweitert wird:

k £ —— —
g = ~(Con(Tr) = Cgs —5Ps) 1 ¢ i+ (Coz + C) &' S

94 (6.57)

+ (C¢2 — C¢3) Qb/ u; VV,‘j + C¢4 u; u; a—

Ty

bzw. in dimensionslosen Grofien:
VE T,

% ;5 = _(Ctbl(Tr) + C¢5 fj Fj) fz + (C¢2 + C¢>3) fj Sij (6.58)

+ (Cy2 — Cg3) fijwij + 2 Cpa (bij + 10i5) F.

Diese Form des Skalar-Druck-Korrelationsmodells verletzt die Superpositionsprinzipien,
aber durch die Einfiihrung eines Terms, der von der Produktion der Varianz abhéngt, kann
bei giinstiger Wahl der Konstanten Cys; die Transportgleichung der Skalar-Geschwindig-
keitsfluktuation wesentlich vereinfacht werden. In der Transportgleichung dndert sich nur
Ng. Anstelle von Gleichung (6.44) gilt nun:

No=glecamy+ (Z-1) -1 - - car s (659

Setzt man Cys = 1, dann verschwindet die Skalar-Geschwindigkeitsfluktuation aus Ny
und Gleichung (6.35) ist linear in der Skalar-Geschwindigkeitsfluktuation. N, entspricht
damit dem in Gleichung (6.52) diskutierten Sonderfall bei verschwindendem Gradien-
ten des Skalars, d.h. Ny = Ry. Es konnen dann auch die Aussagen iiber die Monotonie
von N; — 1@); iibernommen werden. Man beachte, dass Wikstrom, um das Druck-Scher-
Korrelationsmodell besser an den jeweiligen Stromungszustand anzupassen, den Koeffizi-
enten Cy mit dem Verhéltnis der Zeitskalen parametrisiert:

(6.60)

6.3 Implementierung des Skalar-Geschwindigkeitsfluk-
tuationsmodells

Analog zu den Reynolds-Spannungsmodellen soll die Skalar-Geschwindigkeitsfluktuation
mit einem impliziten Anteil in die numerische Losung der Gleichung (6.2) implementiert
werden. Im Gegensatz zu dem expliziten Modell der Reynolds-Spannungen kann aber
aus dem expliziten Skalar-Geschwindigkeitsfluktuationsmodell (6.37) kein impliziter An-
teil abgespalten werden, der sich einfach in den Loser implementieren lassen wiirde. Aus
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numerischer Sicht ist eine Stdrkung der Diffusionsglieder besonders giinstig. Dies wird
beispielsweise mit dem isotropen Gradienten-Diffusionsansatz:

;v 99
QPm, 0Ty,

oul, ¢ =— (6.61)
erreicht. Ein Gradienten-Diffusionsterm kann zwar aus dem expliziten Modell abgespaltet
werden, dieser Term skaliert jedoch nicht mit 14, sodass im Loser dann ein neues Feld
fiir die isotrope Diffusivitit in der Transportgleichung des Skalars bereitgestellt werden
miisste. Es ist daher vorteilhaft, den Gradienten-Diffusionsansatz direkt als Korrekturan-
teil in das Modell einzuarbeiten:

(6.62)

@Wz[@ﬂﬁfmw i aﬂ L
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Mit dem expliziten Modell nach Gleichung (6.37) ergibt sich nach kurzer Umrechnung;:

k?2 2(1—C¢4) C 8¢_> Vi 8¢_>
5l b — —p H,:— —*6,. -0 6.63
0 ¢ e [N;—%Ql 7 Pry ™M O QPm, 0Ty, (6.63)
wobei, wenn fiir éfl die zweidimensionale N&herung (6.49) eingesetzt wird,

Im Stromungsléser muss dann nur der erste Summand von (6.63) explizit berechnet wer-
den. Konsistent zum verwendeten Turbulenzmodell wird, wenn die semi-viskose Unter-
schicht mit simuliert wird, das Skalar-Geschwindigkeitsfluktuationsmodell (6.63) mit der
Déampfungsfunktion f, des Modells multipliziert.

6.4 Verifizierung des Skalar-Geschwindigkeitsfluktua-
tionsmodells

Bevor das Modell in komplexen Stromungen eingesetzt wird, empfiehlt es sich, die grundle-
genden Modelleigenschaften in einer einfachen Strémung zu iiberpriifen. Aulerdem muss,
da im Gegensatz zum Modell von Wikstrom kein variables Zeitskalenverhéltnis zuge-
lassen wird, der Koeffizient Cy; neu kalibriert werden. Die Teststromung sollte einfach
zu berechnen sein, um numerische Probleme auszuschliefen, aber gleichzeitig verlassli-
che Vergleichsdaten zur Kalibrierung von Cy; besitzen. Zur Verifizierung des Skalar-
Geschwindigkeitsfluktuationsmodells wird eine Kanalstromung mit einem passiven Skalar
berechnet, von der Wikstrom [91] eine DNS durchfiihrte. Die Reynolds-Zahl, gebildet
mit der halben Kanalhtéhe H und der Wandschubspannungsgeschwindigkeit w.,, betragt
Re,; = 265. An der unteren Wand des Kanals wurde der Skalar mit 1 vorgegeben und an
der oberen Wand mit -1. Die turbulente Prandtl-Zahl des Skalars betragt Pr, = 0.71.
Fiir die Stromung wurden Wandhaftung und ein Druckgradient in Stromungsrichtung von
—0.0189 kg s~2m~2 vorgegeben. Als Turbulenzmodell wurde das lineare Wirbelzihigkeits-
modell von Lien-Leschziner [45] verwendet, das in Abschnitt 7.2.2 beschrieben ist. Nach
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mehreren Berechnungslédufen wurde der Koeffizient auf Cy; = 6.2 festgelegt. Es ergeben
sich dann die dimensionslosen Profile, Abbildung 6.1 und 6.2, wenn die Grofien mit den
Wandwerten

__v 99
~ Pryu, 0y

or und ur =/7/0 (6.65)

wand

normiert werden. In dieser einfachen Stromung kann die Fluktuation normal zur Wand
v ¢/ bereits mit dem konventionellen Gradienten-Diffusionsansatz (6.61) gut beschrieben
werden und somit auch das Profil des Skalars. Der Gradienten-Diffusionsansatz (6.61)
unterdriickt aber die Fluktuation tangential zur Wand und widerspricht diesbeziiglich der
DNS. Der konstante Koeffizient Cy; kann die starke Variation der Schwankungsgréfien na-
he der Wand nicht wiedergeben, aber beide Fluktuationen stimmen im Gleichgewichtsbe-
reich der Kanalstromung gut mit der DNS {iberein. Durch die Dampfungsfunktion stimmt
die wandnormale Fluktuation im gesamten Kanal gut mit der DNS {iberein.

_25 Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y/H

Abbildung 6.1: Vergleich  dimensionsloser  Skalarprofile in der Kanalstromung,
Gradienten-Diffusionsansatz (GD) gegen explizites Skalar-Geschwin-
digkeitsfluktuationsmodell (ESGF), (Re, = 265, DNS Wikstrom [91])

Durch den Wegfall des Zeitskalenverhéltnisses im Koeffizient Cy; tritt die Varianz nicht
mehr im Modell auf. Damit wird der minimal méogliche Aufwand einer numerischen Si-
mulation erreicht, indem nur die Transportgleichung fiir die gesuchte Grofie (Mittelwert
des Skalars) gelost werden muss.
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Abbildung 6.2: Dimensionslose Skalar-Geschwindigkeitsfluktuationen in der Kanal-
stromung (Re, = 265, DNS Wikstrom [91])

Das entwickelte Modell der Skalar-Geschwindigkeitsfluktuation kann zwischen den einzel-
nen Fluktuationen stérker differenzieren als die bisher iiblichen Gradienten-Diffusionsan-
sitze. Die Verteilung des Skalars in verschiedene Raumrichtungen wird dadurch wesentlich
besser erfasst. Das Modell hat damit das Potenzial, Vermischungsprozesse korrekter zu
beschreiben oder in Stromungen mit Warmeumsatz den Warmestrom durch eine Begren-
zungswand besser vorherzusagen.
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Numerisches Verfahren

Fiir die Navier-Stokes-Gleichungen gibt es nur bei einfachsten Geometrien analytische
Losungen. Im Falle turbulenter Stréomungen sind sogar gar keine exakten Losungen be-
kannt. Allgemeine Problemstellungen kénnen daher nur mit numerischen Verfahren bear-
beitet werden. In der Stromungsmechanik sind deshalb schon seit vielen Jahren numeri-
sche Simulationen weit verbreitet. Die Entwicklung der numerischen Methodik ist nicht
Gegenstand dieser Arbeit. Es wird das Verfahren von Xue [96] verwendet, das speziell zur
Simulation turbulenter dreidimensionaler Stromungen entwickelt wurde. Da die Eigen-
schaften des Losungsverfahrens aber wesentlichen Einfluss auf die Simulationen haben,
wird im Folgenden ein kurzer Uberblick iiber das Verfahren gegeben. Ausfiihrlicher wird
auf die Implementierung der Turbulenzmodelle eingegangen, die im Rahmen dieser Arbeit
entwickelt wurden. Genauere Einzelheiten des Algorithmus sind der Beschreibung [96] zu
entnehmen.

7.1 Diskretisierung

Grundlage des Verfahrens ist die Finite-Volumen Methode, bei der das Rechengebiet in
viele kleine Volumina unterteilt wird. Eine umfassende Darstellung der Finite-Volumen
Methode kann Ferziger u.a. [22] entnommen werden. In der benutzten Version diirfen die-
se Volumina nur aus Hexaedern bestehen. Dadurch entsteht ein strukturiertes Gitter, das
das Rechengebiet als logischen Quader, dessen Volumenanzahl entlang einer Koordinaten-
richtung konstant ist, abbildet. Dies fithrt dann zu diinn besetzten Gleichungssystemen
mit einer regelméBigen Struktur, die mit effizienten Losungsverfahren, Stone [85], ko-
stengiinstig gelost werden konnen. Allerdings erschwert die Beschrinkung auf Hexaeder
die Gittergenerierung erheblich. Um auch komplexe Geometrien flexibler behandeln zu
konnen, gestattet das Verfahren die Aufteilung des Rechengebiets in Blocke. Innerhalb
eines Blocks ist das Gitter immer strukturiert, aber an den Grenzen der Blocke brauchen
die Volumina auf beiden Seiten nicht iibereinstimmen. Dadurch ist es moglich, lokale
Zonen mit hoher Volumenanzahl einzufiigen. Da die gesuchten Gréfien jeweils im geome-
trischen Zentrum eines Volumens gespeichert werden, entspricht die Anzahl der Volumina
der Anzahl der Unbekannten, wodurch eine grofle Anzahl an Volumina zu einer genaueren
Wiedergabe der Stromung fiihrt.

69
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Bilanzeigenschaften der Gleichungen werden beriicksichtigt, indem fiir jede Fléiche eines
Hexaeders eine Flussbilanz aufgestellt wird. Die diskretisierte Flussbilanz einer Flache
muss auf beiden Seiten die gleichen Funktionswerte verwenden, wodurch die Erhaltung
des Flusses zwischen zwei Volumina garantiert wird. Es konnen daher beliebige Diskreti-
sierungen verwendet werden, die dieser Forderung gentigen. Diskretisierungen, die diese
Bedingung erfiillen, sind beispielsweise das zentrale Differenzenschema oder monotone,
limitierte stromaufwérts gerichtete Differenzenschemata, die einen Kompromiss aus Ge-
nauigkeit und numerischer Robustheit bieten. Die instationdren Terme der Gleichungen
werden mit einem impliziten Schema zweiter Ordnung diskretisiert. Dies erfordert zwar
die Losung eines Gleichungssystems, bietet aber die Moglichkeit, den Zeitschritt nach
rein physikalischen Gesichtspunkten zu wéhlen. Das Verfahren bleibt auch bei unendlich
groflen Zeitschritten stabil, wodurch stationdre Stromungen direkt iterativ gelost werden
konnen.

Die Gleichungen des Systems werden, beginnend mit den Impulsgleichungen, sequenziell
hintereinander gelost. Um das Verfahren gleichermaflen fiir inkompressible wie fiir kom-
pressible Medien einsetzen zu koénnen, wird eine Korrektur des Druckfelds angewandt,
die von Demirdzi¢ u.a. [16] vorgeschlagen wurde. Hierbei wird in der Massenerhaltung die
Kompressibilitat des Fluids beriicksichtigt. Die Dichte wird bei inkompressiblen Stréomun-
gen konstant gehalten oder bei kompressiblen Stromungen aus Druck und Temperatur
mittels der idealen Gasgleichung berechnet. Die bei zellzentrierter Speicherung mégliche
Entkopplung von Druck- und Geschwindigkeitsfeld wird durch eine Rhie und Chow [57]
Interpolation unterbunden. Nach den Impulsgleichungen werden die Transportgleichun-
gen fiir Energie und die turbulenten Léngen- und ZeitmafBle gelost. Fiir problemspezifische
Fragestellungen, etwa die Ausbreitung eines passiven Skalars, notwendige Transportglei-
chungen werden im Anschluss gelost.

Zur Beschleunigung zeitintensiver, komplexer Simulationen kann das Verfahren auf einem
Parallelrechner genutzt werden. Die programmtechnische Umsetzung orientiert sich an
den Konzepten der Untersuchungen von Lilek u.a. [46]. Dazu wird das Rechengebiet in
mehrere Blocke unterteilt, die dann von mehreren Prozessoren bearbeitet werden kénnen.
Die Blocke konnen beliebig auf die Prozessoren verteilt werden. Die Rechenzeit sinkt
proportional zur grofiten Volumenanzahl, die ein Prozessor parallel bearbeitet. Im Sinne
einer moglichst optimalen Rechnerausnutzung sollte deshalb auf allen beteiligten Prozes-
soren die gleiche Volumenanzahl vorhanden sein. Die Diskretisierung und die Losung des
Gleichungssystems eines einzelnen Blockes bleibt im Mehrprozessorbetrieb unverdndert.
Gegeniiber dem Einprozessorbetrieb muss lediglich beim Datenaustausch zwischen den
Blocken eine Kommunikationssoftware eingesetzt werden, die Daten {iber Netzwerkverbin-
dungen austauscht. Die verwendete Kommunikationssoftware ist frei erhéltlich und wurde
auf verschiedene Rechnerarchitekturen portiert, wodurch das Programm unabhéngig von
einer bestimmten Rechnerarchitektur ist. Die verwendete Standardsoftware wurde bei
Grobstruktursimulationen auf einem Massivparallelrechner (CRAY T3E) iiberpriift und
zeigte auch bei Benutzung von mehr als 250 Prozessoren keinen Leistungsabfall. Die Si-
mulationen in dieser Arbeit wurden auf dem institutseigenen PC Cluster mit bis zu 30
PC durchgefiihrt, sodass eine erhebliche Rechenzeitersparnis erzielt werden konnte.
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7.1.1 Diskrete Form der allgemeinen Transportgleichung

Das implementierte Diskretisationsschema wird anhand der Transportgleichung fiir ei-
ne generische Grofle ¢ veranschaulicht. Wie die Impuls- oder Transportgleichungen der
turbulenten Lingen- und Zeitmafe enthilt die Gleichung die zeitliche Anderung, einen
Diffusionsterm, einen konvektiven Anteil und einen Quellterm:

W"‘Z‘(@Q(b)_Z'(FZQﬁ):Q (7.1)
Der Diffusionskoeffizient I' wird, wie im Falle der Transportgleichungen des Stromungs-
feldes, als ortsabhéngig angesehen. Das verwendete Verfahren teilt das Rechengebiet in
kleine Kontrollvolumina auf, die sich, ohne zu iiberschneiden, iiber das gesamte Gebiet
erstrecken. Das Verfahren fordert dann, dass in jedem dieser Kontrollvolumina die Bilanz-
gleichung (7.1) erfiillt ist. Als Kontrollvolumen sind in dem angewandten Verfahren nur
Hexaeder zugelassen, wie in Abbildung 7.1 skizziert.

Abbildung 7.1: Kompassnotation eines Kontrollvolumens

In der folgenden Beschreibung wird die Kompassnotation angewendet, wobei Grofibuch-
staben die Zentren der benachbarten Kontrollvolumina kennzeichnen (W = West, E =
East, S = South, N = North, B = Bottom, T = Top) und Kleinbuchstaben die Teilober-
flachen (w = west, e = east, s = south, n = north, b = bottom, t = top). In diskreter
Form lautet die Transportgleichung fiir ein Kontrollvolumen:

Cpo" =) Cf ™ =Q". (7.2)
f

Hierin bezeichnen hochgestellte Indices den Ort, an dem die Grofle ausgewertet wer-
den soll und der untere Index der Koeflizienten markiert die Flache, an der die Bilanz
ausgefithrt werden soll. Da die Variablen nur an den Volumenzentren vorhanden sind,
muss das Diskretisationsschema die Werte auf den Kontrollflichen mit den Werten in den
Volumenzentren in Verbindung setzen. Auf das Diskretisationsschema wird nachfolgend
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genauer eingegangen, sodass hier der Index N f, siehe Tabelle 7.1, die Beziehung zwischen
dem Wert auf der Oberflache und dem benachbarten Volumenzentrum veranschaulicht.

flwlels|n|b]|t
NF|W |E|S|N|B|T

Tabelle 7.1: Zuordnung der Flidchenwerte zu Volumenzentren

In Q sind neben dem urspriinglichen Quellterm alle Anteile aus Diffusion und Konvektion
enthalten, die explizit behandelt werden. Die Berechnung der Koeffizienten ergibt sich aus
der Integration der Transportgleichung (7.1) unter Berticksichtigung des Integralsatzes von

Gauf 9 06
0

AV —TI'Vo)-dA = dV 7.

/Vat +/av(w¢ V¢)-dA /Vq : (7.3)

wobei OV die Oberflache des Volumens bezeichnet und dA das aus dem Volumen heraus-
zeigende Fliachenelement der Oberflache ist. Wird die Integration fiir ein Kontrollvolumen
mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ausgefiihrt, wird nur ein Punkt im Volumen
bzw. auf den Flachen benotigt und es folgt

909 PVP Tve)y . A =" vP 74
v +zf:(92¢— Vo) A =q : (7.4)

Die Summation muss iiber alle Teiloberflichen des Kontrollvolumens um P erfolgen. V¥
gibt den Volumeninhalt des Kontrollvolumens an und A’ ist der nach aufien gerichtete
Flachenvektor der Teiloberflache f. Mit der diskreten Form der Massenbilanz (2.5), d.h.
p=1,¢g=0und I'=0

(55) v+ Stew’ 4o (75)

kann die zeitliche Anderung von ¢ umgeformt werden. Zusitzlich wird fiir den Massen-
fluss durch die Fliche f die Abkiirzung F/ = (pu)/ A’ eingefiihrt, womit die diskrete
Transportgleichung ¢ lautet:

do\"

P P foP Fof foAf _ PP

9<at)V—§F¢>+§ Flgf =y (rve¢) - A =¢" VP (76)
! f f

Zeitdiskretisierung

Die zeitliche Anderung einer GroBe im Zeitintervall At wird voll implizit mit der Ordnung
(At?) durch einen quadratischen Ansatz mit zwei zuriickliegenden Zeitebenen approxi-

miert: b,
(a_¢) 36" — 400 5+ OF aas

ot 2At (7.7)
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Diffusionsterm

Der im Diffusionsterm auftretende Gradient wird in dem lokalen Koordinatensystem einer
Kontrollfldche diskretisiert. Dazu wird die Kontrollfliche betrachtet, die zwischen den Vo-
lumina um L und R liegt, sieche Abbildung 7.2. Die kovarianten Basisvektoren sind hierbei
durch die Ortsvektoren der Volumenzentren bzw. die Kontrollvolumenecken definiert:

g, =X"-X" g, = X"+ X -X°-X")/2; g, =(X'+X’-X*-X")/2. (7.8)

Abbildung 7.2: Koordinatensystem einer Kontrollvolumenflache

Die allgemeine Darstellung des Gradienten im Zentrum der Kontrollfliche in der kontra-
varianten Basis lautet:
[9X0) [9X0) [0X0)

Vol = == ¢' + == ¢ + == ¢°. 7.9

Vo 8{12+8§22+8§32 (7.9)
Die Koordinatenlinie ¢! ist genau durch die Verbindung von L nach R definiert, weshalb
die erste Komponente direkt mit den Werten aus dem Volumenzentren berechnet werden
kann. Werden die weiteren Komponenten durch den Gradienten ausgedriickt, folgt:

Vol = (6" — o) g' + (Vo)] ¢* + (Vo)] ¢°. (7.10)

Die unbekannten Terme (V)3 und (V$)} werden im Verfahren durch einen gradientenba-
sierten Ansatz berechnet, der auf Demirdzi¢ u.a. [17] zuriickgeht. Durch dieses Vorgehen
wird eine Interpolation der Gréflen auf die Ecken der Kontrollfliche vermieden. Weiterhin
vereinfacht sich die Austauschprozedur im Rahmen der Parallelisierung, weil nicht auf eine
spezielle Interpolationstechnik Riicksicht genommen werden muss. Das gradientenbasierte
Vorgehen erlaubt zudem eine einfachere Erweiterung des Verfahrens auf beliebig geformte
Kontrollvolumina. Die lineare Interpolation der Gradienten in den Volumenzentren zur
Kontrollflache lautet:

(Vo) = (Vo)1 g' + (V)2 g° + (V)3 g°. (7.11)

Die spitzen Klammern kennzeichnen die lineare Interpolation einer Grofie auf die Kon-
trollfliche (v)) = % (1 — A) + ¢ \. Die Gewichtung ergibt sich aus den Ortsvektoren der
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Volumenzentren bzw. des Kontrollflachenzentrums:

|2f — "]
|z — zk| + |zf — 28|

A= (7.12)

Die kovarianten Komponenten des Gradienten kénnen mit den kovarianten Basisvektoren
berechnet werden:

Ny =g, -(Vo);  (No)oa=g,-(Vo); (V)3 =g, (Vo), (7.13)

womit sich der interpolierte Gradient umschreiben ldsst:

(Vo) =g, - (No) g" +g,- (Vo) > +g,- (Vo) g°. (7.14)

Aus der Subtraktion von (7.14) von (7.10) ergibt sich dann die gesuchte Berechnungsvor-
schrift fiir den Gradienten:

Vol = (V0) + (6" — ¢" — g, (V9)) g' + (¥0)] — g, (¥9) ¢* + (V0)3 — g~ (¥9)) &

(7. 15)
Werden die kovarianten Komponenten auf der Flidche mit dem interpolierten Gradienten
approximiert

(Vo) ~ g, (Vo) (V)i ~ g, (V0), (7.16)

dann reduziert sich die Berechnungsvorschrift des Gradienten auf der Kontrollfliche zu:
f R L A

V¢! = (Vo) + (¢ — " — g, - (V9)) g A (7.17)

Z1

wobel der kontravariante Basisvektor durch

g = 9,79 A (7.18)
9,°9,%95 9,°4
ersetzt wurde. Der Diffusionsterm der Transportgleichung ist damit durch
—(TY ¢) - AT =T/ [(¥9) + (9" — 9" — g, - (V9)) 4’ LA
= g, - A (7.19)

= -TVd(¢" —¢") —T/(A —dg,)- (Vo)

mit d = (A’ - A7)/ (g, - A) diskretisiert. Die bendtigten Gradienten in den Zellzentren
werden mit Hilfe das Integralsatzes von Gaufl mit auf den Kontrollflichen interpolierten
Werten berechnet (vergleiche Ferziger u.a. [22]):

> AT (o)
(Vo)" = fT- (7.20)
Im Programm erfolgt die Berechnung flachenweise iiber alle Kontrollflichen und anschlie-
Bender Normierung mit dem Volumeninhalt.
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Konvektiver Term

Der konvektive Transport ist bei stromungsmechanischen Problemen von zentraler Be-
deutung. Die Giite des Simulationsverfahrens wird daher wesentlich von der Genauigkeit
der Diskretisierung dieses Terms gepréagt. Der konvektive Fluss einer Gréfle durch eine
Kontrollfldche ergibt sich mit dem Massenfluss zu:

(oug) - AT = Fl¢f. (7.21)

Bei bekanntem Massenfluss ist eine einfache Diskretisierung denkbar, indem der Wert auf
der Fléche linear interpoliert wird.

¢! = () (7.22)

Bei hinreichend kleinen Volumina ergibt sich eine sehr genaue Approximation. Bei grofie-
ren Volumina entstehen Oszillationen, weshalb diese Diskretisierung nicht verwendet wur-
de. Im Verfahren ist daher ein upwind-basiertes Schema implementiert. Reine Upwind-
Schemata (UDS) sind zwar duBlerst robust, aber sehr ungenau. Es kam deshalb ein TVD-
Schema (Total Variation Diminishing) zum Einsatz, das als Korrekturanteil zum Upwind-
Schema formuliert wurde. Mit dem Korrekturanteil d¢/ folgt:

Ff ol = FI(@UPS 4 5¢7) = FI+ of + FI= N + FF 597 (7.23)
Die Abkiirzungen F/* und F/~ sind entsprechend dem Upwind-Schema definiert als:

| F/t = maz(0, F/) | F/'~ = —maz(0, —F/)
FI'>0 F! 0
Fl <0 0 F/

Tabelle 7.2: Definition von F/* und F/~

Der gesamte Konvektionsterm lasst sich dann schreiben als:

S CFFP Y FTof == (FI 4 FI) P 4> (FI 6P + I M) 4+ F gl
f f f

f
== @ ="+ F el
f f

(7.24)

Grundlage des Korrekturanteils ¢/ ist eine Approximation des Wertes auf der Kontroll-
fliche von groflerer Genauigkeit. Dazu miissen weitere Stiitzstellen, als die der Kontroll-
flaiche benachbarten Volumenzentren, hinzugenommen werden. Im Hinblick auf upwind-
basiertes Schema werden die Stiitzstellen in Abhéngigkeit von der Strémungsrichtung
ausgewihlt. Zur besseren Ubersichtlichkeit werden die Stiitzstellen mit D, U und UU
bezeichnet (siche Skizze 7.3).
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Massenfluss —=
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Abbildung 7.3: Stiitzstellen des TVD-Schemas

Die allgemeine Form eines Schemas hoherer Ordnung mit diesen Stiitzstellen lautet:

o' = ¢” + 1L+ (" = ") + (1 = )(¢” = ¢"7)]. (7.25)

Je nach gewéhltem Parameter ( ergeben sich die bekannten Schemata: ( = 1 Zentral-
Differenzen, ¢ = 1/2 QUICK, ¢ = 1/3 Cubic Upwind Interpolation oder ( = —1 Linear
Upwind-Schema. Bis auf das Linear Upwind-Schema kénnen diese Schemata in Abhéngig-
keit der Volumengrofle Oszillationen verursachen. TVD-Schemata unterbinden diese Os-
zillationen, indem sie eine Limitierungsfunktion einfithren, die Extremwerte aus der Ap-
proximation abschneidet. Mit den Abkiirzungen

_1+¢ 1-¢ A
lasst sich die Approximation (7.25) in eine Form iiberfiihren, aus der ein TVD-Schema
abgeleitet werden kann:

A =P —gUs At=gV — " (726)

¢f =" + 1A (7.27)

Die Funktion ¢ kann nun so abgeéindert werden, dass das Schema keine Extremwerte mehr
erzeugt, die Oszillationen verursachen. Eine einfache Limitierung, die dieses gewéhrleistet,

1st:
1 1-—
SOTVD = mazx {0, min (2 , %C + TC T, 2)} . (7.28)

Der gesuchte Korrekturanteil ergibt sich dann zu:
FIo¢l = FI(g"TYP = ¢"P%) = I 1 o"VP AL, (7.29)

Im Stromungsléser muss sich das Schema von selbst an die Richtung des Massenstromes
anpassen. Dazu wird die Anzahl der Stiitzstellen erhoht, damit auf beiden Seiten der
Kontrollfléiche gleichviel Stiitzstellen zur Verfiigung stehen (Abbildung 7.4).

Massenfluss —  yu U D
D ]: U UU —=-— Massenfluss
o—o— —o—o
LL L ' R RR
- |
h h h

Abbildung 7.4: Erweiterte Stiitzstellen des TVD-Schemas
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Mit den Definitionen
A — ¢R_¢L; Al — ¢L_¢LL; AT — ¢RR_¢R; Tl — Al/Am; rT = Ar/Am (730)
kann der Korrekturanteil in Abhéangigkeit des Massenflusses ausgedriickt werden:

Frso - %Ff (pTVD(T,) Af:%Ff QPTVD(TZ)Am
FI<0 o gFTetP() A=y FT TP (AT ) = A™)(=A™) = = FT TV P () AT

Zusammengefasst folgt fiir den Korrekturanteil:
FIgl = FI1otVP AL = i[FITpTVP (el — FI=pTVE ()] A™, (7.31)

In Analogie zu der Diskretisierung des Diffusionsterms sollen nur Werte aus den der
Kontrollfliche benachbarten Volumenzentren benutzt werden. Daher werden die Terme,
in denen ¢ und ¢®f auftreten, durch Gradienten in L und R ausgedriickt. Eine einfache
Vorschrift, die fiir Aquidistante Gitter exakt ist und bei allgemeinen Gittern als Néherung
gilt, lautet (vergleiche Abbildung 7.4):

Al = gh — §FF = gF — ¢ 4 67 — ¢P = —(6" — 9") + 20 V0" (7.32)
bzw.
A7 = R §R = GRR b b — R = (o — 61 120V (733)

Fiir eine ausfiihrlichere Herleitung des Diskretisierungsschematas sowie einen Vergleich
verschiedener Limitierungsfunktionen sei auf die Arbeit von Xue [96] verwiesen. Die Ar-
beit enthélt auch die Untersuchung eines Konvektionsschemas, das die Richtung lokaler
Stromlinien beriicksichtigt. Dieses Schema neigt aber aufgrund der vielfdltigen Interpola-
tionen zu Ostzillationen und wurde daher nicht im Rahmen dieser Arbeit verwendet.

Koeffizienten

Werden die Anteile aus Zeit-, Diffusions- und konvektivem Term zusammengefasst, erge-
ben sich fiir die Koeffizienten des Gleichungssytems folgende Ausdriicke:

3VP
Cf =—FI"+T0d;  Cf =T Zcf (7.34)

und

47 ar— OF

P_ P P=Yt—At t—2At fsaf foAf .

Q" =q"+o A Y Fregr =3 1/ (Al —dg)- (Vo). (7.35)
! f

Die Koeffizienten der Nebendiagonalen sind immer positiv, der Koeffizient der Haupt-

diagonalen bleibt immer gleich oder grofler als die Summe der Nebendiagonalen. Das

resultierende Gleichungssystem ist dadurch diagonaldominant.
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7.1.2 Druckkorrektur

Das in der Arbeit angewandte Verfahren nutzt den Druck als primére Variable. Gegeniiber
dichtebasierten Methoden entfillt die Notwendigkeit einer Druck-Dichte-Kopplung, sodass
sich das Verfahren besonders fiir inkompressible Strémungen eignet. Da in den Navier-
Stokes Gleichungen keine Differenzialgleichung vorhanden ist, aus der der Druck direkt be-
rechnet werden kann, wird aus der Massenerhaltung eine Beziehung abgeleitet, aus der das
Druckfeld bestimmt werden kann. Derartige Verfahren werden Druckkorrekturverfahren
genannt, weil zuerst mit einem angenommenen Druckfeld die Impulsgleichung gel6st und
anschlieBend das Druckfeld korrigiert wird, damit das Geschwindigkeitsfeld die Massen-
erhaltung erfiillt. Es stellt sich folglich ein iterativer Ablauf ein, bis ein Geschwindigkeits-
und Druckfeld bestimmt ist, das gleichzeitig Impuls- und Massenerhaltung gewéhrleistet.

Massenfluss

Bei der Berechnung der Koeffizienten des Gleichungssystems wurde der Massenfluss durch
eine Kontrollfliche als bekannt vorausgesetzt. Durch die Speicherung aller Variablen in
den Zellzentren fiihrt eine lineare Interpolation der Geschwindigkeiten auf die Kontroll-
fliche zu einer Entkopplung von Druck- und Geschwindigkeitsfeld. Die Druckkorrektur
wiirde keine oszillierenden Druckfelder zulassen, die nicht im physikalischen Einklang mit
der Navier-Stokes Gleichung stehen. Um diese Oszillationen zu vermeiden, muss der Mas-
senfluss so interpoliert werden, dass er das Druckfeld beriicksichtigt. Die in dem Verfahren
angewandte Interpolation ist auf Rhie u.a. [57] zuriickzufithren. Ausgangspunkt ist die dis-
kretisierte Impulsgleichung, in der der Quellterm in einen druckabhéngigen und in einen
druckunabhéngigen Anteil zerlegt ist:

Cru” =Y "cfu™ +(QF — ") V", (7.36)
7

Es wird dann eine Pseudogeschwindigkeit @ definiert, die die Impulsgleichung ohne Druck-
einfluss erfiillt:
cra” =Y cra" +Q"v". (7.37)
f

Mit der Pseudogeschwindigkeit kann dann die vollstédndige Impulsgleichung zu
Cru” =Cpa” —vp'v?” (7.38)

umgeschrieben werden. Diese Gleichung soll neben den beiden Volumina mit den Zentren
R und L, die an eine Kontrollfliche stoflen, auch fiir ein virtuelles Kontrollvolumen gelten,
in dessen Zentrum sich die Kontrollfldche befindet:

Clul =cfa —vp! V7. (7.39)

Wird nun die lineare Interpolation der Pseudogeschwindigkeit auf die Kontrollflache durch-
gefiihrt
o = (1 =N ak+ i = (a) (7.40)
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und werden die Pseudogeschwindigkeiten mit der aus den Impulsgleichungen fiir die Vo-
lumina um R, L und f abgeleiteten Beziehung @ = u + Vp V/Cp ersetzt, folgt:

u' +Vp' — = (u) +( Vp— ). (7.41)
C]J: Cp

Mit den Nédherungen

()= () w0 Ga(E) o

kann die Geschwindigkeit auf der Kontrollfliche umgeschrieben werden zu:

W = )+ <01> (7p) — T, (7.43)

Mit der Berechnungsvorschrift fiir den Gradienten auf der Kontrollfldche (7.17) ergibt sich
weiter

uf—<u>—<l> 4 (" —p" =g, (VD)) (7.44)
W=w-AG,) g ar? TP (W :
und der Massenfluss lautet:
Fl=glu/ A =o/ (u)- AT —d <CL> (" —p" =g, - (VD). (7.45)
B g

Die Wirkungsweise dieser Interpolation wird leicht ersichtlich, wenn das eindimensionale
Beispiel in Abbildung 7.5 betrachtet wird. Die Vektoren vereinfachen sich zu den Skalaren:

vpt=0 _—P (7.46)

R LL

p —-Dp
— h L _ .
gl Y Zp 2h

= 2h

Abbildung 7.5: Stiitzstellen der Rhie & Chow Interpolation

Der Druckanteil zur Interpolation des Massenflusses kann umgeformt werden zu:

pEE — 3pl 4 3pR — pRR
1 .

Man iiberzeugt sich leicht, dass der Druckanteil keinen Beitrag fiir konstanten bis zu
quadratischem Druckverlauf p = a+bx + c 2?2 liefert. Ein glattes Druckfeld fiihrt somit zu
einer linearen Interpolation nur aus den Geschwindigkeiten. Erst bei einem oszillierenden
Druckfeld, z.B. p™ = pf* = a, pfif = p! = b, tritt ein Druckanteil in der Interpolation
auf, der der Oszillation entgegenwirkt.

(" =p" =g, - (¥p)) = p" —p" = h 3(Vp" + Vp©) = (7.47)
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Druckkorrekturgleichung

Aufgrund des sequenziellen Programmablaufes, in dem die Bilanzgleichungen fiir Impuls-
und Massenerhaltung hintereinander gelost werden, wird in der Impulsgleichung ein Druck-
feld angenommen, weshalb die Geschwindigkeiten nicht die Massenerhaltung erfiillen. In
einem iterativen Prozess wird das Druckfeld korrigiert, bis im auskonvergierten Zustand
die Geschwindigkeit Impuls- und Massenerhaltung gleichzeitig einhélt. Wahrend dieses
Ablaufes wird die Massenerhaltung erst eingehalten, wenn zusétzliche Terme in die Glei-
chung eingebracht werden. Aus diesen Termen kann dann eine Druckkorrektur abgeleitet
werden. Die erweiterte Bilanzgleichung der Massenerhaltung lautet:

8QP+@P P A f (A
— -V FI+FI(p) =0 7.4
— +%} + F(p)) (7.48)
bzw. 5 5P 5P
9 P pfiey — 980 P f
—V +YF(p) -V > Ff (7.49)
f ey
e

F! entspricht hierbei der Anderung des Massenflusses infolge einer Druckkorrektur p. Bei
kompressiblen Stromungen muss auflerdem beachtet werden, dass der Massenfluss auch
von der Dichtednderung beeinflusst wird. Allgemein lautet die Anderung des Massenflusses

Ff=AF - (ofuf + of 0! + o7 0f), (7.50)

wobel der letzte Term als Produkt aus Korrekturanteilen als vernachléssigbar klein an-
gesehen wird. Die Anderung der Geschwindigkeit auf der Kontrollfliche kann aus der
Interpolationsvorschrift (7.44) abgelesen werden. Wird der Druckgradient vernachlissigt,

ergibt sich:
X V Al
o == (&) A" i) (7.51)

. 5f v\ Af. A R .
Ff:Q—Af~@fyf—@f<—>_ —(p" = p")

£ c N
¢ Plogi-A (7.52)
L (Y-
0 Cp

Durch die Zustandsgleichung idealer Gase kann bei gegebener Temperatur die Dichtednde-
rung auf eine Druckénderung zuriickgefiithrt werden:

0 p : F V\ r .
== = Fl= —o'd B phy. 7.5
o oRT RTp ¢ <CP><p - (7.53)

Nach Einsetzen in die erweiterte Massenerhaltung (7.49) folgt

VP 9pP Ff v i
r_or / al NP, 54
=T 8t+;QRT ZQ d<cp>(p —p") = (7.54)
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In einem auskonvergierten Stromungsfeld verschwindet die Druckkorrektur. Die Genau-
igkeit der Diskretisierung einzelner Terme ist deshalb nicht so bedeutend wie bei Trans-
portgleichungen. Es wird daher eine Diskretisierung gewéhlt, die einen méglichst stabilen
Iterationsablauf bietet. Der konvektive Term in Gleichung (7.54) wird mit dem Upwind-

Schema approximiert
Fr+ p Fr- pr

Ff
i =
oRT oRT
In Analogie zu den Transportgleichungen wird fiir die Zeitdiskretisierung das voll impli-
zite Schema 2. Ordnung gewahlt. Allerdings werden im Programm keine Druckkorrektu-
ren zuriickliegender Zeitschritte gespeichert und die Druckkorrektur in jedem Iterations-
schritt neu initialisiert, sodass der Quellterm keinen Beitrag aus der Zeitdiskretisierung
der Druckédnderung enthélt. Die algebraische Gleichung der Druckkorrektur lautet

(7.55)

Crpt =>_CPpN + M” (7.56)
f

mit den Koeflizienten
Fi= Vv
cP = _ - fd{ —
P X oRTN *zf:@ <c>

3VF Pt v
Ch = Fd{=—1).
P XQAtRT+X(gRT)P+;Q <cp>

Der Parameter y dient dabei zur programmtechnischen Unterscheidung zwischen kom-
pressiblen (x = 1) und inkompressiblen (y = 0) Strémungen. Bei der Herleitung der
Druckkorrekturgleichung (7.54) wurde bei der Anderung des Massenflusses (7.51) infolge
einer Druckédnderung der Gradient vernachléssigt. Dies ist zwar moglich, weil die Druck-
korrektur im auskonvergierten Zustand verschwindet, aber der Gradient entstammt dem
Korrekturanteil, der nichtorthogonale Gitter beriicksichtigt. Dadurch wird die Druckkor-
rekturgleichung bei beliebigen Gittern ineffizient. In dem angewandten Verfahren wird
daher ein zweiter Druckkorrekturschritt durchgefiihrt, bei dem der Gradient als Quell-
term in die Gleichung eingeht. Im Programm werden nach dem ersten Schritt Druck,
Geschwindigkeit und Massenfluss aktualisiert, dann mit der Druckkorrektur der Quell-
term

N V R
Qz—Z@fd<C—P> (V5) (7.57)
!
berechnet und die Gleichung
Crp” =>_CPp + M" +Q (7.58)
!

nochmals gelst. Im Sinne einer moglichst einfachen Programmumsetzung wird im Simu-
lationsverfahren auch im ersten Schritt die Druckkorrekturgleichung (7.58) gelost. Am
Beginn des ersten Druckkorrekturschrittes wird die Druckkorrektur neu initialisiert, wes-
halb der Gradient verschwindet.
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Die hier aufgefiithrte Beschreibung beschréankt sich auf die Diskretisierungseigenschaften
des Verfahrens, die fiir die nachfolgendenen Validierungs- und Anwendungsrechnungen
von Bedeutung sind. Fiir eine Untersuchung und Bewertung verschiedener Spannungsmo-
delle ist eine moglichst hohe Genauigkeit des Verfahrens anzustreben, um Einfliisse aus der
numerischen Losung zu minimieren. Unterschiede zwischen den Simulationen sind dann
auf die unterschiedliche Modellierung der physikalischen Vorgénge zuriickzufiihren. Wei-
terhin ermoglicht die Kenntnis der zugrunde liegenden Approximationsgiite den Vergleich
mit den Ergebnissen anderer Autoren.

7.2 Turbulenzmodellierung

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Losung der statistisch gemittelten Navier-Stokes Glei-
chung (2.6) verfolgt, die zu dem in Kapitel 2 erlauterten Schliefungsproblem fiihrt. In
der praktischen Anwendung haben sich aufgrund ihrer numerischen Robustheit vor allem
lineare Wirbelzdhigkeitsmodelle etabliert. Sie haben den gleichen strukturellen Aufbau
wie der Newton’sche Spannungsansatz fiir die molekularen Spannungen und sind daher
duBerst einfach zu implementieren. Die Wirbelzéhigkeit wird in expliziten Darstellungen
der Reynolds-Spannungen als Produkt aus turbulentem Langen- und Zeitmaf§ dargestellt,
fiir die Transportgleichungen gel6st werden miissen. Bei der Anwendung in komplexen
Stromungen zeigen diese Modelle aber zahlreiche Defekte, wie in Kapitel 2 erldutert. Die
gilinstigen numerischen Eigenschaften kénnen die in dieser Arbeit entwickelten expliziten
Spannungsmodelle bei verbesserter Wiedergabe der Stromungsph&nomene beibehalten.
Die expliziten Spannungsmodelle konnen einfach implementiert werden, wenn sie als li-
neares Modell mit nichtlinearen Ergénzungsgliedern aufgefasst werden, d.h.

v =—-2ké+2u,S+2 B

(7.59)

Im Term B sind dann alle Abweichungen zu linearen Modellen konzentriert. Die in dieser
Arbeit entwickelten Spannungsmodelle lassen sich leicht auf diese Form bringen. Im Falle
des zweidimensionalen Modells (4.34) lautet der Term

B=T,|-"X(s. .
_ g — 9

=

=
e
+
[\
12
[
[\

|
=
T
i
[\
I

(7.60)

Durch diese Aufteilung kann der lineare Anteil implizit in das Gleichungssystem einge-
bracht werden, wodurch die numerische Stabilitidt wesentlich erhoht wird. Da nur die
nichtlinearen Terme explizit behandelt werden, verhalten sich explizite Spannungsmodel-
le numerisch fast wie lineare Modelle. Weiterhin kénnen explizite Spannungsmodelle auch
leicht in bestehende Programme integriert werden, indem die nichtlinearen Anteile als
nachtrégliche Korrekturglieder in speziellen Unterroutinen zusammengefasst werden.

7.2.1 Implementierung der Impulsgleichung

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Spannungsmodelle bieten eine wesentlich all-
gemeinere Darstellung der Reynolds-Spannungen als lineare Wirbelzdahigkeitsmodelle. Im
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Hinblick auf einen Vergleich verschiedener Spannungsmodelle kommt daher der Imple-
mentierung der Reynolds-Spannungen in die Impulslgleichung entscheidende Bedeutung
zu. Die Bilanzierung der Impulserhaltung fiir ein statistisch gemitteltes Stromungsfeld
(2.6) kann leicht in die Form der allgemeinen Transportgleichung (7.1) gebracht werden.
Wird zur einfacheren Darstellung die allgemeine Volumenkraftdichte F vernachléssigt,
ergibt sich in symbolischer Schreibweise

dou

5 +V-(onu)-V-(ov¥V

) =-Y(p+2ovY-0)+V-(ovY" 1) -V (o' t), (7.61)

I

wobei der molekulare Spannungstensor (2.7) zu = gv(Va+ V' @+ 2V - 4§/3) umge-
schrieben wurde. Das Einsetzen der Reynolds-Spannungen nach Gleichung (7.59) fiihrt
zu

do
ot

Iﬁw

+V-(ou vy Vi) =-V-pd)+V-(ov,V'u)+ V- (20, B). (7.62)

|Q|

Hierin ist als Abkiirzung ein numerischer Druck p = p+29(k+v, V-@) und eine Gesamtvis-
kositdt v, = v+ 14 definiert. Die linke Seite entspricht genau dem Aufbau der allgemeinen
Transportgleichung und kann daher in der gleichen Weise diskretisiert werden, weshalb
hier nur die rechte Seite betrachtet werden muss. Die Integration iiber ein Kontrollvolu-
men fiihrt, bei Beriicksichtigung des Integralsatzes von Gauf, zu einer Bilanzierung der
Kontrollvolumenoberfliache:

Qumputs = (—@f Al + Ao vl (YT + AT 207 0] gf) . (7.63)
f

Durch die Bilanzierung iiber die Kontrollvolumenoberflichen wird gewahrleistet, dass auf
zwei angrenzende Volumina die gleichen Krifte wirken. Das angewandte Verfahren bildet
die Werte auf den Kontrollflichen durch eine lineare Interpolation. Die diskretisierte Form
des Quellterms lautet dann:

Qe =Y <—<1>> A+ AT (3) () (T7a) + A7 - 2(5) () @). (7.64)

f

Durch die verallgemeinerte Darstellung der Reynolds-Spannungen vergréflert sich der
Einfluss der Reynolds-Spannungen in der Impulsgleichung. In Verbindung mit Reynolds-
Spannungs-Transportmodellen wurde héufig eine Entkopplung von Reynolds-Spannungen
und Geschwindigkeiten beobachtet, die zu der Entwicklung aufwendiger Diskretisations-
schemata fiihrten [44]. Der hier vorgestellte Ansatz unterbindet mit geringem Aufwand
eine Entkopplung von Reynolds-Spannunngen und Geschwindigkeiten. Grundlage hierzu
ist die Interpolation des Massenflusses, die Druckoszillationen beriicksichtigt. Dazu wurde
das Konzept der apparent pressures (siehe [44]) aufgegriffen. Werden in Indexschreibweise
der Druckterm und die nichtlinearen Spannungsterme ausgeschrieben, erhilt man z.B. fiir
die x;-Komponente:
op +8311+3312+3313 Op— By | OBz | 0Bus

_8901 8:701 81‘2 81‘3 - 81‘1 + 81‘2 + 61‘3 ' (765)
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Man erkennt, dass fiir jede Komponente der Druck mit dem Normalspannungsanteil zu-
sammengefasst werden kann. Dadurch sind die Driicke p; = p — By1, p2 = p — Bgs und
p3 = p — Bss definiert, die nun anstelle des Druckes in Interpolationsvorschrift der Ge-
schwindigkeit auf der Kontrollfliche (7.44) bzw. des Massenflusses eingesetzt werden:

f_ i vR o, (%)
uf = ) — (LN A gr e g (OP@Ny 7.66
i < > <C>gl,j !j(p() p() 91,5 <ax] ) ( )

Der Druck p; verhélt sich hierbei wie ein Skalar, der aber an die Gleichung angepasst
werden muss. Analog zu Gleichung (7.47) iiberzeugt man sich leicht davon, dass bei kon-
stanten bis quadratischen Verldufen die Geschwindigkeit nur linear interpoliert wird.

7.2.2 Transportgleichungen der turbulenten Lingen- und Zeit-
mafle

Neben dem formalen Zusammenhang zwischen Reynolds-Spannungen und Geschwindig-
keitsgradienten sind die turbulenten Léngen- und Zeitmafle ausschlaggebend fiir die nu-
merische Simulation. Durch die Wirbelviskositéit als Produkt aus Langen- und Zeitmafl
wird direkt Einfluss auf den Betrag der Reynolds-Spannungen genommen. In zahlreichen
Untersuchungen wurden daher verschiedene Formulierungen der Léngen- und Zeitmafle
untersucht, zum Beispiel ihre Eignung fiir kompressible Stromungen [34]. Grundsétzlich
lassen sich die hier entwickelten expliziten Spannungsmodelle mit jedem Léngen- und
Zeitmafl kombinieren. Die Wahl einer bestimmten Formulierung kann unter Umsténden
das Ergebnis quantitativ stark verbessern, aber die in dieser Arbeit aufgezeigten qualita-
tiven Unterschiede zwischen den Modellen werden mit jeder Formulierung wiedergegeben,
sodass auf eine Untersuchung verschiedener Langen- und Zeitmafl Kombinationen bewuf3t
verzichtet wurde. Es wurde daher stellvertretend eine Formulierung ausgewéhlt, die die
notwendige Robustheit fiir industrielle Anwendungen besitzt. Dabei sollte die Formulie-
rung auch die Integration durch die semi-viskose Unterschicht gestatten, um auch Effekte
in unmittelbarer Wandnéhe erfassen zu konnen. Das lineare low-Re k& —¢ Modell von Lien
und Leschziner [45] erfiillt diese Anforderungen. Das Modell greift das Konzept der so ge-
nannten Zweischichtenmodelle [60] auf, ohne jedoch explizit zwischen zwei verschiedenen
Modellierungsbereichen zu unterscheiden. Die notwendigen Dampfungsfunktionen sind so
konstruiert, dass im wandnahen Bereich das Eingleichungsmodell nach Wolfshtein [95]
entsteht. Das Modell verwendet die turbulente kinetische Energie & und die Dissipation
¢ als TransportgroBen, aus denen das LéngenmaB £ = V&3 /e und Zeitma T, = k/e
gebildet werden konnen. Ihre Transportgleichungen lauten:

dok Odoujk 0 [ Ok ) )
_ P i . .
1 0z, oz, [Q(V+Vt/ m)ax]} 0P — pe (7.67)
und
doe  Odouje 0 |_ Oe €
_ Pr)2S | =52 B . .
BT oz, 0x [Q(V + v/ Ts)&:cj 07 (fiCaP = frCore) (7.68)
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Die Gleichungen entsprechen der Form der allgemeinen Transportgleichung (7.1) und
konnen ohne Anderung, wie in Abschnitt (7.1.1) erldutert, diskretisiert werden. Die Ko-
effizienten und Dampfungsfunktionen lauten:

k2 Vikn

Coy =144 Cy=192: Pro=1; Pr.—=13 R, ——-— R,= (7.69)
ve v
P P2 1 —e % Ry
fr=l+om h=1-03c"  fi=s— @ (7.70)
Cg k?l'5 2
P = 7f20512L5 e~ f; L.= /@02'75 n (1 — e o f) (7.71)
aq=00022; . =0263%  a,=0.016. (7.72)

In der Originalformulierung von Lien und Leschziner als lineares Wirbelzdhigkeitsmodell
werden dann die Reynolds-Spannungen durch

/{Z2
=2kd;; — 214, S mit v = fucy, = und ¢, = 0.09 (7.73)

!,

berechnet.

Im Hinblick auf die Validierung des in der Arbeit entwickelten expliziten Spannungsmo-
dells unter ingenieurwissenschaftlichen Gesichtspunkten wird ein Verfahren benétigt, das
fiir komplexe Anwendungsfiille geeignet ist. Gleichzeitig sollte das Verfahren eine hohe
Genauigkeit besitzen, um Fehler, die aus der numerischen Losung resultieren, zu mini-
mieren. In den angewandten Verfahren wurden daher verschiedene Entwicklungen der
letzten Jahre kombiniert, um diese Anforderungen zu erfiillen. Die Aufteilung des Re-
chengebietes in Gitterblocke ermoglicht die Erfassung komplexer Geometrien und ist die
Grundlage der Parallelisierung. Durch die gradienten-basierte Diskretisierung entfallt die
Abhéngigkeit von Stiitzstellen aulerhalb der unmittelbaren Néhe eines Kontrollvolumens.
Die Eigenschaften des Verfahrens sind deshalb nicht an strukturierte Gitter gebunden und
konnen direkt auf unstrukturierte Gitter iibertragen werden. Bei hohen Reynolds-Zahlen
sind die konvektiven Anteile der Transportgleichungen von besonderer Bedeutung. Fiir
diese Anteile erfiillt das limitierte, upwind-basierte Konvektionsschema die Forderung ei-
ner genauen Approximation ohne Beeintrichtigung der Stabilitéit des Verfahrens.

Explizite Spannungsmodelle nutzen den Scherraten- und Wirbelstédrkentensor und deren
Invarianten wesentlich ausgiebiger als lineare Modelle. Sie sind daher in einem stérkeren
Mafe von einer moglichst genauen Wiedergabe des Geschwindigkeitsfeldes abhéngig. Eine
Diskretisierung von geringer Ordnung, wie ein Standard Upwind-Schema, fiihrt zu schlech-
ten bzw. falschen Geschwindigkeitsfeldern. Die Vorhersage der Reynolds-Spannungen wird
dadurch direkt beeinflusst. Der Vergleich zwischen verschiedenen Modellen erschwert sich,
weil sich bei nichtlinearen Spannungsmodellen die Koeffizienten mit den Invarianten des
Geschwindigkeitsgradienten @ndern, bei linearen Modellen jedoch konstant sind. Inner-
halb der Arbeit wurden deshalb alle Simulationen mit dem vorgestellten TVD-Schema
durchgefiihrt, damit alle Terme der Transportgleichung von zweiter Ordnung genau ap-
proximiert werden. Dies erméglicht eine genaue Wiedergabe des Geschwindigkeitsfeldes
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bei vertretbarem Gitteraufwand.

Die Implementierung des entwickelten expliziten Spannungsmodells fiihrt nur zu einem
zusétzlichen Quellterm in der Impulsgleichung. Bei der hier vorgestellten Aufteilung in
einen linearen Anteil, der implizit in die Impulsgleichung integriert wird und in einen
nichtlinearen Anteil, der als expliziter Quellterm implementiert wird, bleibt die Stabilitét
und Robustheit des Verfahrens weitgehend unbeeinflusst. Das explizite Spannungsmo-
dell ist nicht an eine bestimmte Programmstruktur gebunden und kann mit geringem
Aufwand in einen beliebigen Stromungsloser implementiert werden. Insbesondere ist die
Erweiterung eines Verfahrens, das lineare Wirbelzéihigkeitsmodelle verwendet, einfach zu
realisieren. Die Transportgleichungen fiir das turbulente Langen- und Zeitmafl miissen
nicht angepasst werden, weshalb das Modell mit beliebigen Formulierungen des turbu-
lenten Lingen- und Zeitmafles kombiniert werden kann. Das Hauptziel der Arbeit ist
die Untersuchung der Wiedergabe des Spannungszustandes in Wechselwirkung mit dem
Geschwindigkeitsgradienten. Die untersuchten Phénomene verlangen eine korrekte Beset-
zung der einzelnen Komponenten des Reynolds-Spannungstensors, fiir die das turbulente
Liangen- und Zeitmafl ohne Bedeutung ist. Es reicht daher aus, innerhalb der Arbeit die
Kombination mit einer Formulierung aufzuzeigen.
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Validierung des kompakten
Spannungsmodells

Um die Leistungsfdahigkeit des zuvor formulierten kompakten Spannungsmodells zu evalu-
ieren, wird das Modell an Strémungen validiert, fiir die experimentelle Vergleichsergebnis-
se vorliegen. Die Validierung konzentriert sich hierbei auf dreidimensionale Stromungen,
bei denen die Turbulenz fundamentalen Einfluss auf das Stromungsfeld hat. Das Vorher-
sagevermogen der expliziten Spannungsmodelle in zweidimensionalen Stromungen wurde
bereits von mehreren Autoren aufgezeigt [1, 88, 66]. Bei den ausgewihlten Testfillen
fithren einfache Wirbelzéahigkeitsmodelle nicht nur zu quantitativen Falschaussagen, son-
dern auch zu qualitativ falschen Ergebnissen, sodass ihre Anwendung in diesen Stromun-
gen nicht angebracht ist. Grundlage der gesteigerten Simulationsqualitéit der EASM ist der
erweiterte Zusammenhang zwischen Reynolds-Spannungen und Geschwindigkeitsgradien-
ten, der eine vollstéandigere Besetzung des Reynolds-Spannungstensors ermoglicht. Diese
Besetzung ist unabhéngig von den verwendeten Transportgleichungen fiir die turbulen-
ten Zeit- und Léngenmafle. Eine Untersuchung verschiedener Formulierungen ist daher
nicht nowendig und alle Validierungsrechnungen koénnen mit einer einzigen Formulierung
durchgefiihrt werden.

In der Validierung werden zuerst die vollausgebildeten Stromungen durch ein quadrati-
sches Rohr und ein axial rotierendes Rohr betrachtet. Bei vollausgebildeten Stromungen
verschwinden die Gradienten in der Hauptstromungsrichtung, wodurch sich die Analy-
se wesentlich vereinfacht. Daher kann bei diesen Fillen anhand der Navier-Stokes Glei-
chung geklart werden, welche Anforderungen ein Spannungsmodell erfiillen muss, um
die Stromung korrekt wiedergeben zu konnen. Die Wirkungsweise einzelner Terme der
Formulierung des expliziten Spannungsmodells kann somit genau iiberpriift werden. Als
weiterer Fall wird die Ausbreitung eines dreidimensionalen Wandstrahls zur Validierung
des entwickelten Spannungsmodells herangezogen. Die Geschwindigkeitsgradienten dhneln
hierbei stark den Gradienten der vollausgebildeten Stromung durch ein Rohr mit quadra-
tischem Querschnitt. Es stellt sich allerdings eine entgegengesetzte Sekundérstrémung ein,
sodass im Rahmen eines expliziten Spannungsmodells die gleichberechtigte Wiedergabe
beider Strémungen eine sorgfiltige Formulierung und Abstimmung des Spannungsmodells
erfordert. Abschliefend wird eine dreidimensionale Grenzschichtstréomung untersucht. In
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diesen Grenzschichten dominieren nur die Gradienten normal zur Wand. Von besonde-
rem Interesse ist bei diesem Fall, inwieweit ein explizites Spannungsmodell bei derar-
tig eingeschrankten Geschwindigkeitsgradienten die Phdnomene einer dreidimensionalen
Grenzschicht erfassen kann.

8.1 Vollausgebildete Stromung durch ein Rohr mit
quadratischem Querschnitt

In Rohren mit nichtkreisformigem Querschnitt werden Sekundéarstromungen in einer Ebe-
ne senkrecht zur Hauptstréomungsrichtung beobachtet. Ursache fiir die Sekundarstromung
sind Anisotropien der turbulenten Normalspannungen, die Wirbel in der Ebene senkrecht
zur Hauptstromungsrichtung erzeugen. Untersucht wurde dieses Phdnomen besonders in
Rohren mit quadratischem Querschnitt. Hierfiir liegen numerische [18] sowie experimen-
telle [12] Vergleichsdaten vor und auch eine direkte numerische Simulation [27]. Betrachtet
man ein quadratisches Rohr entlang der z3-Achse, wie in Abbildung 8.1 skizziert, dessen
Stromung vollausgebildet ist,

S RN
O PRI
Al

Abbildung 8.1: Sekundérstrémung im quadratischen Rohr

dann ergibt sich eine Sekundérstromung mit vier zur Querschnittsmitte symmetrischen
Wirbelpaaren, wie in Abbildung 8.1 gezeigt. Grund fiir die Sekundérstromung ist die
Bildung von Wirbelstdarke in Richtung der Hauptstromung. Die Transportgleichung der
Wirbelstéirke €23, Gleichung (8.1), zeigt, dass Wirbelstérke durch die Schubspannung in
der Querschnittsebene und vor allem durch die Differenz der Normalspannungen der Quer-
schnittsebene gespeist wird.

03 ianﬁj_Q Otz 0 [ 893]_82u’1u’2+82u’1u’2+82(u’1u’1—u’gug) (8.1)

ot U ox; jaxj+8xj V@:cj 0x3 0 x3 0xy 1o

Da die Stromung vollausgebildet ist, verschwinden alle Ableitungen beziiglich x3. Bezo-
gen auf die Gradienten handelt es sich um eine zweidimensionale Stromung, obwohl alle
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Geschwindigkeitskomponenten existieren. Damit verbleiben als Gradienten der priméren
Stromung nur die Anderungen nach x; und w5, d.h. dus/0x; und Jus/dx,, die die Se-
kundéargeschwindigkeiten #; und 4y hervorrufen kénnen. Der Scherraten- und der Wir-
belstérkentensor nehmen dann die Form:

0 0 513 0 0 _513
é = 0 0 Sgg und ﬂ = 0 0 —523 (82)
Sz Saz 0 Sz Sez 0

an. Daraus folgt, dass die turbulenten Spannungen bereits mit einem quadratischen Mo-
dell vollstédndig dargestellt werden konnen, da sich alle Generatoren auf die im Anhang
C gezeigte zweidimensionale Basis zuriickfiithren lassen. Die zusétzlichen Generatoren des
kompakten EASM T' ®) und 2(8/) verschwinden identisch und andere Generatoren bewir-

ken deshalb nur eine Anderung der Koeffizienten. Neue Spannungsanteile entstehen erst,
wenn sich die Sekundérstromung gebildet hat. Jedoch sind diese Anteile gering, weil die
Betriage der Sekundéargeschwindigkeiten deutlich kleiner sind als die Hauptstromung. Eine
genauere Analyse der Modelleigenschaften folgt aus der Betrachtung der Impulserhaltung
fiir eine Sekundérgeschwindigkeitskomponente. Aufgrund der Symmetrie des Problems
reicht es aus, nur eine Sekundérgeschwindigkeitskomponente zu untersuchen. Fiir die Se-
kundéargeschwindigkeit in x;-Richtung gilt bei vollausgebildeter Stromung:

8711 _ 8"L_L1 _ 8"L_L1 1 8]3 aVSH 8V512 8u'1u'1 8u'1u’2
= —— 2 2 — — . (8.3
8t +U181L‘1+UQ81L‘2 @8x1+ 81‘1 + 8:702 81‘1 81‘2 ( )

Mit dem quadratischen Spannungsmodell nach Gleichung (4.35) ergibt sich:

8@1 _ 8@1 _ 8@1 1 8]5 61/511 81/312 2 8
- - R - - N 2 2 —
8t U181‘1+UQ81‘2 @8[L‘1+ 8x1 + 81‘2 381‘1

0 A A
+2 8— (Cu k E |:Sll - _2,1}(31me1 - Wlmsml) + _3,-2—‘tslmSm1:| )
Ty g g

(k +2¢, k:TtQé tr(52)>
9

0 A A
+2 8— (CM k E |:512 - 2_2(31me2 - WlmSmQ) + 2_351m5m2:| ) .
To g g

(8.4)

Wird nun die Form des Scherraten- und Wirbelstérkentensors (8.2) beachtet, dann folgt:

duy, _ Ouy _ duy  10p 20
8t +U1al‘1+ - (

Az
= — k kT2 tr(S?
u26x2 001, 301 G ! g T(S )>

Ay — A, )

(8.5)
ng) + 2 8—1‘2 (2 CM k 7}27513523

0 Az — A
25 (2 e, kT?=2—2
Man erkennt hieraus sofort, dass bei einem linearen Wirbelzdhigkeitsmodell keine Se-
kundérgeschwindigkeit entsteht, da hier Ay, = A3 = 0 gilt. Bei einem expliziten Span-
nungsmodell zeigt sich der Einfluss des Druck-Scher-Korrelationsmodells durch die Diffe-
renz Az — Ay = 1(C5 — Cy). Je nach verwendetem Druck-Scher-Korrelationsmodell kann
auch keine Sekundéargeschwindigkeit entstehen, wenn C3 = C4. Ein grofler Unterschied
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zwischen C'3 und C} fiihrt zu einer gréfleren Sekundargeschwindigkeit. Das Vorzeichen der
Sekundérgeschwindigkeit wird durch absolute Grofie von C's und Cj festgelegt, je nachdem
C5 > Cy oder C3 < (4. Auf die Bedeutung dieser Aussage fiir die Entwicklung von Druck-
Scher-Korrelationsmodellen wurde von Rung u.a. [68] hingewiesen. Dadurch lassen sich
schlechte Ergebnisse mit Reynolds-Spannungstransportmodellen bei der Simulation von
Kanilen mit Querschnittsvariation erkléren, bei denen Druck-Scher-Korrelationsmodelle
mit gleichem C5 und C; verwendet wurden.

8.1.1 Ergebnisse

Zur numerischen Validierung wird das Experiment von Cheesewrigth [12] nachgerechnet.
Die Reynolds-Zahl betriagt 3690 bezogen auf die Breite H des quadratischen Querschnitts
und die mittlere Durchflussgeschwindigkeit W;. Der vollausgebildete Zustand wurde si-
muliert, indem alle Groflen bis auf den Druck vom Ende zum Anfang des Rechengebiets
kopiert wurden. Die Léange des Rechengebiets betrug 3 H und wurde mit 10 Volumina
diskretisiert. In der Querschnittsebene wurde ein kartesisches Gitter mit 72 x 72 Volu-
mina verwendet, wobei die Zellen zu allen Wénden hin verdichtet wurden. Der Wandab-
stand betrigt 0.003 H, wodurch die dimensionslosen Wandabstéinde xt bzw. y* entlang
der Wand zwischen 0.1 und 0.5 variieren. Eine Studie mit hoherer Gitterauflosung in
der Querschnittsfliche zeigte nur vernachlassigbare Unterschiede. Die Rechenzeit, um die
Residuen um sechs Groflenordnungen zu reduzieren, betrug ungeféihr sechs Stunden auf
einem 450 MHz Pentium PC.
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Abbildung 8.2: Isotachen der Hauptstromung und Vektoren der Sekundérstromung bei li-
nearem Wirbelzidhigkeitsmodell (links) und quadratischem EASM (rechts)
im quadratischen Rohr, Re = 3690, Konfiguration von Cheesewright [12]

Einen Uberblick iiber die Strémung vermitteln die Isotachen der Hauptstrémungen und
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die Sekundérstromung in Abbildung 8.2. Auf der linken Seite ist das Ergebnis mit dem
linearen k — & Wirbelzéhigkeitsmodell nach Lien u.a. [45] dargestellt. Wie schon in der
Analyse aufgezeigt, ergibt sich keine Sekundérstromung. Zusétzlich zeigt sich eine hohere
Primérgeschwindigkeit in der Kanalmitte. Auf der rechten Seite wurde das quadratische
Modell (4.34) ebenfalls mit den k£ — ¢ Transportgleichungen von Lien verwendet. Deutlich
ist die Sekundérstromung zu erkennen, die qualitativ mit Abbildung 8.1 iibereinstimmt.
Gegeniiber dem linearen Modell ist die Primérgeschwindigkeit in der Kanalmitte reduziert.

Einen quantitativen Vergleich ermoglichen die Geschwindigkeitsprofile, Abbildung 8.3 und
8.4, an fiinf verschiedenen Positionen entlang der unteren Kanalwand. In den Profilen der
Hauptgeschwindigkeit, Abbildung 8.3, zeigen sich mit Ausnahme der Kanalmitte und
den Kanalecken nur geringe Unterschiede zwischen den Modellen. Die Hauptstromungs-
geschwindigkeit wird im Wesentlichen durch die Schubspannungen bestimmt, die aus der
Scherung resultieren. Durch die Gestalt des Scherraten- und Wirbelstérkentensors (8.2)
sind nur die Generatoren der quadratischen Basis voneinander unabhéngig, sodass die
Hinzunahme weiterer Generatoren keine neuen Anteile liefert. Die Schubspannung wird
nur durch den linearen Generator erfasst und somit von beiden Modellen gleich dargestellt.
Die Abweichungen in der Hauptstromung sind daher auf die unterschiedlichen Faktoren
¢, zuriickzufithren. In der Kanalmitte wird die Geschwindigkeit mit dem linearen Modell
mit 1.35 W, etwas iiberschatzt, wihrend das EASM mit 1.28 W}, etwas unterhalb der Mes-
sung liegt. Weitere Unterschiede zeigen sich erst wieder in der Kanalecke, wo das Profil
des EASM bauchiger ist und den Messwerten besser folgt.
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Abbildung 8.3: Profile der Hauptgeschwindigkeit im quadratischen Rohr, Re = 3690,
Konfiguration von Cheesewright [12]

Deutlichere Unterschiede zwischen den Modellen sind in den Profilen der Sekundérge-
schwindigkeit (Abbildung 8.4) zu erkennen. Mit dem linearen Modell ist die Sekundérge-
schwindigkeit identisch null. Das EASM hingegen zeigt die gleichen Tendenzen wie die
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Messwerte, gibt aber zu kleine Betrége der Sekundargeschwindigkeit an. Insbesondere die
Lage der Maxima und der Nulldurchgénge stimmt gut mit den Messungen iiberein.
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Abbildung 8.4: Profile der Sekundargeschwindigkeit im quadratischen Rohr, Legende sie-
he Abbildung 8.3

Insgesamt zeigen sich in diesem Fall deutlich die strukturell bedingten Defizite des li-
nearen Wirbelzihigkeitsmodells, in dem das Entstehen einer Sekundérstromung génzlich
unterdriickt wird. Allerdings sind die Auswirkungen auf die Hauptstromung nur gering,
da die Scherung, die die Hauptstromung dominiert, mit demselben Mechanismus darge-
stellt wird.

8.1.2 Gittereinfluss

Die Simulationsqualitdt numerischer Verfahren wird stark von dem verwendeten Gitter
beeinflusst. Im Hinblick auf die ingenieurwissenschaftliche Anwendung kann eine optimale
Gitterqualitét nicht garantiert werden, da aufgrund der komplexen Geometrie und Topo-
logie oft stark verzerrte Zellen generiert werden miissen. In den hergleiteten EASM sind
die Modellparameter Funktionen der Invarianten des Geschwindigkeitsgradienten und in
den Generatoren werden Produkte aus dem Geschwindigkeitsgradienten gebildet. Die Be-
stimmung des Geschwindigkeitsgradienten ist aber durch das numerische Verfahren an
das Gitter gekoppelt. Daher ist bei den EASM eine stédrkere Beeinflussung der Losung
durch die Gitterqualitidt moglich, wenn die Verzerrung der Zellen die Genauigkeit des
Verfahrens herabsetzt. Um diesen Einfluss zu evaluieren, wurde eine zusétzliche Validie-
rungsrechnung auf einem Gitter durchgefiihrt, bei dem die Topologie zu einem O-Gitter
gedndert wurde. Dazu wurde ein kleiner H-Block in die Mitte des Rohres platziert und
verschert, wodurch das in Abbildung 8.5 (rechts) dargestellte unsymmetrische, nichtortho-
gonale Gitter entstand. Die zuvor gezeigten Ergebnisse der Validierung wurden mit einem
kartesischen Gitter (siche Abbildung 8.5, links) berechnet. Bei beiden Gittern wurde der
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gleiche Wandabstand eingehalten und die Gesamtanzahl der Zellen ungefdhr konstant ge-
halten. Dazu musste bei dem O-Gitter die Auflosung der Wand auf 40 Zellen reduziert

werden.
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Abbildung 8.5: Sekundérstromung mit quadratischem EASM bei katesischem (links) und
O-Gitter (rechts), Re = 3690, Konfiguration von Cheesewright [12]

Hauptunterschied zu linearen Wirbelzihigkeitsmodellen war die Vorhersage der Sekundér-
stromung. Die Erfassung der Sekundérstromung ist allein auf die nichtlinearen Genera-
toren des EASM zuriickzufiihren. Die Sekundérstromung ist deshalb ein aussagekraftiges
Kriterium, um den Gittereinfluss zu quantifizieren. In Abbildung 8.5 zeigt sich auf beiden
Gittern die gleiche Sekundarstromung, wobei zur Darstellung nur jeweils die tatséchlich
berechneten Gitterpunkte verwendet wurden. Dieser qualtitative Vergleich bestétigt sich
auch in den Profilen der Sekundérgeschwindigkeit in Abbildung 8.6. An allen Positionen
sind die Profile nahezu deckungsgleich. Zu beachten ist, dass auf beiden Gittern lokal Be-
reiche unterschiedlich fein diskretisiert werden. Daraus resultieren kleine Abweichungen,
da die Stromung unterschiedlich aufgelost wird, d.h. der absolute Fehler ist verschieden.
Trotzdem ergeben sich auf beiden Gittern identische Verldufe mit Abweichung im Bereich
der Strichbreite.

Es zeigte sich somit nur ein vernachléssigbarer Gittereinfluss. Daraus kann gefolgert wer-
den, dass das EASM auch auf sub-optimalen Gittern eine bessere Losungqualitéit als
ein lineares Wirbelzidhigkeitsmodell erzielen kann. Anzumerken ist allerdings, dass der
Einfluss der Gitterqualitdt durch das verwendete Disketisierungsschema im genutzten nu-
merischen Verfahren bestimmt wird. Deshalb kann hier keine Aussage fiir alle Verfahren
getroffen werden, jedoch konnen die Folgerungen auf Verfahren iibertragen werden, die
Gradienten und Konvektionsterme mit einer Fehlerordnung von zwei auflosen.
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Abbildung 8.6: Profile der Sekundéargeschwindigkeit im quadratischen Rohr mit kartesi-
schem und O-Gitter

8.2 Vollausgebildete rotierende Rohrstromung

Aufgrund der geometrischen Einfachheit sind Rohrstromungen sehr gut zur Validierung
von Turbulenzmodellen geeignet. Im Fall, dass sich das Rohr um seine Léngsachse dreht,
entsteht in Abhéngigkeit von der Rotationsgeschwindigkeit eine zweiachsige Scherstromung.
Dabei wird die Turbulenzstruktur des Rohres durch die aufgepréigte Rotation derart stark
beeinflusst, dass bei starker Rotation die Strémung relaminarisiert. Wie im Folgenden
gezeigt wird, konnen diese Effekte nicht mit linearen Wirbelzihigkeitsmodellen wieder-
gegeben werden. Aufgrund der einfachen Abhéngigkeit der Reynolds-Spannungen vom
Geschwindigkeitsgradienten sagen lineare Wirbelzéhigkeitsmodelle zwangsldufig eine li-
neare Verteilung der Umfangsgeschwindigkeit im Sinne einer Starrkérperrotation voraus,
was im Widerspruch mit experimentellen Beobachtungen steht. Die Stréomung ist somit
dreidimensional, jedoch héngen die Gréflen bei Verwendung von Zylinderkoordinaten nur
von einer Koordinate ab, wodurch sich die Analyse der Stromung stark vereinfacht. Sche-
matisch ist die Strémung in Abbildung 8.7 dargestellt. Hierin bezeichnet z; die radiale
Richtung des Rohres, x5 die Umfangsrichtung und z3 die axiale Richtung. Die Geschwin-
digkeitskomponenten in diesen Richtungen seien ,, 4, und @,. In diesem Koordinatensy-
stem lauten die stationéren, inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen, wenn Rotations-
symmetrie 0/0¢ = 0 angenommen wird und die Stromung vollausgebildet sei, 9/0z = 0
(aufler p):

du, U,
Bti— .6
or + r ’ (8.6)
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Wird nun durch Beriicksichtigung der Randbedingungen (u, = 0 an der Wand und an
der Symmetrieachse) im ganzen Gebiet u, = 0 gesetzt und die Anisotropie der Reynolds-
Spannungen eingefiihrt, dann kénnen die Navier-Stokes Gleichungen zu:

Abbildung 8.7: Schematische Darstellung der rotierenden Rohrstrémung

@ 19p 20k _O(kby) k(b — o)
¢ P rr rr fo3)
e A 2 1
r @8r+38r+ or + r ’ (8.10)
0%y 10y Uy (kb)) kb
O_U<8T2 rar _ﬁ)+2 or 4 r (8.11)

10p 2u kb kb
N @ 6 u2+26( rz)+2 rz

0=—=
@82+V8r2 or r

(8.12)



96 Kapitel 8. Validierung des kompakten Spannungsmodells

zusammengefasst werden. Wird nun weiter eine laminare Stromung angenommen (k = 0
sowie b;; = 0), kann aus dem Gleichungssystem direkt die Losung:

_ Lo
20100z

r 0 U3,
. (r) (R —7%), 4.(r)=0, ,= oy, D= g2 13’2
gewonnen werden, wobei R der Rohrradius, (0,%g,,0) die Wandgeschwindigkeit und
C1, Cy Funktionen des vorzugebenden Druckfeldes sind. Eine derartige, geschlossene Losung
kann bei einer turbulenten Stromung durch die vielschichtige, wechselseitige Kopplung
der Gréflen nicht mehr gefunden werden. Abhéngig vom verwendeten Turbulenzmodell
konnen aber Aussagen iiber die Eigenschaften der Losung und damit {iber die zu erwar-
tende Vorhersagequalitét abgeleitet werden. Der Scherraten- und der Wirbelstérkentensor
nehmen in dieser Stromung die Form:

@ ou 9, U ou Oy
1 B 0 B _Td)+ 8r¢ or 1 B 0 B _T¢_ 8r¢ T or
8= |54 5 0 0|, W=g |54 0 0
00 00
(8.14)

an. Bei einem linearen Wirbelzéahigkeitsmodell nach Gleichung (2.18) folgt daraus fiir die
Geschwindigkeit in Umfangsrichtung:

0%u ou U +ke, T, 0(kec,T,
0=(@w+ke, T) 8;‘2¢+<£¢—%) <V rc“ Ly (ac;j t)). (8.15)

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die laminare Lésung @y = g, r/R auch diese
Gleichung erfiillt. Mit einem linearen Wirbelzéhigkeitsmodell wird somit fiir die Um-
fangsgeschwindigkeit die gleiche Verteilung wie in einer laminaren Stromung vorherge-
sagt. Experimentelle Untersuchungen [35] zeigen aber, dass die Umfangsgeschwindigkeit
anndhernd parabelformig verlduft. In Axialrichtung ergibt sich :

10p %, 01, <chTt+8(k‘cuTt)>

02—5%—1—@—1-160“ T;) 5,2 + 5, . 57 (8.16)
Da in der Gleichung keine Kopplung mit der Umfangsgeschwindigkeit auftritt, kann auch
der Einfluss der Rotationsrate = g ./t pux nicht wiedergegeben werden. Der in Ex-
perimenten beobachtete Effekt einer Relaminarisierung kann dadurch nicht beschrieben
werden. Vielmehr wird mit einem linearen Wirbelzdhigkeitsmodell unabhéngig von der
Rotationsrate immer die gleiche Axialgeschwindigkeitsverteilung berechnet. Diese Aussa-
gen gelten im gleichen Mafle fiir quadratische explizite Spannungsmodelle. Die quadrati-
schen Generatoren T, T® TW (siche Gleichung (4.20)) besitzen fiir Scherraten- und
Wirbelstirkentensoren der Form (8.14) keine Anteile der Schubspannungen b,. und b,
und beeinflussen somit die Axial- und Umfangsgeschwindigkeit nicht. Um die rotierende
Rohrstromung korrekt wiedergeben zu konnen, ist deshalb ein Spannungsmodell vonnoten,
das zumindest kubische Generatoren enthilt. Der Generator T® erzeugt beispielsweise:

_ N2 _ _ _ _
) _ ug (Ou. ) _ Oy Uy Uy OUs
T/ = -2 —*~ T = -2 — — — | — . 8.17
ré r (87’) ’ z or r r or ( )
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Unabhéngig davon, mit welchen Koeffizienten 2(5) in das Modell eingeht, zeigt sich, dass
sz) bei einer Starrkorperrotation nicht verschwindet und somit eine lineare Verteilung der

Umfangsgeschwindigkeit unmdoglich macht. Durch T2 tritt nun die Umfangsgeschwindig-
keit in der Bestimmungsgleichung der Axialgeschwindigkeit auf. Damit wird die Moglich-
keit geschaffen, dass das Modell den Einfluss der Rotationsrate auf die Axialgeschwindig-
keit wiedergibt.

8.2.1 Ergebnisse

Zur Validierung dieser Aussagen werden die zuvor abgeleiteten expliziten Spannungsmo-
delle an einer rotierenden Rohrstromung getestet, die von Imao u.a. [35] experimentell
untersucht wurde. Die Messungen von Imao umfassen neben den mittleren Geschwin-
digkeiten auch die Reynolds-Spannungen, sodass ein Vergleich aller relevanten Grofien
einzeln durchgefithrt werden kann. Die Messreihe enthélt auch verschiedene Rotationsra-
ten, wodurch die Beeinflussung der Axialgeschwindigkeit nachvollzogen werden kann. Die
Reynolds-Zahl mit der mittleren Axialgeschwindigkeit bezogen auf den Rohrdurchmesser
betragt Rep = 20000. Da sich die erwartenden Effekte iiber dem ganzen Radius zeigen,
wurde ein High-Reynolds-Gitter verwendet. Das Gitter besteht aus einem achteckigen
H-Gitter auf der Rohrachse, um das ein O-Gitter gelegt wurde, wie in Abbildung 8.8 dar-
gestellt. Hierdurch werden Singularitdten vermieden, die sonst bei Zylinderkoordinaten
entstehen. Das H-Gitter besteht aus 20 x 20 Zellen, die nahezu gleich grof3 sind, fiir das
O-Gitter ist die Anzahl der Zellen in Umfangsrichtung mit 73 Zellen festgelegt. In radialer
Richtung besitzt das O-Gitter 15 Zellen, die leicht zur Rohrwand hin verdichtet wurden.
Der Wandabstand betrug 0.027 D, woraus sich ein dimensionsloser Wandabstand von ca.
15 ergab. Die Ausdehnung in axialer Richtung betrug 4 D und wurde mit 13 Zellen dis-
kretisiert.

Insgesamt enthélt das Gitter somit ca. 20 000 Zellen. Der Vergleich mit einem Gitter mit
doppelter Auflésung in Wandnormalen- und Umfangsrichtung, zeigte nur geringfiigige Un-
terschiede. Wie bei dem Rohr mit quadratischem Querschnitt wurde die vollausgebildete
Stromung simuliert, indem alle Gréflen bis auf den Druck vom Ende des Rechengebiets
an den Anfang kopiert wurden. In den Simulationen wurden die Residuen aller Gréflen
um sechs Groflenordnungen reduziert. Dazu war, in Abhéngigkeit von der Rotationsrate,
eine Rechenzeit von 3 bis 7 Stunden auf einem Pentium 450 MHz PC erforderlich.



98 Kapitel 8. Validierung des kompakten Spannungsmodells

Abbildung 8.8: Gitter in der Querschnittsebene des Rohres

Als erster Fall wurde das Rohr ohne Rotation berechnet. Wie zuvor bei dem Rohr mit
quadratischem Querschnitt wurde das k — ¢ Modell von Lien u.a. [45] in der Original-
version als lineares Wirbelzahigkeitsmodell, als quadratische EASM fiir zweidimensionale
Stromungen (4.34) und als kompaktes EASM, Gleichung (5.51), verwendet. Aufgrund der
Randbedingung, dass die Umfangsgeschwindigkeit an der Rohrwand null ist, verschwin-
det die Umfangsgeschwindigkeit im gesamten Rechengebiet. Ebenfalls verschwinden die
Schubspannungsanteile der hoheren Generatoren (8.17). Dadurch sind die quadratische
Formulierung und das EASM praktisch identisch. Dies ist in Abbildung 8.9 zu erkennen.
Alle Modelle liefern nahezu die gleichen Geschwindigkeitsprofile. Nur in der Schubspan-
nung sind leichte Unterschiede festzustellen. Alle Modelle stehen im guten Einklang mit
den Messwerten, wobei die EASM die Schubspannung etwas iiberschitzen. Da in allen
Modellen die Schubspannungen mit den gleichen Generatoren dargestellt werden, sind die
Unterschiede auf ¢, zuriickzufiihren, das bei den EASM variabel ist.

o Exp. Imao —— lin. WZM (LL k-¢) —— quart. EASM e guad. EASM
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Abbildung 8.9: Geschwindigkeits- und Schubspannungsprofile in Rohrstréomung ohne Ro-
tation, Re = 20000, Konfiguration von Imao [35]
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Wird dem Rohr eine Rotation aufgeprégt, dann verschwindet die Umfangsgeschwindig-
keit nicht mehr und es entsteht die zuvor diskutierte Anderung der Reynolds-Span-
nungen. In Abbildung 8.10 sind deutliche Differenzen zwischen den Modellen zu sehen.
Das lineare Wirbelzihigkeitsmodell zeigt nur eine Anderung der Umfangsgeschwindigkeit,
wahrend Axialgeschwindigkeit und Schubspannungen gegeniiber dem Fall ohne Rotati-
on unverandert bleiben (vergleiche Abbildung 8.9). Die Umfangsgeschwindigkeit hat den
falschen linearen Verlauf wie eine laminare Rohrstrémung mit Rotation. Der Einfluss der
Turbulenz auf diese Geschwindigkeit wird nicht berticksichtigt. Auch mit dem quadrati-
schen EASM wird ein linearer Verlauf der Umfangsgeschwindigkeit vorhergesagt, da die
Schubspannungen mit den gleichen Generatoren wie bei dem linearen Modell dargestellt
werden.

Im Gegensatz dazu zeigt das kompakte EASM den richtigen quadratischen Verlauf infolge
der Azimutal-Schubspannungsbeitrige des kubischen Generators (8.17). Die Verringerung
der Primér-Schubspannung wird qualitativ richtig erfasst, allerdings im wesentlich gerin-
gerem Ausmafl als im Experiment. Diese Verringerung ist durch die Verringerung von
¢, auch bei dem quadratischen EASM zu beobachten. Auch die Steigerung der Axialge-
schwindigkeit wird von den EASM korrekt wiedergegeben, wenngleich mit der zweidimen-
sionalen Formulierung etwas geringer. Die maximale Geschwindigkeit in der Rohrmitte ist
zwar kleiner als in der Messung, aber der prozentuale Zuwachs beim kompakten EASM
von 1.2, py, auf 1.33 @,y mit 10 % stimmt gut mit dem Zuwachs aus dem Experiment
von 12 % iiberein.
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Abbildung 8.10: Geschwindigkeits- und Schubspannungsprofile in Rohrstromung bei Ro-
tationsrate @y /U, pur = 0.5, Legende siehe Abbildung 8.9

Bei einer weiteren Steigerung der Rotationsrate auf 1, Abbildung 8.11, bleiben die Ergeb-
nisse mit dem linearen Modell gegeniiber der Rotationsrate 0.5 unverédndert. Das kompak-
te EASM gibt den Einfluss der gesteigerten Umfangsgeschwindigkeit wieder und senkt die
Schubspannung weiter ab. Das quadratische EASM weicht jetzt aber deutlich von dem
kompakten EASM ab. Die Abweichung von den Messwerten ist aber auch bei dieser
Rotationsrate sehr grofl. Wahrend im Experiment die Schubspannung auf ein drittel ver-
glichen mit der Stromung ohne Rotation absinkt, wird mit dem kompakten EASM die
Schubspannung nur etwa halbiert. Folglich erhcht sich die vorhergesagte Axialgeschwin-
digkeit weiter, bleibt aber hinter den Messwerten zuriick. Wie schon bei der Rotationsrate
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0.5 stimmt aber der prozentuale Zuwachs in der maximalen Geschwindigkeit mit 7 % und
8 % zwischen EASM und Experiment gut iiberein. Fiir die Berechnung wurde die nume-
risch stabilere quasi-selbstkonsistente Formulierung gewéahlt. In dieser dreidimensionalen
Stromung kann das fiir die Koeffizienten benotigte Verhéltnis von Produktion zu Dissipa-
tion im Rahmen eines selbstkonsistenten Modells nicht geschlossen dargestellt werden. Die
Abweichung des quasi-selbstkonsistenten Modells kann daher nicht ermittelt werden. Die-
ses Verhéltnis bestimmt aber wesentlich die Betridge der Koeffizienten des EASM und der
vorhergesagten Spannungen. Quantitative Defizite der EASM sind deshalb hauptséchlich
durch Méngel in der verwendeten Darstellung des Verhéltnisses von Produktion zu Dis-
sipation bedingt.
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Abbildung 8.11: Geschwindigkeits- und Schubspannungsprofile in Rohrstromung bei Ro-
tationsrate @y /w, pur = 1, Legende siehe Abbildung 8.9

Insgesamt sind in dieser Stromung die Unterschiede zwischen den Modellen deutlicher
als bei der Stromung durch das Rohr mit quadratischem Querschnitt. Bei dem Rohr mit
quadratischem Querschnitt war die Auswirkung des falsch vorhergesagten Turbulenzfel-
des nur gering, da durch das EASM nur die Normalspannungen geédndert wurden. Die
Schubspannungen, die die Hauptstrémung bestimmen, waren aber nahezu gleich. In der
rotierenden Rohrstromung wird die Schubspannung aber anders dargestellt als mit ei-
nem linearen Modell. In der Analyse wurde gezeigt, dass die kubischen Generatoren als
Einzige die benotigten Anteile liefern kénnen. Daraus resultiert ein fundamental ande-
res Verhalten der dreidimensionalen Rotation. Im linearen Wirbelzéhigkeitsmodell kann
die Rotation nicht dargestellt werden, das Ergebnis bleibt génzlich unbeeinflusst von der
Rotation. Das quadratische EASM profitiert von der Parametrisierung von c¢,, durch die
Invarianten des Geschwindigkeitsgradienten. Damit ist zumindest eine tendenzielle Ande-
rung der Axialgeschwindigkeit und Schubspannung darstellbar. Demgegeniiber gibt das
kompakte EASM alle Einfliisse der Rotation, wie Erhohung der Axialgeschwindigkeit,
quadratischer Verlauf der Umfangsgeschwindigkeit und Verringerung der Schubspannung,
qualitativ korrekt wieder.

8.3 Dreidimensionaler Wandstrahl

In der technischen Anwendung werden Wandstrahlen héufig eingesetzt, um das Stromungs-
feld lokal zu beeinflussen. Vielfach wird der Strahl durch eine kleine Offnung parallel zur
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Wand eingeblasen. Der Strahl benetzt die Wand und trennt somit die Wandoberfliache
von der Grundstromung. Eine der bekanntesten Anwendungen von Wandstrahlen ist die
Kiihlung von Gasturbinenschaufeln. Um eine moglichst grofie Leistung zu erhalten, wer-
den die Schaufeln mit so heilem Gas beaufschlagt, dass sie ohne Kiihlung binnen kurzer
Zeit altern oder schmelzen wiirden. In die Schaufeln werden daher Bohrungen angebracht,
aus denen kalte Luft ausstromt und die Schaufeloberflache benetzt. Die heilen Gase tref-
fen somit nicht mehr direkt auf die Schaufel, sondern erst nach Durchmischung mit dem
Wandstrahl, sodass die thermische Belastung der Schaufel stark reduziert wird. Fiir die
Auslegung derartiger Kiihlsysteme ist das Ausbreitungsverhalten des Wandstrahls von
grofler Bedeutung. Bei der Validierung von Turbulenzmodellen werden oft zweidimen-
sionale Wandstrahlen untersucht. Bei ihnen stellt sich nach einem Entwicklungsgebiet
eine selbstdhnliche Losung ein. Fiir verschiedene Positionen in Strahlrichtung liegen die
Profile bei entsprechender Normierung aufeinander. Die Profile sind dann unabhéngig von
Start- und Randbedingungen, was numerische Simulationen begiinstigt und den Vergleich
zwischen verschiedenen Modellen vereinfacht. Dreidimensionale Wandstrahlen entstehen,
wenn die Austrittsoffnung endliche Ausmafle besitzt. Die Gestalt der Austrittsoffnung
bestimmt das Strahlverhalten im Entwicklungsgebiet. Weiter stromab stellt sich wiede-
rum eine selbstéhnliche Losung ein. Die Existenz einer selbstdhnlichen Losung wird durch
zahlreiche Messungen bestétigt [2, 25]. Allerdings zeigen numerische Untersuchungen [15]
Selbstédhnlichkeit erst in viel gréferer Entfernung als die Experimente. Charakteristisch
fiir turbulente Wandstrahlen ist die grofe laterale Ausbreitung. In Untersuchungen wurde
festgestellt, dass im selbstdhnlichen Bereich die Ausbreitungsrate des Strahls lateral zur
Wand ca. fiinfmal grofler ist als normal zur Wand. Als Maf§ fiir die Strahlausbreitung
werden Halbwertsbreiten definiert, deren Definition in Abbildung 8.12 dargestellt ist. Bei
einem symmetrischen Austritt, wie er nachfolgend untersucht wurde, entsteht ein symme-
trischer Wandstrahl, sodass das Geschwindigkeitsmaximum in der Symmetrieebene liegt.
Die Halbwertsbreite kennzeichnet den Ort, an dem die Geschwindigkeit in Strahlrichtung
gerade die Halfte der Mittengeschwindigkeit betrdgt. Halbwertsbreiten sind richtungs-
abhéngig und werden gewohnlich in lateraler und normaler Richtung ausgewertet.
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Abbildung 8.12: Definition der Halbwertsbreiten und Sekundérstromung des Wandstrahls

Die hohe laterale Ausbreitungsrate turbulenter dreidimensionaler Wandstrahlen ist Ge-
genstand vieler Forschungsarbeiten. Eine thematische Ubersicht ist beispielsweise von
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Launder und Rodi in [42] angegeben. Die grofie laterale Ausbreitung ist auf das Entste-
hen einer Sekundéarstromung zuriickzufiihren, die Fluid entlang der Symmetrieebene zur
Wand hin und dann lateral von der Wand weg transportiert, wie in Abbildung 8.12 skiz-
ziert ist. Ursache der Sekundérstromung sind anisotrope Normalspannungen. Betrachtet
man nur die Primérgeschwindigkeit w, so dominieren vor allem die Gradienten normal
Ow /0y und lateral 0w /0x zur Wand. Dies sind dieselben Gradienten, die in der Stromung
durch das Rohr mit quadratischem Querschnitt (Abschnitt 8.1) eine Sekundérstromung
induzierten. Wie man aus Abbildung 8.2 erkennt, verursachen die Gradienten im Fall
der Rohrstromung aber eine umgekehrt orientierte Sekundéarstromung, die sich lateral
zur Symmetrieebene hin und dann normal von der Wand weg bewegt. Eine derartige
Sekundarstromung wiirde genau entgegengesetzt zur Abbildung 8.12 arbeiten und die
normale Ausbreitung anstelle der lateralen anfachen. Das Problem des dreidimensiona-
len Wandstrahls ist offenkundig komplexer. Es verlangt, auch den in Stromungsrichtung
weisenden Gradienten der Primérgeschwindigkeit zu beriicksichtigen, der bei der vollaus-
gebildeten Rohrstromung verschwindet. Es ergeben sich dann die Scherraten- und Wir-
belstirkentensoren:

511 0 513 0 0 _513
é = 0 0 Sgg und K = 0 0 —523 . (818)
Sig Saz Ss3 Sig Sz 0

Man iiberzeugt sich leicht, dass die quadratischen Generatoren 2(2) und 2(3) und der quar-

tische Generator z(g) —1imp 2(2) Normalspannungsdifferenzen erzeugen. Da der quartische
Generator in zweidimensionalen Stromungen verschwindet, kann er nun benutzt werden,
um die fiir diesen Fall notwendige Normalspannungsdifferenz zu modellieren.

Bei der Strémung durch das quadratische Rohr wurde gezeigt, dass die Normalspannungs-
differenz auch eine Funktion des Druck-Scher-Korrelationsmodells ist. Es ist daher ein al-
ternativer Ansatz denkbar, bei dem ein quadratisches Modell ausreicht, wenn ein Druck-
Scher-Korrelationsmodell verwendet wird, dessen Koeffizienten sich an die Stromung an-
passen. Fiir eine allgemeine Losung miissten dann die Koeffizienten des Druck-Scher-
Korrelationsmodells mit den Invarianten des Geschwindigkeitsgradienten parametrisiert
werden. Da sich der Scherraten- und der Wirbelstarkentensor der quadratischen Rohr-
stromung und dem dreidimensionalen Wandstrahl aber sehr dhneln, miisste die Para-
metrisierung sehr exakt erfolgen, da sich die Invarianten nur gering unterscheiden. Eine
Anderung der Koeffizienten stellt aber eine grundlegende Anderung des Druck-Scher-
Korrelationsmodells dar, sodass eine umfangreiche Validierung in verschiedenen Grund-
stromungen erfolgen miisste. Bei Simulationen mit RSTM von Craft u.a. [15] konnte
die Strahlausbreitung mit Druck-Scher-Korrelationsmodellen, die spezielle Wandreflek-
tionsterme verwenden, korrekt wiedergegeben werden. Die Wandreflektionsterme miissen
aber auch die geringen Unterschiede zwischen dem dreidimensionalen Wandstrahl und der
Rohrstromung erfassen und daher ebenfalls sehr sorgfiltig parametrisiert sein. Auflerdem
sind Wandreflektionsterme meist nicht lokal und auf Topologieinformationen, wie Stel-
lungsvektoren, angewiesen, die den Einsatz in komplexen Geometrien erschweren. Diese
Ansétze wurden deshalb nicht weiter verfolgt, sondern ein validiertes Druck-Scher-Korre-
lationsmodell verwendet, das in vielen Anwendungen zu hochwertigen Ergebnissen fiihrte.
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8.3.1 Ergebnisse

Dreidimensionale Wandstrahlen wurden von vielen Autoren untersucht. Da im Rahmen
dieser Arbeit das Verhalten des Strahls im selbstdhnlichen Bereich im Mittelpunkt steht,
sind die Arbeiten von Abrahamsson [2] und Fujisawa u.a. [25] von besonderem Interesse.
Beide Autoren konzentrierten sich auf den selbstéhnlichen Bereich und fithrten Messungen
weit stromab der Austrittsoffnung durch und berichteten von selbstdhnlichen Wandstrah-
len. Beide Untersuchungen liegen in etwa im gleichen Reynolds-Zahlbereich und unter-
scheiden sich nur durch die Form der Austrittséffnung. Da Abrahamsson eine kreisrunde
Offnung untersuchte, ist die Anordnung von Fujisawa u.a. mit einer quadratischen Off-
nung besser fiir eine numerische Untersuchung geeignet. Es kann dann auf einfache Weise
ein orthogonales Gitter erzeugt werden. Um die Problematik der Vorgabe von Profilen
am Einstromrand zu vermeiden, wurde ein Teil des Zustromrohres mit simuliert, sodass
an der Austrittsoffnung eine entwickelte, turbulente Stromung vorliegt. Da die gesamte
Anordnung symmetrisch ist, braucht nur die Hélfte des Experiments diskretisiert werden.
Das Rohr der Zustromung wurde mit 10 x 20 x 100 (z x y x z) diskretisiert. Fiir die
Strahlausbreitung wurde ein Quader mit den Kantenldngen 75 d x 50 d x 100 d mit 98 x
69 x 150 Gitterpunkten, bezogen auf die Hohe der Austrittsoffnung d = 0.02 m, aufgelost.

Laut den Experimenten soll der Strahl nach etwa 50 d den selbstihnlichen Zustand er-
reichen, sodass das Rechengebiet ausreichend dimensioniert ist. Das Rechengebiet stellt
somit einen Quader dar, an dessen Front sich das Zustromrohr befindet. Der Rest der
Front sowie der Boden sind als Wénde definiert. Die linke Seite des Quaders ist die Sym-
metrieebene und alle iibrigen Seiten sind als Druckrandbedingungen spezifiziert. Druck-
randbedingungen lassen ein Durchstréomen aus beliebiger Richtung und Intensitit zu und
sind daher am besten geeignet, um den experimentellen Zustand der Strahlausbreitung
in einer ruhenden Umgebung wiederzugeben. Allerdings zeigte sich in den Simulationen,
dass die Druckrandbedingung die Rechenzeit erhéht, da es einige Zeit dauert, bis sich an
den Druckréndern ein stationdrer Zustand gebildet hat. Um die Rechenzeit zu verkiirzen,
wurde das Rechengebiet in 15 Blocke unterteilt und die Rechnung auf dem institutsei-
genen PC Cluster durchgefiihrt. Bei Verwendung von 14 PCs (Pentium III 550 MHz)
konnte dann die Rechenzeit fiir eine auskonvergierte Losung auf 48 h reduziert werden.
Dieser Testfall wurde im Besonderen dazu verwendet, die Wirksamkeit der verschiedenen
quartischen Generatoren zu testen, dabei wurde dann die Konstante C® = —1 fixiert.

Hauptaufgabe der Untersuchung ist es, die Auswirkung des quartischen Generators zu er-
mitteln. Da die erwartete Sekundéarstromung durch die Anisotropie der Normalspannun-
gen verursacht wird, wird zum Vergleich das zweidimensionale quadratische EASM nach
Gleichung (4.34) und das lineare Wirbelzihigkeitsmodell nach Lien u.a. [45] herangezo-
gen. Der Vergleich wird im selbstéhnlichen Bereich durchgefiihrt, weshalb der Datensatz
von Abrahamsson verwendet werden kann, obwohl eine andere Austrittsoffnung vorliegt.
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Abbildung 8.13: Verlauf der Geschwindigkeit in Stromungsrichtung in der Symmetrieebe-
ne, 3d Wandstrahl Re = 60000, Konfiguration von Abrahamsson [2]

Als erster Vergleich wird das Abklingen der Hauptstromungsgeschwindigkeit in Stromungs-
richtung in Abbildung 8.13 untersucht. Die Geschwindigkeit wurde hierbei mit der mittle-
ren Zustromungsgeschwindigkeit wy, normiert. Die Reynolds-Zahl betrug Re = wy, d/v =
60000 mit der Zustromungsgeschwindigkeit und der Hohe der Austrittséffnung. Um einen
vollsténdigen Uberblick zu geben, wurde das Abklingen von der Austrittsoffnung bis zum
Ende des Rechengebiets dargestellt.
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Abbildung 8.14: Verlauf der Hauptgeschwindigkeit in der Symmetrieebene normal zur
Wand bei 3d Wandstrahl Re = 60000, Konfig. von Abrahamsson [2]

Aufgrund der unterschiedlichen Austrittsoffnungen entwickelt sich der Strahl anders als
im Experiment, sodass ein Vergleich erst ab z/d =~ 50 statthaft ist. In diesem Bereich
liegt eine gute Ubereinstimmung zwischen dem quartischen EASM und den Messungen
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vor. Das lineare Wirbelziahigkeitsmodell und das quadratische EASM sind praktisch nicht
voneinander zu unterscheiden und iiberschétzen die maximale Strahlgeschwindigkeit. Hier
zeigt sich bereits, dass das quartische EASM die grofe laterale Ausbreitung erfassen kann,
indem Masse seitlich umgelenkt wird, wodurch aufgrund der Inkompressibilitdt die Ge-
schwindigkeit in Stromungsrichtung sinken muss.

Fiir den Vergleich mit dem Experiment ist die Selbstédhnlichkeit des Strahls entscheidend.
Craft u.a. [15] stellten in numerischen Untersuchungen fest, dass die Selbstdhnlichkeit
erst viel spater als in den Experimenten auftritt. Zur Beurteilung der Selbstédhnlich-
keit werden vor allem die Profile der lateralen und axialen Geschwindigkeit als Funk-
tion des normierten Wandabstandes herangezogen. In Abbildung 8.14 sind Profile der
Hauptstromungsgeschwindigkeit an mehren Stationen der Symmetrieebene fiir die un-
tersuchten Modelle dargestellt. Fiir jedes Modell wurden die Profile an den fiinf Stellen
z/d =50, z/d =60, z/d =70, z/d =80 und z/d = 90 aufgenommen. Mit dem linearen
Modell sind die Profile deckungsgleich. Zwischen den einzelnen Positionen sind keine Un-
terschiede zu erkennen. Auch mit dem quadratischen EASM sind Profile nahezu identisch.
Bei dem quartischen EASM sind geringe Abweichungen feststellbar, dennoch kénnen die
Profile als selbstihnlich bezeichnet werden. Alle Modelle zeigen eine gute Ubereinstim-
mung mit dem Experiment. Einzig das quadratische EASM weicht mit zunehmender
Entfernung von der Wand von den Messwerten ab. Die Profile haben oberhalb der Halb-
wertsbreite nicht mehr den fiilligen Verlauf des Experiments und zeigen ab y/yos = 2.5
eine Riickstromung.
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Abbildung 8.15: Verlauf der Hauptgeschwindigkeit lateral zur Wand auf Hohe der Maxi-
malgeschwindigkeit, 3d Wandstrahl Re = 60000, Konfig. von Abrahams-
son [2]

Als weiteren Vergleich werden die lateralen Profile der Hauptstromungsgeschwindigkeit
auf Hohe der maximalen Geschwindigkeit in Abbildung 8.15 betrachtet. Das lineare Wir-
belzéhigkeitsmodell und das quadratische EASM zeigen Selbstéhnlichkeit mit deckungs-
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gleichen Profilen. Die Ubereinstimmung mit den Messungen ist besonders beim quadrati-
schen Modell sehr gut. Das lineare Modell fallt bei groem x/x¢s5 zu stark ab. Kritischer
sind die Profile des quartischen EASM zu sehen. Sie sind deutlich voneinander zu unter-
scheiden und weichen stark von den experimentellen Werten ab. Gegeniiber dem Expe-
riment liegt das Geschwindigkeitsmaximum nicht mehr in der Symmetrieebene, sondern
bei x/xo5 =~ 0.5. Der Betrag des Maximums wéchst dabei mit zunehmender Entfernung
stromab an.

Die Selbstéhnlichkeit ist somit vom Turbulenzmodell beeinflusst, wihrend mit dem li-
nearen Wirbelzédhigkeitsmodell und dem quadratischen EASM selbstdhnliche Zusténde
erreicht werden, ist das quartische EASM nur bedingt als selbstéhnlich anzusehen. In den
Abbildungen 8.14 und 8.15 wurden die Profile mit lokalen Gréflen normiert. Dadurch kann
nur die Form der Profile beurteilt werden. Aussagen iiber das Ausbreitungsverhalten des
Wandstrahls konnen mit diesen Abbildungen nicht gemacht werden.
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Abbildung 8.16: Verlauf der Lateralgeschwindigkeit lateral zur Wand auf Hohe der Maxi-
malgeschwindigkeit, Legende wie Abbildung 8.15

Eine Aussage iiber die Strahlausbreitung ist mit Hilfe von Abbildung 8.16 mdglich, in
der der laterale Verlauf der Quergeschwindigkeit verglichen wird. Durch Normierung der
Quergeschwindigkeit mit dem Maximum der Hauptstromungsgeschwindigkeit ist zumin-
dest eine Abschitzung der lateralen Ausbreitung moglich. Mit dem linearen Wirbelzéhig-
keitsmodell sind die Profile fast deckungsgleich, aber verglichen mit dem Experiment sind
die Betrége viel zu niedrig. Die maximale Quergeschwindigkeit erreicht nur ungefahr 1/8
des Experiments. Die Betrige werden auch mit dem quadratischen EASM nicht erhoht.
Zusiatzlich hat die Quergeschwindigkeit im Bereich 0 < z/z95 < 1 das entgegengesetz-
te Vorzeichen. Die Quergeschwindigkeit wirkt somit der lateralen Ausbreitung entgegen,
was die zuvor angestellten Uberlegungen bestiitigt. Bei grofiem x /x5 sind Unterschie-
de zwischen den Positionen erkennbar. Das quartische EASM sagt eine deutlich grofiere
Quergeschwindigkeit vorher. Bis x/zp5 = 0.5 kann eine gute Ubereinstimmung mit dem
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Experiment erzielt werden. Gegeniiber dem linearen Wirbelzéhigkeitsmodell hat sich der
Betrag mehr als verfiinffacht. Die Quergeschwindigkeit leistet somit einen Beitrag zur
lateralen Ausbreitung. Allerdings ist im Vergleich mit den Messwerten die Quergeschwin-
digkeit rdumlich begrenzt. Das Geschwindigkeitsmaximum liegt bei etwa x/z¢5 = 0.5,
wohingegen das experimentelle Maximum bei z/z¢5 = 1 liegt. Demzufolge tritt der Ge-
schwindigkeitsabfall zu friih ein und es zeigen sich bei grofiem x/xo; starke Abweichungen
zu den Messungen. Wie bei dem quadratischen EASM sind deutliche Unterschiede zwi-
schen den verschiedenen Positionen sichtbar.

Um weitere Aussagen iiber die Strahlausbreitung machen zu kénnen, wurden fiir eine Ebe-
ne senkrecht zur Hauptstromungsrichtung die Isotachen der Hauptgeschwindigkeit und die
Sekundérstromung aufgezeichnet. Mit dem linearen Wirbelzdhigkeitsmodell (sieche Abbil-
dung 8.17) ergibt sich eine Sekundarstromung, die zwar Anteile lateral zur Wand besitzt,
aber gleichzeitig entlang der Symmetrieebene von der Wand wegstromt. In Abbildung 8.17
wurden die Vektoren vergroflert, um den Verlauf der Sekundéarstrémung hervorzuheben.
Die Stérke der Sekundérstromung muss deshalb aus Abbildung 8.16 entnommen werden.
Die Sekundérstromung bevorzugt keine bestimmte Ausbreitungsrichtung. Die Isotachen
der Hauptstromung zeigen demzufolge in etwa die gleiche Ausbreitung normal wie lateral.
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Abbildung 8.17: Isotachen der Hauptgeschwindigkeit (links) und normierte Vektoren der
Sekundérstromung (rechts) in der Ebene z/d = 75 mit linearem Wirbel-
zihigkeitsmodell, 3d Wandstrahl Re = 60000, Konfig. Abrahamsson [2]

Das in Abbildung 8.18 dargestellte quadratische EASM liefert eine Sekundérstréomung, die
analog zur Sekundérstromung in dem Rohr mit quadratischem Querschnitt verlduft. Die
Sekundérstromung flieit entlang der Wand zur Symmetrieebene hin und dann entlang der
Symmetrieebene von der Wand weg. Das erzeugte Wirbelsystem entspricht damit genau
dem der Stromung durch das quadratische Rohr. Die Intensitéit der Sekundérstromung
ist, wie aus Abbildung 8.16 ersichtlich, nur gering. Die Isotachen &ndern sich deshalb ge-
geniiber dem linearen Wirbelzéhigkeitsmodell nur unwesentlich.
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Abbildung 8.18: Isotachen der Hauptgeschwindigkeit (links) und normierte Vektoren der
Sekundérstromung (rechts) in der Ebene z/d = 75 mit dem quadrati-
schen EASM, 3d Wandstrahl Re = 60000, Konfig. Abrahamsson [2]
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Abbildung 8.19: Isotachen der Hauptgeschwindigkeit (links) und normierte Vektoren der
Sekundérstromung (rechts) in der Ebene z/d = 75 mit dem quartischen
EASM, 3d Wandstrahl Re = 60000, Konfig. Abrahamsson [2]

Eine Sekundérstromung, die die laterale Ausbreitung, wie in Abbildung 8.19 gezeigt,
begiinstigt, stellt sich mit dem quartischen EASM ein. Die Sekundéarstromung flieit ent-
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lang der Symmetrieebene zur Wand hin und dann an der Wand entlang von der Symme-
trieebene weg. Sie entspricht damit genau der in Abbildung 8.12 skizzierten Vorstellung.
Die Intensitdt der Sekundarstromung ist grofl genug (Abbildung 8.16), um die Haupt-
stromung zu beeinflussen. Die maximale Geschwindigkeit wird gegeniiber den anderen
Modellen stark reduziert (vgl. Abbildung 8.13). Deutlich ist auch eine laterale Ausrich-
tung der Isotachen zu erkennen. In Ubereinstimmung mit Abbildung 8.16 liegt das Ge-
schwindigkeitsmaximum nicht in der Symmetrieebene, sondern im Gebietsinneren.

Ursache fiir die Sekundérstromung ist die Anisotropie der Normalspannungen. In den
Abbildungen 8.20, 8.21 und 8.22 ist die Differenz der Normalspannungen u/ v’ — v’ v’ in
der Ebene z/d = 75 fiir die drei betrachteten Modelle aufgetragen. Das in Abbildung
8.20 angegebene Resultat des linearen Wirbelzahigkeitsmodells zeigt keine Normalspan-
nungsdifferenz. Mit dem quadratischen EASM (Abbildung 8.21) ergibt sich iiberwiegend
eine negative Differenz der Normalspannungen. Positive Werte kommen nur schwach an
den Réndern vor. Das quartische EASM in Abbildung 8.22 sagt sowohl negative als auch
positive Differenzen vorher. Die Bereiche negativer Werte liegen nahe der Symmetrieebe-
ne, wihrend der Bereich positiver Werte etwa in der Mitte des Ausschnitts liegt. Der
quartische Generator ist somit in der Lage, eine grundsétzlich andere Verteilung der Nor-
malspannungen als die quadratischen Generatoren zu erwirken. Er kann daher eingesetzt
werden, um die Stromung in der gewiinschten Art zu beeinflussen.
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Abbildung 8.20: Normalspannungsdifferenz v’ «/—v’ v’ in der Ebene z/d = 75 mit linearem
Wirbelzéhigkeitsmodell, 3d Wandstrahl Re = 60000, Konfig. Abrahams-
son [2]
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Abbildung 8.21: Normalspannungsdifferenz u/«’ — v’ v’ in der Ebene z/d = 75 mit quad.
EASM, 3d Wandstrahl Re = 60000, Konfig. Abrahamsson [2]
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Abbildung 8.22: Normalspannungsdifferenz u’«’ — v" v’ in der Ebene z/d = 75 mit quart.
EASM, 3d Wandstrahl Re = 60000, Konfig. Abrahamsson [2]
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Hauptmerkmal des dreidimensionalen Wandstrahls ist die groie laterale Ausbreitung. Ge-
messen wird dieser Effekt an der Entwicklung der Halbwertsbreiten in Abbildung 8.23.
Das lineare Wirbelzéahigkeitsmodell wie auch das quadratische EASM sagen eine grofiere
normale Ausbreitungsrate vorher. Die in Tabelle 8.1 skizzierten Verhéltnisse von lateraler
zu normaler Ausbreitung sind fiir das lineare Wirbelzéhigkeitsmodell und fiir das quadra-
tische Modell ungefahr gleich. Entscheidend ist zumeist der Gradient der Ausbreitung.
Fiir die laterale Ausbreitung zeigen die Modelle eine unterschiedliche Steigung, haben am
Gebietsende aber die gleiche Ausbreitung. Bei der normalen Ausbreitung sind die Kurven
parallel verschoben, beide Modelle haben die gleiche Steigung. Nur das quartische Modell
kann die grofle laterale Ausbreitung korrekt erfassen. Das Ausbreitungsverhéltnis ist mit
zwei zwar wesentlich verbessert gegeniiber den anderen Modellen, ist aber auch deutlich
kleiner als der experimentelle Wert von fiinf.

lin. WZM (LL k —¢) quad. EASM quart. EASM  Exp [2]
05/ Y0 5.6/7 5.6/6.5 11.6/5.6 5

Tabelle 8.1: Verhaltnis von lateraler zur normalen Halbwertsbreite fiir 3d Wandstrahl
Re = 60000, Konfiguration von Abrahamsson 2]

—— lin. WZM (LL k-¢) — quad. EASM qguart. EASM

z/d z/d

Abbildung 8.23: Verlauf der normalen (links) und lateralen (rechts) Halbwertsbreiten bei
3d Wandstrahl Re = 60000, Konfiguration von Abrahamsson [2]

Insgesamt ist das quartische EASM in der Lage, die prinzipiellen Mechanismen der latera-
len Strahlausbreitung zu modellieren. Als einziges Modell fithrt es zu einer Sekundérstro-
mung, die den theoretischen Uberlegungen entspricht und die laterale Ausbreitung begiin-
stigt. Das erzeugte Wirbelsystem stimmt quantitativ nicht mit den Messungen {iberein,
wie aus den verschobenen Geschwindigkeitsmaxima ersichtlich ist. Dennoch wird eine
Sekundérstromung induziert, die ausreicht, die Hauptstromung in der korrekten Weise
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zu beeinflussen. Das quartische Modell vermag den Abfall der Hauptgeschwindigkeit in
Stromungsrichtung richtig zu erfassen. Als einziges Modell kann es eine grofiere laterale
Ausbreitung simulieren. Hierbei muss allerdings festgestellt werden, dass das Ausbrei-
tungsverhéltnis gegeniiber den Experimenten um den Faktor 2.5 unterschétzt wird. Eine
weitere Starkung des quartischen Generators fiihrte zu keinem FErfolg, da die Stromung
instationdr wird und keine exakte Messung der Halbwertsbreite moglich ist. Im Gegensatz
zu den anderen Testfdllen wirkt sich hier die Sekundéarstrémung auf die Hauptstromung
aus. Ohne korrekte Wiedergabe der Sekundérstromung wird das Ausbreitungsverhalten
falsch wiedergegeben. Das Turbulenzmodell ist somit von entscheidender Bedeutung fiir
den Erfolg der Simulation. Aus Sicht der Modellbildung ist dieser Fall mit einer be-
sonderen Schwierigkeit verbunden. Die Sekundéarstréomung wird durch die Anisotropie
der Normalspannungen verursacht. Aufgrund der relevanten Geschwindigkeitsgradienten
erzeugen aber die quadratischen Generatoren eine Sekundérstromung, die der lateralen
Ausbreitung entgegenwirkt. Man muss daher weitere Generatoren hinzunehmen, um die
richtige Sekundérstromung zu modellieren. Die Modelleigenschaften in zweidimensionalen
Stromungen sollten nicht beeinflusst werden, weshalb ein quartischer Generator eingefiigt
wurde, der in zweidimensionalen Stromungen identisch verschwindet.

8.4 Grenzschichtstromung in einem S-férmigen Ka-
nal

Aufgrund baulicher Gegebenheiten ist man oft gezwungen, die Komponenten einer stré-
mungsmechanischen Anwendung zu trennen. Die Stromung muss dann in einem Kanal-
system mehrmals umgelenkt werden, bevor sie ihre Funktion ausiiben kann. Ein Beispiel
hierfiir sind die Zuldufe von Flugtriebwerken. Um moglichst gute aerodynamische Eigen-
schaften des Rumpfes zu erhalten, werden die Triebwerke in den Rumpf integriert. Die fiir
die Verbrennung notwendige Luft wird dann durch stark verwundene Zuldufe angesaugt.
Die Stromung folgt den aufgezwungenen Umlenkungen, aber nur zum Teil und erzeugt
lokal starke Abweichungen von der vorgesehenen Richtung. Am Ende des Zulaufs entsteht
ein ungleichméfiges Stromungsprofil, das die Verluste des Triebwerks erhcht und daher
unerwiinscht ist. Dieses Verhalten wird durch die Wandhaftung des Fluids verursacht. In
Wandnéhe ist die Stromung langsamer und impulsarmer und reagiert deshalb stédrker auf
eine Forménderung der Berandung. In den meisten Féllen eilt die Strémungsrichtung des
wandnahen Fluids der Konturdnderung voraus und iiberschreitet dabei die Winkelédnde-
rung der Seitenwand. Das Fluid in der Kanalmitte hingegen ist energiereicher und deswe-
gen stabiler gegen eine Richtungsidnderung und folgt der Umlenkung nicht vollsténdig. In
turbulenten Stromungen beobachtete man aufler der Verwindung des Stromungswinkels
auch eine Verwindung des Winkels, gebildet aus den Geschwindigkeitsgradienten (engl.
Flow Gradient Angle, FGA) normal zur Wand. Die Stromungsgradienten sind die Grund-
lage der expliziten Darstellung der Reynolds-Spannungen. Bei linearen Wirbelzahigkeits-
modellen sind die Schubspannungen proportional zum Geschwindigkeitsgradienten. Da-
durch folgt zwangslaufig die Gleichheit des Winkels, gebildet aus den Schubspannungen
(engl. Shear Stress Angle, SSA) mit dem Winkel aus den Stromungsgradienten. Zahlrei-
che Messungen widerlegen aber diese Gleichheit. Zur Analyse dieses Problems sind drei-
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dimensionale Grenzschichten gut geeignet. Sie enthalten im Wesentlichen nur Gradienten
normal zur Wand. Da die Stromungsgeschwindigkeit normal zur Wand vernachlassigt
werden kann, dominieren nur zwei Geschwindigkeitsgradienten, wodurch Scherraten- und
Wirbelstérkentensor eine einfache Gestalt haben. Bruns [10, 11] untersuchte solch eine
Stromung experimentell, indem er einen S-férmigen Kanal auf eine Platte montierte, auf
der sich eine druckgradientenfreie zweidimensionale Grenzschicht entwickelte. Diese An-
ordnung ist in Abbildung 8.24 skizziert. Bezogen auf diese Abbildung sind der Scherraten-
und Wirbelstarkentensor in erster Naherung folgendermaflen besetzt:

0 S 0 0 S 0
é: 512 0 Sgg und E: —Slg 0 —523 . (819)
0 Sgg 0 0 523 0

Die allgemeine Darstellung lautet in Koordinatenschreibweise:

Sij = Aldiy Ojo + Gia 0j5] + Bl0ig 0ja + dia 0js), (8.20)
Wi = Ald; dja — Oia 5]’7] + B[(Sw dja — Oia 5j5], (8.21)

wobei die Summenkonvention nicht fiir griechische Indices gilt, die zudem alle verschiedene
Werte annehmen miissen (o # (5 # 7).

2H

z

Abbildung 8.24: Skizze des untersuchten S-formigen Kanals

Die Darstellung der Abweichung zwischen dem Schubspannungswinkel (SSA) und dem
Stromungsgradientenwinkel (FGA) wird oft als Qualitdtsmafl fiir ein Turbulenzmodell
herangezogen. Bezogen auf Abbildung 8.24 lautet die Definition der beiden charakteristi-
schen Winkel:

Py
SSA: v, = tan~* < o ) (8.22)

u' v’
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bzw.

_ 8’11_)/83/ _ 523
FGA: c=tan ' [ —=L ) =tan"t [ = ). 8.23
Sl ) R O R
Aus (8.22) und (8.23) wird sofort ersichtlich, dass der strukturelle Aufbau eines linearen
Wirbelzihigkeitsmodells (2.14) unausweichlich zu gleichen Winkeln fithren muss:

"' -2 S S
¥, = tan™* ( Zj/ :/ ) =tan™! (ﬁ) =tan* ( S?z ) = Y. (8.24)

Demgegeniiber sind explizite Spannungsmodelle prinzipbedingt in der Lage, unterschied-
liche Winkel vorherzusagen. Allerdings zeigt eine genauere Betrachtung des Scherraten-
und Wirbelstirkentensors (8.19), die nur die dominanten Anteile enthalten, dass dies mit
den Modellen nach Gleichung (4.34) bzw. (5.51) nur stark eingeschrankt moglich ist. Ob-
wohl die Tensoren nicht zweidimensional sind, iiberzeugt man sich leicht, dass durch ihre
spezielle Besetzung die Zusammenhénge:

W-W=-5-5, W-S*=ur(SHW, W?*.

[T

tr(W?) S (8.25)

N

gelten. Dies hat zur Konsequenz, dass die Generatoren der dreidimensionalen Funktions-
basis (4.20) wie in zweidimensionalen Strémungen voneinander abhéngig sind:

2(4) - _ 2(3)’ 2(8) =1 2(2)’

T =0, T =2, 7%,

2(6) = z(l)’ z(lo) —0.

T = — 19, T, (8.26)

Die zusétzlichen Generatoren des kompakten Spannungsmodells (5.51) beispielsweise ver-
schwinden identisch. Der allgemeinste Ansatz, basierend auf linear unabhéngigen Gene-
ratoren, ist daher analog aufgebaut wie das zweidimensionale Modell:

7w = ki + GO TW 4 GATO 4 GO TO). (8.27)

Setzt man nun die Tensoren (8.19) in das Modell ein, dann stellt man fest, dass die
Generatoren 2(2) und 2(3) keine Beitrdge zu den entscheidenden Schubspannungen u] u

und wj uj liefern. Beziiglich dieser Schubspannungen verhélt sich das EASM primér wie
ein lineares Modell und fiithrt demzufolge, wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird, zu
gleichen Winkeln fiir Schubspannungen und Stromungsgradient. Dies bedeutet, dass alle
Darstellungen, die auf den Scherraten- und Wirbelstérkentensoren nach Gleichung (2.9)
und (2.10) beruhen, diesen Effekt nur in untergeordnetem Mafle wiedergeben kénnen.

8.4.1 Ergebnisse

In dem S-formigen Kanal von Bruns [10] ist der dreidimensionale Effekt der Grenzschicht
gezielt untersucht worden. Um die Einfliisse der Seitenwénde weitestgehend zu minimie-
ren, wurde das Experiment in einem doppelwandigen Kanal ausgefiihrt. Die Grenzschicht
auf dem Boden konnte sich {iber die ganze Windkanalldnge entwickeln. Die Grenzschicht
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an den Seitenwédnden und an der Decke wurde vor dem Eintritt in die Messstrecke wegge-
schnitten, indem dort zusétzliche Wéande angebracht wurden, auf denen sich die Grenz-
schichten neu entwickeln mussten. Diese Bedingungen wurden auch bei der numerischen
Simulation eingehalten. In der Simulation wurde lediglich die S-férmige Umlenkung dis-
kretisiert. Der Verlauf der Seitenwinde ist durch die Funktion:

z = —Lbtanh(z/d)/tanh(ia/d) £+ Lc (8.28)

mit a = 3000, b = 600, ¢ = 1000 und d = 500 vorgegeben. Am Einstromrand wurde ein
Grenzschichtprofil vorgegeben, das aus einer zweidimensionalen Vorrechnung gewonnen
wurde. Da im Experiment kein Messpunkt am Anfang des S-férmigen Abschnitts vorhan-
den war, musste der Zustand aus den Positionen 1 und 2 (siche Abbildung 8.25) des Ex-
periments interpoliert werden. Als Richtgrofie wurde dabei die mit der Impulsverlustdicke
gebildete Reynolds-Zahl Res, ,, = Ue 0211 /v = 4900 verwendet. Die Impulsverlustdicke ist
hierin definiert als:

0211 = / |U£‘ <1 — ‘Ug) dy mit U, : Geschwindigkeit am Grenzschichtrand. (8.29)
0 e e
Dieses Profil wurde dann iiber die Spannweite als konstant angenommen, um die zweidi-
mensionale Zustromung des Experiments nachzubilden. Die Auflésung der Vorrechnung
normal zur Wand entsprach genau der Auflésung des gesamten Kanals, sodass keine In-
terpolationen notwendig waren. Insgesamt wurde der Kanal entsprechend der Abbildung
8.24 mit H=0.5 m mit 205 x 70 x 75 (x X y x z) Volumina diskretisiert. Das Gitter wurde
jeweils zu den Wanden hin verdichtet, wobei der Wandabstand an der unteren Kanalwand
etwa yt &~ 1 betrug. Durch Verteilen des Gitters auf 21 Prozessoren wurde eine auskonver-
gierte Losung in ca. 24 Stunden erreicht. Das Ziel des S-formigen Kanals, die Umlenkung

Pos. 1M 2M 3M AM 5M 6M ™ 8M oM 10M 11M
x[m] 1.9 29 3295 3.725 4.125 4.3 4.7 4925 5325 5.5 6.1
-zm] 0.5 05 05 0526 0.609 0.686 0.892 1.01 1.08 1.072 1.104

Abbildung 8.25: Skizze und Koordinaten der Messpositionen im S-férmigen Kanal

der Stromung, ist in Abbildung 8.26 aufgetragen. In der Abbildung ist auch der Winkel
der Seitenwand mit eingezeichnet. Man erkennt, dass die Strémung am Grenzschichtrand
der Umlenkung nicht in vollem Mafle folgt, wihrend die Stromung in Bodennihe die
vorgegebene Umlenkung iibertrifft. Besonders die zweite Umlenkung in die urspriingliche
Richtung wird von beiden Simulationen erst nach einer deutlichen Uberhohung erreicht.



116 Kapitel 8. Validierung des kompakten Spannungsmodells

Zwischen den Modellen sind kaum Unterschiede zu erkennen. Beide sagen den Winkel am
Grenzschichtrand richtig voraus. Abweichungen sind in dem wandnahen Winkel sichtbar.
Das lineare Wirbelzidhigkeitsmodell gibt etwas zu kleine Winkel wieder. Beide Modelle
stimmen aber bis zur Mitte des zweiten S-Schlags sehr gut mit dem Experiment {iberein
und geben das Vorauseilen der wandnahen Stromung wieder. Die Umlenkung in die Aus-
gangsrichtung am Kanalende kann von keinem der Modelle gezeigt werden. Mit beiden
Modellen weicht die wandnahe Stromung um ca. 5° von der Richtung der Kanalwand ab.
Man erkennt den Einfluss der Kriimmung bereits in der ersten Messposition, wo Abwei-
chungen von der Anstromrichtung deutlich zu erkennen sind.

—— lin. WZM (LL k-¢) —— quad. EASM
10 : \ : : \
0
_10 L
@
3
S 20t
Exp:
¢ Free Stream Flow Angle |
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- Side Wall Angle
_40 L 1 L 1 L 1 n 1 n
2 3 4 5 6 7

X [m]

Abbildung 8.26: Stromungswinkel am Grenzschichtrand und an der Wand im S-férmigen
Kanal, Konfiguration von Bruns [10], Res,,, = 4900

Die Unterschiede zwischen den Modellen sind auch im Verlauf des Druckbeiwertes ¢, =
2(p—pres)/p U2 s entlang der Mittellinie nur gering. Die Referenzgeschwindigkeit ist mit
Urer = 16m/s festgelegt und der Referenzdruck wurde so eingestellt, dass der Messpunkt
2 des Experiments korrekt wiedergegeben wird. Beide Modelle zeigen die Beschleunigung
der Strémung und den damit verbundenen Druckabfall bis zur Kanalmitte in Uberein-
stimmung mit dem Experiment. Beide Modelle kénnen aber nicht den maximalen Druck-
abfall erfassen. Im anschlieBenden Druckanstieg sind kleine Unterschiede erkennbar. Das
lineare Wirbelzihigkeitsmodell sagt dann ein hoheres Niveau vorher und weicht stérker
von den Messungen ab als das quadratische EASM. Besonders auffillig ist die mangel-
hafte Auflosung der Saugspitze. Dies deutet darauf hin, dass die Zihigkeit in diesem
Bereich zu hoch ist. Die Saugspitze liegt nahe der maximalen Umlenkung des Kanals. Der
Kriimmungseinfluss und die Quergeschwindigkeit sind hier am gréfiten. Dadurch erhoht
sich die sonst subdominante Schubspannung v’ w’, die durch den linearen Generator als
Zahigkeitsglied in die Navier-Stokes Gleichung eingeht.

Im Nachfolgenden werden Profile der Geschwindigkeit, des Stromungswinkels und der
Schubspannung an verschiedenen Positionen entlang der Mittellinie verglichen. Die Lage
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der Messpositionen ist der Abbildung 8.25 zu entnehmen.

—— lin. WZM (LL k-¢) —— quad. EASM
0.0 ‘ ‘ ‘ ‘

O EXP.

X [m]

Abbildung 8.27: Druckbeiwert entlang der Mittellinie des S-férmigen Kanals, Konfigura-
tion von Bruns [10], Res,,, = 4900

In Abbildung 8.28 ist die mit der Wandschubspannung normierte Geschwindigkeit in lo-
kalen Stromlinienkoordinaten dargestellt. Der Geschwindigkeitsbetrag ergibt sich dann
aus der geometrischen Addition der Geschwindigkeitskomponenten. Zusétzlich ist zum
Vergleich in den Abbildungen das logarithmische Wandgesetz einer zweidimensionalen
Grenzschicht Ut = k7' In(y™) + C mit k = 0.4 und C = 5.1 eingezeichnet. Bis etwa
y* ~ 300 folgen die Messungen an allen Positionen dem Wandgesetz. Erst in dem an-
schlieBenden Nachlaufbereich reagieren die Messwerte auf den lokalen Stromungszustand.
Durch den Einfluss der Druckgradienten ldngs und quer zur Stromung weicht die Ge-
schwindigkeit im Nachlauf von dem Wandgesetz ab. Bruns [10] untersuchte dieses Verhal-
ten detailliert und zeigte, dass die Geschwindigkeitsabweichungen im Nachlaufbereich mit
dem Druckgradienten korrelieren. Er wies weiter darauf hin, dass die Profile den Profilen
einer zweidimensionalen Grenzschicht unter Einfluss eines beschleunigenden Druckgradi-
enten gleichen. In den Positionen 2 bis 5 erkennt man die Entwicklung der Grenzschicht
im Kanal. Parallel hierzu ist der Verlauf des Druckbeiwertes in Abbildung 8.27 zu sehen.
In den ersten Positionen ist der Druckgradient sehr klein und die Grenzschicht weitgehend
zweidimensional. Mit steigendem Druckgradienten nimmt der Nachlaufbereich ab und das
Experiment néhert sich immer mehr dem Wandgesetz. Die grofiten Ubereinstimmungen
mit dem Wandgesetz treten in den Positionen 5 und 7 auf. Diese befinden sich nahe des
Scheitels des S-Schlags, wo die Umlenkung der Strémung am stérksten und der Druck-
gradient maximal ist. Nach diesen Positionen nimmt der Druckgradient ab und es bildet
sich wieder ein Nachlaufbereich.

Das quadratische EASM liefert tendenziell die gleichen Aussagen wie das Experiment.
In allen Positionen folgt es dem Wandgesetz bis etwa y™ ~ 300. Die Entwicklung der
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Grenzschicht steht im Einklang mit dem Experiment. Gegeniiber dem Experiment eilt
das quadratische EASM voraus und weicht an der Position 4 im Nachlauf leicht von den
Messwerten ab. In den Positionen 5 und 7 wird der Nachlauf aber wieder in Ubereinstim-
mung mit dem Experiment vorhergesagt. Das lineare Wirbelzdhigkeitsmodell kann die
Stromung nur in der ersten und letzten Position korrekt wiedergeben. Der Einfluss des
Druckgradienten ist an diesen Stellen am geringsten. In den iibrigen Positionen sind die
Abweichungen zu den Messungen und zu dem EASM eklatant. An den Positionen 5 und
7 mit dem grofiten Druckgradienten haben die Profile die korrekte Steigung, sind aber
verschoben zum Wandgesetz. Im Modell sind die Schubspannungen durch eine Konstante
an den Geschwindigkeitsgradienten gekoppelt. Die Parallelverschiebung des Profils und
die Unterschitzung der Geschwindigkeit am Grenzschichtrand deutet auf ein zu grofes
u, infolge zu grofler Schubspannungen hin. In der Position 5 sind sogar Abweichungen in
der semi-viskosen Unterschicht erkennbar.

—— lin. WZM (LL k-¢)

—— quad. EASM o EXp. —-- Wandgesetz

Abbildung 8.28: Geschwindigkeitsprofile im S-féormigen Kanal, Konfiguration von Bruns
[10], Res,,, = 4900

Durch die tensoriell gleichwertige Wiedergabe der Schubspannungen der Modelle in einer
von Schubspannung dominierten Stromung sind derartig grofie Abweichungen zunéchst
iiberraschend. Dies verdeutlicht die Bedeutung der Koeffizienten in der Darstellung, die
dann bei gleicher Funktionsbasis Anderungen bewirken. Das Versagen von linearen Wir-
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belzéhigkeitsmodellen in Stromungen mit starken Druckgradienten, beispielsweise an Trag-
fliigelprofilen bei Maximalauftrieb, wurde schon von vielen Autoren berichtet [30, 31|, die
die Ergebnisse des linearen Wirbelzéhigkeitsmodells in dieser Simulation bestétigen.

Die starke Dreidimensionalitdt war in den Geschwindigkeitsprofilen durch Verwendung
eines lokalen Stromlinienkoordinatensystems nicht erkennbar. Diese wird aber in den Pro-
filen des lokalen Stromungswinkels, bezogen auf den Winkel am Grenzschichtrand (siehe
Abbildung 8.29), in Abbildung 8.30 und 8.31 deutlich. Schon in der ersten Position ver-
windet sich das Profil um 2 Grad von der Wand bis zum Grenzschichtrand. Dies zeigt
den starken Kriimmungseinfluss des S-Schlags stromauf am Beginn des Rechengebiets,
da an dieser Position die Wand praktisch nicht gekriimmt ist. Die Verwindung des Pro-
files wéchst stetig, bis eine maximale Winkeldifferenz von ca. 19 Grad bei Position 5
erreicht wird. Bis zu dieser Position éndert sich die Verwindung monoton iiber den Wand-
abstand. Ab Position 7 geht die Verwindung zuriick, aber die maximale Verwindung ist
nicht mehr an der Wand, sondern beim Ubergang in den Nachlaufbereich. Die Umlenkung
der Stromung ist so stark, dass in den Positionen 9 und 11 ein cross-over Profil auftritt.
Hierbei dndert sich das Vorzeichen der Winkeldifferenz, was gleichbedeutend mit einem
Vorzeichenwechsel der Quergeschwindigkeit ist. Die Tendenzen des Experiments werden
von beiden Modellen an allen Positionen korrekt wiedergegeben. Beide Modelle geben das
Anwachsen bzw. Abklingen der Verwindung, die Lage der Maxima und das cross-over
in Einklang mit dem Experiment wieder. Gegeniiber dem Experiment werden aber zu
geringe Verwindungen vorhergesagt. Mit zunehmender Entfernung vom Grenzschichtrand
nimmt die Abweichung zu, die dann in Wandnéhe zu einem Fehler von bis zu 4 Grad
fithrt. Die Abweichungen zu den Messungen sind, wie aus Abbildung 8.26 zu vermuten
ist, am Ende des S-Schlags am grofiten. Die Verldufe der beiden Modelle sind nahezu
gleich. Das quadratische EASM gibt aber die Messergebnisse geringfiigig besser wieder
als das lineare Wirbelzdhigkeitsmodell. Bis auf die ersten Positionen zeigt dann das li-
neare Wirbelzdhigkeitsmodell eine Abweichung von ca. 1 Grad weitgehend konstant iiber
dem Wandabstand. Die Abweichung beginnt im Nachlaufbereich und setzt sich bis zur
Wand hin fort. Im Auflenbereich sind die Gradienten vergleichsweise klein, sodass sich hier
der Einfluss der aufgrund des strukturellen Gleichgewichts in kartesischen Koordinaten
verndchléssigten Kriimmungsterme am stéarksten bemerkbar macht.

LY
5

Abbildung 8.29: Definition des Stromungswinkels lokal und am Grenzschichtrand



120 Kapitel 8. Validierung des kompakten Spannungsmodells

——~ lin. WZM (LL k-¢) ——— quad. EASM
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Abbildung 8.30: Lokaler Stromungswinkel an den stromauf liegenden Positionen, S-férmi-
ger Kanal, Konfiguration von Bruns [10], Res,,, = 4900

Abbildung 8.31: Lokaler Stromungswinkel an den stromab liegenden Positionen, Legende
wie in Abb. 8.30
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Grenzschichten werden durch Schubspannungen dominiert. In zweidimensionalen Grenz-
schichten werden die Profile ausschliellich durch eine Schubspannung, hier beispielsweise
uw v/, geprigt. In dreidimensionalen Grenzschichten treten zwar auch die Schubspannungen
in der Ebene lings und quer zur Stromung auf, aber auch dann ist fiir die Grenzschicht
die Primér-Schubspannung /v’ am bedeutendsten. Die Schubspannungen in Abbildung
8.32 sind wiederum mit der Wandschubspannung normiert und in ein Koordinatensystem
transformiert, dessen Stromungsrichtung mit dem Stromungswinkel am Grenzschichtrand
zusammenfallt. Mit Entwicklung der Querstromung in der Grenzschicht sinkt die Schub-
spannung bis zu den Positionen 5 und 7. Danach steigt die Schubspannung wieder an und
iibertrifft in der letzten Position den Betrag der Wandschubspannung. Nach dem Vergleich
der Geschwindigkeitsprofile ist besonders das Verhalten der Schubspannung im Nachlauf-
bereich von Interesse. Beide Modelle zeigen dhnliche Verldufe und geben die tendenzielle
Anderung des Schubspannungsniveaus korrekt wieder. Im Nachlaufbereich treten deutli-
che Abweichungen zu den Messungen und zwischen den Modellen auf. An allen Positionen
fallt die Schubspannung mit beiden Modellen zu spét gegeniiber dem Experiment ab. Das
lineare Wirbelzéhigkeitsmodell verschiebt den Abfall am weitesten in den Nachlauf hinein
und hat somit die gréfiten Schubspannungen im Nachlauf. Dieses Verhalten ist besonders
an den letzten Positionen ausgepréigt. Das quadratische EASM kann dort dem Experiment
bis in den Nachlaufbereich folgen und weicht erst dann von den Messungen ab. Das linea-
re Wirbelzihigkeitsmodell unterscheidet sich schon bei y* ~ 300 von dem Experiment.
Keines der Modelle zeigt in der letzten Position einen Anstieg der Schubspannung iiber
den Betrag der Wandschubspannung hinaus an. Durch die relativ geringen Gradienten
im Nachlaufbereich kénnen Kriimmungsterme in vergleichbarer Gréflenordnung entste-
hen. Daher liegt die Vermutung nahe, dass die Abweichungen des EASM auf die bei der
Herleitung vernachléassigten Kriimmungsterme zuriickzufithren sind.

Die untersuchte Grenzschichtstromung in einem S-formigen Kanal zeigte die Grenzen ei-
ner expliziten Darstellung auf. Im Gegensatz zur rotierenden Rohrstromung konnte die
Beeinflussung der Schubspannung nicht dargestellt werden. Durch die diinne und &hnliche
Besetzung des Scherraten- und Wirbelstarkentensors sind nur die Generatoren I(l), 7®

und 7® linear unabhingig. Von diesen Tensoren enthilt aber nur 7" Komponenten in
den relevanten Schubspannungen. Es gibt damit keine Moglichkeit, eine Darstellung nur
auf Basis des Scherraten- und Wirbelstéarkentensors zu formulieren, die einen anderen Me-
chanismus der Schubspannungen wiedergibt als ein lineares Modell. Die fiir dreidimensio-
nale Grenzschichten charakteristische Winkeldifferenz zwischen dem Winkel der Schub-
spannungen und der Stromungsgradienten konnte somit nicht erfasst werden. Dennoch
wurden mit dem EASM bessere Ergebnisse erzielt als mit dem linearen Wirbelzéhigkeits-
modell. Dies verdeutlicht die Bedeutung der Koeffizienten innerhalb der Darstellung, da
die Schubspannungen in beiden Modellen mit dem gleichen Generator dargestellt werden.
Die Koeffizienten des EASM werden aus der angenéherten (exakt im Zweidimensionalen)
expliziten Losung der Transportgleichung der Reynolds-Spannungen gewonnen, wéahrend
im linearen Modell der Koeffizient ¢, konstant ist und anhand einer gleichgewichtigen
Stromung fixiert wurde. Die Koeffizienten des EASM basieren auf einer ndherungsweisen
Umsetzung der Erhaltungsgleichungen fiir die Reynolds-Spannungen und passen sich von
selbst an den lokalen Stromungszustand an. In der Stromung durch den S-férmigen Kanal
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wurde dadurch der Einfluss des Druckgradienten auf die Geschwindigkeitsprofile korrekt
wiedergegeben, wohingegen die bekannten Schwéchen des linearen Wirbelzéhigkeitsmo-
dells bei Druckgradienten auch in dieser Stromung bestétigt wurden. In der Herleitung
wurden keine Mafinahmen eingebracht, um diesen Effekt speziell zu modellieren, wodurch
dieser Fall das hierarchische Vorgehen zur Bestimmung der Koeffizienten aus den Erhal-
tungsgleichungen bekraftigt.
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Abbildung 8.32: Schubspannungsprofile im S-férmigen Kanal, Konfiguration von Bruns
[10], Res,,, = 4900



Kapitel 9

Technische Anwendungsfille

Im Anschluss an die zuvor erfolgte Validierung werden nun die Modelleigenschaften mit
Bezug auf technische Anwendungsfélle untersucht. Im Gegensatz zu den Validierungsféllen
ist die Uberlagerung verschiedener Effekte wesentlich vielféltiger, wodurch die Geschwin-
digkeitsgradienten nicht abgeschétzt werden konnen. Es ist somit vorab keine Analyse des
Modellverhaltens moglich. Im Mittelpunkt steht daher das Modellverhalten unter anwen-
dungsbezogenen Gesichtspunkten. Hauptanforderung ist hierbei die numerische Robust-
heit und Stabilitdt. Neben der Simulationsqualitét wird dadurch der Vergleich mit einem
linearen Wirbelzdhigkeitsmodell, dem in industriellen Simulationsverfahren am haufigsten
eingesetzten Modelltyp, bedeutend. Die verwendeten Gitter sind wesentlich grober als in
der Validierung, um das industrielle Ziel, mit mdéglichst geringem numerischen Einsatz
komplexe Konfigurationen zu simulieren, vorzugeben. Wie in der Validierung wird der
Zusammenhang zwischen Reynolds-Spannungen und dem mittleren Geschwindigkeitsfeld
untersucht, weshalb alle Simulationen mit dem gleichen Modell fiir das turbulente Lingen-
und Zeitmafl durchgefiihrt wurden.

9.1 Generische Fliigel-Rumpf-Konfiguration

Die Umstromung zweier verbundener Koérper tritt in vielen technischen Anwendungen
auf. Von grundlegender Bedeutung sind diese Stromungen fiir den Luftfahrtzeugbau, z.B.
bei der Kombination von Fliigel und Rumpf. Konstruktives Ziel ist hierbei, eine Anord-
nung bzw. einen Ubergang zu entwerfen, der moglichst wenig Interferenzen verursacht,
d.h. die Umstromung des Fliigels wenig stort. Fiir moglichst alle Flugzustédnde soll eine
Eckenablosung vermieden werden, die die aerodynamischen Eigenschaften verschlechtert.
Wenngleich der Luftfahrtzeugbau die naheliegendste Anwendung einer Fliigel-Rumpf-
Konfiguration ist, ist die Verkleidung von Verstrebungen zwischen Bauteilen ein weiteres
Anwendungsgebiet. Die Verkleidung soll hierbei den Gesamtwiderstand reduzieren bzw.
Stromungskrifte auf die Streben mindern. Im allgemeinen Fall einer Durchdringung von
mehrfach gekriimmten Korpern konnen duflerst komplizierte Geometrien entstehen. Im
Rahmen dieser Untersuchung wird nur der grundlegendste Fall eines geraden, unverwun-
denen Fliigels auf einer ebenen Platte behandelt. Bereits an dieser einfachen Konfiguration
konnen alle auftretenden Effekte, wie das Ausbilden eines Hufeisenwirbels an der Verbin-
dung der Korper oder die Verwindung der Stromungsumlenkung entlang der Fliigelachse,
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beobachtet werden.

9.1.1 Ergebnisse

Zur Untersuchung des Modells in einer Fliigel-Rumpf-Konfiguration wurde die experimen-
telle Untersuchung von Devenport u.a. [19] herangezogen, bei der umfangreiche Vergleichs-
daten vorliegen. Devenport u.a. untersuchten eine Anordnung, bei der ein unverwundener,
gerader Tragfliigel auf einer Platte montiert ist, wie in Abbildung (9.1) skizziert.

Abbildung 9.1: Schematische Darstellung der Fliigel-Rumpf-Konfiguration und Lage der
Messpositionen

Die Anstromung erfolgt hierbei ohne Anstellung. Der Tragfliigel ist aus gleich bleibenden
Profilschnitten zusammengesetzt und besteht hinter dem Dickenmaximum (T=0.0717 m)
aus einem NACAO0020 Profil. Die Nasenkontur vor dem Dickenmaximum wird durch eine
3:2 Halbellipse beschrieben. Bezogen auf die Referenzgeschwindigkeit (U,.y = 27m/s)
und die Fliigeltiefe (4.2547 = 0.305m) betrigt die Reynolds-Zahl der Konfiguration
Re = 4.86 - 10°. Durch den symmetrischen Aufbau und die Anstrémung musste das Ge-
biet nur bis zur Symmetrieebene diskretisiert werden. Die Abmessungen des Rechengebiets
sind in der Skizze (9.1) eingetragen. In Hauptstromungsrichtung beginnt das Rechenge-
biet 18.357 vor der Fliigelvorderkante und erstreckt sich bis 107" hinter der Fliigelvorder-
kante. Der relativ grofe Anlaufbereich gestattet, den experimentellen Zustand einer sich
entwickelnden Plattengrenzschicht moglichst realistisch wiederzugeben. An den Wénden
wurde Wandhaftung vorgeschrieben und neben der eigentlichen Symmetrieebene wurden
auch am seitlichen und oberen Rand Symmetrierandbedingungen vorgegeben. Ein Block-
profil mit U,y definierte den Einstromrand und verschwindende Gradienten modellierten
die Ausstromrandbedingung. Insgesamt besteht das Rechengitter aus 12 Blocken mit ca.
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500 000 Volumina. Das zweidimensionale Gitter der Grundplatte ist in Abbildung (9.2)
dargestellt.

A

R}

Abbildung 9.2: Gitter auf der Grundplatte

Die Kontur des Fliigels ist mit 60 Volumina diskretisiert und entlang der Fliigelachse sind
74 Zellen verteilt. Dabei betrug der Abstand der ersten Zelle iiber der Platte y* ~ 1.5
und innerhalb der semi-viskosen Unterschicht (y™ < 11) folgten 5 weitere Zellen.

Als Referenzlosung wurde das lineare k — e Wirbelzihigkeitsmodell von Lien u.a. [45] (LL
k—¢) berechnet. Die Dampfungsfunktionen des Modells sind unabhéngig vom dimensions-
losen Wandabstand y* bzw. von der Wandschubspannungsgeschwindigkeit u, = \/(Tw /0),
sodass das Modell stellvertretend fiir lineare Wirbelzédhigkeitsmodelle ist, die eine Inte-
gration der semi-viskosen Unterschicht in abgelosten Stromungen mit Vorzeichenwechsel
der Wandschubspannung gestatten. Die Transportgleichungen des LL k — ¢ Modells fiir
das turbulente Léngen- und Zeitmafl wurden auch fiir das explizite Spannungsmodell
beibehalten. Unterschiede in den Simulationen sind daher allein auf den Zusammenhang
zwischen Geschwindigkeitsfeld und Reynolds-Spannungen zuriickzufithren. Diesem Tur-
bulenzmodell wird das entwickelte kompakte EASM (CEASM) nach Gleichung (5.51)
gegeniibergestellt, um die Modellqualitédt in komplexen Situationen zu untersuchen. Alle
Simulationen wurden auf einem PC-Cluster durchgefiihrt, wobei jeweils 12 Prozessoren
genutzt wurden. Die Einstellungen des Stromungslosers waren bei allen Modellen gleich,
sodass die Modelle die gleiche Stabilitdt und Robustheit zeigten. Eine konvergierte Losung
wurde nach ca. 15 h erreicht. Das kompakte EASM brauchte zwar pro Iteration gleich viel
Zeit wie das lineare Modell, aber es war ein schlechteres Konvergenzverhalten zu beobach-
ten, wodurch die Gesamtanzahl der Iterationen stieg und der Mehraufwand ca 20% betrug.

Zur Analyse des Modellverhaltens werden zuerst das von Devenport u.a. bestimmte Ge-
schwindigkeitsfeld in der Symmetrieebene (Abbildung 9.3) und die Druckverteilung auf
der Grundplatte in Abbildung 9.4 betrachtet.
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Abbildung 9.3: Experimentell bestimmte Geschwindigkeitsvektoren in der Symmetrieebe-
ne, Devenport u.a. [19]
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Abbildung 9.4: Experimentell bestimmte Druckverteilung auf der Grundplatte, Deven-
port w.a. [19]
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Die berechneten Geschwindigkeitsfelder in der Symmetrieebene sind in Abbildung 9.5 dar-
gestellt. Aus den Konturlinien der Geschwindigkeit in Hauptstromungsrichtung kann der
Ablésepunkt abgelesen werden. Keines der Modelle vermag die gemessene Ablésung bei
x/T = —0.47 vorherzusagen. Das schlechteste Ergebnis liefert das lineare Wirbelzéhig-
keitsmodell mit x/T = —0.25, aber auch das explizite Spannungsmodell verschiebt den
Ablésepunkt nur gering stromauf zu z/7T = —0.32. Damit einhergehend zeigt sich mit
dem linearen Modell das kleinste Riickstrémgebiet. Das kompakte Spannungsmodell hat
ein wesentlich grofler ausgedehntes Riickstromgebiet, dessen Gestalt sich jedoch von dem
Gemessenen unterscheidet. In der Messung tritt ein diinnes, langgestrecktes Riickstromge-
biet auf, das sich langsam aufdickt, wihrend sich mit dem kompakten Spannungsmodell
ein kurzes Gebiet einstellt, das abrupt beginnt. Die Darstellung des Hufeisenwirbels in der
Symmetrieebene ist am deutlichsten mit dem kompakten Spannungsmodell. Die Lage des
Wirbelzentrums mit (z/7 = —0.22; z/T = 0.05) stimmt sehr gut mit dem experimentel-
len Wert von (z/T = —0.2; z/T = 0.05) iiberein, im Gegensatz zu dem linearen Modell,
das mit (x/T = —0.16; z/T = 0.04) deutlich von dem Experiment abweicht. Die Un-
terschiede der Modelle sind schon in der ankommenden zweidimensionalen Grenzschicht
vor der Fliigelwurzel vorhanden. In der Grenzschicht dominiert die Schubspannung und
folglich der lineare Generator, weshalb die Vorteile des CEASM auf die Anpassung der
Koeffizienten an den Stromungszustand zuriickzufithren sind. Bei dem nachfolgend entste-
henden Wirbel kann das CEASM stérker zwischen den Normalspannungen differenzieren
(vergleiche Abbildung 9.9), wodurch die Intensitit des Wirbels angefacht wird.

Der vor der Fliigelwurzel entstehende Hufeisenwirbel prégt die Stromung auf der Grund-
platte nachhaltig. Die c,-Konturen und wandnéchsten Geschwindigkeitsvektoren der Si-
mulationen sind in Abbildung 9.6 aufgetragen. Deutlich ist eine Linie mit einer abrupten
Anderung der Geschwindigkeitsvektoren zu erkennen. Diese Linie markiert den Bereich
des Stromungsfeldes, der vom Hufeisenwirbel beeinflusst wird. Die plétzliche Anderung
wird am besten von dem kompakten Spannungsmodell wiedergegeben. Entlang dieser
Linie sind Knicke in den c,-Konturlinien zu beobachten, die von dem durch den Hufeisen-
wirbel induzierten Druckfeld verursacht werden. Das lineare Wirbelzéhigkeitsmodell sagt
einen schwachen Wirbel vorher (vergleiche Abbildung 9.5), sodass in den c¢,-Konturlinien
nur schwache Einbuchtungen zu erkennen sind. Insgesamt ist mit dem linearen Modell
die Druckverteilung im Gebiet des Staupunktes gleichméBiger. Der Gradient entlang der
Symmetrieebene ist wesentlich geringer als im Experiment. Die ¢, = 0.2-Linie schneidet
die Symmetrieebene bei z/T" = —1.5, die ¢, = 0.3-Linie bei z/T" = —0.9. Im Experi-
ment liegen die Schnittpunkte bei z/T = —1.08 und z/T = 0.62, die von dem expliziten
Spannungsmodell mit /7 = —1.2 und z/T = —0.78 besser vorhergesagt werden. Das
explizite Modell zeigt jedoch lokale Maxima in der c,-Verteilung. Derartige lokale Maxima
sind in den experimentellen Daten nicht zu erkennen, stimmen aber mit dem berechneten
Geschwindigkeitsfeld in der Symmetrieebene iiberein, in dem ein starker Wirbel in Ver-
bindung mit einem zu kleinen Ablésegebiet auftrat.
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Abbildung 9.5: Isotachen der Geschwindigkeit in Hauptstromungsrichtung und Geschwin-
digkeitsvektoren in der Symmetrieebene, Konfiguration von Devenport
[19], Re = 4.86 - 10°
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Abbildung 9.7: Profile der Geschwindigkeit in Hauptstromungsrichtung in der Symme-
trieebene, Konfiguration von Devenport [19], Re = 4.86 - 10°

Einen quantitativen Vergleich zwischen den Modellen erlauben die in Abbildung 9.8 aufge-
tragenen Profile der Geschwindigkeit in Hauptstromungsrichtung in der Symmetrieebene.
Zum Uberblick ist die Lage der Messpositionen ist auch in Abbildung 9.1 eingetragen. Die
erste Position (z/T = —0.5) liegt kurz vor der im Experiment beobachteten Ablosung, die
Messwerte zeigen demzufolge ein ablosenahes Profil mit sehr geringen Geschwindigkeiten
in Wandnéhe. In den Simulationen tritt die Ablésung wesentlich spéter auf, weshalb die
Profile deutlich von der Messung abweichen. Das kompakte Spannungsmodell ergibt eine
geringfiigig bessere Ubereinstimmung, die auf die genauere Vorhersage des Ablosepunktes
zuriickzufiihren ist. An den néchsten Positionen ist die Stromung im Experiment bereits
abgelost, allerdings ist das sehr kleine Riickstromgebiet in den Messwerten, die nur ge-
ringfiigig negativ sind, kaum erkennbar. Das kompakte Spannungsmodell zeigt nun ein
ablosenahes Verhalten, wodurch die Abweichung zu dem Experiment geringer ausfillt als
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mit dem Wirbelzdhigkeitsmodell. Das Wirbelzéhigkeitsmodell hat im Gegensatz zum ex-
pliziten Spannungsmodell und dem Experiment bei /T = —0.3 nicht abgelost. Beim kom-
pakten Spannungsmodell und Experiment ist die Ablésung deutlich sichtbar, wobei die
Intensitét der Riickstromung nahezu identisch mit der Messung ist. Das kompakte Span-
nungsmodell zeigt in Abbildung 9.5 eine sprunghafte Erweiterung des Riickstromgebietes,
die an der néchsten Position deutlich zu beobachten ist. Das Ausmafl der Riickstromung
iibersteigt hier das Experiment um das Doppelte. An dieser Position beginnt auch bei
dem linearen Modell die Ablosung, wie an dem fast tangentialen Profil zu erkennen ist.
An den Positionen /T = —0.2 und z/T = —0.15 zeigen beide Modelle Riickstromung.
Das explizite Modell gibt die Stérke der Riickstromung korrekt wieder, wohingegen das
lineare Modell deutlich von der Messung abweicht. Allerdings wird das Abklingen der
Riickstrémung zur Wand hin nicht erfasst. Diese Tendenz ist auch in den letzten beiden
Positionen zu erkennen, wobei sich die Modelle aneinander angleichen und gut mit den
Messwerten iibereinstimmen.
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Abbildung 9.8: Profile der Schubspannung in der Symmetrieebene, Konfiguration von De-
venport [19], Re = 4.86 - 10°
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Deutliche Modellunterschiede sind auch in den Profilen der Schubspannung uw/w’ in der
Symmetrieebene in Abbildung 9.8 zu erkennen. An den beiden stromauf gelegenen Po-
sitionen stehen die Modelle und das Experiment in qualitativer Ubereinstimmung. Der
Betrag der Schubspannung wird mit dem expliziten Spannungsmodell geringfiigig besser
vorhergesagt. Der starke Anstieg der Schubspannung in der néchsten Position wird nur
von dem kompakten Spannungsmodell wiedergegeben. Das Maximum wird nur leicht un-
terschitzt, ist aber von der Wand weggeschoben. Der weitere Anstieg der Schubspannung
in der Position /T = —0.25 wird aber von keinem Modell erfasst. Das explizite Span-
nungsmodell zeigt sogar einen Riickgang der Schubspannung an.

Am néchsten Messpunkt folgt das explizite Spannungsmodell wieder den Messwerten und
sagt das Maximum in Einklang mit dem Experiment voraus. Bei dem linearen Modell
ist nun auch ein Anwachsen der Schubspannung zu erkennen. Diese Tendenz setzt sich in
der néchsten Position fort, sodass das lineare Modell den Betrag der Messwerte erreicht
und das explizite Spannungsmodell seine maximale Schubspannung erreicht und das Ex-
periment deutlich iibertrifft. Bei /7 = —0.1 ist im Experiment die Schubspannung fast
auf den Wert der Anstromung zuriickgegangen, wihrend das lineare Modell seinen Ma-
ximalwert erreicht und das kompakte Spannungsmodell nur einen geringen Riickgang
verzeichnet. Diese grofie Differenz zwischen Messung und den Simulationen besteht auch
in der letzten Position. Zusétzlich ist der Vorzeichenwechsel der Schubspannung verscho-
ben, sodass Simulation und Experiment sich nahezu gegenlaufig verhalten. Das explizite
Spannungsmodell hat jedoch gegeniiber der vorhergehenden Position eine deutliche Re-
duktion der Schubspannung erzielt, die mit dem linearen Modell nur kaum zu bemerken
ist.

Normalspannungsdifferenzen begiinstigen die Wirbelbildung, weshalb in Abbildung 9.9 an
drei Positionen die mit den Modellen vorhergesagten Normalspannungen verglichen wer-
den. An der ersten Position, kurz vor dem Ablosepunkt im Experiment, ergibt sich nahezu
der Zustand einer zweidimensionalen Grenzschicht. Das lineare Modell zeigt nur geringe
Unterschiede zwischen den Normalspannungen, aber im Widerspruch zum Experiment ist
die wandnormale Spannung w'w’ gréfer als die Spannung in Querrichtung. Dies ist bei
dem kompakten Spannungsmodell nicht zu beobachten. Die Spannung in Querrichtung
v'v’ folgt den Messwerten und ist grofer als die wandnormale Spannung. Die Spannung
in Hauptstromungsrichtung ist deutlich gréfler als die beiden anderen Komponenten, er-
reicht aber nicht das Niveau der Messung. Bei Position /T = —0.3 ist die Spannung
in Hauptstromungsrichtung stark angestiegen. Dieser Anstieg wird von dem kompakten
Spannungsmodell gut erfasst. Die Lage ist leicht verschoben, aber der Betrag stimmt gut
iiberein. Die Messwerte zeigen an dieser Position ein Anwachsen der wandnormalen Span-
nung, die hier die Spannung in Querrichtung tibertrifft. Dieser Wechsel der Betrige zwi-
schen den Spannungen wird vom kompakten Modell korrekt wiedergegeben, wenngleich
der Betrag der wandnormalen Spannung unterschétzt wird. Das lineare Modell ist ge-
geniiber der vorhergehenden Position nahezu unverdndert und kann diese Entwicklungen
nicht aufzeigen. In der letzten Position sind auch bei dem linearen Modell deutlich Un-
terschiede zwischen den Spannungen festzustellen. Den grofiten Betrag hat die Spannung
in Wandnormalenrichtung, die die Messwerte um ein Vielfaches iiberschéitzt. Die Span-
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nung in Hauptstromungsrichtung erreicht den gemessenen Wert, jedoch ist die Lage des
Maxima verschoben. Das kompakte Spannungsmodell zeigt einen &hnlichen Verlauf der
Spannung in Hauptstromungsrichtung, aber diese Komponente hat den gréfiten Betrag.
Wie das Experiment ist die wandnormale Spannung am zweitgrofiten, wobei die Simula-
tion die Messung weit iibertrifft. Die Spannung in Querrichtung wird stark gedampft und
erreicht sehr kleine, aber noch positive Werte. Mit dem linearen Modell wird ein grob un-
physikalisches Ergebnis erzielt. Die Spannung in Querrichtung wird hier in einem kleinen
Bereich negativ, was physikalisch unmdéglich ist. Es zeigt sich damit in diesem Fall das
in Abschnitt 2.3.2 diskutierte Problem der linearen Wirbelzdhigkeitsmodelle, Losungen
vorherzusagen, die nicht realisierbar sind.
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Abbildung 9.9: Vergleich der Normalspannungen in der Symmetrieebene, links lineares
Wirbelzdhigkeitsmodell, rechts kompaktes Spannungsmodell, Konfigura-
tion von Devenport [19], Re = 4.86 - 10°

Die Hauptanforderungen an ein Modell, das in komplexen Geometrien einsetzbar sein soll,
die numerische Stabilitdt und Robustheit, werden von dem kompakten Spannungsmodell
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erfiillt. Das Modell benétigt keine speziellen Einstellungen des Stromungslosers. Aller-
dings war das Konvergenzverhalten schlechter. Pro Iterationsschritt verringerten sich die
Residuen nicht so stark wie mit dem linearen Wirbelzéhigkeitsmodell, sodass die Gesamt-
rechenzeit um ca. 20 % anstieg. Das kompakte Spannungsmodell bewirkte eine wesent-
lich verbesserte Stromungsvorhersage. Der Hufeisenwirbel in der Symmetrieebene und die
Druckverteilung auf der Grundplatte stimmen sehr gut mit dem Experiment iiberein. Wei-
tere Ubereinstimmungen zeigen die Geschwindigkeitsprofile in der Symmetrieebene, die
eine quantitative Verbesserung gegeniiber dem linearen Modell verdeutlichen. Beide Mo-
delle versagen aber bei der Vorhersage das Ablosepunktes, wobei das lineare Modell eine
groflere Abweichung aufweist als das kompakte Modell. In den Profilen der Schubspan-
nung in der Symmetrieebene sind gréfere Unterschiede zu den Messungen zu erkennen.
Das kompakte Modell sagt zwar den Maximalbetrag der Schubspannung vorher, eilt aber
dem Experiment nach und verschiebt die Lage des Maximums zum Fliigel. Diese Ver-
schiebung fallt mit dem linearen Modell noch gréfler aus. Es erreicht erst kurz vor dem
Fliigel die maximale Schubspannung. Da der Hauptanteil der Schubspannung aus dem
linearen Generator resultiert, den beide Modelle nutzen, sind die Vorteile des kompak-
ten Spannungsmodells auf das insgesamt bessere Geschwindigkeitsfeld zuriickzufiihren.
Die Koeffizienten des CEASM passen sich dem Stromungszustand an und koénnen die
Ablosung der ankommenden Grenzschicht besser wiedergeben. Ein deutlicher qualitativer
Unterschied zeigt sich in den betrachteten Normalspannungen, die aus den nichtlinearen
Termen des CEASM resultieren. Das kompakte Modell kann zwischen den Spannungen
differenzieren und gibt den Anstieg der Spannung in Hauptstromungsrichtung und in der
Wandnormalenrichtung wieder. Das lineare Modell kann diese Entwicklung nicht nach-
vollziehen. Es zeigt im Widerspruch zu dem Experiment an der fliigelnahen Position die
Wandnormalspannung als grofite Spannung. Als grob unphysikalisch ist die Vorhersage
einer negativen Spannung in Querrichtung zu bewerten, die das in Abschnitt 2.3.2 an-
gefiihrte Problem der Realisierbarkeit des Spannungszustandes hervorhebt.

9.2 Turbinenschaufel mit Filmkiihlung

In ingenieurwissenschaftlichen Anwendungen miissen oft Bauteile untersucht werden, die
komplexe Geometrien mit komplexen stréomungsphysikalischen Phdnomenen vereinen. Ein
Beispiel hierfiir ist eine Turbinenschaufel mit Filmkiihlung. Um eine hohe Leistungsaus-
beute zu erzielen, muss in der Turbine moglichst viel thermische Energie in mechanische
Energie umgesetzt werden. Deshalb wurden die Verbrennungstemperaturen in der Brenn-
kammer immer weiter gesteigert. Das Gas am Turbineneintritt ist so heif}, dass die Festig-
keit der Schaufeln so weit herabgesetzt ist, dass die Schaufeln binnen kurzer Zeit Schaden
nehmen wiirden. Deshalb wurden fiir Turbinenschaufeln hochentwickelte Kiihlsysteme
entworfen. Die ersten Kiihlsysteme arbeiteten intern, indem kalte Luft durch Kanéle im
Schaufelinneren geblasen wurde. Vorteil dieser Systeme war, dass die Umstromung der
Schaufel vollig unbeeinflusst blieb und somit die aerodynamische Auslegung der Schaufel
ohne Beriicksichtigung des Kiihlsystems erfolgen konnte. Jedoch ist die Kiihlleistung der-
artiger Systeme begrenzt und reicht fiir die hohen Verbrennungstemperaturen moderner
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Turbinen nicht mehr aus. Insbesondere der Staupunkt der Schaufeln, in dem das Gas mit
der hochsten Temperatur am ldngsten verweilt, konnte so nur unzureichend geschiitzt wer-
den. Heutzutage werden deshalb externe Kiihlsysteme eingesetzt, bei denen durch kleine
Offnungen auf der Schaufeloberfliche kalte Luft ausgeblasen wird. Es bilden sich dann
Wandstrahlen, die wie ein Film die Schaufeloberfliche bedecken. Die Ausblasung durch
lange Schlitze besitzt zwar die hochste Kiihlleistung, kann aber konstruktiv nicht ver-
wirklicht werden, da die Festigkeit der Schaufeln zu stark reduziert wiirde. Daher miissen
aus vielen Offnungen Einzelstrahlen ausgeblasen werden. Bei der Ausblasung im hinteren
oder mittleren Bereich der Schaufel ist die Stromung weitgehend parallel zur Schaufelober-
fliche, weshalb vereinfachende Annahmen méglich und semi-empirische Auslegungsverfah-
ren einsetzbar sind. An der Vorderkante erfolgt die Ausblasung entgegen der Anstromung,
wodurch die Einzelstrahlen stark umgelenkt werden und sich mit der Auflenstromung ver-
mischen. Dieser Vorgang ist hochgradig dreidimensional mit lokalen Riickstromgebieten
und hoher Turbulenz. Die Stromung besitzt dann keinen Grenzschichtcharakter mehr. Der
Wirmetibergang zur Schaufel ist hauptséchlich durch das Turbulenzverhalten bestimmt,
das seinerseits stark vom lokalen Stréomungszustand beeinflusst wird. Aufgrund der Uber-
lagerung vieler Effekte ist eine Auslegung einer Filmkiihlung im Vorderkantenbereich zur
Optimierung der Lage der Austrittsoffnung, der Form und des Abstandes der Offnungen,
des Ausblasewinkels und der Ausblaserate nur mit einem numerischen Verfahren moglich.
Ziel der Auslegung ist es, eine ausreichende Kiihlung bei minimalem Verbrauch an kalter
Luft zu erreichen. Weiterhin soll durch das Kiihlsystem die aerodynamische Leistung der
Schaufeln nicht vermindert werden.

9.2.1 Ergebnisse

Die zuvor beschriebene Filmkiihlung einer Turbinenschaufel war Gegenstand eines BMBF
Forschungsvorhabens und wurde innerhalb der AG Turbotherm II untersucht. Durch die
Zusammenarbeit mit industriellen Partnern wurde eine praxisrelevante Schaufelkonfigura-
tion ausgewéhlt. Im Rahmen des Vorhabens wurden sowohl experimentelle als auch nume-
rische Untersuchungen durchgefiihrt. Das Stromungsfeld wurde mit LDA und Hitzdrahten
vermessen und begleitend wurde eine numerische Evaluierung verschiedener Turbulenz-
modelle durchgefiihrt. In dem Abschlussbericht der numerischen Simulation von Rodi u.a.
[61] beméngelten die Autoren die Féhigkeit der verwendeten Turbulenzmodelle, die late-
rale Ausbreitung des Kiihlstrahls vorherzusagen. Sie fiihrten deshalb eine Modifikation des
linearen Wirbelzéhigkeitsansatzes ein, die explizit die Z&higkeit in einer Richtung erhoht.
Die Modifikation wurde erfolgreich bei einer geometrisch einfachen Plattenstromung, in
die aus der Platte ein Strahl eindrang, angewendet. Der praktische Nutzen der vorgeschla-
genen Modifikation ist allerdings duferst kritisch zu sehen. Es muss vorab eine Richtung
definiert werden, in der die Ausbreitung erh6ht werden soll. Der Vorschlag ist somit nicht
invariant gegen eine Transformation des Koordinatensystems. Die explizite Vorgabe einer
bevorzugten Ausbreitungsrichtung macht den Einsatz der Modifikation in allgemeinen Si-
tuationen, in denen die Strahlen aus verschieden orientierten Wénden eingeblasen werden,
unmoglich. Derartige Probleme treten mit dem entwickelten kompakten EASM nicht auf.
Durch die vollstdndige Formulierung in einer allgemeinen Funktionsbasis ist das Modell
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unabhéngig von einem speziellen Koordinatensystem und die Anfachung der Ausbrei-
tung in einer Richtung ergibt sich nur aus dem lokal herrschenden Geschwindigkeitsfeld.
Die experimentellen Untersuchungen dienten zum Versténdnis der prinzipiellen Vorgénge
in der Stromung. Es wurden dann Feldmessungen der Geschwindigkeit in verschiedenen
Ebenen durchgefiihrt. Die Untersuchung fand isotherm statt, wodurch eine Messung der
Filmkiihleffektivitdt unmoglich ist. Die Ausbreitung des Strahls wurde nicht direkt ge-
messen, sondern nur aus dem Geschwindigkeitsfeld abgeschétzt.

Der Anwendungsfall soll insbesondere dazu dienen, das entwickelte kompakte Spannungs-
modell in einer komplexen Umgebung zu testen. Von besonderem Interesse ist der Ver-
gleich mit dem linearen Wirbelzdhigkeitsmodell, den am h&ufigsten eingesetzten Modell-
typ. Das kompakte Modell sollte moglichst die gleiche Robustheit und Stabilitdt wie
die linearen Modelle besitzen. Im kompakten Modell werden im Scherraten- und Wir-
belstiarkentensor explizit die Geschwindigkeitsgradienten benutzt, sodass es im stérkeren
Mafle von der Gitterqualitéit beeinflusst wird.

Dem anwendungsorientierten Einsatz nachempfunden, wurde ein grobes Gitter mit ca.
500 000 Volumina generiert. Da auf der Schaufeloberflache ein dimensionsloser Wandab-
stand y* ~ 3 eingehalten wurde, ergaben sich grofie Streckungsverhéltnisse. Die expe-
rimentell untersuchte Schaufel wies auf der Druck- und Saugseite je eine Reihe mit 20
Austrittsbohrungen von D = 3 mm Durchmesser auf. Durch das grofie Verhéltnis von
Schaufelhthe zu Bohrungsdurchmesser von 100 und dem geringen Abstand der Bohrun-
gen untereinander von 5 D wurde in Spannweitenrichtung ein periodisches Verhalten
angenommen. Dadurch musste nur ein Mittelschnitt der Schaufel beginnend von der Mit-
te einer Bohrung bis zur Mitte zwischen zwei Bohrungen diskretisiert werden. Auf diesen
Trennflichen wurden dann Symmetrierandbedingungen vorgegeben. Einen Uberblick der
Anordnung gibt das Oberflichengitter in der Abbildung 9.10. Um eine Abschéitzung iiber
die Zustdnde am Bohrungsaustritt zu vermeiden, wurde das Plenum mit simuliert. Dies
ist fiir die gesamte Simulation bedeutend, da das durch die Umstrémung des Profils ent-
stehende Druckfeld den Austritt beeinflusst, wodurch nicht auf beiden Seiten der gleiche
Massestrom austritt.
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Abbildung 9.10: Oberflichengitter der Schaufelvorderkante und des Plenums
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Durch die komplexe Geometrie aus Bohrung, Plenum und Schaufel musste ein Gitter
mit 21 Blocken konstruiert werden. In dem Experiment wurde ein Turbinengitter aus
drei Schaufeln untersucht. Die Simulation umfasst nur die mittlere Schaufel, sodass an
den Begrenzungsflichen normal zur Schaufel periodische Randbedingungen vorgegeben
werden mussten. Das verwendete numerische Verfahren erlaubt nur periodische Fléchen,
die translatorisch verschoben sind. Damit ist auf beiden Seiten die Anzahl der Volumina
und deren Erstreckung gleich. Die Gittergenerierung wird dadurch erheblich erschwert.
Es erwies sich bei der Generierung des Gitters als giinstig, die Schaufel gegeniiber dem bi-
tangentialen Koordinatensystem des experimentellen Aufbaus um 17 Grad zu drehen und
dann in der Simulation die Anstromrichtung zu d&ndern, um den Winkel zwischen Eintritt
und Austritt anzugleichen. Das so konstruierte Gitter ist in Abbildung 9.11 zu sehen. Alle
Wiénde des Gitters wurden als adiabat definiert. Die Randbedingungen der Stromung sind
dem Messbericht von Ardey u.a. [4] entnommen, der auch die Geometriedaten der Schau-
fel enthélt. Die Reynolds-Zahl, bezogen auf die Sehnenlénge der Schaufel, betrug 370 000.
Am Eintritt in das Rechengebiet wurde ein Stromungswinkel von 43 Grad vorgegeben und
ein Ruhedruck von 19620 Pa und eine Ruhetemperatur von 303 K. Am Rand des Plenums
wurde ein Stromungswinkel von -44 Grad vorgegeben. Die Ruhegrofien im Plenum konn-
ten im Experiment variabel eingestellt werden, um verschiedene Ausblaskonfigurationen
zu vermessen. In den Experimenten wurden die Ausblasraten, d.h. Massestrom der Kiihl-
luft bezogen auf den Massestrom am Eintritt der Kaskade My = (aus Aein)/ (Mein Aaus)
von My = 0.0 (Bohrungen offen, aber Plenum ohne Kiihlluftzufuhr) und M4 = 0.7 und
M4 = 1.1, untersucht. Fiir die Nachrechnung wurde das mittlere Verhéltnis von M, = 0.7
gewihlt, da sich hier Strahl und Auflenstromung stark gegenseitig beeinflussen. In Ab-
weichung von dem Experiment wurden im Plenum die gleichen Ruhegréfien wie in der
Anstromung eingestellt. Der Gesamtdruck im Plenum ist damit um 2% kleiner als im
Experiment, dies fithrt dann zu einem etwas geringeren Kiihlstrom, jedoch ist die Abwei-
chung so gering, dass das Ausbreitungsverhalten des Strahls davon nicht betroffen ist. Es
ergibt sich dann eine Ausblasrate von M4 = 0.64. Das Ende des Rechengebiets ist als
Druckrandbedingung mit P,.;= 14590 Pa spezifiziert.

Aus den Randbedingungen resultiert beim Eintritt eine Mach-Zahl von 0.38. Infolge der
Umleitung steigt die Mach-Zahl in der Kaskade bis auf 0.88. Die Mach-Zahl ist so grof,
dass die Kompressibilitit des Fluids in den Impulsgleichungen nicht mehr vernachléssigt
werden kann. Im numerischen Verfahren wird die Temperaturgleichung ergénzend zum
kompressiblen Druckkorrektur-Algorithmus gelost und die Dichte durch die ideale Gasglei-
chung bestimmt. Aufgrund der moderaten Mach-Zahl sind die Kompressibilitatseinfliisse
auf die Turbulenz der Stromung gering und die Dichtefluktuationen von untergeordneter
Bedeutung (Morkovin [54]). Da die Spurfreiheit des Anisotropietensors gewahrt werden
muss, empfiehlt es sich, den Scherratentensor als Deviator, wie in Gleichung (2.9), zu
definieren. Untersuchungen transsonischer Probleme von Liibcke [49] zeigten, dass Tur-
bulenzmodelle, die fiir inkompressible Stromungen entwickelt wurden, auch in schwach
kompressiblen Stromungen eingesetzt werden konnen. In der Umstrémung der Turbinen-
schaufel treten keine St68e auf und die Stromung bleibt im ganzen Gebiet im Unterschall-
bereich, sodass das fiir inkompressible Stromungen entwickelte kompakte EASM auch in
diesem Fall ohne Anderung in guter Niherung benutzt werden kann.
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Abbildung 9.12: Kontur der Normalspannungen in der Symmetrieebene y = 0 mit lin.
Wirbelzéhigkeitsmodell (links) und CEASM (rechts), Konfiguration von

Ardey [4], Re = 370 000
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In den Experimenten wurde die Anisotropie der Normalspannungen im Kiihlluftstrahl fest-
gestellt. Als erster Vergleich wird deshalb die Entwicklung der Normalspannungen in der
Strahlmitte, der Symmetrieebene, in den Abbildungen 9.12 verfolgt. Die Ausschnitte kon-
zentrieren sich auf die Druckseite des Profils, auf der der Kiihlluftstrahl eine Strémungs-
ablosung verursacht. Die Abbildungen des linearen Wirbelzéhigkeitsmodells zeigen fiir al-
le Normalspannungen den gleichen Wertebereich und &hnliche Verldufe. Insbesondere die
Konturen der v’ v/ und w’w’ Spannungen sind nahezu identisch. Das lineare Wirbelzéhig-
keitsmodell zeigt somit keine Anzeichen verschiedener Normalspannungen. Das CEASM
hingegen zeigt deutliche Unterschiede zwischen den Normalspannungen. Die Normalspan-
nung in spannweitiger Richtung v’ ¢’ ist anndhernd nur halb so grofi wie die beiden an-
deren. Gegeniiber dem linearen Wirbelzéhigkeitsmodell zeigen die Konturen des CEASM
zwei Maxima, einmal unmittelbar am Strahlaustritt, wo die Strahlumlenkung extrem ist
und ein weiteres Maxima am Ende des vom Strahl verursachten Riickstromgebiets. Dieses
zweite Maxima wird vom linearen Wirbelzéhigkeitsmodell vollkommen unterdriickt. Das
CEASM begiinstigt damit den Wiederanlegeprozess der Stromung, der auch in anderen
Stromungen, wie z.B. nach einer Stufe, beobachtet wurde.

Die Strahlausbreitung wurde im Experiment nicht direkt gemessen. Infolge der Uberla-
gerung mit der Profilumstromung ist auch keine Definition der Halbwertsbreite wie bei
einem Wandstrahl moglich. Die Filmkiihlung bewirkt eine Verdringung der Grenzschicht
der Auflenstromung, sodass die Auswirkung des Strahls riickwirkend aus der Kontur der
Tangentialgeschwindigkeit erkennbar ist. In Abbildung 9.13 ist die Tangentialgeschwin-
digkeit in einem Schnitt senkrecht zur Schaufeloberfliche dargestellt. Das Koordinaten-
system wurde um die y-Achse gedreht, bis die 2’-Achse tangential und z’-Achse normal
zur Oberfliche des Profils waren. Es wurden zwei Ebenen ausgewertet, deren Positio-
nen bei Bogenldngen, bezogen auf die Schaufelsehne vom Staupunkt, s/l = 0.05 und
s/l = 0.075 betrugen. Die Schnitte befanden sich auf der Druckseite hinter der vom
Strahl verursachten Riickstromung in der anliegenden Strémung. Als Vergleich wurde die
Tangentialgeschwindigkeit aus dem Experiment bei der etwas hoheren Ausblasrate von
M4 = 0.7 herangezogen. Im ersten Schnitt bei s/l = 0.05 ist deutlich die starker vor-
hergesagte laterale Ausbreitung mit dem EASM zu sehen. Zwar zeigen beide Modelle
eine wesentlich groflere Ausbreitung normal zur Wand als das Experiment, aber nur das
CEASM zeigt den Einfluss des Strahls iiber die gesamte Hohe des Rechengebiets. Bei dem
Wirbelzdhigkeitsmodell ist bei einer Hohe von ca. 3.5 mm der Strahl kaum wahrnehmbar
und nahezu von der Aulenstromung verdriangt. Mit dem CEASM wird der Strahleinfluss
iiberbewertet, die Verdringung der Grenzschicht ist grofler als in den Messungen. De-
finiert man beispielsweise, um die laterale zur normalen Ausbreitung zu messen, einen
Ausbreitungswinkel anhand einer mittleren Geschwindigkeit von 80 m/s (kleinste gemes-
sene Geschwindigkeit) zur z’-Achse durch den Punkt, an dem die Konturlinie die 2’-Achse
schneidet und den Punkt, an dem die Konturlinie parallel zur Oberfliche verlauft, d.h.
dem Beginn der Aulenstromung bzw. wo die Konturlinie das Messgebiet verlédsst, dann
ergibt sich mit dem linearen Wirbelzdhigkeitsmodell ein Winkel von 55 Grad, mit dem
CEASM 70 Grad und aus der Messung 74 Grad.
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0.050 (links) und bei s/l = 0.075 (rechts), Vergleich der Messung mit lin.
Wirbelzdhigkeitsmodell und CEASM, Konfig. Ardey [4], Re = 370 000
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Damit zeigt das CEASM eine laterale Ausbreitung, die mit dem Experiment vergleichbar
ist, wenngleich insgesamt die normale Ausbreitung mit dem CEASM erheblich iiberschétzt
wird. Mit zunehmender Entfernung stromab vom Austritt der Kiihlluft gleichen sich die
Ergebnisse der Modelle an. Zwar zeigt das CEASM immer noch eine gréflere laterale Aus-
breitung als das Wirbelzidhigkeitsmodell, aber der Unterschied ist nicht mehr so deutlich.
Beim CEASM ist der Strahl nun deutlich geschwicht gegeniiber der stromauf Position,
der Einfluss reicht nicht iiber die gesamte Hohe. Das Wirbelzdhigkeitsmodell zeigt zwar
einen fritheren Beginn der Auflenstrémung als das CEASM, jedoch hat sich der Strahlein-
fluss gegeniiber der vorhergehenden Position vergrofiert.

X

Abbildung 9.14: U-Geschwindigkeit in der Symmetrieebene y = 0 mit lin. Wirbelzéhig-
keitsmodell (links) und CEASM (rechts), Konfiguration von Ardey [4],
Re = 370 000
Die Beurteilung der Strahlausbreitung anhand der Anderung der Tangentialgeschwin-
digkeit der Schaufel kann zu falschen Riickschliissen fiithren, da auch Ereignisse weiter
stromauf beriicksichtigt werden miissen, die die Grenzschicht beeinflussen. In Abbildung
9.14 ist der Verlauf der U-Geschwindigkeit an der Schaufelvorderkante in der Symme-
trieebene dargestellt. Deutlich sichtbar ist, dass die Modelle das vom Strahl verursachte
Riickstromgebiet unterschiedlich vorhersagen. Der Wiederanlegepunkt, in den Abbildun-
gen mit einem Pfeil markiert, ist mit dem CEASM um ca. 35% weiter stromab verscho-
ben. Es zeigt sich darin ein Effekt, der schon héufig bei linearen Wirbelzéhigkeitsmodel-
len beobachtet wurde. Im Staupunkt findet eine starke Stromungsumlenkung mit grofien
Stromungsgradienten statt, wodurch die Turbulenzproduktion angefacht wird und die ent-
stehende Grenzschicht mehr Turbulenzenergie enthélt. Im CEASM wird diese filschliche
Turbulenzenergieproduktion durch die Reduzierung von ¢, bei hohen Scherraten begrenzt.

Die Unterschiede zwischen dem Experiment und den Modellen werden auch in den Se-
kundéargeschwindigkeiten in den Ebenen in Abbildung 9.15 deutlich. Das Experiment zeigt
nur einen flachen, langgestreckten Wirbel. Das Zentrum des Wirbels liegt ungefédhr auf
halber Hohe des Rechengebietes. Ab einem Wandabstand von 6 mm bei s/l = 0.05 bzw.
5 mm bei s/l = 0.075 ist die gesamte Sekundérstromung von der Schaufel weggerichtet.
Diese von der Schaufel weggerichtete Stromung zeigt sich bei dem Wirbelzéhigkeitsmodell
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in der stromauf Ebene erst am Rand des Ausschnitts bei 7.5 mm und mit dem CEASM bei
6.5 mm. Das CEASM sagt wie das Experiment an der gesamten oberen Symmetrielinie
eine von der Schaufel abgewandte Stromung vorher, wiahrend beim Wirbelzéhigkeitsmo-
dell die Stromung entgegengesetzt stromt. Das CEASM stimmt somit mit den Messungen
besser iiberein, jedoch ergeben sich zwei Wirbel. Die Lage des Hauptwirbels {iber der
unteren Symmetrielinie entspricht dem Experiment, aber der Wirbel ist zu weit von der
Wand entfernt. Der weitere, kleinere Wirbel nahe der Schaufel und der unteren Symmetri-
elinie ist im Experiment nicht sichtbar. Im Gegensatz dazu zeigt das Wirbelzédhigkeitsmo-
dell nur einen Wirbel, dessen Abstand von der Wand dem vom CEASM vorhergesagten
Hauptwirbel gleicht, aber zur unteren Symmetrielinie verschoben ist. Die Intensitét des
Wirbels kann anhand der Geschwindigkeit in lateraler Richtung abgeschétzt werden. Das
Experiment zeigt eine besonders grofie laterale Geschwindigkeit auf Hohe des Wirbel-
zentrums. Mit dem CEASM ist diese Geschwindigkeit etwa halb so grofl und bei dem
Wirbelzdhigkeitsmodell nur ca. ein viertel. An der stromab gelegenen Position hat sich
beim Wirbelzdhigkeitsmodell nur die Intensitét gedndert. Die Lage des Wirbels ist nahezu
gleich, die Geschwindigkeit in Lateralrichtung aber reduziert. Das CEASM zeigt nur noch
einen Wirbel, dessen Lage gegeniiber der Ebene s/l = 0.05 zur unteren Symmetrielinie
verschoben ist. Die Intensitét ist aber von der gleichen Stérke wie das Experiment. Analog
zum Wirbelzéhigkeitsmodell ergibt sich an der oberen Symmetrielinie eine zur Schaufel
weisende Stromung. Zieht man zur Beurteilung der Strahlausbreitung die Intensitéit des
Wirbelsystems heran, dann zeigen sich Vorteile des CEASM gegeniiber dem Wirbelzéhig-
keitsmodell, jedoch weicht die Lage deutlich von der Messung ab, sodass auch die Strahl-
ausbreitung von dem Experiment abweicht. Insgesamt zeigt sich ein anderer Mechanismus
zur Ausbreitung der Filmkiihlung als der dreidimensionale Wandstrahl. Der Strahl trifft
hier fast senkrecht auf die Anstréomung und fungiert dann wie ein auf der Schaufelober-
fliche angebrachtes Hindernis. An dem Hindernis bildet sich ein Hufeisenwirbel, dessen
Wirbelschleppe in den Ebenen vermessen wurde. Diese Situation kann bereits von dem
linearen Wirbelzdhigkeitsmodell erfasst werden, weshalb der Unterschied zwischen den
Modellen nicht so deutlich ausfillt wie bei dem dreidimensionalen Wandstrahl.

Ziel des Testfalls war die Untersuchung des kompakten EASM in der ingenieurwissen-
schaftlichen Anwendung. Es wurde eine komplexe Konfiguration mit komplizierter Geome-
trie auf einem groben Gitter simuliert. Im Gegensatz zum linearen Wirbelzahigkeitsmodell
sind die Koeffizienten des CEASM Funktionen der Invarianten des Geschwindigkeitsgra-
dienten. Der Geschwindigkeitsgradient wird wihrend der Simulation numerisch bestimmt
und dadurch von der rdumlichen Gitterauflosung beeinflusst. In der Anwendung zeigte
sich das CEASM genauso robust wie das Wirbelzéhigkeitsmodell. Das Konvergenzverhal-
ten beider Modelle unterschied sich nicht von den feineren Gittern der Validierungsfélle.
Im numerischen Verfahren konnten Einstellungen fiir Relaxationsfaktoren, Konvektions-
schemata usw. beibehalten werden. Der Konvergenzverlauf ist &hnlich, wobei das CEASM
aber mehr Iterationsschritte benotigt. Das CEASM fiihrt zu einer verbesserten Vorhersage
der Strahlausbreitung. Es zeigt die Anisotropie der Normalspannungen und eine verstérkte
Sekundarstromung. Das kompakte Modell verwendet aber keine speziellen Anpassungen
an die Problemstellung. Durch die strenge tensorielle Formulierung ist es invariant gegen
Koordinatentransformationen und daher in beliebigen Geometrien einsetzbar.
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Abbildung 9.15: Vektoren der Sekundérgeschwindigkeit in der Ebene senkrecht zur Schau-
fel bei s/l = 0.050 (links) und bei s/l = 0.075 (rechts), Vergleich der
Messung mit lin. Wirbelzdhigkeitsmodell und CEASM, Konfig. Ardey
[4], Re = 370 000



Kapitel 10

Zusammenfassung

Diese Arbeit widmet sich dem SchlieBungsproblem der statistisch gemittelten Navier-
Stokes Gleichung, die aufgrund ihrer geringen Speicher- und Rechenzeitanforderungen
in der industriellen Anwendung weit verbreitet ist. Das SchlieSungsproblem umschreibt
das Auftreten von hoheren statistischen Momenten in den Transportgleichungen nied-
riger statistischer Momente. Beispielsweise treten in den aus ingenieurwissenschaftlicher
Sicht am bedeutendsten Transportgleichungen der Mittelwerte der Geschwindigkeiten, den
Impulsgleichungen, zweite statistische Momente der Geschwindigkeit auf, die Reynolds-
Spannungen. Die Reynolds-Spannungen miissen dann als zusétzliche Unbekannte behan-
delt werden, wodurch das Gleichungssystem nicht mehr gelost werden kann, da die Anzahl
der Unbekannten die Anzahl der Gleichungen iibersteigt. Das SchlieBungsproblem kann
auch nicht vermieden werden, indem weitere Transportgleichungen fiir héhere statisti-
sche Momente, z.B. die Reynolds-Spannungen, hergeleitet werden, weil diese Gleichungen
ihrerseits immer weitere neue und hohere statistische Momente enthalten. Das Gleichungs-
system kann erst gelost werden, wenn ein Turbulenzmodell eingefiihrt wird, das hohere
statistische Momente durch niedrige statistische Momente ausdriickt. Da der Rechen-
aufwand durch die Hinzunahme weiterer Transportgleichungen stark ansteigt, sollte eine
numerisch effiziente Schliefung moglichst wenig Transportgleichungen benutzen.

Die Losung der Transportgleichungen fiir die Reynolds-Spannungen hat sich im ingenieur-
wissenschaftlichen Kontext nicht bewéhrt. Zwar bietet dieses Vorgehen die besten Voraus-
setzungen fiir die Wiedergabe komplexer Stromungsphdnomene, aber die notwendigen Mo-
delle, wie z.B. fiir die Druck-Geschwindigkeitsschwankungen, fithren zu einem aufwendigen
Gleichungssystem. Die fiir den industriellen Einsatz geforderte Effizienz und Robustheit
konnte dadurch nicht erbracht werden. Es werden daher nur Transportgleichungen fiir die
Mittelwerte gerechnet und bereits fiir die zweiten statistischen Momente ein Modell ein-
gefiihrt. Am weitesten verbreitet sind niederparametrige lineare Wirbelzéhigkeitsmodelle.
Durch ihren &hnlichen Aufbau zum Newton’schen Schubspannungsansatz sind sie d&uflerst
einfach zu implementieren. Die Reynolds-Spannungen werden in diesen Modellen explizit
durch den Geschwindigkeitsgradienten dargestellt. Die explizite Darstellung ermoglicht
ein numerisch sehr effizientes Modell, aber die enge Kopplung der Reynolds-Spannungen
an den Geschwindigkeitsgradienten fiithrt zu unbefriedigenden Ergebnissen in zahlreichen
Anwendungen. Durch die strukturell bedingte Beschrénktheit des Ansatzes miissen Defek-

145



146 Kapitel 10. Zusammenfassung

te, wie die Normalspannungs-Anomalie in Scherstromungen, negative Normalspannungen
oder eine Vernachlédssigung der Stromlinienkriimmung, hingenommen werden. In der Ar-
beit wurde deshalb ein Modell fiir die Reynolds-Spannungen entwickelt, dass eine wesent-
lich realistischere Wiedergabe der Stromung und der Turbulenz erméglicht. Dabei wurde
die explizite Darstellung beibehalten, um eine hohe numerische Effizienz und Robustheit
zu gewdhrleisten.

Die Reynolds-Spannungen sind ein Tensor 2. Stufe im dreidimensionalen Raum. Ihre ex-
plizite Darstellung besteht aus zwei Elementen: den Generatoren der Funktionsbasis, die
einen Tensor 2. Stufe wiedergeben und somit die Gestalt der Reynolds-Spannungen festle-
gen und den Koeffizienten, die den Einfluss eines Generators bestimmen und damit den Be-
trag der Reynolds-Spannungen. In der Arbeit wurden verschiedene Methoden zur Bestim-
mung der Funktionsbasen und Koeffizienten analysiert. Im Gegensatz zu den nichtlinearen
Wirbelzdhigkeitsmodellen anderer Autoren, die die Koeffizienten anhand von ausgesuch-
ten Stromungen fixieren, wurde hier die Transportgleichung der Reynolds-Spannungen zur
Festlegung der Koeffizienten herangezogen. Durch das Bestimmen einer expliziten Losung
fiir eine implizite Gleichung wird das Darstellungsproblem wesentlich vereinfacht, da bei-
spielsweise das Aufstellen einer Relevanzliste entféllt. Allerdings bedingt dieses Vorgehen
eine vollstiandige Funktionsbasis, weshalb die bisher bekannte Losung eine umfangreiche
Funktionsbasis mit zehn Generatoren benotigt. Darauf basierende Modelle wurden des-
halb nur in der vereinfachten, zweidimensionalen Form eingesetzt. Um ein kompaktes
Modell zu erhalten, wurde zunéchst fiir eine minimale vollstéindige Funktionsbasis eine
dquivalente Losung hergeleitet. Diese Losung enthélt nur fiinf Generatoren und ist somit
eine kompakte Darstellung, aber die Koeffizienten sind so kompliziert, dass das Modell
fiir den Einsatz in komplexen Stromungen ungeeignet ist. Es wurde daraufhin auf eine
mathematisch dquivalente Losung verzichtet und ein Projektionsverfahren eingesetzt, das
eine Ndherungslosung fiir eine beliebige Funktionsbasis ermdéglicht. Dabei sollte aber die
exakte Losung fiir zweidimensionale Stromungen nicht verdndert werden. Die Generato-
ren der Funktionsbasis konnen dann beliebig zusammengestellt werden, um bestimmte
Turbulenzzusténde darzustellen. Auch hierbei entstehen aber komplizierte Koeffizienten,
sodass der Invariantenraum abgeschéatzt wurde, um die auftretenden Matrizen zu verein-
fachen. Es zeigt sich dann von Vorteil, mehrere Projektionen auf grofiere Funktionsbasen
durchzufiihren und zu kombinieren. Es gelang so, ein Modell zu formulieren, das aus
nur fiinf Generatoren mit einfachen Koeffizienten besteht, sodass der Rechenaufwand nur
gering gegeniiber dem zweidimensionalen Modell ansteigt. Die zusétzlichen Generatoren
wurden so ausgewihlt, dass sie in zweidimensionalen Stromungen identisch verschwinden.
Weiterhin konnte die quasi-selbstkonsistente Formulierung des zweidimensionalen Modells
iibernommen werden, wodurch das kompakte EASM keiner Regularisierung bedarf.

Das entwickelte Modell bewirkt gegeniiber den linearen Wirbelzédhigkeitsmodellen und
quadratischen EASM anderer Autoren eine stark verbesserte Wiedergabe dreidimen-
sionaler Turbulenzzusténde. Die erzielte qualitative Verbesserung tritt unabhéngig von
den verwendeten Transportgleichungen fiir die turbulenten Léngen- und Zeitmafle ein.
Das Modell kann damit mit beliebigen Léngen- und ZeitmafBformulierungen kombiniert
werden, weshalb eine Untersuchung verschiedener Lingen- und Zeitmafimodelle nicht
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notwendig war. Durch die Vereinfachung bei der Koeffizientenbildung stellt das kom-
pakte EASM eine Naherungslosung der impliziten algebraischen Transportgleichung der
Reynolds-Spannungen dar, sodass eine Validierung des Modells durchgefiihrt wurde. Die
Testfélle enthielten Turbulenzzustéinde, die nur mit bestimmten Generatoren dargestellt
werden kénnen, wodurch die korrekte Zusammenstellung der vom Modell benutzten Funk-
tionsbasis verifiziert wurde. Zusammenfassend wurden in der Validierung des kompakten
EASM nachfolgende Modelleigenschaften nachgewiesen:

e Die verwendeten Generatoren zur Darstellung dreidimensionaler Effekte verschwin-
den in zweidimensionalen Strémungen identisch und die Koeffizienten des Modells
wurden so bestimmt, dass das kompakte EASM exakt die bereits bekannte Formulie-
rung fiir zweidimensionale Stromungen reproduziert. Alle bekannten Erkenntnisse
dieser Modelle konnen ohne Einschrankung auf das entwickelte kompakte EASM
iibertragen werden.

e Das Modell erfasst durch die Anisotropie der turbulenten Normalspannungen er-
zeugte Sekundérstromungen in nicht kreisformigen Rohren. Lineare Wirbelzahig-
keitsmodelle unterdriicken, bedingt durch ihren Aufbau, diese Sekundéarstrémung
vollstéandig. Im Rahmen eines EASM ist das Ergebnis abhéngig von dem benutzten
Druck-Scher-Korrelationsmodell. Bei einem Modell mit C5 = C4 verschwindet auch
mit einem EASM die Sekundérstromung.

e Durch den kubischen Generator des Modells konnte eine verbesserte Modellierung
der Schubspannungen erzielt werden. Gegeniiber linearen Wirbelzihigkeitsmodellen
gibt das Modell die Reduzierung der Schubspannungen und die daraus resultierende
Erhohung der Axialgeschwindigkeit als Funktion der Rotationsrate korrekt wieder.
Im Gegensatz zu linearen Wirbelzdhigkeitsmodellen und quadratischen EASM, die
eine Starrkorperrotation mit linearem Verlauf der Umfangsgeschwindigkeit vorher-
sagen, zeigt sich mit dem kompakten EASM der experimentell gemessene annédhernd
quadratische Verlauf der Umfangsgeschwindigkeit.

e Mit dem entwickelten kompakten EASM konnte erstmals eine Sekundérstromung,
die die laterale Ausbreitung eines dreidimensionalen Wandstrahls begiinstigt, durch
ein allgemeines explizites algebraisches Spannungsmodell dargestellt werden. Qua-
dratische EASM erzeugen eine Sekundérstromung mit falscher Orientierung, die im
Modell durch einen quartischen Generator korrigiert wurde. Verglichen mit linearen
und quadratischen Modellen wurde das Verhéltnis von lateraler zu normaler Aus-
breitung mehr als verdoppelt. Allerdings ist die erzielte laterale Ausbreitung immer
noch wesentlich geringer als die experimentell gefundenen Werte.

e Die Simulation einer dreidimensionalen Grenzschicht zeigte, dass die charakteristi-
sche Winkeldifferenz zwischen dem Winkel der Schubspannungen und dem Winkel
der Stromungsgradienten nicht darstellbar ist. Durch die diinne und &hnliche Beset-
zung des Scherraten- und Wirbelstérkentensors sind nur die ersten drei Generatoren
der Funktionsbasis linear unabhéngig. Es gibt damit keine Darstellung nur auf Ba-
sis des Scherraten- und Wirbelstéirkentensors, die einen anderen Mechanismus der
Schubspannungen wiedergibt als ein lineares Modell. Die in dem Testfall erzielten
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Verbesserungen beruhen auf einer allgemeineren Formulierung von ¢, die sich lokal
an den Stromungszustand anpassen kann. Damit wird das hierarchische Vorgehen,
ausgehend von den Transportgleichungen der Reynolds-Spannungen die Koeffizien-
ten durch mathematische Umformungen zu bestimmen, bestétigt.

e Anhand der exemplarischen technischen Anwendung wurde die Robustheit des kom-
pakten EASM belegt. Das Modell zeigt auf einem dem ingenieurwissenschaftlichen
Einsatz nachempfundenen groben Gitter mit groflem Streckungsverhéltnis das glei-
che Konvergenzverhalten wie ein lineares Wirbelzdhigkeitsmodell.

Mit dem Modell konnten dreidimensionale Stromungen verbessert vorhergesagt werden.
Durch die hierarchische Ableitung aus der Transportgleichung der Reynolds-Spannungen
ergeben sich zwei Ansatzpunkte fiir zukiinftige Modelle mit erweitertem Vorhersage-
vermogen. Einerseits muss die Transportgleichung vereinfacht werden, um eine explizite
Losung zu ermoglichen und andererseits miissen bereits in der Transportgleichung der
Reynolds-Spannungen Modelle eingebracht werden, um die Gleichung zu schlieflen, die
auch das explizite Modell beeinflussen. In der vereinfachten Transportgleichung diirfen
keine differentiellen Terme auftreten, weshalb die explizite Losung nicht mehr alle Ei-
genschaften der impliziten Transportgleichung wiedergeben kann. Es miissen daher Dif-
fusionsterme vernachléssigt und konvektive Glieder durch Annahme eines strukturellen
Gleichgewichts modelliert werden. In dem entwickelten Modell wurde die einschrinkend-
ste Formulierung, das Verschwinden der substanziellen Anderung der Anisotropie der
Reynolds-Spannungen in einem kartesischen Koordinatensystem, verwendet. Bei einer
weniger einschrinkenden Formulierung, beispielsweise das Verschwinden der Anisotropie
in einem Stromlinien-Koordinatensystem, konnen Kriimmungseffekte besser beschrieben
werden. Rung [69] gelangen dadurch wesentlich verbesserte Vorhersagen zweidimensiona-
ler Stromungen, z.B. der Umstromung eines Kreiszylinders. Allerdings ist eine Umsetzung
in dreidimensionale Strémungen mit aulerordentlichen numerischen Schwierigkeiten ver-
bunden. Die zur Transformation des Koordinatensystems notwendige Differenziation des
Geschwindigkeitsgradienten macht das Modell so instabil, sodass derzeit keine allgemeinen
Anwendungen moglich sind. Bei einer allgemeinen, robusten Formulierung des struktu-
rellen Gleichgewichts konnen zukiinftige Modelle das in zweidimensionalen Stromungen
aufgezeigte Verbesserungspotenzial iibernehmen und so die Vorhersagequalitéit weiter stei-
gern.

Von den Modellen, die bereits in der differentiellen Transportgleichung benotigt wer-
den, ist das Modell der Druck-Scher-Korrelation, das die Umverteilung der Reynolds-
Spannungen widergibt, von besonderer Bedeutung. Dieser Umverteilungsprozess trigt we-
sentlich zur Entstehung der Sekundéarstromung bei. In der Durchstrémung eines quadrati-
schen Rohres wurde gezeigt, dass bei schlechter Wahl des Druck-Scher-Korrelationmodells
die Sekundéarstromung unterdriickt wird. Die am weitesten entwickelten Druck-Scher-
Korrelationmodelle sind nichtlineare Modelle [23, 14], die bei expliziten Spannungsmo-
dellen, die lineare Modelle benotigen, nicht verwendet werden konnen. Um das Vorher-
sagevermogen weiter zu steigern, ist daher die Entwicklung einer neuen Generation von
linearen Druck-Scher-Korrelationsmodellen mit variablen Koeffizienten, die sich an die
Stromungssituation anpassen kénnen, vonnoten.
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Nomenklatur

Lateinische Bezeichnungen

QAT B ® s s =
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Fi
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Faktoren des impliziten Spannungsmodells (4.19)

Fléache

Nach auflen gerichteter Flachenvektor der Kontrollfliche f
Funktionsbasis

Nichtlineare Terme des EASM

Anisotropie der Reynolds-Spannungen (2.17)
Koeffizienten des Druck-Scher-Korrelationsmodells
Koeffizienten des Modells der Umverteilung der Grofle ¢
Konstanten im Lien-Leschziner k — ¢ Modell

Koeffizient zur Darstellung des Generators 2(5) mit dem Generator
7™ (5.5)

Koeffizienten der diskretisierten, generischen Transportgleichung
Druckbeiwert ¢, = 2 (p — peo)/(0u2)
Proportionalitédtsfaktor der turbulenten Viskositét
Anisotropie der Dissipation (4.7)

Nenner der EASM Koeffizienten (4.28) bzw. (4.32)
Turbulenter Transport

Diffusivitat der Transportgréfie ¢

Diffusion der turbulenten kinetischen Energie (6.23)
Diffusion der Varianz eines Skalars (6.23)
Dampfungsfunktionen im Lien-Leschziner k — e Modell
Volumenkraftdichte der Impulsgleichung

Dimensionslose Skalar-Geschwindigkeitsfluktuation (6.25)
Dimensionsloser Gradient eines Skalars (6.31)

Massenfluss durch eine Kontrollfliche

Koeffizienten des expliziten Spannungsmodells
Koeffizienten des kompakten expliziten Spannungsmodells
Vorfaktor des impliziten Spannungsmodells (4.19)
Kovariante Basisvektoren einer Kontrollflache
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Pry; Pr,
q, Q

Kanalhohe

Matrix zur Bestimmung der EASM Koeffizienten

Matrix zur Bestimmung der EASM Koeffizienten

Turbulente kinetische Energie

Turbulentes, spezifisches Energiemafl

Kolmogorov Léngenmaf}

Langenmafl im Lien-Leschziner k — ¢ Modell

Rechte Seite des Gleichungssystems bei Projektionsverfahren
Matrizen zur Bestimmung der EASM Koeffizienten bei Projekti-
onsverfahren

Ausblasrate

Wandabstand

Indexzeiger auf benachbartes Kontrollvolumen, Tabelle 7.1
Normalenvektor

Momentaner Druck, gemittelter Druck

Verallgemeinerter Druck (2.24)

Produktion der turbulenten kinetischen Energie

Produktion der Varianz einer Grofie

Produktion der turbulenten kinetischen Energie in Wandnéhe beim
Lien-Leschziner k — ¢ Modell

Prandtl-Zahlen im Lien-Leschziner £ — ¢ Modell

Quellterm in generischer Transportgleichung

Rohrradius

Reynolds-Zahl

Turbulente Reynolds-Zahl

Reynolds-Zahl gebildet mit Wandschubspannungsgeschwindigkeit
Wandabstandsbezogene turbulente Reynolds-Zahl
Konvektive Anderung der Anisotropie der Reynolds-Spannungen
Scherparameter

Scherratentensor (2.9)

Dimensionsloser Scherratentensor

Turbulentes Zeitmafl

Turbulentes Zeitmafl der Grofle ¢

Zeitskalenverhéltnis (6.60)

Generatoren der Funktionsbasis (4.20)

Komponente der momentanen Geschwindigkeit in i-Richtung
Komponente der mittleren Geschwindigkeit in i-Richtung
Reynolds-Spannungen

Wandschubspannungsgeschwindigkeit w, = \/7,/0
Durchflussgeschwindigkeit (Volumenstrom / Fldche)
Volumen, Volumenoberfliche

Wirbelstérkentensor (2.10)

Dimensionsloser Wirbelstérkentensor

Kartesische Raumkoordinaten

Kartesische Raumkoordinaten, Ortsvektor des Punktes j
Dimensionsloser Wandabstand y* = ay/v
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Griechische Bezeichnungen

Qg ) oy Konstanten der Démpfungsfunktionen im Lien-Leschziner k—e Mo-
dell

o Koeffizienten des EASM bei Projektionsverfahren

Ba; s Faktoren des zweidimensionalen EASM (4.35)

Yr Winkel der Schubspannungen (8.22)

Vs Winkel der Stromungsgradienten (8.23)

r Diffusionskoeffizienten der generischen Transportgleichung

dij Kronecker-Symbol

0211 Impulsverlustdicke (8.29)

St Korrekturanteil des Upwind-Schemas

At Zeitschrittweite

Y Differenz der Funktionswerte im TVD-Schema

€ Dissipationsrate

E4j Dissipationsratentensor

€y Dissipation der Varianz einer Grofle

€ijk Permutationstensor

n; Invarianten des Scher- und Wirbelstérkentensors (4.21)

1, 72 Transformierte Invarianten (4.39)

0 Varianz einer Grofie ¢ = 1 ¢/ ¢/

K Steigung des logarithmischen Wandgesetzes

A Interpolationsfaktor einer Kontrollfliche

v Viskositat des Fluids

V4 Turbulente Viskositéat des Fluids

Vijki Allgemeiner Wirbelzéhigkeitstensor

1Ty, Umverteilung der Grofle ¢

p Momentane Dichte des Fluids

0 Gemittelte Dichte des Fluids

TK Kolmogorov Zeitmafl

Tij Viskose Spannungen

D,; Druck-Scher-Korrelation (4.8)

10) Generische Transportgrofie

% Limitierungsfunktion des TVD-Schema

Q Rotationsvektor

Q; Wirbelstéarke
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Symbole
() Fluktuation
6 Statistischer Mittelwert
det( ) Determinante
tr() Spur
() Vektor
6 Tensor 2. Stufe
v Gradientenoperator (%i
() Lineare Interpolation
O Transposition
Abkiirzungen
BVM Boussinesq Eddy Viscosity Model
CEASM Compact Explicit Algebraic Stress Model
DNS Direkte numerische Simulation
EASM Explizites algebraisches Spannungsmodell
EVM Eddy Viscosity Model
FGA Flow Gradient Angle, Geschwindigkeitsgradientenwinkel
FRLT Fu, Rung, Liibcke und Thiele [69]
GL Gibson und Launder [28]
LES Large Eddy Simulation
LL k—¢ Lien-Leschziner k — ¢ Modell [45]
LRR Launder, Reece und Rodi [41]
RANS Reynolds Averaged Navier-Stokes
RSTM Reynolds-Spannungs-Transportmodell
SSA Shear Stress Angle, Schubspannungswinkel
SSG Speziale, Sarkar und Gatski [81]
TVD Total variation diminishing
UDS Upwind differencing scheme
WZM Wirbelzéhigkeitsmodell
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Anhang A

Tensoralgebraische Grundlagen

Im Rahmen dieser Arbeit treten in den Erhaltungsgleichungen maximal Tensoren 2. Stufe
auf. Es reicht daher aus, nur die Darstellungseigenschaften von Tensoren 2. Stufe zu unter-
suchen. Die einzige produktbildene Operation zwischen Tensoren 2. Stufe, die wieder zu
einem Tensor 2. Stufe fiihrt, ist die einfach Uberschiebung. Aufgrund der Ahnlichkeit der
Tensoren 2. Stufe mit Matrizen wird die einfach Uberschiebung auch oft Matrixmultiplika-
tion und das Resultat Matrixprodukt genannt. Offensichtlich fiihrt auch die mehrmalige
Anwendung der Matrixmultiplikation hintereinander zu einem Tensor 2. Stufe, sodass
ein Matrixprodukt aus vielen Tensoren 2. Stufe bestehen kann. Die allgemeine Form des
Matrixprodukts II aus R n x n Tensoren ép (p=1,2,...,R) 2. Stufe lautet somit:

=A% A A (A1)
wobei jeder Index i, eine Zahl aus der Menge {1,2, ..., R} sein kann. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit kann gefordert werden, dass zwei angrenzende Indices voneinander
verschieden sind. Dann werden Ao‘1 Aae die Faktoren des Matrixprodukts genannt.
Weiterhin wird der Grad des Matrlxprodukts definiert als die Summe der Exponenten
a; + ag + ... + a. und die Vielfachheit als die Anzahl (e) der am Produkt beteilig-
ten Faktoren. Als Matrixpolynom wird eine Summe von Matrixprodukten mit skalaren
Koeffizienten bezeichnet, d.h.

P=> £l (A.2)

Der Grad des Matrixpolynoms ist dann der hochste Grad der beteiligten Matrixprodukte
und die Vielfachheit des Matrixpolynoms ist die grofite Vielfachheit eines der beteiligten
Matrixprodukte.

Fiir die Darstellung von Tensoren in Abhéngigkeit anderer Tensoren ist die Frage nach
einer begrenzten Anzahl von unabhéngigen Matrixpolynomen und deren Grad und Viel-
fachheit von zentraler Bedeutung. Wire bei gegebener Anzahl der Tensoren die Anzahl
der unabhéngigen Matrixprodukte unbegrenzt, dann wire keine gleichwertige Darstel-
lung moglich. Ein hoher Grad oder Vielfachheit wiirden die Darstellung unter Umstédnden
inpraktikabel machen. Der Satz von Spencer [79]:
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Jedes Matrixprodukt aus R 3 x 3 Matrizen kann als Matrixpoly-
nom mit der Vielfachheit < R+ 1 und mit dem Grad < 2, wenn

R =1bzw. <5, falls R =2 oder < R+2, wenn R > 2 ausgedriickt
werden.

ist deshalb von fundamentaler Bedeutung und soll daher in diesem Kapitel bewiesen
werden. Die Beweisfiihrung verlduft dabei anschaulich und beschréankt sich fiir den in
dieser Arbeit ausreichenden Fall mit zwei Tensoren (R = 2). Fiir eine komprimierte Be-
weisfithrung sowie eine Ausdehnung des Beweises auf R > 2 sei auf den Artikel von
Spencer [79] oder auf die allgemeinere Darstellung [78] verwiesen.

A.1 Anwendung des Cayley-Hamilton Theorems

Um den Satz von Spencer beweisen zu kénnen, bendtigt man Beziehungen, die den Grad
eines Matrixprodukts reduzieren. Die bekannteste Beziehung dieser Art ist das Cayley-
Hamilton Theorem:

A — A tr(A) + LA[tr*(A) — tr(A%)] — 8 det(A) = 0. (A.3)

+ 1
2

Aus ihm kann direkt gefordert werden, dass die héchste Potenz, die ein Faktor A eines Ma-
trixprodukts haben kann, zwei ist, da durch sukzessives Anwenden des Cayley-Hamilton
Theorems jede hohere Potenz in eine Summe mit Potenzen kleiner zwei umgeschrieben
werden kann. Durch Spurbildung des Cayley-Hamilton Theorems erhélt man:

det(A) = 4 [tr*(A) +26r(4%) — Btr(A) r(4%)] (A4)

Die Grundlage der Beziehungen, um den Grad eines Matrixpolynoms zwischen verschie-
denen Tensoren zu reduzieren, ist das verallgemeinerte Cayley-Hamilton Theorem, das in
Abschnitt A.5 hergeleitet wird. Es lautet:

A-BC+B-C-A+C-A-B+B-A-C+A-C-B+C-B-4
=(B-C+C-B)tr(A) +(C-A+A-O)tr(B)+(4-B+B-4)tr(C)
+Ar(B Q) — (B r(Q)] + Bltr(C - A) — tr(Q) tr(A) "
+ Cltr(4- B) —tr(4) tr(B)] + 8{tr(4) tr(B) tr(C)

—tr(A)tr(B-C) —tr(B)tr(C-A) —tr(C) tr(A- B)
+tr(A-B-C)+tr(C-B-A)}
In der hierbei verwendeten symbolischen Schreibweise kennzeichnet é B = Aiy B
ein Matrixprodukt und ¢r(A - B) = Ay, By die Spur. Setzt man in (A.5) € = A und

beriicksichtigt, dass sich die Spur eines Matrixproduktes bei zyklischer Vertauschung der
Faktoren nicht &ndert, folgt sofort :

A-B-A+A* B+ B-A*=Atr(B)+(A-B+B-A)tr(A)
+Altr(A- B) —tr(4) tr(B)] + 1 Bltr(4%) — tr*(A)] (A.6)
+0{tr(A* - B) — tr(A) tr(A- B) + tr(B)[tr*(4) — tr(A%)]}.
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Eine weitere Beziehung erhélt man, wenn in obiger Gleichung (A.6) B = B % ersetzt wird:

A-B*-A+A*- B+ B*- A’ = Atr(B*) + (A-B* + B*- A) tr(4)
+A[tr(A-B?) —tr(A) tr(B*)] + 1B%[tr(A%) — tr*(A)] (A.7)
+ 5{tr(A* - B?) — tr(A) tr( + 1tr(B?)[tr*(A) — tr(4)]}.

||D>

B’

Multipliziert man (A.6) von links und rechts mit A und substituiert A® durch (A.3), so
ergibt sich:

A* B-A*=1A-B-Atr*(A) —tr(4*)] - (A- B+

2=

+ A{det(A) tr(B) — 3[tr*(4) — tr(A")] tr(A -

A) det(A) + A% tr(A* - B)

)} + ddet(A)tr(A- B). (A.8)

5
5

Wird nun in Gleichung (A.8) B durch B” ersetzt, dann folgt:

A B*A* = A B Altr*(4) — tr(4%)] — (A~ B* + B A) det(4) + A%tr(A” - BY)
+ A{det(A) tr(B?) — t[tr*(4) — tr(A%)] tr(A- B")} + ddet(A) tr(A - BY).
(A.9)

Es ist unmittelbar einsichtig, dass in den zuvor hergeleiteten Beziehungen A und B ver-
tauscht werden konnen, wodurch sich die Anzahl der Beziehungen verdoppelt.

A.2 Funktionsbasis

Die Funktionsbasis gegebener Tensoren ist die Menge aller irreduziblen Matrixproduk-
te dieser Tensoren. Der Aussage von Spencer folgend miissen bei nur zwei Tensoren nur
Matrixprodukte bis zum Grad 5 beriicksichtigt werden. Addiert man alle Permutationen
von A und B bis zum Grad 5, so ergeben sich 63 Matrixprodukte, die die Funktions-
basis bilden konnten. Allerdings sind hierin noch Produkte enthalten, die mit den zuvor
abgeleiteten Beziehungen auf bereits enthaltene Matrixprodukte zuriickgefiithrt werden
kénnen. Um nicht bei den hohen Graden viele Permutationen iiberpriifen zu miissen, wird
die Funktionsbasis sukzessive aufgebaut. Ausgehend von den irreduziblen Matrixproduk-
ten mit niedrigem Grad werden zunéchst mogliche Matrixprodukte durch jeweilige links
und rechts Multiplikation von A und B erzeugt. Matrixprodukte, die mehrfach auftre-
ten, werden nur einmal beriicksichtigt. Dann werden auf diese Matrixprodukte die zuvor
hergeleiteten Beziehungen angewandt, um deren Grad zu reduzieren.

A.2.1 Elemente der Funktionsbasis mit dem Grad 0,1,2

Die Fille der Matrixprodukte mit dem Grad kleiner zwei sind trivial, da noch keine Redu-
zierungen moglich sind. Die irreduziblen Elemente der Funktionsbasis mit diesen Graden
lauten:



Anhang A. Tensoralgebraische Grundlagen

164
Grad
0 J
1 4, B
2 A*, B, A-B, B-A

A.2.2 Elemente der Funktionsbasis mit dem Grad 3

Fiir den Grad drei existieren acht mogliche Matrixprodukte fiir die Funktionsbasis:

Grad
A3 ) A2 Ea Aﬁéa A §27
= = = = = = = =
3 A3 A.6
E A27 BAB7 EQ Aa Bg
= = = = = = = =
A.6 A3

Die Nummern unter den Matrixprodukten geben die Gleichungen an, mit denen der Grad
des Matrixprodukts verringert werden kann. Nach Anwenden dieser Beziehungen verblei-

ben die unabhéngigen Elemente mit Grad drei der Funktionsbasis:

Grad

2 2
; é :

[BS

. B2

[
1

3 A?.

I
e

A.2.3 Elemente der Funktionsbasis mit dem Grad 4

Als mogliche Elemente der Funktionsbasis mit dem Grad vier kommen in Betracht:

Grad
A3 Eu AQ'E'Au AQ §27 AE AQ7 A'EQ'Au A §37
= = = = = = = = = = = = = = =
A3 *1 A7 A.3
4
EB Aa E'AQ'Ea E A'Bzu §2 A27 §2_A'§’ E?) A
_A3_ = ;7 ~ - - = ; ~ _A3_

Wiederum kann mit den angegebenen Gleichungen der Grad reduziert werden, wobei 1
und *2 eine sukzessive Anwendung erfordern. p soll hierbei ein Matrixpolynom kennzeich-
nen, das entsteht und in der Klammer sind die Faktoren des Polynoms mit dem hochsten
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Grad aufgelistet.

*1:  A-(A-B-A)=p(A-B-A*A-B,..)
= = = = = = = =
A6 A3
I

Somit verbleiben als unabhéngige Elemente der Funktionsbasis mit dem Grad vier:

Grad

[

W
=,
Iy,
e
e
e
I
S
Iy
I

A.2.4 Elemente der Funktionsbasis mit dem Grad 5

Die Elemente der Funktionsbasis mit dem Grad fiinf konnen die Matrixprodukte:

Grad
A3'§27 AQ E A27 EQA §27 AQ EQ_A’
— 7 — : — — : 7 — : )
A3 A8 A.8 #1
A2'§37 A E Aga AE A2 E) A E'A'Eza
A3 A3 #4 #5
5)
A EQ A27 BQ AQ . Ea EQ : Aga B A Ega
= = = = = = = = = =
#3 A3 A3
E AQ §27 E A'B'A27 E A32 A7 EB'AQ
- - ~—_——— V_ — D V_ ) — 7
#6 #2 A3
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sein. Wie beim Grad vier ist auch hier eine hintereinander durchgefiihrte Reduzierug

notwendig. Mit den gleichen Bezeichnungen wie zuvor ergibt sich:

#1: A-(A-B*-A)=p(A’-B*A-B*- A%
4-&a-£ -4 42,404
A8 A3
#2: B-(A-B*-A)=p(B° A*B-A*- B
2822 24,242
A8 A3
#3: B-(B-A*-B)=p(B’-A*B-A*-B°,...
2848 2 -L£,24 2
A8 A3
74 A-(B-A*-B)=p(A° B, A-B* A?
4242 42,404
A8 A3
#5 (A-B-A)-B*=p(A*-B°,B-A*- B
4-8-2)-8 42,242
A6 A3
76 : (B-A-B)-A*=p(B*- A’ A-B°
5

PRI

g e

PRI

CA%L).

)

Demnach verbleiben fiir den Grad fiinf die irreduziblen Matrixprodukte:

Grad

[BS

. B%. A2

[Ise

. A2. B2

A.2.5 Elemente der Funktionsbasis mit dem Grad 6

Mit dem Grad 6 miissen die Matrixprodukte:

Grad
A-B*- A A-B-A-B, A-B-A’ A-B*-A-B
A9 51 A3
6
B-A*B-A B-A-BA, B-A-B, B-A-DB
52 A9 A3
untersucht werden. Mit den Umformungen:
§1: A-(B-A*.B)-B=p(4*-B%A.-B>. A B,..)
e 42,42 "4 2
A8 A3
§2: B-(A-B*-A)-A—p(B*- A% B-A-B*-A,..)
£°\4 ; 44 _A_ £2°'4 2 &
8 3

verbleiben noch die Matrixprodukte A - EQ . éQ - B bzw. B - éQ .
vertauscht werden koénnen, reicht es aus, eine Beziehung zu finden

§2-é. Da A und B
, die eines der beiden
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Matrixprodukte reduziert. Dazu miissen die zuvor abgeleiteten Beziehungen in geeigne-
ter Weise kombiniert werden. Die Herleitung wird wesentlich iibersichtlicher, wenn das
Matrixpolynom:

G(A B) A r(é +(A-B+B-A)tr(A)+A[tr(é-§)—tr(é)tr(g)]
+ 1B[tr(A%) — tr*(A)] + 5{tr(A*- B) — tr(A) tr(A- B) (A.10)
+ str(B)[tr*(A) — tr(A%)]}

definiert wird. Gleichung (A.6) hat somit die einfache Form:

(
A-B-A+A*-B+B-A’=G(4,B) (A11)

Wird nun in Gleichung (A.11) B durch B - A - B ersetzt und anschlieBend von links mit
B multipliziert, ergibt sich:

Dann wird in Gleichung (A.11) A = B und B = A2 gesetzt, um B - A” -
womit folgt:

sy
N
=
[}
]
%
[}
—+
N
[}
=

éQ.A.é.

[l
I

-B-A-B-A-B-A+B*-A’-B+A*-B*>-A-B

werden:

BZ.é.é.éQZBQ.A2.

(A.14)

In Gleichung (A.11) wird nun B = 32 A - B gesetzt, um A - B -A- B+ A umzuformen.
Es ergibt sich dann:

232 A-B-A%= 32 AZ.

A-B

- = (A.15)
é ) G pum— ) pum— :

Wird nun in Gleichung (A.11) B = A - B gesetzt, um im ersten Term der rechten Seite
A-(A-B)- A zu ersetzen, folgt schliefllich:

3B°-A-B-A*=B"-G(A,A-B)+G(A B*
~G(B,A%)-A-B+B-G(4,

+A-B)-G(B,A)-A-B-4
== eSS 2S (A
L5-A-B).

Man iiberzeugt sich leicht anhand der Definition von G(A, B), dass der hochste Grad eines
Matrixprodukts auf der rechten Seite fiinf ist. Diese Beziehung musste hergeleitet werden,
um die restlichen Matrixprodukte zu reduzieren. Ersetzt man in Gleichung (A.11) B mit

EQ - A- B, dann ergibt sich:

A-B*A-B-A+A*-B* A -B+ B’

||;>
e

.42:(;(é7§2.

[sS

.B). (A7)
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Mittels Gleichung (A.16) kann hierin nun éz "A-B- A? ersetzt werden:

.EQ. A+ 2.§2.

[
[
[iss
[FS
[
[iss
oS
&
Q
S
[
I
|
[\
Q
[
%,
I

I

2

&

[

i

I

e "
I

Q

S

E

i

oo I

(A.18)

Eine dhnliche Gleichung folgt, wenn Gleichung (A.11) von links mit —A - QZ multipliziert
wird und auftretende Terme mit g‘g’ durch (A.3) ersetzt werden:

~A-B*-A-B-A-A-B- A B=A-B"-Atr(B) - 1A - B- A’tr*(B) - tr(B")]
—A’del(B)—A-B*- G(4,B)
(A.19)
Die Addition der Gleichungen (A.18) und (A.19) fiihrt zu:
A*B-A-B-A-B-AB=A-B"-A’tr(B) —3A - B- A’[tr*(B) — tr(B”)]
—A%det(B) — A-B*- G(4, B)

(A.20)

Wird Gleichung (A.11) jeweils von links und rechts mit A multipliziert, dann ergibt die
Addition dieser Gleichungen, wenn é3 durch (A.3) ersetzt wird:

- = — A.21
+ Aftr(A” - B) — tr(é) (é B)] — Bdet(A) + édet(A) tr(B) ( )
Wird in dieser Gleichung nun B = B? gesetzt, dann folgt

A-BA 4 A B A=A B Atr(4) + A (A B) o
+ Altr(4* - B?) — tr(A) tr(A- B*)] — B*det(A) + d det(A) tr(B?). (4.22)

Die Multiplikation dieser Gleichung von rechts mit B ergibt
ABLBIL B AB-ABABUD A BIAB)

+ A Bltr(A*- B*) — tr(A) tr(A- B*)] — B*det(A) + Bdet(A) tr(B?). '
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Die gesuchte Beziehung fiir A- éz é
(A.23) subtrahiert wird:

-B erhalt man, indem Gleichung (A.20) von Gleichung

2A- BN B=A B A-Bir(A) + A Bir(A- B) + Bdet(4) tr(B?)
+ A Bltr(A* - B*) — tr(A) tr(A- B*)] — B det(4)
4B A(B) — 1A B- A (B) — tr(BY)
+A'det(B) + A-B*- G(4, B) (A.24)
+5(B A GAB) 2648 A B)-GAB) A B A

Auf der rechten Seite treten nur Matrixpolynome mit dem Grad fiinf oder kleiner auf.
Somit existiert kein unabhéngiges Matrixprodukt mit dem Grad sechs und folglich auch
keines mit einem hoheren Grad. Eine genauere Betrachtung von Gleichung (A.24) zeigt
jedoch, dass ein Matrixpolynom vom Grad sechs nur unter Zuhilfenahme einer Invarianten
vom Grad sechs reduziert werden kann, da in G(A?, B*- A-B) die Invariante tr(A* B* A-B)

auftritt. Dies muss beim Aufstellen der Integritéitsbasis beriicksichtigt werden.

A.3 Funktionsbasis fiir einen symmetrischen Tensor

Bislang wurden keine Anforderungen an die Eigenschaften der Tensoren gestellt. Es ist
aber von groflem Vorteil, wenn bekannte Eigenschaften der Tensoren beim Aufstellen der
Funktionsbasis beriicksichtigt werden. Zum einen wird dadurch oft die physikalische Inter-
pretation bei der Anwendung der Funktionsbasis erleichtert und auflerdem kann dadurch
die Funktionsbasis weiter minimiert werden. In dieser Arbeit soll mit der Funktionsbasis
ein symmetrischer Tensor, die Reynolds-Spannungen, dargestellt werden. Eine Funktions-
basis, deren Elemente auch symmetrisch sind, wiirde eine Analyse erleichtern, da sonst
Kopplungen zwischen den Elementen der Funktionsbasis eingebracht werden miissten, die
die Symmetrie gew#hrleisten. Aus einem beliebigen Tensor 2. Stufe im R? erzeugt man
einen symmetrischen Tensor mittels:

= A+ A" (A.25)

Man erhélt deshalb eine Funktionsbasis mit symmetrischen Elementen, indem man zu
jedem Element das Transponierte addiert.
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Grad
0 9
1 A+ AT, B+D"
2 A+ (AN, B+ (B)", A-B+B"-A", B-A+A"-B'
éQ §+§T (éZ)T7 é éQ 4 <§2)T éT’ é é2 4 (é?)T _ET’
3
§2 é_‘_éT (EQ)T
éQ §2+(§2)T (42)T’ éé é2+(é2)T éT :T’
4
é é é? + (§2)T éT ‘ET’ é? 'éQ + (42)T (§2)T
5 é éQ é2+(éQ)T (EQ)T éTa é é? §2+(§2)T (éQ)T éT

Sind nun Eigenschaften der Tensoren A und B bekannt, dann kann die Funktionsbasis
weiter minimiert werden.

A.3.1 Symmetrische Funktionsbasis bei symmetrischen Tenso-
ren

Sind A und B symmetrische Tensoren, dann gilt:

AT=A BT=B (@) =4 (B) =B (426

Die Funktionsbasis lautet dann, wenn beriicksichtigt wird, dass die Addition von Tenso-
ren kommutativ ist und wenn mit Gleichungen (A.21, A.22) Matrixpolynome reduziert
werden:
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Grad

0 9

1 4, B

2 A* B, A-B+B-A

3 A B+B-A* A-B+B-A
4 A®.B*+ B*. A

A.3.2 Symmetrische Funktionsbasis bei einem symmetrischen
und einem antimetrischenTensor

Ist A ein symmetrischer Tensor und B ein antimetrischer Tensor, ergeben sich die Trans-
ponierten zu :

éT — é, ET — _§7 (é2)T — é27 (§2)T — EQ- (A27)

Fiir die Funktionsbasis folgt mit den gleichen Vereinfachungen wie zuvor:

Grad

0 )

1 A

2 A’ B, A-B-B-A

3 B-A*-A*-B, B*-A+A-DB’

4 | A B*+B*- A% A-B-A"-AB-A B-AB-B-AB
g B-AB'- B 4B

A.3.3 Spurfreie, symmetrische Funktionsbasis bei einem sym-
metrischen und einem antimetrischenTensor

Soll die Funktionsbasis benutzt werden, um einen spurfreien Tensor darzustellen, dann
kann diese Bedingung leicht auf die Elemente der Funktionsbasis iibertragen werden. Fiir
den Fall, dass A symmetrisch und B antimetrisch (tr(B) = tr(B*) = 0) ist, ergibt sich
die Funktionsbasis zu: - o o
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Grad
I A-ytr(d)
2 £ (A8 B - jur(B)s AB-B-A
3 B A4 B B A+AB - itr(B A)
A-B-A*-A*B-A  B-A-B°-B*AB,
4
A*- B+ B A* — 2tr(A” B¢
i) B-A*-B*-DB*- A B

A.4 Integrititsbasis

Die Integritédtsbasis ist definiert als die Menge aller irreduziblen Invarianten gegebener
Tensoren sowie den irreduziblen Invarianten der Matrixprodukte, die aus diesen Tensoren
gebildet werden konnen. Ein einzelner Tensor 2. Stufe im R?® hat aufgrund des Cayley-
Hamilton Theorems (A.3) nur die irreduziblen Invarianten:

tr(4), tr(4?), r(4%). (A.28)

Um die irreduziblen Invarianten der Matrixprodukte durch Spurbildung zu erhalten,
konnen die gleichen Beziehungen wie beim Aufstellen der Funktionsbasis benutzt werden.
Es bietet sich daher an, die Funktionsbasis gradweise zu iiberpriifen. Aufler den Invarian-
ten, die direkt aus der Funktionsbasis folgen, miissen auch die Invarianten beriicksichtigt
werden, die zum Aufstellen der Funktionsbasis benutzt wurden. So tritt in Gleichung
(A.24) beispielsweise die Invariante tr(A? - B2- A - B) auf. Weiter miissen die Eigenschaf-
ten der Spurbildung beachtet werden:

(A.29)
). (A.30)

||6 ||6

(€)

tr
tr

[ B
Il
[ =
S

tr
(A B

Die letztere Beziehung wird bei Matrixprodukten haufig angewandt, um Ausdriicke der
Art tr(A-B-A*) = tr(B-A%) mit dem Cayley-Hamilton Theorem umschreiben zu kénnen.

A.4.1 Integrititsbasis zweier Tensoren
Fiir den allgemeinen Fall zweier beliebiger Tensoren lautet die Integritétsbasis:

tr (é)v tr (é2)7 tr (ég)v tr (é)v tr (§2)7 tr (és)a tr (é ’ é)v

A.31
(A7 B), tr(A-BY). t(ABY), (A B-A-B) (A.31)
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A.5. Verallgemeinertes Cayley-Hamilton Theorem

A.4.2 Integrititsbasis eines symmetrischen und eines antimetri-
schen Tensors

Ist A ein symmetrischer und B ein antimetrischer Tensor, dann gilt ¢r(B) = tr(B*) = 0.

Man iiberzeugt sich weiterhin leicht, dass die Spur eines Matrixprodukts aus einem sym-
metrischen und einem antimetrischen Tensor ebenfalls verschwindet. Die Integritétsbasis
vereinfacht sich somit zu:

tr(é2 -éz), tr(A%- B2

S
oo

).
32)

=

A.5 Verallgemeinertes Cayley-Hamilton Theorem

Ausgangspunkt des verallgemeinerten Cayley-Hamilton Theorems ist folgende Identitét
im R3:

5ip 5iq 51'7" 528
Oip Oig Oir 0

0 — Jp 79 Jar Js A33
5kp 5kq 5kr 5]98 ( )
5lp 5lq 5!7" 5ls

Da die Indices 4, j, k, [ nur die Werte 1,2, 3 annehmen diirfen, miissen mindestens zwei der
Indices gleich sein. Damit sind aber mindestens zwei Zeilen der Matrix gleich, sodass die
Determinante verschwindet. Multipliziert man die erste Zeile mit a,;, die Zweite mit by;
und die dritte Zeile mit ¢, dann folgt:

Entwickelt man die Determinante nach der letzten Zeile,

Upq

0 = —0up | bgq

Crq

Qg Al
0=—1byy by

Crq Crr

Apr
byr

CT‘T‘

Aps Qpp  Apr  Ups

bqs + 5lq bqp bqr bqs — Oy

Crs Crp Crr Crs
s App  Apr  Aps App  Apq
bqs + blp blr bls - bqp bqq
Crs Crp Crr  Crs Clp Cig

b

Qpp  Apq

g Daq
Crp  Crg
0, Ip ) lg

Ay

b

C?“T’

5l7"

qr

ergibt sich :

Qpg  Qps
byg  bgs |+ 0is
C""q CTS
Qpp  Opq
+ dis bqp bqq
Crp  Crq

(A.34)
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Werden nun die Determinanten mit der Sarrus’schen Regel berechnet, erhélt man:
0=-— (a'lq bqr Crs + Gy bqs Crq + as bqq Crr — Cpyq bqr Ars — Cpr bqs Qg — Crs bqq alr)
+ (app blr Crs + Qpyr bls Crp + Qps blp Crr — Crp blr Qps + Crr bls App — Crs blp a'pr)
- (app bag Cis + Apq bgs Cip + ps bap g — Cip baq Aps — Ciq bgs App — Cis byp apq)
+ dis (app byq Crr + pg bgr Crp + Qpr bgp Crg — Crp byg Apr — Crg bgr app — Crr by apq)

bzw. in symbolischer Schreibweise:

O=—ga-b-c—a-cb—atr(p)tr(c)+atric-b)+a-btr(c)+a-ctrd)
+b-ctr(a) +btr(a-¢o)+b-atr(c) —b-c-a—bir(¢c)tr(e) —b-a-c
—ctr(g)tr() —¢c-a-b—c-b-a+c-atr(b) +c-btr(e) +ctrb-a)
+d(tr(a) tr(d) tr(c) +tr(a-b-c) +tr(a-c-b) —tr(b) tr(a- ¢

— tr(g) tr(g Q) — tr(g) tr(g b))
O0=-g-b¢c—g¢cb-bgca-bgac-cab-cbe
+b-ctebirl@+(c-ata-otrl)+(a b+b-a) tr(g

+aftr(c-b) —tr(b) tr(c)] +b[tr(a-c) —tr(c) tr(a)] +c[tr(b-a) —tr(a) tr(b)]

—i—é(t'r’( )tr(b) tr(c) +tr(a-b-c) +tr(a-c-b) —tr(b) tr(a- ¢

—tr(a) tr(c-b) —tr(c) tr(a b))

Nach etwas Umsortieren ergibt sich dann Gleichung (A.5):

a-b-cta-c-btb-catb-a-ctc-a-btcba=
+-ctebitrl@+(cata-oirl)+(e b+b-a) tr()
+a[tr(c-b) —tr(b) tr(c)] + b [tr(a- ¢) — tr(c) tr(a)] + ¢ [tr(b- a) — tr(a) tr(b)]
+é(tr(g) tr(b) tr(c) —tr(a) tr(b-¢) —tr(b) tr(a-c) —tr(c) tr(a-b) +tr(a-b-c)



Anhang B

Berechnung der Matrizen H), und

Tny

Zur Bestimmung der Koeffizienten des EASM in Abschnitt 4.3 muss Gleichung (4.26)
gelost werden. Die dazu notwendigen Matrizen H und J wurden im Abschnitt 4.3 als
bekannt angenommen. Die Berechnung dieser Matrizen ist nachfolgend zusammengefasst.

B.1 Die Matrix H),

Die Komponenten von H werden durch die Gleichung

[l

(A)'§+

1)
s

N
\ _ %tr(z()‘) - 5)) = Z H}(yz(’v)

v
definiert. Mit der Funktionsbasis nach (4.20) und den Invarianten (4.21) folgt:

A=1:
N
> HIV =2 (s~ im9)
Y
—>H13—2, Hlf\/—o (fur”y;tél,?))
A=2
N
D HuIW = —(w- 5" — 5% w)
>
—>H25 = —1, HQ/Y =0 (fU_I' Y 7£ 5)
A=3
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Anhang B. Berechnung der Matrizen H), und J,,

A=4
ZH4 IO =w? s+ 5w —imd—3ms
—Hy = —2m9, Hy =1, Hy, =0 (firv#1,6)
A=25
ZH5 IV =5 ws*~swstw s 5 w-3tr(w ) o +3tr(s" w-5)9
=T® +w- (Jms+ins8) — (ms+ insd)
=TI —imls w—w- g
—Hs = —im, Hss=1, Hs =0 (firy#2,8)
A=6:

ZHG T = w8 +5 w38 +25 0 s—ims— 3050

—>H61 = %TM’ H63 = 27]2, H64 =M, H69 = —1, Hﬁ’y = 0 (SOHSt)

Y Ho IO =(w-s-w)w-s—s-w-(wsw+swsw-—w- sws
(A6)
= ((§~w~§)-w2—w2~(§ w - §))—774[ —w - 8]
sew-s)w —w (s w-s 5
(A.6)

—Hpy=—ny, Hrpz=ms, Hrio=-2, Hz =0 (sonst)



B.1. Die Matrix H),, 177

A=8
N
Y He IO =s-w- s° -5 w-s
- 4 S$-w- S$ —5 WS
A3
=s-w-[Ims+indl —[Ims+ind-w-s
= 3sls-w—w- s
—Hgy = 1m3, Hs, =0 (fiiry#2)
A=9
N
S Hy IV = (s w45’ w )+ w S w’ s — (s w?)d
7 A22
=8’ + 058 — s w? + dnzmed + w? - [ s + ins 4]
+Ams+imd] - w —dnss — dtr(Bm s’ + imsd] - w?)
=i ls-w’ + w5+ s’ s+ iz’
—Anss—4mmd — $menzd
=1 2(6) + 14 T7®) +1 32(4) _ %775’1"(1)
—Hy = —1ins, Hog=my, Hoy=1ins, Hoe=1m, Hy, =0 (sonst).
Der Fall A = 10 verlangt etwas mehr Aufwand, da er zu Matrixprodukten mit dem

Grad sechs fiihrt. Die zuvor hergeleiteten Beziehungen fiir Matrixprodukte mit dem Grad
sechs wurden aber bislang nur benutzt, um den Grad der Produkte zu bestimmen und
enthielten deshalb noch Matrixpolynome mit niedrigerem Grad. Um die Koeffizienten
Hipy, zu berechnen, miissen die Beziehungen aber ausgerechnet werden. Setzt man in
Gleichung (A.20) A= w und B = s und vertauscht das Vorzeichen, dann ergibt sich:

w5t westwe s w s = —dmwes w —dppwtw-s® G, s)
1
§< Glww-s) —2G(w,s* w-s)
; (B.1)
—Glew wsw-Glgw) w-s

+
IICn

W
wﬁ_ﬁ)
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Direkt aus der Definition des Matrixpolynoms G (A.10) folgt:

G(w,s) =ims+md
Glw, s> w-s)=tr((w-s* w) - s)w+ s’ w-s+tr(w® s> w-s)d
w,s"-w-s w-s"-w)s)w w-s+itr(w s w-s)o
AT
= —lmnw+ips’ w-s+tr(w® s* w-s)d
Gww-s)=mw+inw-s
(wyw-s) =mw+inpw-s (B2)
G(s,w) =tmw
G(s,w®) =8’ + s+ tmw? + (s — 4m ) 0
Glw,s - w-s)=tr(w-s-w-s)w+ tms-w-s+tr((s-ws)w)d
w,s-w-s)=trlw-s-w-s)w 5-W-s s-w-s)w)o
AT
={@Emm—2n)w+inms-w-s
Wird dies in Gleichung (B.1) eingesetzt, folgt:
—w' st westwe st w s = —mwes W = yppwtinpw s tmw s’
1
*5(”45 w—mp st W s+ iy w = 2tr(w’ - 57w 5)
—tmuw’-s g—mg‘g’g—(%—imm)ggﬂ;mm—2775)9@)-

(B.3)

Transponiert man Gleichung (B.3), ergibt sich:

(‘”%é”nzg'w‘sz—%nznsg—%r@”f'g-@é

-w'§+(n5—imm)g'g—(%mm—%@gg)-

_l’_
IOSD—‘
IS
™
g
<

=
Il

(B.5)
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Und nach Umsortieren folgt schlielich:

wostws-weoswes—swt st wt s owe s W Hir(w st ws)d =
— i+ amm) s w—s-w + i w-s* 5" w
—imwosw-w swltiplsw s’ 5" w g

Mit dieser Beziehung ist die Berechnung der Koeffizienten fiir A = 10 sehr einfach. Un-
mittelbar aus der Definition folgt:

A=10:
ZHw 19 =w s’ ws—w s ws—sw s w-sw s w
—str(w- st w’ s w5t wes)d
—w st wts-w S wes—swt s w s st W
+atr(w® - s’ w- 5)9
=t +imm) s w—s wl+2mw s*— 5" w
—imweosew-wtswl Fiplsws’ 8w

—Hijpo = =15 +imm2), Hios = 2m, Hior=—1n,
Hips = ims, Hip, =0 (sonst).

Zusammengefasst ergibt sich die Matrix H), zu:

0 0 2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0O 0 -1 0 0 0 0 0
i 0 0O 0 0 0 0 0O 0 0
—2M2 0 0O 0 0 1 0 0o 0 0
0 —im 0O 0 0 0 0 10 O
o= o, 0 %% m 0 0 0 0 -1 0 (B.7)
0 —Th O 0 7 0 0 0 0 -2
0 503 o 0 0 0 0 0 0 0
—375 0 na ins 0 dm O 0O 0 0
L0 —(ms+imm)/3 0 0 2 O —im im;p O 0O |
B.2 Die Matrix J),
Die Komponenten von J werden mit der Gleichung
z(k) w—w- z N — Z‘])‘V

berechnet. Mit der Funktionsbasis nach (4.20) und den Invarianten (4.21) folgt:
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A=1
N
DIV =sw-w-s
v
—Jig = 1, Jiy, =0 (fiir v # 2)
A=2
N
> hIW=w?s+s-w-2w-sw
S R
A6
=w’ s+s gz—Q(—f é—@g”%mﬁmé)
=3<g2 §+§’gz—%mé)—nzg
—Jor =12, J =3, Jo, =0 (fiiry#1,6)
A=3
N
> Inl7 =—(w s’ -5 w)
Y
HJ35 = —1, Jgfy =0 (fU_I' Y 7é 5)
A=4
N
Z‘]Mngo
Y
—Jyy, =0 (fiir alle )
A=D5
N
> IV =—w S-S w 2w 8w
d wes - wt2w-sw

=-w' s -5t w +2(—g’f—égué772§2+mg2+é{n5—émnz})

=-3 (+g2-§2+§2-gg—§n5é) + 2 [w? — 102 8] + m2[s* — tm 4]

—Jss =12, Jsa=2m, Jsg=-3, Js, =0 (sonst)
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IS
IS
IS

N
> Jen TP = —( 2
pu— .S. - 2 f— _ _
s csew)Fs-w —w
S S =

@t s [smpw] — tmw] - s
5 s

A
__z()+%

IIS S
|

IS

e,

—Joo = 102, Jer=—1, Jsg;, =0 (sonst)

o%
=
Q
I
||Cn
||€
Ilcn
g
+
IS
11
g
115
|
IIan
&
Iles
e
+
IS
I
&
I

M2, Jgz = —
83 2m4, Jse =M, Jsy =0 (sonst)

N
3
(V)
IS
|1
|
|1
IS

—)J = —
95 ina, Jogo=—1, Jo, =0 (sonst)
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A=10:
N
d i IV = 2w 5w w5t w’ S w
z ——

=2y [w® ¥+ 57w — s 8+ e S+ 05 57+ 2(nu e — ) W

= =20 T + 03 [s* — 11 8] + 2 (i 2 — 15) [w* — 112 4]

—Jws =1, Jioa=20mn—1n5), Jiog=—2m, Jio,=0

Alle Koeffizienten kénnen zu einer Matrix zusammengefasst werden:

0 1 0 0 0 0 0 0

—1 0 0 0 0 30 0

0 0 0 0 -1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

5 0 0 2 0 0 0 0
M 0 iy 0 0 0 0 —10
n3 0 0 —2ny 0 -2, 0 0

205 —mnz 0 —2my 0 0 m 0 0

0 0 0 0 —1np, 0 0 0

|0 0 n 2mm—2np O 0 0 0

w
= 21 <—g2 =8 W s w85 — %mng)) —2n; 0

(sonst).

0

0

0

0

0

0 (B.8)
0

0

—1

0




Anhang C

Funktions- und Integritatsbasis im

R2

Beschréankt man sich auf im Mittel zweidimensionale Stromungen, kann die Funktions-
und Integritdtsbasis und somit das explizite Reynolds-Spannungsmodell wesentlich ver-
einfacht werden, wie in Abschnitt 4.4 dargestellt. Die dabei verwendeten Vereinfachungen
sind in diesem Anhang zusammengestellt.

Es ist leicht nachzuvollziehen, dass ein Tensor der Form:

Cnn Crp 0
C=1Cy Cyp 0
0 0 0

die zweidimensionale Form des Cayley-Hamilton Theorems

1 i=4j+#3
0 sonst

C? = Ctr(C) - 4[tr*(C) — tr(C?)]8®  mit g@):ag):{ (C.1)

erfiillt. Substituiert man in obiger Gleichung €' = A+ B und wendet das Theorem auf 42
und éz an, dann erhédlt man:

[BS
I

= Atr(B) + Btr(A) — [tr(A) tr(B) — tr(A- B)] Q(Q). (C.2)

+B-

[BS

Multipliziert man diese Gleichung mit B und wendet (C.1) erneut an, dann ergibt sich:

A

[ise

B =1[A—tr(A)3®] [tr*(B) — tr(B*)] + Btr(A- B). (C.3)

1
pum— 2: p—— pu— pum— pumm—

Mit diesen Beziehungen lassen sich die auftretenden Matrixprodukte weiter reduzieren.

183



184 Anhang C. Funktions- und Integritiitsbasis im R?

C.1 Integrititsbasis im R?

Die Integritétsbasis des dreidimensionalen Falles (4.21) vereinfacht sich zu:

m = tr(s”)

12 = tr(w?)

s = tr(s’) = tmtr(s) =0 (C.4)
= tr(s- w?) = yptr(s-w) =0

ns = tr(s* - w?) = tnmetr(8%) = Lni .

C.2 Funktionsbasis im R?

Wird Gleichung (C.1) in die Funktionsbasis des dreidimensionalen Falles (4.20) eingesetzt,

folgt:
A=1:
TV =5
A=2
I =sw-w-s
A=3
T = s* —gmd=4md® —imd=m (18 - 1]
——
C.1
A=4
TW = & —1mpd =1 0® — inp 8 = s 18 — 19
——
C.1
A=5
I =w- 5 = 5 w=0-[md?-[md?-o=0
—~— =~
C.1 C.1
A=6
T9= w’ s+s- w® —2tr(s- w)=tms+ins—nptr(s-8%)=mps=mnI"
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A=T
IO =w-s w' — w s w=w sip—bps w=—tnls-w-w s =—pl?
—
C.1 C.1
A=8
T =s-w- s> — 8% w-s=s-wim—Imw-s=1inls-w—w-s=ipT?
o TN~~~ - o - o
C.1 C.1
A=9
IO =" w’ +w? - 5* — 3tr(s” - w*)d
= 1m 2 d® + i ne 6% — 2tr(im e 8%) = 1mne 8@ — imimad = [36® — 14
:7722(3)
A=10
I8 =w- s w’ —w’ 5" w=whnin — s s w =0

Die Funktionsbasis besteht somit nur noch aus:

lw
A
&
Il

|1

1
=2D 2

C.3 Die Matrix H), im R*

Beim Aufstellen der Matrix H muss nur noch die Funktionsbasis nach Gleichung (C.5)
berticksichtigt werden.

A=1:
N
S HL T =2 52— 0 =m0%) — 28 =2m [207) — 1]
v ~~
c1
—Hy3 =2, Hy, =0 (ﬁir’77’£3)
A=2

N
D HnTV=-w: & + 8 w=—pmuwtinw=0
Y

—>H2'Y =0
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wodurch sich die Matrix H zu

o O
o O O

ol

ergibt.

C.4 Die Matrix J,, im R*

Die Koeffizienten der Matrix J bestimmen sich im R? aus:

A=1:
N
D NI =5 w—w:s
¥
—>J12:1, JlVZO (furv;éQ)
A=2
N
Y T =5 w Aws—2w-s5-w=14ps+ s tins=2ms
=y 2 Z T ETeLE L 2 SR 2
K c1 c.3
HJQI = 2772, JQA/ =0 (ful"}/ 7é 1)
A=3
N
D s IO =36 — 1] 0 - @ [36® — 18] =0
.
— Jgfyzo.
Dadurch lautet die Matrix J nun:
0
JA’Y: 27]2 0 0 (C?)



Anhang D

EASM in minimaler Funktionsbasis

Das EASM in der minimalen Funktionsbasis in Abschnitt 5.2 basiert auf dem Zusammen-
hang (5.5), mit dem abh#ingige Generatoren durch unabhéngige Generatoren ausgedriickt
werden konnen. Die hierzu bendtigte Matrix m bzw. Koeffizienten Cf" werden in diesem
Anhang berechnet. Weiterhin sind hier auch die Koeffizienten des EASM in der minimalen
Funktionsbasis ohne Vereinfachungen angegeben.

D.1 Die Matrix M,,,

Die Elemente der Matrix M ergeben sich aus:

M = tr(T™ - T™). (D.1)

Elemente mit tr(T™ - T") :

tr(Z* I = tr(L*- L) — g (2> T =tr([s w-5* — 5" w35 5) = 0
Elemente mit tr(T™ - T7) :

tr(g1 -;2) = tr(£2 .21) -0
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188 Anhang D. EASM in minimaler Funktionsbasis

(L) =tr(sw-—w sl s w-—ws)=trs - w s w -2
= 2r(s- [~w? 5 — 5w — $mys + nud]) — 205 = n1 12 — 615

tr(T*-T%) = tr([s® —tmd] - [s-w—w-5]) =0

tr(T*-T%) = tr(fw® — tmd] - [s-w—w-5]) =0

(L L) =tr(w 8" - " w s w-w-s)) =2r(w s°) - 2r(s w- 5" w)
=2tr(w’ - 5°) = 2tr(s- [~w® - 57 — 5w + mw? + 15* + (15 — smn2)d))
= 6tr(w’® - 5°) — 2mnu — nans = 6tr(w® - [sms + 10s0] — 2mns — 173
= M4 + 7273

tr(T% - T%) = tr(T% - T%) — s tr(T2 - T?)
=tr(s-w-s’—s*w-sl-[s-w—w-s]) = in (m 12 — 61s)
=2r(s-w-s*-w) = 2r(w-s”-w-5°) — ym (M2 — 615)

= 20gns +tr(s-w-s-w) = 2r(w- [ims-w-s—ins (s~ wtw-s)])
— 3m (e — 67)5)

= 2m3n + 2mitr(s- w-s-w) — i (M2 — 675)

=2 13na — A mns + 07 2 — 1 (m e — 615)

= 213ms + 2 mns + 507 02

Elemente mit tr(I™ - T°) :

w

Il
11

<

w

ﬁ
I~ 114

=
!
151515
I

tr(
L tr(
tr(L*-T°) = tr([s* — tm 9)] - [s* — tm 9)])
= tr(s") — inf = tr(s- [sms + insd]) — 0 = ini
tr(L*-T°) = tr([w® — 102 0)] - [ — 4 8))) = 15 — Amuma
tr(L°-T°) = tr(lw- s* — s - w] - [s* — i 0)]) =
tr(T% - T°) = tr(L- T°) — gm tr(L* - T°)
=tr(ls-w-5" =5 w-s-[s" = md]) =0

Elemente mit tr(T™ - T*) :

it
=
N
it

SRR RN
115 1S3 18313
I
= = |

B~

tr =tr(L"-T')=m
(L2 TY) = tr(T* - %) = 0
ThT°) =05 — 3 m s
Ui

~
=
&
B
JIS
I
N ol

~ ~
=3 =
A~~~ N N /N
IS
I
|
[l
[\
5
g
|
W=
I
[\v)
=
S~—
I
~
=
—~
IS
w
1)
[\
S—
|
~
=
—~
[S
w
I
(V)
S—
Il
(@]
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Elemente mit tr(T™" - 1°) :
tr(L'-T°) =tr(L°-T') =0
tr(T* - T°) = tr(L” - T%) = ny na + 12 03
tr(L* %) =tr(T°-T%) =0
tr(L*-T°) =tr(T°-T*) =0
tr(L ) =tr(w-s* - s w - [w-s*—s" w) =2tr(w-s* w5 - 2tr(w- 5" w)
:2tr(g~ [—% ms-w-s—in(s-wtw-s])—2tr(w §4-g)
= —mtr(w-s-w-s) — 40z —2tr(w-s-[3 ms+ i nsd])
= —m ?75—2?73 na—mtr(s-[~w®-s—s-w’+ L 5+ 9))
=175 — 203 T — 0% N2
tr(T% - T°) = tr(L®- T°) — ym tr(L* - T°)
=tr(s-w-s*—s* - w-sl-[w-s*— s> wl) = sm (nna + n27s)
= —mtr(s® - w-s2-w) +nstr(s-w-52-w) — 3 (N4 + 02 7s)
= —mtr(s® - [—w- s —s-w+ im s+ nd)) — s tr(s-w-s-w)

=2 tr(g2 ~§3) —

=2 tr(w’

— 1y (L ms +1m2713)

— 1y (M ms +1m27m3)

Elemente mit ¢r(T" - 28/) :

~+
3
=

SRS

xR

1N 13, 1193, 153 113

~+
3
ot

~+
3
X

||fqOo I

xR R R
~— ~— ~— ~~—
(1

r(ig T
T(zS’ . 22)
T(zS’ . 23)
r(ig 25)
tr(L°-T%) —mtr(L°
tr(gw_ﬁ s*- w_

Smms e+ 2 s+ ;b

—2mmn3ng — 4771 M2 —

20y M3 Ny — Sna M3 + i tr(s -

— 2 M3 e — 2y e —
Sy s+ Sne s —

[3ms + insd])
=i e nz+2n3 05 —

—
1N
— [\
~—

[1Iv

=

1
2

37

—~
o e o

=
o

i
IIS
e

NS}

1

+
N[
=

s

B IR

» =N
N~

e M

ez —m; na—nstr(s- [—

— ez — M e+ 2m3 5 —
I (mna + m2ms)

w” + 112 s + md))

2 (M na + 2 m3)

7‘(;2 22)

— P w-s]) = 2mmzng — N o — Lni s
w) = 2z tr(w- s w- 5)

5 w) + dn tr(w’ - 5°)

205 5 + i) mo —

201 M3 4 — 3175 12 —

%77% M5
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D.2 Bestimmung der Koeflizienten C¢

Bei der Auswahl von I(l), T (2), T (3), 2(4) und 2(5) als unabhéngige Generatoren ermogli-

chen die zuvor berechneten Elemente der Matrix M, dass das Gleichungssystem (5.8) in
zwei voneinander unabhéngige Gleichungssysteme umgeschrieben werden kann:

tr(z(i) } ;i}) C’é m 7)32 N4 C%
tr(L®-T°) | =A|CE | =] i (ns—3mm)| | Ce (D.2)
tr(Z® - ) Ce : o i

und

t,,,(z(ﬁ) 'ZZ) C£2 (m m2 —615) (m M4 +n2 3) 052

tr(T© . T =B )= ) m N5 —203 M4 o3 (D.3)
= = ¢ —1n3 1 ¢
mit den rechten Seiten:

215

0
RO=[1mns+2mn|; bzw. RS = (2 ) ; (D.4)
1 Ne
372 T4
v 2m;+4n2m5 —m 13
R'=|-2n|; bzw. R = ( ‘o, 2705 2); (D.5)
0 —iny 3 — 2415
0 2 —4 +n}
RE=1[ 0 |; bzw. R*= < 7731?74 s T ?72) : (D.6)
2 g 5T 2 M3+ 203 05
M Ma =+ 3M2 13 2
R=|imns+2pm|; bzw. R = ( 06> , (D.7)
iy ms

woraus sich die Losung:

Co =(=2nm3ns — T ms ns s — 307 2 ms — 307 15 15+ 18 02 73 14 15
+ 61 m3 5 +24m1 m2 5 — 36 12)/(3 D)

Cg = —2 (N2 m3 4+ m na) N6/ Do

Co=((2mn3ns)/3+mn3na—2mn3 13 —2m 03 — 213 13 105
— 1211 12 na 15 + 24 n4 m2)/ Do

Co =((4n7 m3 m3)/3 407 n2 na+2m2 15 ma + 211 M3 0 — 811 72 M3 15
— A n? s+ 1203 12) /Dy

Ce =2 (m 12 — 6 m3) 16/ D2

(D.8)
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C7 =2 (03 n3 4211 12 s — 6 04 15) 16/ Do
C2 =(ni n3 + (2m3 n3)/3+ (14 m 13 ms ma) /3 — 207 12 5 — 8 s i — 6 F 13 s

— 120 03 M4 N5+ 8 103 N5 + 811 M2 13) /(2 D)
C7 =2 (= n3 +613) n6/ Ds (D.9)
C7 =4 (=07 n2 — 313 Ma + 3171 15) N6/ D2
C2=((2mn3n)/3+m nna— 21 n3 13 —2m 0 — 213 03 15

— 6 m2 a5 + 1204 03) /Do

Cs =2 (=2 m n2 13 — 17 4+ 6 3 15) 06/ D3

C3=(—nim+ 2mnsn3)/3— (1617 12 n3ma)/3 — 8m3 3 + 615 12 05 — 4 2 15 15
+ 1611 13 na M5 — 8 17 12)/(2 Do)

C3 =4 (i m2+ 33 s — 3 m 15) n6/ D>

Cs =2 (ni — 6.13) 16/ D

CE=((—4nimms)/3 = mema—2mnsna—4nnsms +8num2msns
+4ni nans — 1293 m2)/ Dy

[ed]

(D.10)

Co =(=2n7 15 15 — 305 m5 na —4m3 03 ma — 811 n2 13 M3 + 10 11 13 13 75
+18 05 me a5 + 24 m3 i s — 12 m2 3 M3 — 24 m1 ma m3) /(6 D)

Cg =(—nf no — 4 m3 na+ 2 m n5) 6/ D2

Co=2(=2mm —5mmenzma— 60t nami — 120315 + 307 03 05 + 18 02 13 Na 15
+12 91 nj ms — 6 m1 2 m2) /(6 Dy)

Co =2 (—4mn; 5 — 407 mans ma— 317 13 + 1205 03 + 315 02 05 + 6 10 73 15
+12 91 3 ma s — 6 15 02)/ (6 Do)

Cq =—2 (n2 13 + m na) n6/ Do

(D.11)
mit D2 = =005+ mna)?* + (ne — 615) (=05 12)/2 — 20304 + 11 715) (D.12)
ergibt.

D.3 Koeffizienten des EASM in minimaler Funkti-
onsbasis

GW =(A; g (Dy(6g° —3g (A2 + 7 Aln) + 2 Adns — 30 A2 Ay )
+6 Ay (—(Az (g (2515 — 63 ms + 3613 4+ mns (Tnsna+ 311 15)
+ 32 (i ni — 6nsmans — 8mn3)) + As (37715 14 + 207 (3 03 — 91204 M)
+4Ans (m3nzne — 6055 +3n2m2) +m (8mamzm; — 10m3 3 M5 + 24m4132))))

—6A3(2mmans + 105 — 6m3m5) 16 + 6. A3 (0513 + 201 M2 14 — 61475) 76)))
/(2 Dy D)
(D.13)
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G =(A; Ay (2D2(_393 _314:2),9771 +6A§g772 +2A§Tl3+6A§A3774)
—3g(A3(3nin; — 180 nams + 1203 (203 + mams) — 2113 (03 03 + 24 na7s)
+ 807 (223 e +313)) + 12 Az Az (i nz + 47304 — 271 15) 76
+ Ay (Ag (=303 m3 +6m1n2 (0 +3m2ms) + 2m3 (— (03 m3) + 1203 + 181m2n47s)
— 21 (703 n3ma + 120315 + 121203)) + 12 g (n2 s + n11ma) 16))))/ (2 D2 D)
(D.14)

GO =(A; (-3 A3d2gm +2A3Dyns +6 A3 g(D2 (9° — 2 A3 1)
— A5 2n3n5 + s (Busns — 3nums) + 1205 (n3 s — mums)
+ 62 (i ms —3msmans +mn3))) —3A39 (g (=2mnsns — 3003 ma + 621373
+6mn; + 6151305+ 181 e nams — 36n4m2) + 6 As (13 — 613) 76)
+6 Ay A3 (Asd2my +6 9 (i n2 + 3m3ma — 3mms) 16)))/ (D2 D)
(D.15)

GW =341 Ay (6 A3 Doy + Ay (2A2Dyms + ¢° (303 oy + 6y 13 (02 — 42 ms5)
+Ant (3 ns — 3nams) + 6m3 (n2mama +612)) + Az g (=3 Damy

+2(=3n} (nf —mams) +6m3 (205 +mams) — 410 (3 M3 — 30475) (D.16)
— 207 2memsna +313)))) + 6 A3 g (1} — 613) ne

—12 A5 g (mim2 + 3m3ma — 3mns) 1))/ (D2 D)

GO =(3A; Ao g (—(A3(B3uimema +6mims (0 — 4m2ms) + 407 (03 13 — 3na75)
+6n3 (n2ms s +613))) + 3 Az (Dyg — 4 A2 (1203 + 11 7) 6)
+ Ay (A2 2y ms +30im3na — 6mamsmi — 6muns — 603305 — 18 m1 m2 ma s
+361m4m2) + 69 (m e —675)16))) /(D2 D)
(D.17)
mit D und D, nach Gleichung (4.28) bzw (D.12)



Anhang E

Berechnung der Matrizen M° und
M’U)

Fiir die Anwendung des Projektionsverfahrens im Abschnitt 5.3 miissen neben der Matrix
M (sieche Anhang D) auch die Matrizen M* und M™ bekannt sein. Die Elemente der
Matrizen M* und MY fir die Projektionen in den Abschnitten 5.3.1 bis 5.3.3 sind in
diesem Anhang aufgefiihrt.

E.1 Die Matrix M’

Die Elemente der symmetrischen Matrix M bestimmen sich aus:

M = tr@(n) ‘s g(m))_ (E.1)
Elemente mit tr(T'-s-T™) :
tr(L s T') =tr(s-s-8) =
tr(Lt s 1) =tr(s’ [s w—w-s]) =0
tr(Lt-s-T°) =tr(s” - [s* — sm d]) = snf — inf = i ni
tr(L-s- T = tr(s” - [w® — 1n28]) = ns — L mms
tr(L s 1) =tr(s’ - [w-s* — 5" w]) = 0
tr(T s T) =tr(T" s [T° — sm I°) = tr(T" - 5-T%) — b tr(T" - s - T°)
=@ lsw S ws) - im0=0 -
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Elemente mit ¢r(7? -

115

tr(£2§£1):t7’(£1§£2):0
tr(f? s-T)=tr(sw—w-s-s-[s-w—w-s) =—tr(s’ w) +tr(s-w-s* - w)
= —tr(s® - w?) — 2tr(s® - w?) + g+ e nz = —1(m N4+ 12 13)
tr(T?-s- T =tr([s-w—w-s][s*—in s]) =0
tr(L*-s T =tr(s-w—w-s-[s-w’ — im 8])
=tr(s-w-s-w?) — g tr(w-s”) —tr(s® w’) + ing tr(w - 5%)
tr(L?s-T°)=tr(s-w—w-s-s-[w-s*— s w)
=tr(w-s-w-s’) —tr(w-s-w-s’) —tr(w- s’ w-s*) +tr(w’- s
=—tr(w-[-ims-w-s— i (s-w+w-s)]) +tr(w®-s*
= tmtr(w-s-w-s)+ 2ns ma+ tr(w’ - s- [ s+ L d])
= dmtr(w-s-w-s)+n3 N+ im0
imtr(s-[~w? s —s-w+ o s+ ma 8]) +m3ma+ S 7
=3 Ma+ 1 (1 m2 — 275)

-T2)

tr(T-5-T%) = tr(L* - s~ [L° = ym L) = tr(T* -5 - T°%) — tm tr(L* - s
éz'g‘g])ﬂn (m M4 + n2m3)
sw-s +tr(g~§4~g ) + L (1 ma + M2 m3)
—1m37s + s tr(w-s-w-s)+ im (mna+ n2ms)
=—773n5+6mn2?73+4?71 (171 74+ m27m3)

Elemente mit tr(1°-s-T™)
tr(L*-s-T" =tr(T' - 5-1°) = ini
tr(L%-s- 1) = tr(L*-5- 1) = 0
tr(L°-s-I°) = tr([s” — sm &) - s+ [s° — 4m 3]) = tr(s°) — 4m m3 = i 3
tr(L*s- T =tr([s” — m 8] - s [w® — smp 8]) = tr(w’ - 5°) — dmp s — S ma = 2y 74
tr(L s - IT°) =tr([s* —im 8] -s-w-s* — s* - w))
 =trlw ) (e ) — i )+ (w5 =0
tr(T-s-T%) = tr(T*- 5 - [L° = ym T%)) = tr(L° - 5 - T°) — ym tr(T° - 5 - T%)
=@ s s eSS wes)=0



E.1. Die Matrix M} .

195

Elemente mit 757"(24 -5 T™)
tr(L*-s- T =tr(L' - 5- T = —4(m 12 — 315)
tr(f*-s-T%) =tr(I*-s-T") =0
tr(L*-s-T°) =tr(L s 24) =3t M
4 4\ 2 2 _ 4 _1
”@ S 2 ) = tr([g 372 é] s [g 372 é]) = tr(é w )= ey = —Ln2
tr(T s -T°) =tr(w* —tm ) s-[w-s* = s w]) =tr(w s w-5°) —tr(w’ - 5°)
=tr(s-w-s* w’) — i tr(w-s*) = ne

Elemente mit ¢tr(T°-s-1™)
tr(l®-s- T =tr(T'-s-T°) =0
tr(L°-s-T*) =tr(L*-s-T°) = n3 ma + o (m 2 — 2 15)
tr(L° s - T =tr(I*-5-1°) =0
tr(L®-s- T =tr(L"-5-1°) = ns
tr(L s L) =tr(w 5" — 5" w5 [w 5" — 5* - w)
=2tr(s’ w- 8" w) —tr(w’-8") —tr(w- s w- )
=mtr(s® w-s-w) + g s — tr(w? - 5°) — iy tr(w-s-w- )
—ymsirw-s-w-s)
= ins s+t tr(s-w- s w) — g tr(w® - 8°) — dns tr(w-s-w- s)

M 75 + 41% T — B
N3 M5 — 107 e — S ma M3+ 20305 — Lo 1 1
—5n3(m ma — 215) — 0} ma

I
W= W= Wl
= Nl

tr(T° -

1)

I =tr(L s [L° — 4m L L) = gmtr(L° -5+ 1°)
5 w -

= %771773774+ Mem; — dnsma — (e — 2ns)

w
motr(w?- %) + i e s — s tr(w - s-w- s)

s)) = smnsna — i (mne — 215)
5y — umzma — 2 (mme — 215)
8% = iz g — i (mne — 215)
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Elemente mit tr(zg s-T™)
(L s L =tr(L' -5 T%) =0
tr(T¥ s - T%) =tr(T* s - T%) = 35 + 21123 + 301 (g + 1m273)
(L 5 1% = tr(I*5-T%) =0
tr(T% -s-T°) = tr(L° -5 T%) = tmuns s + 3 12703 — 20113 110 — 3173 (1 72 — 275)
tr(L¥ - s-T%) = tr([L° = sm L] - 5 - [T° — 3m T7))
:tr(@- TS) t(T85 T2)+ Lir(TPs - T°)
2
3

E.2 Die Matrix M}

Die Elemente der Matrix ﬂ Y sind definiert durch:

MY = tr(g(”) ‘w- z(m))_ (E.2)
Elemente mit tr(T -w-T™)
tr(L - w-T') =tr(s-w-5) =0
tr(fw-I*) =tr(s w-[s-w—w-s]) =tr(s-w-s-w) —ns
=tr(s-[-w® s—s-w+ims+md])—ns=1mmn—6mn)
tr(T" w - T*) =tr(s-w-[s* — im ]) =0
tr(C w-TY =tr(s-w- [w”— 1 8]) =0
tr(lw-T°) =tr(s w-[w-s* - s gD tr(w?-s°) —tr(s-w-s* w)
= tr(w? g) tr(s-[~w® - s* — 8- w’ +m w’+ 12 s+ (95 — s m2)0))
=3tr(w’ ") —mm— i =3tr(wW’ - [bp s+ ins d)) —mona — tme s
= 1(m ns +m2m3)
tr(T* ‘w — 1y tr(zl-w T%)

I = (T [P =y T = (T w0 T
= =25+ 4ni e+ s — i tr(C - w
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tr(T? w-T" = —tr(T" - w-T?%) = —1(m n2 — 6 15)
r(w T =trsw-—w-s-wls-w-w ) =triw- g w?-s) —tr(w’ - s°
=tr(w-[-s* w® —w? s>+ s+ m W+ (95 — i mp)d)) — tr(w?® - 5%)
—3tr(w®-s*) = =3tr(ipw-s’) =0
tr(* w-I°) =tr(s w—w-s]-w-[s*— sm -d]) ”@2‘23)—”@ s w-s’)
=tr(w?-s®) —tr(s- [ -w’ —w* s>+ m W+ L $*+ (95 — Lm1 m2)9))
=3tr(w’-s*) —m m— e ns = 1 na+ 2 3)
tr(* w- T =tr(s-w—w-sl-w-w—1in -9
=tr(s-wh) —tr(s-w') — g+ =0
tr(* w-I°) =tr(s-w—w-sl-w-[w-s* - s w))
=tr(s’ w’) —2tr(w-s-w’ - %) +tr(s w- 57 w?)
=t tr(w-s’)+3tr(s-w-s” - w’) =t tr(w- [im s+ in39]) + 316 =316
tr(T w - T%) =tr(T* w- [I°— tm I°) = tr(T* w-T°%) — i tr(T* - w - T°)
—0
Elemente mit ¢r(7°-w-17™)
tr(® w-T' = —tr(T"-w-T°) =0
tr(T* w-T%) = —tr(T* w-T%) = —1(n1 4 + 02 n3)
tr(L w-T°) =tr([s° — im ] -w- [s° — im 9]
=tr(s' - w) — g tr(s” - w) — iy tr(s - w®) =0
tr(L® w-T =tr([s° — m 9] - w - [w* — 1 4])
= tr(s”- g) iy tr(s® - w) — gy tr(w®) =0
tr(L - w-T°) = tr([s® = tm &) - w-[s-w’ —w?-s]) =tr(w? - s") —tr(s’ - w-5* - w)
=tr(w?-s") —tr(w-[—ims-w-s—im (s - wtw-s))
=tr(w* - s*)+ 2 mu+ i tr(w-s-w-s)
=3 M+ 2 s+ g tr(s - [—w® s — 5w+ L s+ 14 d))

=ng s+ m (2 —215)
tr(* w-T%) = tr(T* - w- [T° = 3 %) = tr(L* - w - T%) — sm (T - w - T7)

= =315+ ey — b tr(T° - w - T7)

IS



198 Anhang E. Berechnung der Matrizen M* und M%

tr(f w-T') = —tr(L" w-T') =0
tr(Ltw-T°) = —tr(L* - w- T = 0
tr(L w-I%) = —tr(L* w-T') =0
tr(T* - w- T = tr(lw? — iny 0] - w - [w® — Lnp 8]) = tr(w’) — 2np tr(w®) + §n3 tr(w) =0
tr(Thw-T°) = tr(lw’ — jm 8] w-[w- s’ —5* - )
= tr(w" - s*) = tr(w' - 5*) — 41 05 + Sz 05 = 0
Elemente mit tr(T°-w-1T™)
tr(L°-w-T) = —tr(T' - w-T°) = —5(n 14+ 172 13)
tr(L - w-T%) = —tr(L* w-1°) = =3 g
tr(f w £3> = —tr@’ ‘w £5> = —n3Na— m (M M2 — 2 n5)
(L w- I = =tr(L* w-1°) = 0
tr(l® w-T°)=tr(w-s*—s* wl-w-[w-s*— s> w)
(s ) (st w)
Ctr(st w®) +tr(w - s w® s — b (50w + w? - )
— (s )~ tr(w - [8 w” — w?S A  s b w
+ (15 — $m m2)8]) — Amz ma tr(s - w)
= —tm mptr(w-s”) — i s tr(w- ) + 405 tr(w- s*) =0

tr(T° w-T%) = tr(T° w- [T° — i T) = tr(T° - w - T°) — i tr(L° - w - T?)

tr(zg w gl)ztr(zl w 28’)
tr(L* - w-T%) = tr(L* - w- I¥)
(I w- L) = tr(L* w- I%)
(L w L) =tr(L w L)
(T w-T%) = tr([T° = o T°) - w - [2° — 3m L7))
- :tr([i8-g 2_) Etr(ngw T2)+1tr(£g-zz)



