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Zusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit der statistischen Analyse von Punktprozessen.

Punktprozesse sind zufillige Mengen im R?. In dieser Arbeit werden hauptsichlich
Clusterprozesse zugrundegelegt, speziell die Klasse der Neyman-Scott-Prozesse. Bei
diesen Punktprozessen ist die Wahrscheinlichkeit erhoht, dass sich in der Nihe eines
Punktes ein weiterer Punkt des Punktprozesses befindet.

Ein wichtiges Werkzeug bei der Charakterisierung von Punktprozessen ist die Paar-
korrelationsfunktion g(r). Mit ihrer Hilfe kénnen Aussagen iiber die relativen Haufig-
keiten von bestimmten Zwischenpunktabstinden gemacht werden.

Sei bei einem Punktprozess z. B. g(r) > 1. Im Mittel ist dann bei Realisierungen
dieses Punktprozesses der Anteil an Punktepaaren mit einem Zwischenpunktabstand
in der Gréfenordnung r gréSer als bei einem Poissonprozess. :

Die Schétzung der Paarkorrelationsfunktion ist gerade im Fall von Clusterprozessen
problematisch. Es wurden zahlreiche Artikel zu diesem Thema veroffentlicht, siehe
z.B. [20], [26] oder [29]. Das zeigt, dass noch keine Einigkeit daritber herrscht, welches
der optimale Schétzer ist. In dieser Arbeit wird versucht, diesen optimalen Schitzer
zu finden.

In Kapitel 3 werden alle Bestandteile des Ublichen Schitzers der Paarkorrelations-
funktion untersucht und fiir sie die Jeweils geeignetste Reprisentation entwickelt.
Dabei wird u. a. eine im gewissen Sinne optimale Kernfunktion wie auch ein opti-
maler Intensitdtsschitzer entwickelt.

Kapitel 4 analysiert die Variabilitit der Schétzer. Es gibt dazu mehrere Ansitze.
Insbesondere wurden in letzter Zeit sogenannte Bootstrapmethoden entwickelt. Die-
se erzeugen auf der Grundlage des beobachteten Punktmusters Pseudodatensiitze,
die wie unabhingig erzeugte Daten behandelt werden. Mit ihrer Hilfe schitzt man
dann bewertende GréBen wie die Schitzvarianz, den Bias und Konfidenzintervalle.
In dieser Arbeit werden zwei solcher Versuche, [2] und [4], genauer untersucht. Es
stellt sich dabei heraus, dass sich Bootstrap-Methoden, zumindest in diesen Fillen,
héchstens bedingt zur Berechnung statistischer GréSen eignen.

Eine weitere Methode, Varianz und Erwartungswert des Schitzers der Paarkorre-
lationsfunktion zu berechnen, wurde von Landy und Szalay (1993) entwickelt. Mit
Hilfe dieser Methode werden in dieser Arbeit verschiedene Schitzer verglichen. Dies
fihrt zu einem in einem bestimmten Sinn besten Schitzer.

Die Kapitel 5 und 6 beschéftigen sich mit einer Anwendung aus der Astronomie.
Hier wird das Punktmuster betrachtet, das aus den Positionen der Galaxien im All
besteht. Formal wird davon ausgegangen, dass ein Punktprozess existiert, der dieses
Punktmuster erzeugt hat.

Schétzungen legen nahe, dass die Paarkorrelationsfunktion dieses Galaxienpunkt-
prozesses einen Pol der Ordnung 1,8 an der Stelle r = 0 besitzt. Kapitel 5 analysiert
den Schitzer dieser Ordnung und stellt eine Verbesserung vor.



In Kapitel 6 werden einige Punktprozesse mit der Pol-Eigenschaft vorgestellt. Dar-
unter befinden sich auch Neyman-Scott-Prozesse. Es wird dazu ein einfaches Ver-
fahren entwickelt, das es ermoglicht, das asymptotische Verhalten der zugehérigen
Paarkorrelationsfunktion und damit die Ordnung ihres Pols zu bestimmen.
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Symbole

In der Tabelle sind viele der in dieser Arbeit verwendeten Symbole verzeichnet.
Symbole, die nur an einer Stelle auftauchen, sind allerdings weggelassen worden.
Die Seitenangabe bezieht sich auf das erste Vorkommen einer niheren Erklarung
des Symbols.

Symbol Bedeutung Seite
= Schitzer 20
14(z) Indikatorfunktion der Menge A

A(r) Schétzer der Produktdichtefunktion 48

a Potenz von d*(r) < r® 69
a, , 45
Alz; z;1) Oberflicheninhalt des Schnittes einer Kugel von 69

Radius r mit einer Sphire vom Radius z, deren
Mittelpunkte den Abstand z haben

by Volumeninhalt der d-dimensionalen Einheitsku- 12
gel
B(r) Intensititsschitzer 47
b(z,r) Kugel mit Radius 7 und Mittelpunkt z 17
Cyplr) Integral von p(z,r) 31
Cs(r) Integral von pg(z, r) 17
d Dimension des zugrundegelegten Raumes 11
d(r) Dichtefunktion des Abstandes zwischen einem 13
Tochterpunkt und dem zugehdrigen Eltern-
punkt
a*{r) Dichtefunktion der absoluten Lénge der Stérung 69
0A Rand der Menge 4 17
E Erwartungswert

F(r), f(r) Dichtefunktion des Abstandes zwischen zwej 13
Tochterpunkten desselben Clusters

F*(r), f*(r) Dichtefunktion des Abstandes zwischen zwei 69
Tochterpunkten desselben Clusters nach einer

Stérung
g(r) Paarkorrelationsfunktion 11
9s(r) Oberflichengewichteter Schitzer der Paarkorre- 31
lationsfunktion
7y Ordnung des Pols der Produktdichtefunktion 61
Fw {r) isotropisierte Mengenkovarianzfunktion von W 18
h Bandweite 20
h*(r) angepasste Bandweite 25
if Integral iiber f 47



Symbol Bedeutung Seite
K{r) Ripleysche K-Funktion 11
kn(v) Kernfunktion mit Bandweite h 20
A Intensitdt des Punktprozesses 11
Ag mittlere Poisson-verteilte Anzahl der Punkte je 13
Cluster
Ap Intensitdt des Elternprozesses 12
As{r) Oberflichengewichteter Intensititsschitzer 31
MSE mittlerer quadratischer Fehler
N Anzahl der beobachteten Punkte im Beobach- 28
tungsfenster
Y d-dimensionales Lebesgue-Ma8 17
d Punktprozess 11
p(lnr) doppelt logarithmierte Produktdichtefunktion 61
p(lar) Schétzer von p(lnr) 62
ps(z,7) Oberflichen-Gewichtsfunktion S(W N 8b(z,r)) 17
o(z,r) Gewichtsfunktion 31
q Quotientenschitzer A—;—‘}(TT—)) 44
R Cluster-Radius beim Matérn-Cluster-Prozess 13
70 61
0B (r), 0¥ (z1,25) Produktdichtefunktion zweiter Ordnung 11
o™ (zy,. .., z,) Produktdichtefunktion n-ter Ordnung 16
S(X) Oberflicheninhalt der Menge X 17
T Summe iiber alle Punktepaare (z,%) mit unter- 20
5y schiedlichen Punkten
var Varianz
w Beobachtungsfenster 20
w® (r) Durchschnittswert von w® (z;, z,, z3) 50
wi&?)kn w® (Zkys- - Tk, ) 16
w(r) w®(zy, o) mit |z, — Zol=r 16
W Translation von W um z 18
Ty Maximum von z und 0 24



1 Einfiihrung

In vielen Bereichen der Wissenschaft wird mit Strukturen gearbeitet, die sich durch
Punktmuster reprasentieren lassen. In der Forstwissenschaft werden zum Beispiel
Wiilder durch die Positionen ihrer Biume dargestellt. Auf diese Weise kann man
z.B. AufschluB erhalten iiber Strukturen, die sich im Wald gebildet haben. In der
Astronomie untersucht man das Punktmuster, das aus den Positionen der Galaxien
im Weltall gebildet wird. Von seiner Analyse verspricht man sich, den Wert eini-
ger zentraler physikalischer Konstanten zu bestimmen, die mit der Kosmogenese
zusammenhingen.

Héufig sind die Punkte in solchen Punktmustern nicht gleichférmig verteilt. Sie
konnen regelmiBige Strukturen bilden oder in Haufen konzentriert vorliegen. So
wird bei vielen Waldern beobachtet, dass die Biume Cluster bilden, siehe z. B. [5], [8]
oder (37]. Auch die Verteilung der Galaxien im All zeigt starke UnregelmiBigkeiten,
siehe 2. B. [29]. Hier werden Cluster mit unterschiedlichen Geometrien beobachtet.
Neben eher konzentrisch angeordneten Galaxienhaufen existieren auch zylinder- und
flichenartige Cluster. ’

Bei der Analyse der Punktmuster geht man formal davon aus, dass ein Punktprozess
existiert, der das zu untersuchende Punktmuster erzeugt hat. Dieser Punktprozess
ist dann das eigentliche Objekt der Untersuchung. Er wird anhand der vorliegenden
Realisierung statistisch analysiert.

Im Fall von Clusterprozessen fiihrt die Analyse zu grofien Schwierigkeiten, da diese
Punktprozesse ein hohes Ma8 an Variabilitit besitzen. So sind z. B. bei der Paar-
korrelationsfunktion g(r) solche Werte interessant, die zu kleinen Argumenten r
gehoren. Gerade an diesen Stellen jedoch ist der Bias und die Varianz der iiblichen
Schitzer fiir g(r) sehr hoch.

Um hier zu Verbesserungen zu kommen, werden im Folgenden systematisch alle Be-
standteile des Schétzers untersucht. Die Jjeweils optimalen Représentationen dieser
Bestandteile setzen sich dann zu einem Schitzer zusammen, der den bisher bekann-
ten iiberlegen ist.
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2 Punktprozesse

2.1 Grundlagen

Ein Punktprozess ® ist eine zufillige lokal finite Menge des R?. Er heifit einfach,
wenn alle Punkte mit Wahrscheinlichkeit 1 unterschiedlich sind. Er heifit stationir
oder auch homogen, wenn & und seine Translation &, = {w+z:w e ®} fiir alle
z € R dieselbe Verteilung haben. In diesem Fall wird die mittlere Anzahl der Punkte
im Einheitsquader mit der Intensitit A bezeichnet.

In dieser Arbeit wird immer von einem einfachen und stationiren Punktprozess
ausgegangen. Weitere Details zu Punktprozessen kann man z. B. in Daley und Vere-
Jones (1988) oder Konig und Schmidt (1992) nachlesen.

Ein Punktprozess wird hiufig durch seine Intensitit und durch GroSen zweiter Ord-
nung beschrieben. Letztere leiten sich vom faktoriellen Momentenmaf zweiter Ord-
nung of? ab. Hier wird immer vorausgesetzt, dass o(?) eine Dichte besitzt, die
Produktdichtefunktion zweiter Ordnung o(?) (z1,22).

Intuitiv kann oz, z5) wie folgt verstanden werden: Es seien C1 und C; zwei infi-
nitesimal kleine Kreise mit den Mittelpunkten z; und z» und den Volumina dF} und
dF3. (Wegen der Kleinheit der Kreise kann man annehmen, dass sie durchschnitts-
fremd sind.) Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in jedem der Kreise ein
Punkt des Punktfeldes liegt, niherungsweise gleich

0D(z1,2:)dFdF.

Liegt ein stationirer und isotroper Punktprozess vor, so hingt o(?(z;, T2) nur vom
Abstand zwischen z, und 5 ab. In diesem Fall schreibt man auch 0 (r) mit r =
|z1 — z2|. Neben der Produktdichtefunktion zweiter Ordnung gibt es auch noch
Produktdichtefunktionen héherer Ordnung o™ (z,, ... »Tn). Sie werden analog zu
0¥ (z,, zo) definiert. Fiir genauere Erklarungen und Herleitungen vgl. Kénig und
Schmidt (1992).

Die wohl bekannteste GréSe zweiter Ordnung ist Ripleys K-Funktion. Ist ) die
Intensitét eines Punktprozesses, so kann man die Gréfie AKX (r) interpretieren als die
durchschnittliche Anzahl von Punkten, die in einen Kreis mit Radius r fallen, dessen
Mittelpunkt ein ’typischer’ Punkt des Punktfeldes ist. Der Begriff des ’typischen’
Punktes hangt mit der Palmschen Verteilung zusammen. Eine genaue Beschreibung
kann man z.B. in Kénig und Schmidt (1992) oder in Stoyan, Kendall und Mecke
(1995) nachlesen.

Fir groBes r wichst K (r) asymptotisch wie r¢ (im d-dimensionalen Raum). Das
macht es schwer, den Verlauf dieser Funktion zu itberblicken, und eine erste visuelle
Interpretation ist nur schwer mdglich. Deshalb wurden einige Derivate von K(r) mit
geeigneteren Eigenschaften entwickelt. Die prégnanteste unter ihnen ist die Paar-
korrelationsfunktion g(r) . Sie geht im Wesentlichen durch Differentiation aus K (r)
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hervor

o) = 542(r) = 260 / (@), r20

Hierbei ist b; das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel.

Die Paarkorrelationsfunktion eines Poissonprozesses ist konstant eins. Ist g(r) fiir
einen Punktprozess gréfer als eins, so deutet dies darauf hin, dass in Realisierungen
dieses Punktprozesses Zwischenpunktabstinde von etwa r hiufiger vorzufinden sind
als bei einem Poissonprozess gleicher Intensitit. Entsprechendes gilt, wenn g(r) klei-
ner als eins ist. Clusterprozesse haben Paarkorrelationsfunktionen, die mit kleiner
werdendem r wachsen. Je stirker dieses Wachstum ist, umso groBer ist der Grad der

Clusterung.
Eine weitere populdre Charakteristik ist die L(r)-Funktion

L{r)= d-libii)-, r > 0.

4

Im Fall eines homogenen Poissonprozesses ist L(r) = r. Abweichungen von die-
ser Ideallinie nach oben bzw. unten deuten, verglichen mit einem Poissonprozess
gleicher Intensitit, auf gehiuftere bzw. geordnetere Punkte hin. Die L-Funktion
ist ein geeignetes Werkzeug bei statistischen Tests und wird auch bei der Parame-
terschitzung eingesetzt. Fiir die explorative Datenanalyse ist sie allerdings nicht so
sehr geeignet. Der Unterschied zur Paarkorrelationsfunktion entspricht in etwa dem
zwischen einer Verteilungsfunktion und ihrer Dichtefunktion, wobei letztere wesent-
lich aussagekriftiger ist. Ein weiterer Nachteil ist die schwierige Berechnung von
Verteilungsparametern des zugehérigen L(r)-Schitzers.

2.2 Clusterprozesse

Clusterprozesse sind Punktprozesse, bei denen die Wahrscheinlichkeit erhoht ist, in
der Nihe eines Punktes einen weiteren Punkt des Punktprozesses vorzufinden. Ei-
ne wichtige Klasse von Clusterprozessen ist die der Neyman-Scott-Prozesse. Diese
Prozesse sind spezielle Fille von Poisson-Clusterprozessen, die hiufig in der Punkt-
prozessstatistik benutzt werden. Sie entstehen durch unabhingige Clusterbildung,
deren Zentren, auch Elternpunkte genannt, einen homogenen Poissonprozess der In-
tensitdt A, bilden. Eine zufillige Anzahl von Tochterpunkten wird unabhingig und,
bezogen auf den jeweiligen Elternpunkt, identisch verteilt um jeden Elternpunkt
gestreut. Die mittlere Anzahl der Tochterpunkte im typischen Cluster ist ¢. Der
resultierende Punktprozess besteht nur aus den Tochterpunkten.

Ein solcher Neyman-Scott-Prozess ist nach Konstruktion stationdr mit der Intensitit

}\=/\p'EC.
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Er ist auch isotrop, wenn die Verteilung eines Tochterpunktes beziiglich seines El-
ternpunktes nur von dem Zwischenpunktabstand zwischen Tochter- und Elternpunkt
abhangt. Die Dichtefunktion dieser Verteilung wird mit d(r) bezeichnet.

Neben der Funktion d(r) gibt es noch eine weitere GroSe, die die Clustergeometrie
beschreibt

F(r)y=P{|lzr —y| <r : z,y gehéren zu demselben Cluster}, (1)

also die Verteilungsfunktion des Abstandes zweier unabhéngiger, zufalliger Tochter-
punkte desselben Clusters.

Die Dichtefunktion von F(r) wird f(r) genannt. In Kapitel 2.3 wird der Zusammen-
hang zwischen d(r) und f(r) genauer untersucht.

In dieser Arbeit wird hauptsichlich eine leichte Verallgemeinerung der Neyman-
Scott-Prozesse betrachtet. Die Cluster miissen nicht mehr unbedingt globular sein,
sie konnen statt dessen auch auf Geraden und im Fall dreidimensionaler Punktpro-
zesse auch auf Flichen liegen. Die Tochterpunkte sind in jedem Fall wieder gemif
der Dichtefunktion d(r) um das jeweilige Clusterzentrum (innerhalb der vorgege-
benen Geometrie) verteilt. Im Folgenden ist mit Neyman-Scott-Prozessen immer
diese verallgemeinerte Art gemeint. In jedem Fall gilt fiir die Produktdichtefunktion
zweiter Ordnung

flr
60) =gt =2 (14 L)

Moller (1998) fiihrte eine andere Klasse von Punktprozessen ein, die den Cluster-
feldern dhnliche Punktfelder erzeugt, die sogenannten Log-GauBschen-Cox-Prozesse.
Sie haben den Vorteil, dass sie durch die Intensitit und durch die Produktdichtefunk-
tion zweiter Ordnung o(® (r) vollstindig beschrieben werden. Allerdings besitzen sie
eine viel geringere Variabilitit als Neyman-Scott-Prozesse. Das zeigt sich u. a. darin,
dass o()(r) nie einen Pol an der Stelle ~ = 0 haben kann. Dieses ist aber in manchen
Anwendungen erwiinscht. Wie schon eingangs erwihnt, ist man in der Astronomie
der Meinung, dass der Galaxien-Prozess eine Paarkorrelationsfunktion mit einem
Pol der Ordnung 1,8 besitzt (siehe Kapitel 5). Um dieses Punktfeld befriedigend zu
modellieren, reicht ein Log-Gaufischer-Cox-Prozess offenbar nicht aus.

Beispiele

Drei Beispiele fiir Neyman-Scott-Prozesse sind der Matérn-Cluster-, der Strecken-
und der Thomasprozess. Bei allen ist die Anzahl der Tochterpunkte je Cluster
Poisson-verteilt mit Parameter )\;. Beim

¢ Matérn-Cluster-Prozess liegen die Tochterpunkte gleichverteilt in Kugeln mit
festem Radius R;

13



e Streckenprozess liegen die Tochterpunkte stattdessen gleichverteilt auf Strecken
von fester Linge s; ‘

e Thomasprozess werden die Tochterpunkte gemafl einer d-dimensionalen Nor-
malverteilung mit Streuungsparameter ¢ um das jeweilige Clusterzentrum ver-
teilt;

Abbildung 1 zeigt jeweils eine Realisierung der drei Punktprozesse im Einheitsqua-
drat. Die dabei benutzten Prozessparameter sind Ap = 100, Ag = 10 und fiir den
Matérn-Cluster-Prozess R = 0.05, fiir den Streckenprozess s = 0.3 und fiir den

Thomasprozess o = 0.02.

Abbildung 1: Realisierungen des Matérn-Cluster-, des Thomas- und des Strecken-
prozesses.

2.3 Der Zusammenhang zwischen f(r) und d(r)

Bei Neyman-Scott-Prozessen wird die Geometrie der Cluster durch die beiden Funk-
tionen f(r) und d(r) beschrieben. Sie héingen tiber die folgende Gleichung miteinan-
der zusammen

flr)= —5% (2 /000 /Orz F(rir, < Tz)d(Tl)d(Tg);iTldTQ) ,

siehe Stoyan und Stoyan (1994). Hierbei ist F(r|jr; < 72) die bedingte Verteilungs-
funktion des Abstandes zwischen zwei Punkten, die gleichverteilt sind auf den Ein-
heitssphiren der Radien r; bzw. ry (mit ) < o). Wegen

0 fir r<ry—1

Friry <) 2{ 1 fir r>r+n

ist
o /2 pra
509 = 2 ([ [T dtratrayanrs +

14



S
+/ / d(ry)d(re)dridry +
r/2J0

T T2
+ / F(rlr, < ra)d(ry)d(rs)dridrs +
rf2Jr—ry

OO T2
+/ Flrlr; < 7‘2)d(7‘1)d(7‘2)d7‘1d?‘2> .
r ro—r
Ist F(r|r; < r2) stetig in r; und 7 und existiert
flrir1 <) = 2F(r['r < 19)
1>72) = 87_ 1>72)
so kann man leicht zeigen, dass
T 72
sy = 2 o 1t S )iz +
r/2Jr—re

o0 T2
+2 / Flrlr < ro)d(ry)d(rs)dr:drs.
r Jro—r

Firrg—ry <r<rp+7r ist

1 fir 1-dim. Cluster
1 r24r3—r? . .
F(rlry <rp) = { zarccos | 52—} fiir 2-dim. Cluster
2 _R2 2
Méllr—;ﬁl fiir 3-dim. Cluster

siehe u.a. [33], und so

275 / VA4rirs — (r} +r3 = r2)?  fiir 2-dim. Cluster
flrlri <) =

?f'r‘z' fir 3-dim. Cluster

Im Fall eindimensionaler Cluster ist F(r|r; < ro) nicht stetig. Hier gilt

10 = [ " dtry = r)d(ry)dr,.

2.4 Vereinfachungen fiir die Rechnung mit Produktdichten

In den folgenden Kapiteln werden analytische Rechnungen durchgefiihrt, bei denen
auch Produktdichtefunktionen héherer Ordnung vorkommen. Dabei werden einige
Vereinfachungen gemacht. In diesem Kapitel werden die wichtigsten von ihnen néher
erldutert.
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Die Produktdichtefunktionen der ersten vier Ordnungen eines Neyman-Scott-Prozesses
kann man wie folgt schreiben '

o) = A
ez = X (1+ud)

3
o®(z1,39,23) = A3 (1 + 'wg) + wg) + w%) + w§2)3>

Q(4)($1,$2,$3,$4) = A4 (1 -+ ’uég) -+ wg? -+ ’Z.U§i)

+ wg) + wg}) + wgi)

3 (3) 3 (3)
+ wgz?@ + Wioy + w§32; + Wazg

2) (2 2) (2 2) (2
+ wgz)wg‘z) + “’gs)wgtz) + w§4)w§3)
4
+ ’wgz?u) )

siehe [27]. Hierbei sind die w,(;:)kn = w(")(zkl,...,zkn) Funktjonen, die nur von
den Zwischenpunktabstinden der Punkte (Zk;)i<n abhingen. Ist n = 2, so schreibt
man wegen der Stationaritit auch vereinfachend g(r) = 1 + w(r), wobei w(r) =
w® (z1, 25) mit |z; — o =T,

Die w,(:)kn sind Null, wenn der Abstand zweier Punkte von (Tk; )i<n so grofB ist,
daB sie unabhingig voneinander sind. Im Falle eines Matérn-Cluster-Prozesses z. B.
betrdgt dieser Maximalabstand 2R, da zwei Punkte, deren Abstand grofer als 2R
ist, nicht vom selben Cluster abstammen kénnen und sie sich somit zueinander wie
zwel Poisson-verteilte und damit unabhéngige Punkte verhalten, siehe z. B. [17].

Der Maximalabstand muss nicht fiir jeden Neyman-Scott-Prozess existieren (das ist
z.B. fur den Thomas-Prozess der Fall). Allerdings kann man auch dann annehmen,
dass zwel weit voneinander entfernt liegende Punkte angenshert unabhingig sind;
man kann sich dies leicht anhand der Konstruktion der Neyman-Scott-Prozesse klar-
machen.

Liegen mindestens zwei der Punkte (Tk; )i<n rein zufillig, also gleichverteilt, in einem
(verglichen mit dem Maximalabstand) relativ grofen Beobachtungsfenster, so ist die
Wahrscheinlichkeit groff, dass sie weit voneinander entfernt liegen. Deshalb nimmt
man dann an, dass hier w,(:;)kn ~ 0 gilt. Es gilt also fiir zwei beliebige Funktionen
f(z) und g(y) ungefshr

fy o eni@atizy = 2 [ (1+66.) stz
w w
2 [ 1@)ly)dady,

w

Q

Liegen allerdings alle Punkte mehr oder weniger nahe beieinander, so kann w,(c?_)'_kn
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nicht vernachlassigt werden. Das gilt z. B. fiir den Ausdruck
[ 6@l — f2 — yl)dady.

Hier ist der Abstand zwischen z und y ungefibr 7 (wenn h klein ist gegeniiber r).
Es ist also w®(z,y) = w(jz — y|) = w(r) und so

[, P @it - ko - y)dzdy
— a2 /W 1+ w(r)1pp(r — |z - y))dedy
= ) / 1y — |z — y])dady. (2)
w2

Wie man in Kapitel 4.2 sehen wird, lassen sich auf diese Weise sehr komplexe Aus-
driicke ganz erheblich vereinfachen.

Das letzte Integral in (2) lisst sich vereinfachen zu

/W/Wl[—h,h](T" |z - yl)dydz
= /W vg (WO (b(z,r + h) — b(z,r — h))) dz

~ 2 /W S (W 1 db(z, 7)) dz 3)

= 2h/ ps{z,7)dz
w
= 2hCS(T)a
wobei b(z,7) bzw. 0b(z,r) die Kugel bzw. Sphire mit Radius r und Mittelpunkt z
ist, ¥4(X) das d-dimensionale Lebesgue-Ma und S(X) der Oberflicheninhalt der

Menge X. Die Funktionen pg(z,r) und Cs(r) sind entsprechend dem obigen Glei-

chungssystem definiert,
ps(z,r) =S (W néb(z,r))

und

C,g(r)z/ng(z,r)d:z:.

Sie werden erst an spiterer Stelle gebraucht. Es ist

Cs(r) = [ S(Wndb(z,r)dz
/

. / / 1w (y)dydsz
W 8b(z,r)
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= / , / 1w_, (y)dzdy

ab(o,r) W

- / va (W NW_y) dy
Ab{o,r)
= dbyr® Fw(r).

Hierbei ist W; = {w +z:w € W} die Translation von W um z und Jw(r) die
isotropizierte Mengenkovarianzfunktion, siehe z. B. [33].

2.5 Abstand zum nichsten Nachbarn

Die D-Funktion ist die Verteilungsfunktion des Abstandes vom ’typischen’ Punkt
des Punktprozesses zu seinem nichsten Nachbarn. Die sphirische Kontaktvertei-
lungsfunktion Hj(r) ist die Verteilungsfunktion des Abstandes vom Ursprung zum
néchsten Nachbarn im Punktprozess, siehe [35]. Fiir beide Fupnktionen existieren
befriedigende Schitzer. Allerdings sind die Funktionen im Fall von Clusterprozes-
sen analytisch nur schwer berechenbar. Schon fiir die H(r)-Funktion des Matérn-
Cluster-Prozess im R? ergeben sich sehr komplizierte Integrale: »

Hy(r) =1-exp (=272, (Ii(r) + Ia(r))), 720,

mit

{R-T] A z2 z3

Lir) = / t (1 —exp (fR‘; (! VR? - x2dx+/\/r2 —(z - t)2d:c))) dt

0 ‘ 3 Z1

und
R+r \
L(r) = / t (1 — exp (-—-R—cz (min(R, r))2)> dt,
{R—7]

siehe Last und Holtmann (1999). Die Formel fiir die entsprechende D(r)-Funktion
ist noch wesentlich komplizierter. Gleiches gilt auch fiir andere Standardpunktpro-
zesse, weshalb diese Groflen nur wenig geeignet fiir analytische Berechnungen sind.
Nichtsdestoweniger haben sie sehr wohl ihren Sinn bei Giitetests.

2.6 Erzeugendes Funktional

Das erzeugende Funktional ist in der mathematischen Analyse von Clusterprozes-
sen ein hilfreiches Werkzeug. Deshalb liegt es nahe, seine Niitzlichkeit auch fiir die
explorative Datenanalyse zu untersuchen.
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Das erzeugende Funktional G eines Punktprozesses @ ist wie folgt definiert. Sei
U die Familie aller nichtnegativen, beschrinkten messbaren Funktionen u auf R4,
deren Triger {z € R® : u(z) > 0} ebenfalls beschrinkt ist. Weiterhin sei V die
Familie aller Funktionen v = 1 — u fiir € U mit 0 < u < 1. Dann ist G definiert
als

Go(v) = E(Hv(z))

zed

/ [[v=)Py), veV.

ZEY

Go(v) ist von seiner Natur her der H,(r)-Funktion verwandt. Ist nimlich v(z) =
wW(z)=1- Lyo,r)(z), dann ist G(v?) sogar dquivalent zu H(r)

Hi(r) =1~ G(20).

Man kann das erzeugende Funktional also als eine Art Verallgemeinerung von H(r)
ansehen. Deshalb ist es nicht {iberraschend, dass beide GréfSen dhnliche Eigenschaf-
ten haben: Wie schon fiir H(r) existiert auch fiir das erzeugende Funktional ein
befriedigender Schitzer. Leider ist es aber auch ebenso ungeeignet fiir analytische
Berechnungen, da die entsprechenden Formeln sehr kompliziert sind, (siehe z.B.
[35]).

Obwohl ein Punktprozess eindeutig durch das erzeugende Funktional definiert ist,
scheint es, wie auch H(r), keine gute Alternative zu den Gréfen zweiter Ordnung
zu sein, wenn es um die explorative Datenanalyse von Clusterprozessen geht.
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3 Schitzer der Paarkorrelationsfunktion

Die Paarkorrelationsfunktion ist eines der wichtigsten Werkzeuge bei der explora-
tiven Analyse von Punktprozessen. Deshalb kommt ihrer Schitzung eine grofie Be-
deutung zu. Es wurden zahlreiche Artikel zu diesem Thema. veréffentlicht, was die
Wichtigkeit dieser Funktion unterstreicht. Andererseits zeigt dies aber auch, wie
schwierig ihre Schitzung ist und dass noch keine Einigkeit dariiber herrscht, welches
der optimale Schitzer ist.

Die meisten Schitzer haben im Prinzip die folgende Struktur

o 2D
3 = 20, (@)
22
die sich von der Beziehung
o)
glr) =2
ISV

ableitet. Hierbei bedeutet das Symbol , T jeweils, dass es sich bei der Gréfie um
einen Schitzer handelt.

In diesem Kapitel wird zunichst ein méglichst guter Schitzer fiir 0@ entwickelt,
d.h. ein Schitzer mit méglichst geringem Bias und geringer Varianz. Dann werden
verschiedene Ideen diskutiert, welcher A2-Schitzer optimal dazu passt.
Ratio-Schatzer wie in (4) fithren selbstverstindlich nicht zwangsldufig zu guten (und
schon gar nicht zu erwartungstreuen) Schitzern, wenn die einzelnen Schitzer o(2 (r)
und A? gute Eigenschaften (wie z. B. Erwartungstreue) besitzen. Thre Verteilungs-
parameter sind i.a. nicht direkt berechenbar. Bei der Berechnung der Varianz wird
z.B. A% haufig als konstant postuliert, siehe z. B. [2] und [34].

Diese Vorgehensweise fithrt manchmal zu groSen Fehlern, siche Kapitel 3.2.2. Ein
anderer Ansatz, der aber auch nicht ohne Vereinfachungen auskommt, wird spiter
in Kapitel 4.2 diskutiert.

3.1 o-Schitzer

In diesem Kapitel werden alle Teile eines p(2) (r)-Schitzers untersucht und fiir sie eine
optimale Représentation gesucht. Die iiblichen o(®)(r)-Schitzer haben die Struktur

~ 1
olr) = dbavg(W)

S @ @ (e -yl - E2D

z,y€P

Hierbei ist W das Beobachtungsfenster, kj,(v) eine Kernfunktion mit Bandweite A
(tiblicherweise ist h wesentlich kleiner als r) und R(z, y) eine Funktion, die eine
Randkorrektur bewirkt. Das #-Zeichen bedeutet, dass iiber alle Punktepaare mit
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unterschiedlichen Punkten summiert wird. Der Term 74~ kann auch durch |z—y[¢~!
ersetzt werden, was zu einem leicht verringerten Bias fiihrt (siehe Kapitel 3.1.3).

Die Randkorrektur gleicht die Benachteiligung grofer Zwischenpunktabstinde ge-
geniiber kleineren aus. Grofle Zwischenpunktabstinde sind wegen der Beschrankt-
heit des Beobachtungsfensters in den Beobachtungen unterreprisentiert.

Die Kernfunktion ist eine Dichtefunktion, also eine nicht-negative reelle Funktion
mit der Gesamtmasse 1, die nur in dem kleinen Intervall [—A, h] positiv ist. Ein
Beispiel ist die unter Physikern populire Rechteckkernfunktion

1
kn(v) = 37, L-h,1) ().
Eine weitere Kernfunktion, die zu glatteren Schitzern fiithrt, ist die Epaneénikov-

Kernfunktion 5 )
v
b = 3 (1= (3)°) 1enm).

Sie wurde fiir Schitzer der Paarkorrelationsfunktion durch Fiksel (1988) eingefiihrt
und in vielen darauffolgenden Verdffentlichungen benutzt. In dieser Arbeit wird bei
Schitzungen allerdings immer die Rechteckkernfunktion benutzt, da sie in einem
gewissen Sinn die optimale Kernfunktion darstellt, siche Kapitel 3.1.2.

Neben Schitzern der oben genannten Art (5) werden in der Astronomie noch weitere
benutzt. Diese sind teilweise mit den hier behandelten Schitzern dquivalent. Sie
werden in Kapitel 4.2 genauer behandelt.

3.1.1 Randkorrektur

Die beiden wichtigsten Randkorrekturen werden durch die Funktionen

_ w(W)
Ri(z,y) = ()
und )
_
RQ(xa y) - Vd(W:': N Wy)

reprasentiert. Wahrend R;(z,y) nur fiir isotrope Punktprozesse geeignet ist, kann
Ry(z,y) immer benutzt werden.

Fir Quader bzw. Rechtecke ist Fy(r) bekannt. Ist r kleiner als die kiirzeste Sei-
tenlénge, so gilt im zweidimensionalen Fall

Aw(r) = wiws — %(2?111 + 2wy — 1)
und im dreidimensionalen Fall

_ 1 3 2 5 1 \
'YW(T) = =7+ —r (w1 + wo + w3) - —r(w1w2 + W w3 + waws)
4z 3 2

+ wiwaws,
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wobei die w; die Seitenlingen des Quaders bzw. Rechtecks sind. Ohser (1991) hat
gezeigt, daB beide Randkorrekturen im isotropen Fall ungefihr zu den gleichen Er-
wartungswerten fiihren. Simulationsstudien zeigen, daB sich auch die Schitzvarianz
nicht wesentlich durch den Einsatz von Jy (r) 4ndert. Im praktischen Gebrauch ist
sicher die allgemeine Randkorrektur Ry(z,y) vorteilhafter, da sie auch im anisotro-
pen Fall noch zu richtigen Ergebnissen fiihrt.

3.1.2 Optimale Kernfunktion

Die Kernfunktion kj(v) in (5) bewirkt, dass nur solche Punktepaare berticksichtigt
werden, die einen Zwischenpunktabstand von ungefihr r haben. Je nach dem, wie
stark dieser Abstand von r abweicht, kdénnen die Punktepaare noch entsprechend
gewichtet werden. Eine optimale Gewichtung ist dann erreicht, wenn der Fehler der
o (r)-Schétzung minimal ist.

Sinnvollerweise wird die Bandweite h viel kleiner als r gewihlt. In diesem Fall ist o(r)
ungefdhr erwartungstreu, siehe z. B. Kapitel 3.1.3. Deshalb ist der mittlere quadra-
tische Fehler von p(r) im wesentlichen seine Schitzvarianz. Wie man in Kapitel 4.3
sehen wird (siehe die dortige Bemerkung S. 60), hingt die Schitzvarianz beziiglich
der Kernfunktion in erster Naherung nur vom Wert des Integrals :

h
/ K2 (v)dv (6)
~h

ab. Zur Minimierung des Fehlers wird also die Kernfunktion gesucht, die das Integral
(6) minimiert.

Angelehnt an die Vorgehensweise in der Variationsrechnung sei &, (v) diese optimale
Funktion. Dann kann jede Kernfunktion k(v) geschrieben werden als

k(v) = km(v) +ef(v)

h
/ fw) =0 )
~h

und geeignetem ¢. Das zu minimierende Integral lautet nun

/ Z (km(0) + &£ (0))° do. (8)

Da (8) bei ¢ = 0 minimal ist, verschwindet dort seine Ableitung nach ¢

h

gg /kQ(v)dv

—h

=0.

e=0
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Somit ergibt sich

0 = —g— (v)dv

e=0
H

|

e=0

9
2e

h
/¥
h
- / (0) +££(0)) do
-
[

|
(v)dv+2€/km(v )f(v)dv + €2 /f2 dv!
|

-h

= Q/km(v)f(v)dv+25/f2 (v)dv

—h e=0
h

= 2/km(v)f(v)dv
Zh

fiir jedes f(v) mit (7). Es ist leicht zu sehen, dass dieses innerhalb des Intervalls
[=h,h] zu
1
km(v) = const = %1[—};,@(”)
fihrt, der Rechteckkernfunktion. Fiir die zweite Ableitung gilt
h

h '
2
gg—z/k?(v)dv'{ = 88 / () f(v) dv+26/f2(v)dv
“h _

= / P o)y

>

e=0

Es handelt sich bei &k, (v) also um das gesuchte Minimum.

Simulationsstudien bestitigen dieses Ergebnis. Sie haben gezeigt, dass der Einsatz
der Rechteckkernfunktion gegeniiber der Epaneénikovkernfunktion die Schitzvarianz
wesentlich verringert.

3.1.3 Angepasste Bandweite

Abbildung 2 zeigt, dass der o(®)(r)-Schitzer einen betrichtlichen Bias fiir r < h
besitzt. Da A im Normalfall sehr klein ist, ist dieser Bias bisher nicht stirker aufge-
fallen. Wenn allerdings das asymptotische Verhalten von o( (r) fiir r — 0 untersucht
werden soll, kann diese Abweichung zu groBen Fehlern fiihren, siehe Kapitel 5.
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Abbildung 2: Die Produktdichtefunktion o!?(r) (‘rho’) verglichen mit ihrem Schit-
zer p(r) (‘est’) mit A = 0.02 im Fall eines zweidimensionalen Thomasprozesses mit
Ap = 100, Ay = 10 und o = 0.02. (Die y-Werte sind in 10-Einheiten angegeben.)
Der Schitzer besitzt fiir kleine  einen betrichtlichen Bias.

Fur den Erwartungswert von p(r) (mit anisotroper Randkorrektur) gilt

L[ (e yin (s =y =7)
/. d(z,9)

Eolr) =

dby 1y, (W, N W,)
1 1w(z +y)1w(y)
= — [ ,®¢ _ w Y Y
dbgre=1 / & it} (e T)/ ve (Wazy NW,) ¥9®
1
= d——-—bdrd_l /g@)(fzf)kh(.‘z{*r) / 1/Vd(Wan)dyd:z:
Wonw
1 T+h
= v / ud—lg(2)(v)kh(v—’r')dv (9)
{r—h)+

mit z; = max(0, z). Fiir positives r ist der Grenzwert fiir & — 0

r+h

vy d-1
i 5 = 1 z (2 -
ImEsr) = lm [ (2)7 Dkl - r)dv
(r—h)+
r+h
= 0@(r) lim / k(v —r)dv
h—0
(r—h)+
= o).
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Ist allerdings h fest und 7 — 0, so divergiert g(r)

r+h
v d—1
. —~ — . i (2) _
limEg(r) = lim (2)7 D @pknlo - ryav
{r—h)+

h
- . 1
= /vd 1o@ (v)kp (v)do rh_% T
0

Ersetzt man den Faktor 1/r4~! durch 1/|z —y|4~1, so existiert zwar der Erwartungs-
wert von p(r) an der Stelle 7 = 0 (bei geeigneten Prozessen), der Bias ist aber nach

wie vor betrichtlich
r+h
; ~ - T 2 -
lim Eg(r) ling 0 (v)ky (v — r)dv
(r—h)+

Q

h
/ 0 (v)ky (v)dv
0

1
~ 5@@ (h/2)

(falls die Kernfunktion symmetrisch ist).

Um den Bias des Schitzers zu reduzieren, kann man statt einer konstanten Band-
weite eine angepasste verwenden. Eine Moglichkeit ist A*(r) = min{h,r} mit einem
geeigneten festen h fiir grofere Werte von 7. Damit ergibt sich fir r < A (unter
Benutzung von 1/r%1)

2r

. v\ d—-1
2o = [(2)" e -riav
0
~ o®(r)
bzw. (unter Benutzung von 1/|z — y|¢~1)

2r
Bor) = [ 6Pk (o =)
0
~ o (r).
(Hierbei ist es im Grunde egal, welche spezielle Kernfunktion benutzt wird.)

Abbildung 3 zeigt, dass die angepasste Bandweite zu einem nahezu unverfilschten
Schétzer fithrt (das gilt auch fiir viele andere Clusterprozesse mit Ausnahme von
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Abbildung 3: Die Paarkorrelationsfunktion (‘rho’) verglichen?imit ihrem Schitzer
o(r) (‘est’) mit angepasster Bandweite in derselben Situation wie in Abbildung 2 S.
24. Der Schétzer hat nur noch einen geringen Bias.

solchen, deren o(® (r)-Funktion einen Pol an der Stelle + = 0 besitzen). Die Erfahrung
zeigt, dass es hierbei ziemlich unerheblich ist, welcher der beiden Faktoren 1/|z —
[ oder 1/7%! benutzt wird. Im ersten Fall ist der Bias gegeniiber dem zweiten
leicht verringert, was aber durch eine leichte Erhhung der Schitzvarianz wieder
ausgeglichen wird. Aus diesem Grund wird im Folgenden meistens nicht extra darauf
hingewiesen, welcher Faktor benutzt wird.

Die Schétzvarianz ist nach wie vor in beiden Fillen fiir kleine r erheblich hoch.
Eventuell kann sie durch eine andere Kernfunktion verringert werden. So sind z. B.
asymetrische Funktionen denkbar, deren Bandweite konstant bleibt. Im nichsten
Kapitel wird eine spezielle Kernfunktion vorgestellt, die zu absolut erwartungstreuen
Schitzern von o(®(r) fiihrt.

3.1.4 Erwartungstreuer Schitzer

Es ist moglich, einen erwartungstreuen Schitzer fiir 0@ (r) zu erhalten. Dazu muss
eine beliebige Kernfunktion mit dem Faktor

oD () /0P (jz - y))

multipliziert werden. Es gilt dann nimlich
r+h

@ (s
E3(r) = / kh<v—r>g<2><v>§@%d
r—h
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h
6D (r) / k(v) dv
h

= ().

Offensichtlich muss also die wahre o(® (r)-Funktion schon bekannt sein. Obwohl es
auf den ersten Blick unsinnig erscheint, eine schon bekannte Funktion zu schitzen,
kann dieser Schitzer doch Vorteile bringen. Man kénnte zum Beispiel statt der wah-
ren o) (r)-Funktion eine Schitzung einsetzen, die man auf die iibliche Art erhalten
hat. Die neue Schatzung kénnte bessere Eigenschaften haben als die erste. Auf eine
systematische Untersuchung dieses Schitzers wird hier verzichtet. Zum einen wire
hierfiir der Aufwand zu gro8, zum anderen erbrachte dieser Schitzer bei bisherigen
Simulationsstudien keinen wesentlichen Vorteil.

3.1.5 Mehrere unabhingige Beobachtungsfenster

Gegeben seien n Beobachtungsfenster W1, ..., W, und ein stationirer Punktprozess

®. Der Abstand zwischen je zwei Fenstern sei so gro8, dass die Realisierungen in

ihnen praktisch unabhéingig voneinander ablaufen. Genauso gut kann man sich statt

der vielen Fenster auch ein einziges vorstellen, in dem mehrere unabhingige Reali-

sierungen desselben Punktprozesses beobachtet werden. Es stellt sich die Frage, ob

bei einer Schitzprozedur alle Fenster zu einem einzigen zusammengefasst werden
n

sollten, W = |J W;, oder ob es von Vorteil ist, die Schitzung fiir jedes Fenster
=
einzeln durchzflfiihren und anschlieend geeignet zu mitteln.
Gegeben sei der globale p(®-Schitzer
) 1 #
8r) = ——gm=—— >  kalr—lz -yl (10)

a1~
dbgr®tyw (1) yeTW

S Z# h(z,y),

W (7‘) z,yePNW

mit einer geeigneten Funktion h(z,v), und sein lokales Aquivalent

bulr) = S ailr)&i(r)

=1

n

mit positiven Gewichten a;(r) mit 3 a;(r) = 1. Hierbei ist §;(r) dquivalent zu j(r)
=0

definiert mit W; statt W. (In (10) kann der Term ¢! auch durch |z — y|9~! ersetat

werden.) Es scheint natiirlich, a;(r) = %W;% zu setzen, was auf

) =3 T 0
60 =2 5,0
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fithrt. Damit folgt

bu(r) = Z%@im

=1
1 #
= — > hiz)
7W(T) ;I,yé@ﬁwi
1 #
’YW(T) z,yePnW
= §(r).

Mit der hier gewdhlten Wichtung stimmen also lokaler und globaler Schitzer exakt

iiberein.

Neben der hier gewihlten Wichtung sind natiirlich auch noch andere denkbar. Es ist
allerdings nicht leicht festzustellen, welche davon die optimale Wichtung darstellt.
Das liegt am relativ komplizierten Zusammenhang zwischen der Varianz des 02 (r)-
Schétzers und dem Beobachtungsfenster W, siehe Kapitel 4.2.

3.2 )\2-Schitzer
3.2.1 Bias von:\E

Das Quadrat der Intensitit wird gewdhnlich durch das Quadrat eines einfachen
Intensitdtsschitzers geschitzt

= N \? 1 ?
= (Vd(W)> - (Vd(W) ZEZQIW(I)> ’

wobei N die Anzahl der beobachteten Punkte in W ist. Ohser (1991) empfiehlt

2o N(N -1) _ 1
viW)  vi(W)

7 (@) iwl),

z,yed

da dieses ein erwartungstreuer Schitzer im Falle eines homogenen Poissonprozesses
ist.

Im Folgenden soll eine Abschitzung fiir den Fehler von A2 durchgefiihrt werden. Fiir
den Erwartungswert des ersten Schitzers gilt

EX =

2(W) /9(2)(133 -y 1lw(z)lw (y)dzdy
d

+%/Aly{/(l‘)d$
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)\2
T R2W) / (1 +w(lz - ¥1) 1w (z) 1w (y)dzdy

A
+ WUd(W)

2
- ,\2+;;f%_v_)/qu;)/m(muy)lw(y)dydx

PR
vy(W)

= 2 A k2 WL I, T
= X4 / (Iz])va(W N We)d

< A4+ A + S /w(fxi)dx
va(W) = vy(W)
2 A A? d-1
= A+ + dbgr®™ *w(r)dr.

va(W) — va(W)

Im Fall eines Neyman-Scott-Prozesses ist

_ [
w(r) = dogrd=1x,’
also
EN < M4—2 4 X1
Vd(W) Vd(W)/\p
= X (1+1/EN +1/EN,),

wobei EN bzw. EN, die erwarteten Anzahlen von Punkten bzw. Clustern in W
sind. Die entsprechenden Rechnungen fiir den Ohser-Schitzer fithren zu dem Fehler

EX2 < X (1+1/EN,).

Es handelt sich bei dem Ohser-Schitzer also um eine Verbesserung. Wie erwartet
ist diese Verbeserung um so deutlicher, je weniger Punkte in den Clustern liegen, da
der Charakter des Punktprozesses dabei immer stéirker dem eines Poissonprozesses
Zhnelt.

3.2.2 Kenntnis des wahren A

Angenommen, die wahre Intensitit eines Punktprozesses. ist bekannt. Benutzt man
sie statt einer Schitzung bei der Schitzung der Paarkorrelationsfunktion, so soll-
te man erwarten, dass sich die Schitzung verbessert. Uberraschenderweise ist das
Gegenteil der Fall. Wihrend sich der Erwartungswert des g(r)-Schitzers nicht we-
sentlich &ndert, nimmt die Varianz erheblich zu, siche Abbildung 4.
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Abbildung 4: Der negative Einfluss der wahren Intensitit A ‘auf die Varianz des
Schétzers der Paarkorrelationsfunktion in derselben Situation wie in Abbildung 2 S.
24. Das eine Mal wurde die wahre Intensitit benutzt (‘true’), das andere Mal wurde
sie geschitzt (‘est’).

Dieser Effekt riihrt von der positiven Korrelation zwischen o und X2 her. Zufillige
Schwankungen bei der Anzahl der beobachteten Punkte fithren fiir beide Schitzer
zur gleichen Tendenz. Werden z.B. mehr Punkte in W beobachtet als im Mittel
erwartet, so wird in der Regel sowohl o als auch A2 iiberschitzt. Die zufélligen
Schwankungen der Schitzer werden teilweise kompensiert.

Hieraus ergeben sich u. a. Konsequenzen fiir die analytische Bestimmung der Varianz
des Schétzers von g(r). Ublicherweise wird hierbei nimlich vereinfachend angenom-
men, dass der Intensitdtsschitzer konstant ist. Anhand der obigen Ausfithrungen
wird klar, dass dieser Weg zu groBen Fehlern fithren kann.

3.2.3 Gewichteter Schitzer

Der gewdhnliche Intensititsschitzer wichtet jeden beobachteten Punkt gleich stark.
Das ist nicht ideal, wenn diese Schitzung fiir den Paarkorrelationsfunktionsschitzer
benutzt wird. Dieser Schitzer ist ein Quotient, dessen Zahler all solche Punktepaare
zéhlt, deren Zwischenpunktabstand ungefihr r betrégt.

Seiein Punkt z € WN® gegeben. Er bildet nur mit solchen Punkten y € W zdhlbare
Paare (z,y), die sich in unmittelbarer Nihe der Sphire mit Radius » und Mittel-
punkt z authalten. Befindet sich z in der Nihe einer Kante von W, so liegt nur etwa,
die Hélfte der Sphare in W. Im Vergleich zu Punkten, die im Inneren von W liegen,
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gibt es also im Mittel nur etwa halb so viele zihlbare Punktepaare (z,y) in W. Die
Schwankung des Zahlers wird nur halb so stark von der Existenz oder Nichtexistenz
solcher am Rand von W liegenden Punkte beeinflusst. Um die Korrelation zwischen
Zahler und Nenner zu maximieren, (was die Schwankung des Quotienten minimiert,)
sollten solche Punkte demnach auch im Nenner eine entsprechende Gewichtung be-
kommen, also auch nur zur Halfte gez&hit werden. Dieses ist die zentrale Idee des
von Stoyan und Stoyan (1998) entwickelten Intensititsschitzers Ag(r).

Sei p eine nichtnegative Gewichtsfunktion mit

0 < Cylr) = /p(x, ridz < oo, r>0. (11)
w
Dann ist
Ar) =Y 1w(@)p(z,7) / Cy(r)
z€d

ein erwartungstreuer Intensitdtsschétzer. Entsprechend der vorhergehenden Darstel-
lung sollte fiir die Schitzung der Paarkorrelationsfunktion eine Oberflichenwichtung
benutzt werden, nimlich
_ S(W N ob(z,r))
e = S @wor)

In dieser Arbeit wird die einfachere nichtnormierte (aquivalente) Form
pS(za T) = S(W n 8b($, T))

gewihlt. Der dazugehérige Intensitatsschatzer wird XE(T) bezeichnet, der Schitzer
der Paarkorrelationsfunktion gg(r). In Ubereinstimmung mit Stoyan und Stoyan

(1998) zeigen weitere Simulationsstudien, dass der Einsatz von )\5 (r) gegeniiber
dem des gewthnlichen X2 die Schitzvarianz fir grofie und mittlere r erheblich redu-
ziert. Abbildung 5 zeigt dies fiir ein Beispiel. Die Simulationen haben auch gezeigt,
dass sich der Erwartungswert des Schitzers der Paarkorrelationsfunktion durch den

. —2 . sy
Einsatz von Ag (r) nicht wesentlich dndert.

Bemerkung:

Die Berechnung der Konstanten Cp(r) kann zu Problemen fithren. Da das Integral
(11) analytisch hiufig nur sehr schwer zu lésen ist, wird es in diesen Fillen numerisch
approximiert. Wird hierzu u(z,r) auf einem regelmiBigen Gitter ausgewertet, so
kommt es zu einem systematischen Fehler. Eine zufillige Stérung der Gitterpunkte
oder eine Realisierung eines homogenen Poissonprozesses statt des Gitters liefern
bessere Ergebnisse. Ist die isotropierte Mengenkovarianzfunktion 9w (r) bekannt,

kann die Beziehung
‘ Cs(r) = dbar®~'Fw (r)

benutzt werden (siehe Kapitel 2.4).
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Abbildung 5: Varianzen der Schitzer der PaarAkorrelationsfunktﬁn mit gewshnlichem
(‘g’) und gewichtetem Intensititsschitzer Ag(r) (‘g-S’) in der selben Situation wie
in Abbildung 2 S. 24.

3.2.4 Erwartungstreuer A\%-Schitzer

Der Nenner des Schitzers der Paarkorrelationsfunktion (4) ist ein Schitzer von A2.
In den meisten Fillen wird hierfiir einfach das Quadrat eines Intensititsschitzers
genommen. Das Quadrat eines erwartungstreuen A-Schitzers ist i.a. aber kein er-
wartungstreuer Schitzer von A2. Fiir einen Poissonprozess wurde in Kapitel 3.2.1 ein
erwartungstreuer Schitzer fiir A2 vorgestellt. Fiir den allgemeinen Fall entwickelten
Stoyan und Stoyan (1998) eine Prozedur, die zu besseren A2-Schétzungen fithren
kann.

Ein A%-Schitzer ist gegeben durch

55 21 ) Z¢ lw(z)lw(y) (12)

W) 22, “hlls—y))

wobei h(-) eine geeignete Gewichtsfunktion ist. Wihlt man fiir h(-) die Paarkorrela-
tionsfunktion, so ergibt sich ein erwartungstreuer Schitzer

1 # lw(@iw(y) _ 1 . oniw(@)iw(y)
W) 2=, ollz — ) 77 e 80~ 0P Dty

2
- ;2.??) /W 1w (2)1w (y)dody
2 )

= A2
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Abbildung 6: Der Einfluss des A%-Schitzers A2 (12’) unter Einsatz einer ersten
gewdhnlichen Schitzung von g¢(r) auf die Schitzung der Paarkorrelationsfunktion
verglichen mit dem des gewdhnlichen A?-Schitzers (‘1’). Der wahre Wert von g(r)
ist in diesem Bereich 1. Die benutzte Punktprozess ist der gleiche wie in Abbildung
2 S. 24.

(Ist g(r) = 1, so liefert (12) den Ohser-Schitzer, siche Kapitel 3.2.1.)

Da g(r) im Allgemeinen unbekannt ist, kann man dhnlich wie in Kapitel 3.1.4 eine
erste gewohnliche Schitzung anstelle des wahren g(r) einsetzen. Abbildung 6 de-
monstriert den Einfluss, den 22 (siehe (12)) unter Einsatz einer ersten gewdhnlichen
Schitzung von g(r) auf die Schitzung der Paarkorrelationsfunktion hat. Offensicht-
lich wird der Bias durch den obigen A%-Schitzer fiir mittlere und grofe r verringert.

Es ist auch méglich, die Idee des gewichteten Intensititsschitzers (siehe vorherge-
hendes Kapitel) mit dem erwartungstreuen A2-Schitzer zu kombinieren

=3 # ps(r, 2)ps(r,y) [/ A2
A2(r) = 1w (z)lw (y) == | C5(r).
mzeq, W W e — uD) / s

Beim dazugehdrigen Schitzer der Paarkorrelationsfunktion kénnen sich beide Effekte
addieren, also sowohl die Schitzvarianz als auch der Bias kénnen fiir mittlere und
grofie r wesentlich geringer sein. Simulationsstudien haben allerdings gezeigt, dass
dies nicht bei allen Punktprozessen der Fall ist. Der Einsatz einer g(r)-Schatzung bei
A2 erhoht etwas die Unsicherheit, was im Resultat zu einem schlechteren Schitzer
fithren kann.

-
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3.2.5 Mehrere unabhingige Beobachtungsfenster

Gegeben sei die Situation aus Kapitel 3.1.5, also W = U?=1 W;. Es ist

) ) ) )
=55 "L % (12)

Die lokale Version von g(r) sieht sehr shnlich aus

= Jw, (r) éi(r)
" i ¢l
«\T) = T T
6.L7) ; Tw(r) 32
Der Unterschied zur globalen Version ist nur, dass der lokale o(?)(r)-Schitzer durch
den lokalen A2-Schitzer geteilt wird und nicht durch den globalen.

Ist die wahre Intensitit A bekannt, ist eine dritte Version denkbar

nr =3 Tl

=1
(Wieder liegt der Unterschied nur in der unterschiedlichen A%-Schitzung.)

Die Varianz des globalen Schitzers scheint offensichtlich zwischen den Varianzen
der beiden anderen Schitzer zu liegen: steigt die Anzahl der Fenster, so strebt der
globale A\2-Schitzer gegen das wahre A%, wahrend er fir n — 1 gegen den lokalen
A2-Schitzer strebt. Da die wahre Intensitit laut Kapitel 3.2.2 2 zu einer erhhten
Schétzvarianz fithrt, ist die Varianz des lokalen Summanden ; /A? wesentlich gerin-
ger als die desjenigen mit der wahren Intensitit g;/A2.

Wiren alle Summanden in (13) unabhingig (was nicht der Fall ist, da jeder Sum-
mand die gleiche Schitzung fiir A? beinhaltet), so kénnte man deshalb die folgende
Ungleichungskette annehmen

varg, < varg < varg,.

Simulationsstudien haben gezeigt, dass zumindest
varg, < varg,

gilt. Simulationsstudien haben gezeigt, dass der lokale Schitzer umso mehr im Vor-
teil ist, je unterschiedlicher die Volumina der Teile des Beobachtungsfensters sind,
siehe Abbildung (7). Sie zeigt die Varianzen des lokalen und des globalen Schitzers
fir die gleiche Situation wie in Abbildung (2) mit jeweils unterschiedlichen Beob-
achtungsfenstern. Diese bestehen jeweils aus dem Einheitsquader und einem Quader
des Volumens 1, 2 oder 5. Die Simulationsstudien haben weiterhin gezeigt, dass sich
die Erwartungswerte beider Versionen nicht wesentlich unterscheiden.
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Abbildung 7: Die Varianzen des globalen (durchgezogene Linie) und des lokalen
(gestrichelte Linie) Schitzers der Paarkorrelationsfunktion in der gleichen Situation
wie in Abbildung 2 S. 24 mit unterschiedlichen Beobachtungsfenstern. Die Fenster
setzen sich aus zwei (hinreichend weit voneinander entfernten) Teilen zusammen.
Ein Teil ist jeweils der Einheitsquader, der zweite Teil ein Quader des Volumens 1
(linke Graphik), 0.5 (mittlere Graphik) oder 0.2 (rechte Graphik). Je mehr sich die
Volumina der beiden Teile des Beobachtungsfensters unterscheiden, um so starker
unterscheiden sich die Schitzvarianzen des lokalen und des globalen Schétzers.

4 Variabilitit der Schiatzer der Paarkorrelationsfunkti-
on

Die Variabilitit eines Schitzers kann z. B. mit Hilfe von Konfidenzintervallen, der
Schitzvarianz oder dem Bias charakterisiert werden. Diese Gréfilen bestimmen unter
anderem die Qualitit des Schitzers. Aulerdem benstigt man sie, um die Zuverlissig-
keit einer gegebenen Schitzung richtig bewerten zu koénnen.

Sind, abgesehen von einer Realisierung, nur wenige Informationen iiber den gegebe-
nen Punktprozess bekannt, kann es schwierig sein, diese Grofien exakt zu bestimmen.
In diesem Kapitel werden einige Naherungen dazu vorgestellt und analysiert.

Das niichste Kapitel enstammt einer Veréffentlichung des Autors, siehe Snethlage
(1999), und wurde deshalb unveridndert in diese Arbeit iibernommen.

4.1 Bootstrap

Recently, bootstrap is a popular tool in many branches of statistics, also for sto-
chastic processes. Thus it is natural to ask whether bootstrap techniques could be
helpful also in point process statistics. Indeed, some authors have developed stati-
stical procedures using bootstrap techniques, see e.g. [1], [2], [4] and [22]. All these
papers deal with the estimation of the accuracy of estimators of point process cha-
racteristics. In the first three papers the estimation of variance of pair correlation
function.estimators is treated. The last one presents a procedure to determine con-
fidence regions for the intensity function of an inhomogeneous Poisson process.
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The fundamental idea of bootstrap to resample given data to obtain ‘new’ pseudo
data appears also in statistics of stochastic processes, in particular in the analysis of
time series, see e.g. [19]. In some variants of the method, called the blockwise boot-
strap, the time series is partitioned into several parts, which are then resampled. A
similar idea is also applied in [10] in the statistical analysis of a planar random set.
Clearly, the partioning procedure can also be adapted to point process statistics.
However, partition can destroy point structures or add new artificial structures to
the point pattern. In the one-dimensional case the error resulting from this loss of
information may be still acceptable, but in higher dimensions it will be serious. Thus
in spatial point process statistics another method is used which is quite similar to the
application of bootstrap in case of classical statistics: the points of the process (in-
cluding their places, which are assumed to be pairwise different) are resampled. The
pseudo pattern then consists of » points z1,---,Zp which are obtained by sampling
randomly with replacement n times from the original data {z1,..., 20}

Naturally, the pseudo patterns generated by this method have always multiple
points. Thus they have a character different to that of the original, which does
not have multiple points. d

Consequently, it would be surprising if quantities of such point processes would
produce good estimators for quantities of the original point process.

This paper analyses the pointwise resampling technique for some examples of point
process statistics. Section 4.1.1 discusses the main ideas of the paper [2] which pres-
ents a procedure for estimating the standard error of an estimator of the pair corre-
lation function. In Section 4.1.2 2 method (drawn from [4}) to determine confidence
intervals for the intensity function of an inhomogeneous Poisson process is conside-
red. Finally, an easier method is presented which yields confidence regions for the
intensity function of an inhomogeneous Poisson process without bootstrap.

4.1.1 Variance of estimators of the product density

This part discusses the main ideas of [2], where bootstrap techniques are used to
approximate the standard error of a pair correlation function estimator. The calcu-
lations are presented in an abridged form; the complete calculations are given in the
Appendix.

Fundamentals

Given a stationary and isotropic point process ® and an estimator of oA (r)

B = —= 57 k(o —y).

CS (T) z,yedPnW
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The situation can be generalized to the case of any ‘two-point estimator’

§= Z:’é f($7y)

T,y€dP
with f being symmetrical in its arguments and of the form
f(z,9) = 1w(@) 1w (¥)h(z,y)
with some function k. As the special form of f leading to §(r) is unimportant, the

following calculations are carried out for a general 8.

The quantity of interest is the variance of 8 which is given by
vard = EG? — (EB)? = s4 + 453 + 252 — (EB)? (14)

with
8= /Q(z)(zla--->$i)f(xhx2)f($i—1»xi)dxl--'dmi’

where o( is the ith order product density function of ®, see the Appendix.

Bootstrap version of 6

Assume that a sample of @ is given which consists of n points zi,...,z, in the
observation window W. It is resampled N times to obtain N ‘new’ point patterns.
Each pseudo pattern consists of n points z3}, . .., z;, which are obtained by sampling
randomly with replacement n times from {z;,...,Z,}. Thus it happens that in the
pseudo samples some points of the original point pattern do not occur while others
occur twice or even more. Let the number of occurrences of z; in the kth sample be
wy(%). Then the kth sample can be represented by the vector wy = (wg(1),...,wr(n))
which has a multinomial distribution. This distribution depends only on n. In the
limiting case n — oo the components wi(i) of wy are independent and Poisson
distributed with mean p = 1.

The bootstrap estimate for the kth pseudo sample is

n
—~ ;é . )
0r= > flenzwe(we(§), k=1,...,N
i,j:l

where the summation goes over all pairs (¢,5) with ¢ # j. The variance of 6 is
estimated by the usual variance estimator corresponding to the 6;’s,

1 &l 1 &LY
- ’UR[:F:—I- _1(0;:—'1—\72 :) .
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Since the 97‘; are (conditionally on z,,...,z,) independent and identically distribu-
ted, it is '
im vy, = V6
NN !

= EG} - (S

= a4 Z¢ fzi, z5) f(zi, 1)

gk d=1
+4as Z;é f (@i, z5) (%3, zk)
1,5,k=1
+200 37 (f(zi,25))?
i,7=1
with
m==@mmmwmmmw—mmmmmﬂ
as = [Bwi(1)?w(@un(3) - Byl (2))]
02 = [Blwr(Dur(2))? - (Bun(Dun (2))7],
where the expectations are conditionally on fixed z1,...,z,. All the ¢; can be cal-

culated numerically and depend only on n (see the Appendix). Thus the result of
the whole bootstrap procedure for N — oo can be simply obtained by direct com-
putation.

Ezpectation of 27;;

The futility of v’*,:, 1s demonstrated by the fact that it does neither estimate what
is hoped (the variance of 5) nor a multiple with a fixed factor. To show this, the
unconditional expectation of 171“:, is determined, see the Appendix. Since the result
1s not very transparent, here an approximation is given which makes it possible to
characterize the quality of 177\\,

Assume that the wyi (i) are independent and Poisson distributed with parameter
# = 1; this simplifying assumption is exact in the limiting case n — oo, see above.
This leads to a result which is close to the exact value for large n and is easy to
interpret. By the way, the simplification is equivalent to replacement of n by n* in
each pseudo sample where n* is a Poisson distributed number with mean p=mnIn
this scheme each pseudo sample consists of a random number of points. The result

i8S

im Evy, =B lim 2%, = 4s5 + 6 15
W TR = B i vy = 453 + B, =
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see the Appendix, while the desired result, given by (14), is

vard = S4 + 433 + 259 — (E@)Q.

4.1.2 Confidence regions for the intensity function of an inhomogeneous
Poisson process

The paper [4] presents a procedure which uses bootstrap techniques to determine
confidence regions for the intensity function of an inhomogeneous Poisson process.
The confidence regions are estimated using a kernel estimator. The following dis-
cusses the main idea of that paper and shows that, as above, it is not necessary to
carry out the bootstrap procedure.

Fundamentals

For simplicity, the following calculations are carried out for an one-dimensional point
process, but they could be easily generalized to higher-dimensional processes.

Consider an inhomogeneous Poisson point process ® with unknown intensity func-
tion A(z) in the interval (0,1), with points 0 < z; < zp < ... < z, < 1. A kernel
estimator for A(z) is used as

Xz)=>"k(z-=l), ze€(0,1),
=1

where kp, is a kernel function with bandwidth h. Define

_ :\\(:z:) - EX(:E)

T(z) 0<z<l,

and, for a given a with0 < a < 1,
ta(z) =trél§§{t:P{]T(x)§ <t}>1-a}, 0<z<l.
Then an estimate of a confidence region for A(z) of level 1 — « is the interval
C(z) = P(z) ~ to(2)\/ Mz), Mz) + ta(x)\/X(x)I , 0<z<1,

where the left border is set on 0 if it is negative.

-

39



Bootstrap versions

Since the distribution of T is not available (because the intensity function is un-
known) it is approximated by simulation of pseudo data, see [4]. A set of pseudo
data is obtained by drawing z7,...,z}. by sampling randomly with replacement n*
times from {z1,...,Z,}, where n* has a Poisson distribution with mean n (this is
method 2 in [4] and similar to the simplified case in Section 4.1.1). The number
of occurrences of z; in the kth sample is a random variable, denoted as above by
wy (7). All the wi(:) are independent and Poisson distributed with mean A = 1 for
t1=1,...,n.

For given o with 0 < @ < 1 the bootstrap versions of the quantities defined above
are

T@ = 3 ke - ) wel),

=1

X (z) - M=)

T;(z) = — , z€(0,1), :
VA2
talz) = min{t:P{|IT"2)| <t} 21-a},

C*z) = [X@)—t::,(x) A(z), Mz) +£(2) x@)},

where P*(-) = P(-|{zi1,...,z,}) is the distribution conditionally on
{.’1:1, . ,:Z,'n}.

The determination of ¢3(z) can be carried out by simulation. However, a faster and
simpler possibility uses the well-known fact that the sum of independent Poisson
distributed random variables is also Poisson distributed. It is demonstrated here for
the simple rectangular kernel function

1
kn(z) = T 1 ppy(2)-

For other kernels, similar calculations are possible. Let p(z) be the number of ob-
served points in the interval [z — h,z + h]. Then its bootstrap version p*(z) is a
random variable which is Poisson distributed with mean p(z). Its cumulative distri-
bution function is denoted by F*. Thus, for given «,

Gle) = min{t:P{T@I<021-a)
p(z)
= min {t : P*{] ;wl(z’) . ax(t)} < bz(t)} >1- a}
= min {t: F" (az(t) + b:(2)) — F* (a2 (t) — b2(2)) > 1 — @},
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with

az(t) = p(z)+ ht?,

b2 (t) t\/2hp(z) + h2t2

The calculations are of an elementary nature using that

i

Confidence regions without bootstrap

Of course, in case of an inhomogeneous Poisson process it is easy to build confidence
regions without the bootstrap methodology. Assume that the intensity function A(z)
is approximately linear in the interval [z — h,z + h]. Then 2hA(z) using the rectan-
gular kernel is Poisson distributed with mean 2hA(z). (The rectangular kernel could
be replaced by another kernel; then the corresponding calculations become a bit
more difficult.) Therefore, known confidence regions for the Poisson parameter can
be used, see for example [30]. Thus it is easy to build the desired confidence region

for A(z).

This result corresponds to a general observation. If a parametric statistic problem
is given, then parametric estimators lead usually to better results than bootstrap

techniques.

Appendix

Here the derivation of some equations of Section 4.1.1 is given.

Equation (14)

For

=37 iey) =Y tw@iwwhizy

z,yed z,yed
it is

2 - B Y7 f(ac,y))2

z,y€P

E 57 fwo)f(2)

w,z,y,2€P

I
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'+4E Z¢ f(zay).f($7z)

z,y,2€¢®

+2E 57 (f(z,9)’

z,y€P

= /9(4)($1,$2, z3,24) f (21, Z2) f(z3,24)d £1d 22d z3d 24
+4/@(3)(21,xz,xs)f(ﬂﬂz,xz)f($1,$3)d$1d$2d$3

+2/Q(2)(217932) (f(z1,72))* dz1d 22
= 84 +4s3 + 289
with
8 = /9(2)(1:1, e ,xi)f(acl,zg)f(xi_l,zi)dzl ...dz;.

Equation (15)

For n
~ = . .
01 =" flzuz)w(iw ()
3,7=1
it is
~2 ~2 ~
Ed;” = E§ - E§E
n
# . .
= B Y7 f(z535)f (@ m)wiw (5w (k) (1)
i kad=1

4B Y7 flen2)f @0z (w1 (6) s () (F)

i, k=1
+2B 377 (Flai, )2 (wi iy (7))?

1,j=1

= 7 fenw) ok ) B (s (G (Kw )

L,5:k,{=1

4 57 F@025) £ 50 Ew (6)) 2 () (k)

4.7,k=1

+2 37 (f(e02,)) Blun (w1 (7))°

i,j:l
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n

=  Ew(1) w1(2)w1(3)'w1(4) 5_: flzi, z;) f(zk, 1)

+ 4E (w1 (1))2w (2)wy (3) Z fzs, z5) f(zi, k)

1,7,k=1

+ 2B (D (2 37 (F(z25))°

1,j=1

n

EGG = B S o35 (o o)wi wn (fws(k)ws(l)
2,5,k d=1

+4B 37 Flan25)f @ 2001 (6)wn ()wa (Dwa(K)

2,J,k=1

+2B 377 (F(2i,2,))? i (Gws (i)un ()

3,j=1

= En@wE? Y flzz)forn)
1,7,k =1

+ 4B (V@) Y f(ei2))f (@i a0)

zgk—
+ 2 (Ew; (1 Z (f(zi, z5))
t,j=1

This yields

lim oy = [Ewl(l)w1(2)w1(3)w1(4) - (Ewl(l)w(z))?] .

N-oo
S fw,2)f(y,2)

w,z,Y,26P
+4 [E(w(1)?w;(2)w1(3) - (Bu (w1 (2))?] -

-7 i)

Iay;ZE‘i’

+2 [E(wl(l)w1(2))2 - (Ewl(l)wl(z))ﬂ -

-3 (lzw)?

z,yed
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= o Z¢ flzsz5) f (ks 20)

4,7,k d=1
#
+das Y flmizs)fl@n k)
i,jk=1
" #
+200 Y (flzi,35))°
ij=1
with
s = (—4n®+10n - 6)/n®
a3 = (-7 +12n—-6)/n° (16)
a2 = (3n®~11n2 + 14n - 6)/n®

Equation (15)
The expectation value of v* is

EvT = a4/9(4)(x1,2:2,xg,x4)f(z1,xg)f(x3,z4)d$1d$2dz3d:z4
+40‘3/9(3)(37171'27x3)f($17$2)f($1:$3)dxld$2dx3

+202/Q(2)($1,$2) (f(z1,22))’ dz1d 22
= Sgoq + 48303 + 250009
In the limiting case (n — oo) it is
Ev* = 453 + 6s2

(see Equation (16)).

4.2 Quotientenschitzer

Wie schon oft vorher beschrieben, ist der Schitzer der Paarkorrelationsfunktion ein
zufilliger Quotient. Er ist hiufig von der Form
A

q= B2’
wobei A und B zwei Zufallsvariablen sind. Die Verteilungsparameter solcher zufilli-
gen Quotienten lassen sich im Allgemeinen nur schwer berechnen. Im Fall der Paar-
korrelationsfunktion wird der Erwartungswert hiufig durch den Quotienten der ein-
zelnen Erwartungswerte approximiert

A EA
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Die Erfahrung zeigt, dass dieses Vorgehen nicht zu groBen Fehlern fiihrt.

Anders ist das bei der Varianz. Fiir den Schitzer der Paarkorrelationsfunktion wird
sie manchmal durch die Varianz des Zihlers approximiert, da vermutet wird, dass
der Nenner nur in geringem MaBe zur Variabilitit des Quotienten beitrigt. Dieses
ist ein gravierender Fehler. Gerade in diesem Fall treten nicht unwesentliche Korre-
lationen zwischen dem Zzhler und Nenner auf, die bei einer solchen Approximation
unberiicksichtigt bleiben, siehe Kapitel 3.2.2.

Zwei Astrophysiker, Landy und Szalay (1993), haben ein einfaches Verfahren ent-
wickelt, das es ermoglicht, diese Korrelation mit in die Rechnungen einzubeziehen.
Urspriinglich war es fiir die Berechnung des Erwartungswertes und der Varianz des
Schétzers der Paarkorrelationsfunktion gedacht. Es kann aber im Grunde auch zur
Berechnung von Momenten beliebiger zufélliger Quotienten angewandt werden.

Im Folgenden werden mit Hilfe dieses Verfahrens der Erwartungswert und die Vari-
anz einer Reihe verschiedener Schitzer der Paarkorrelationsfunktion bestimmt. Ein
Vergleich der erhaltenden Abschitzungen der mittleren quadratischen Fehler liefert
dann den in diesem Sinn optimalen Schitzer.

4.2.1 Reihenentwicklung

Gegeben sei also der zufillige Quotient

A

wobei A und B Zufallsvariablen sind. Die Variabilitit von 4 und B sei durch die

Zufallsvariablen o und f ausgedriickt

A (1+a)EA
B = (1+BEB

mit Ea = ES = 0. Dann ist

EA l+a
B = (mppt ((1 +/3>2> !

= = () = (35):

Die Nenner der zufélligen Quotienten sollen nun in eine Potenzreihe bzgl. 1 — (1 +
B)? = —28 — B2 entwickelt werden. Allgemein gilt fiir |z| < 1 bekanntlich

1 2.
1—2=Z$z'

’ 1==0
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Ist also die Variabilitit von ~28 — 2 nicht zu gro8, so ergibt sich ungefihr

l+a - = _ A
E(——~—<1+ﬂ)2) = E((Ha)n};o( 28 ﬁ))
= f‘; E(-26- 8"+ Y Eo(-28- 7)™

n=0 n=0

(Es ist |—28— | < 1 genau dann, wenn 0 < B < v/2EB.) Dieser Ausdruck wird nun
insofern vereinfacht, dass nur Terme von maximal zweiter Ordnung beriicksichtigt
werden, d.h. E1, Ea (= 0), ES (= 0), Eaf, Ea? und EA%. Es handelt sich hierbei
um eine starke Vereinfachung, weshalb das Ergebnis auch nur mehr oder weniger,
abhingig vom gegebenem Punktprozess, als Niherung angesehen werden kann. Es
folgt ‘

E (—E—Ji) = Y E(-28-8)"+ Eo(-26 - 57"

(1+8)? ot = .

= El+E(-28- 8% + E(=28 — 82)% + Ea + E(a(-28 — 82)
El - 2EB — Ef? + 4Ef% + Ea — 2Eaf
1 - 2Eaf + 3EB2.

I}

Auf die gleiche Art und Weise folgt fiir die Varianz

l+ao 5 2
var (m) = Ea” - 4Eaf + 4ES°.
(Fir den mittleren quadratischen Fehler ergibt sich das Gleiche wie fiir die Varianz.)

Es gilt
varA
Be" = map
varB
5 = mpp
E((A — EA)(B - EB))
(EA)(EB)

Eaof =

Man benétigt also die ersten beiden Momente und die Kovarianz der Zufallsvariablen
A und B. Diese werden im Folgenden fiir Schitzer der Paarkorrelationsfunktion
der Art (17) ausfiihrlich berechnet. Es wird dabei immer ein Neyman-Scott-Prozess
vorausgesetzt.

Im Anhang finden sich die entsprechenden Berechnungen fiir weitere, shnlich wie g
gebaute Schitzer.
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4.2.2 Intensitdtsschitzer

Der Nenner des Schitzers der Paarkorrelationsfunktion (4) ist tiblicherweise von der

Art 5
Y o p(a,7)
(B( )) (:ce‘bﬂW p(T) ) (18)

mit Cy(r) = [, plz,r)dz. Ist p(z,r) = 1, so fithrt das zum primitiven Inten-
sititsschitzer A. Im Fall p(z,r) = ps(z,r) wird die Intensitit durch :\;(r) geschitzt,
siehe Kapitel 3.2.3. Neben diesen beiden speziellen p-Funktionen sollen hier zunichst
auch andere zugelassen sein.

Um eine bessere Vergleichbarkeit zu erreichen, sei p(z,r) so, da Cy(r) = vg(W).
Das kann immer erreicht werden, indem man an Stelle von p(z,r) die Funktion

') =)

benutzt. (Diese Konvention bedeutet keine Einschrankung in der Wahl der p-Funktion.)
Es ist

EB(r) = z—/—(fw—;j/p(x,r)dz
= A Y

Weiterhin gilt unter Verwendung der Vereinfachungen aus Kapitel 2.4

E(B(r))> = E Z# P(:I: ) y, Z pc(;(:)
’yE(an p z€dNW
= Vg(w) ul g(2>(x,y);0(:v,r)p(y,r)dzdy
+ 2/\ /p (z,r)dz
~ P o
~ W) (v[p(a: r)d ) % (W)Ip
= P

mit

i If=/f(m,r)dz
w
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Fiir die Varianz gilt dann

‘ Alp?
B(r) = ———
varB(r) Vg )
und 12
2 _ i
B8 = ey

4.2.3 Schitzer der Produktdichtefunktion

Der Zahler des Schitzers der Paarkorrelationsfunktion ist ein Schitzer der Produkt-
dichtefunktion wie

1 #
Alr) = Wz,yezmw Ea(r — |z —yl) (19)
- CS(T) x’yg‘w kh-( I yD' 3

In Kapitel 3.1 wurde gezeigt, dass sein Verhalten nicht wesentlich von der Wahl
der Randkorrektur oder des Faktors 1/r¢~! bzw. 1/|z — y|9~! abhéingt. Die folgen-
den Berechnungen gelten also niherungsweise auch fiir die entsprechenden anderen
Versionen des Schitzers.

Ist b wesentlich kleiner als r (was in der Regel der Fall sein sollte), so gilt

BAW) = g [ 69wkt - o~ yhdaay (20)
w2
l 1
~ G / alr — |2 = y])dzdy

Csl(r) 9(2)(7~)/kh(7‘ - }x})/lw(;z; + ) 1w (y)dydz

- -C—l(—)g(‘?)(r) / kn(r — |2 )V(W A W_)ds

r+h
= Cs =90 / kh(v)dbdvd 14y (v)do

dbar® 1w (r) 2@ (r »)d

= _(2)(7«).

&

Weiterhin gilt

A = o= 5kl —lon - skl - fos - za)

T1,22,23,L4CPNW

m%
—~
S~
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4 Z¢ ka(r = o1 — 22 )kn(r — |27 — z3))

o T
CS(T) Z1,Z2,23€RNW
2 # 2
+ —5— Z ki(r — |21 — 22)
Cs(r) z1,22€0NW
und somit
1
BUO) = gr= [ 692220k ~ 0 - 22l
Cs(")
w4
kp(r — |23 — z4|)dz dzodz3dzy
4
+ g [ Oz ahb - o -2 (21)
Cs(")
W3
kh(’l‘ —_ l$1 - $3‘)d$1d$2d11:3
2 N
C’g(r) / 9(2)(z1,z2)k2(r - |z1 — zo|)dz dzs.

W2

Man kann diese Summe vereinfachen. Es ist

9(4) (z1,Z2,73,74) = M (1 + wg) + wg? + wﬁ)

+ wg? + wéi) + wgi)

3 ., 03 .3 (3
+ wgzz + wigy + wgszz + Wazy

2) (2 2) (2 2) (2
+ oy wf) +ufful? + vl
4
+ w§2)34) )
sieche Kapitel 2.4. Die Punktepaare (z1,72) und (z3,74) haben jeweils einen Zwi-
schenpunktabstand von ungefihr r. Die Punkte aller anderen Punktepaare sind im
gewissen Sinne , gleichverteilt“ in W, ihre Zwischenpunktabstinde sind unbestimmt.
Ahnliches gilt auch fiir alle Punktetripel und das Quadrupel, bei denen sich auch je-
weils mindestens ein Punkt ,gleichverteilt“ in W aufhilt. Gemi8 Kapitel 2.4 kénnen
also alle w')-Funktionen mit Ausnahme von wg) und wﬁ) vernachlissigt werden.
Es bleibt

9(4) (1‘1, x27$3a$4) ~ )\4 (1 + wg> + wi(ii) + wg)wéi))
= X2 (l + wg)) A2 (1 + 'wgi))
= 0¥(z1,22)0P (3, z4).

Damit ist

-

C3(r)

/ 9(4)(1‘1, e ,2:4)kh(T - [:z:l - xgj)kh(r bt {:z:3 - :L‘4Dd.’1:1, ey d:l,‘4
w4

49



- 2
Cgl(r) (~[ 9(2)(x1712)kh(7' - lzy — Zzl)dxldxz)

= (BA(r))?.

Beim zweiten Summanden von (21) liegen die Punkte z, und z3 in einer Kugelschale
mit Radius r £ h und Mittelpunkt z,. Die Punktepaare (z1,z2) und (z,,z3) haben
also einen Zwischenpunktabstand von ungefdhr r. Der Abstand zwischen z5 und z3
liegt zwischen 0 und 2r, er betrigt also in schwacher Niherung im Mittel etwa .
Fir 9(3)(x1,:1:2,:c3) gilt somit

e zazs) = N (1+of) +uf +uf) + o)

~ A8 (l +3w(r) + wg)3> .

Fiir den Teil w@i soll in schwacher Naherung ein Durchschnittswert, bezeichnet mit
w®(r), angenommen werden. Insgesamt ergibt das ;

4 |
5 / 9(3) ($1,$2,$3)kh.(r — !Q’;l - $2th(r — ].’L‘l - $3’)d$1d$2d$3
Cs(’”)W ‘

3

2
- 524(7)/\3 (l + 3'111(7’) + w(3) (r)) / ([kh(r - }2‘:1 — mzi)dxg) dz;
S ea

und im Fall einer Rechteckkernfunktion

4
=5 X (14 3u(r) +w® () T2

~

Der dritte Teil aus (21) ist im Fall einer Rechteckkernfunktion bis auf einen Faktor
identisch mit (20), dem Erwartungswert von A(r)

532(7) W/2 o (21, 22k (r — |1 — z21)dzyds = %‘i—((%.
Insgesamt erhalt man also
varA(r) & ‘g\ng% (1+30) + 0O @) + fci ((’;))
und
2~ (it a3 470 )
+ S (20t +0) (820"
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4.2.4 Gemischte Gréfien

Es ist
1 #
A(r)B(r) = mz’y’g_gnw ka(r = |z —y))p(z,7)
2 #
G, 2 il uete )
und so

EA(r)B(r) = m/g@)(zhxz,m)kﬁ(r-]xl—xgj)p(%,r)dxldxzd%
ws
2 @)
T )5 / 0P (@1, 22)kn(r — |21 - 22l)p(31,7)dz1d2>.
w2

Hier hat jetzt jeweils das Punktepaare (z),z;) einen Zwischenpunktabstand von
ungefdhr r (wihrend z3 im ersten Integral ,gleichverteilt* ist), deshalb gilt

EA(r)B(r) = ;d(W')lT(r)_ / A3 (l + wg)) kp(r — |21 — z2))p(z3, r)dz1dzodzs
W3

2 9(2) (r)

TGS, e ke e,

= CS)ZT) /9(2) (z1, 22)kn(r — |21 — 22|)dz1d2
2@(2) 1-)
i z(‘ﬁf‘c—g(;j / kn(r — &1 — z2))p(z1, 7)dz1dzs
20(2) (r)
= )\EA(T) -+ ;d(—vvm /kh(’l" - f.’L‘l - IQDP(xI’T)dZ‘ld:Z:Q.
w2

Im Fall einer Rechteckkernfunktion ergibt das (vgl. (3) in Kapitel 2.4)

269(r)

m ps(z,r)p(z,r)dz

EA(r)B(r) = MEA(r)+

= (r)
= ARl + T

und

21(pps)

Beb = sty
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4.2.5 Optimale p(z,r)-Funktion

FaBt man die Ergebnisse zusammen, so erhilt man

- 4I(pps) Ip?
Bg ~ g(r) (1-»\Vd(W)Cs(r)+3/\V§(W))
N 4 Ip? 21(pps)
varg & g*(r) (E"‘2+Aud<W> (ud(W)“ Cs(r) )) (23)

Es soll jetzt zunéchst untersucht werden, welche p(z, 7)-Funktion den mittleren qua-
dratischen Fehler minimiert.

Berechnet man den mittleren quadratischen Fehler (MSE) gemi8 Kapitel 4.2.1, so
erhdlt man MSE = varg. Die Varianz wird beziiglich p(z,r) minimiert, wenn der

Ausdruck
( Ip? 21(?1?5))

vy(W) ~ Cs(r)

aus (23) minimiert wird.

Analog zur Vorgehensweise in der Variationsrechnung (siehe auch Kapitel 3.1.2) sei
nun pm,(z,7) die minimierende Funktion. Dann kann jede p(z, 7)-Funktion geschrie-
ben werden als

p(z,7) = pm(z,7) +ef(z,7)

/ flz,r)dz =0 (24)
w
und geeignetem ¢. Dann ist

ﬁ( Ip? __21(:0?5))‘
e \ (W) Cs(r)

9— ""1“‘ z.7) + PN 2 x
Oe (yd(W)/W(Pm( ,7) +ef(z,7))%d

2 i
~ o ot + e psta, )i

- [ Mlanmlen) e,
A7) Cs(r)

pm(z,m)  ps(z, T))
= 2f(z,r ( - dz
f e (55 - B
fir alle f(z,r) mit (24). (Fiir weitere Erklirungen vgl. mit der Argumentation aus
Kapitel 3.1.2.) Daraus folgt fiir z € W

le=0

ie=0

pm(z,r)  ps(z,T)

W) Cstr) oSt
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und so

Pz, 1) = va(W) (const(r) + p—ég—z;_—g)) .

Fiir die zweite Ableitung gilt
> ( Ip* 21(17:05))
oe? \vg(W)  Cs(r)

es handelt sich bei pp,(z,r) also um die gesuchte minimierende Funktion. Die Nor-
mierung ergibt

-—————2— 2z, 7
= s J, s>

e=0

v(W) = ‘/me(z,r)dz
= /W va(W) (const(r)#—’-scif(-#)dz
Vg(W)const(r) + vg(W),

also const(r) = 0 und so

p‘m(xa T) = Ug;?:;pS(Z?T)'

Dieses Ergebnis bestatigt ein fritheres Resultat. Setzt man nimlich p,,(z,7) in B(r)
ein (siehe Gleichung (18) S. 47), so erhilt man den in Kapitel 3.2.3 aus einer heuri-
stischen Uberlegung heraus entwickelten gewichteten Intensitdtsschitzer Ag(r).

4.2.6 Weitere Schitzer

Neben der im vorhergehenden Kapitel untersuchten Schitzerart tauchen in der phy-
sikalischen Fachliteratur noch andere Schitzer auf, die im Folgenden untersucht
werden sollen. Sie setzen sich aus den fiinf Bausteinen DD(r), DR(r), RR(r), N
und N4 zusammen. Hierbei ist N die Anzah! der von ® beobachteten Punkte in W

N =3 lw(z)= (W)
zed
und DD(r) die Anzahl der beobachteten Punktepaare, die einen Zwischenpunktab-
stand von r £ A haben

#
DD(rYy= Z 1 pplr —lz—yl).
z,yePNW
RR(r) ist das Analogon von DD(r) fiir einen homogenen Poissonprozess ¥ mit Nyq
Punkten in W (N4 soll hierbei mdoglichst gro8§ sein). DR(r) ist eine Mischung aus
DD(r) und RR(r)
DR(r)= ), 1rawm(r—Iz -yl

zEPNW
yeEWNW
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Man kann diese Bausteine mit den bisher bekannten Schitzern von 0@ (r) und X
vergleichen. Fiir grofies N4 und kleines k gilt ungefihr

DD(r) = 2RrCs(r)d(r)

DR(r) 2hCs(r) Nyghs(r) /va(W)
RR(r) = 2hCs(r)NZ,/v3(W),

wobei p(r) der in den vorigen Kapiteln untersuchte Zihler A(r) (siehe (19) und A
der Nenner B(r) (siehe (18)) mit p(z,r) = 1 ist. Mit diesen Naherungen gilt fiir
einige in der Physik populire Schitzer der Paarkorrelationsfunktion

DD(r) ‘ Nfd olr)

RR() N — 3 (F&H
DD(r) Nea _  3(r)
DEN) N T Mg P
DD(r)- RR(r) _ o) o
DR?(r) ) (Ha ).f
DD(r) N%  DR(r) Ny a(r)  As(r)

= =~ -n—=—+n (HLS),

A2 A _
siehe Peebles und Hauser (1974), Davis und Peebles (1983), Hamilton (1993), Hewett
(1982) (guLs mit n = 1) und Landy und Szalay (1993) (Gurs mit » = 2). Offen-
sichtlich stimmen in diesem Sinne die Schitzer von Stoyan und Hamilton, gs(r) und
OHam(r), iiberein.

RR(r) N2 ""RR(r) N

4.2.7 Schitzervergleich

In diesem Kapitel sollen alle bisher aufgetretenen Schitzer miteinander verglichen
werden. Die Rechnungen aus Kapitel 4.2.1 wurden entsprechend fiir alle Schitzer
durchgefiihrt, siehe Anhang. Die Unterschiede im Erwartungswert und in der Varianz
lassen sich durch die Gréfien Ry und Ry ausdriicken

1
Rl = ——
1 Avg(W)
2
Ry Ipz 1

AC(r)  My(W)

Beide sind positiv, was fiir B, aus der Ungleichung

/ (Igé?:))ps(x, r)— 1)2dz >0
w

folgt.
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Insgesamt ergibt sich
Egeu(r) = g(r)(1 - Ry)
Egpp(r) g(r)(1 -~ R; — Ry)
Egsio(r) = g(r)(1- Ry — Ry) (25)
Egmis(r) = g(r)(1-Ry)

und

vargeu(r) = ¢°(r) (Ba® ~ 4R:)
vargpp(r) = g*(r) (Bo® — 4R; - 3Ry)
vargso(r) = g*(r) (Ba® — 4R — 4R,) (26)
vargurs(r) = g°(r) (Bo® - 4R; — 9Ry)

mit ¢ = 4ng(r) —n?. (Vgl. hierzu auch die Ergebnisse von Landy und Szalay (1993).)

Die Varianz des vierten Schitzers gurs(r) hingt von der Wahl von n ab. Sie ist
minimal an der Stelle n = 2¢(r). In diesem Fall ist

vargars(r) = ¢*(r) (Ea2 — 4R, —4Ry).

Ist ein Poissonprozess gegeben, so ist n = 2 und gurs(r) = Grs(r) der Schitzer von
Landy und Szalay.

Wie schon in Kapitel 4.2.1 bemerkt, ist der mittlere quadratische Fehler identisch
mit der Varianz. Die in diesem Sinn optimalen Schitzer sind ggrs(r) mit n = 2¢(r)
und gs(r).

In der Praxis ist g(r) aber nicht bekannt, und das optimale 7 fiir ggr.s(r) kann nicht
genau bestimmt werden. Man miisste es mittels einer ersten einfachen Schitzung
von g(r) approximieren, wodurch die Gesamt-Schitzung wiederum etwas unsicherer
wird. In der praktischen Anwendung hat also der Hamilton/Stoyan-Schitzer gs(r)
bzw. Gram(r) die geringste Schitzvarianz und damit auch den geringsten mittleren
quadratischen Fehler. (Simulationsstudien haben allerdings gezeigt, dass Gurs(r)
unter Benutzung einer ersten naiven Schitzung von g(r) zur Bestimmung von n =
2g(r) nur unwesentlich schlechter ist als gs(r). Im Gegensatz dazu kann g1s(r), also
guLs(r) mit n = 2, im allgemeinen nicht-Poissonschen Fall betrichtlich schlechter
sein als gs(r).)

4.2.8 Simulationsergebnisse

Da die fiir die vorhergehende Bewertung wesentliche Abschitzung (23) auf eini-
gen Vereinfachungen basiert, soll ihre Giite anhand von Simulationen demonstriert
werden. Die dabei untersuchten Punktprozesse sind ein dreidimensionaler Poisson-
prozess mit A = 200 und ein Thomas-Prozess (siehe Kapitel 2) mit o = 0.05, A, = 50
und Az =5, beobachtet im Einheitsquader.
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Abbildung 8: Der Erwartungswert und die Varianz von ¢ (‘eq’ bzw. ‘vq’) vergli-
chen mit den Abschitzungen aus (25) und (26) (‘eq-est’ bzw. ‘vq.est’) im Fall eines
Poissonprozesses. Es ist kaum ein Unterschied festzustellen.

.C)

o

o

o1

1
o

Abbildung 9: Die gleiche Situation wie in Abbildung (8) im Fall eines Thomas-
Prozesses. Wihrend die Abschitzung des Erwartungswertes gute Ergebnisse liefert,
stimmt bei der Abschitzung der Varianz nur die Tendenz.

Die Abschitzungen liefern im Fall eines Poissonprozesses fast exakte Ergebnisse,
siehe Abbildung 8. Fiir einen Thomas-Prozess liefert nur die Abschitzung des Er-
wartungswertes voll befriedigende Ergebnisse. Die Abschitzung der Varianz dagegen
liefert zu kleine Werte. Allerdings besitzt sie immerhin die gleiche Tendenz wie die
wahre Varianz. Weitere Simulationsstudien haben gezeigt, dass diese Aussagen nicht
nur fiir die hier abgebildeten sondern auch fiir viele andere Clusterprozesse zutrifft.
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Anhang

Sei hier
B, = (1 + ,Bm)EBm = XS(T),
By (1+B)EBy = A

I

und kj(v) die Rechteckkernfunktion. Es ist

EB, = A
EBy, = A
1
Eﬂmﬂo - W
Ip2
E 2 = S
Bm AC%(T)
1
2 _
Bfo = Avg(W)
2Ip%
E .
B XCZ(r)
2
E = <
aBo €a(W)
Fiir gpp ('r) gilt
Egpp = ——E—A—-(1+EB Bo + EBL + EB — Eafm — Eaf)
EBmEBO '™m~0 m 0 m (t]

_ Ipg
= o) (1’ AC%?w)
und

EA \?
vargpp = (M) (2EBmpBo + EBZ, + EB; — 2Eaf,, — 2Eafs + Eo?)

_ 1 3Ip?
= 50) (E"‘2 T Wy Acgigr)) '

Fir die Berechmuig der Verteilungsparameter von gurs(r) sei X =Y +n - nZ mit

EZ = 1. Dann ist
EX =EY

und
varX = varY —n (n - nEZ? +2EYZ - 2EY).
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Es ist

>A 2 ~ . 2
As(r) _ [Exs(r) 2 482
E( 3 ) = ( = ) (1+385 — 4BmBo + B2)

_ 1 Ip%
- Avg(W) -~ ACE(r)
und
EE(T)AAS(T) _ E§(r)*f‘/\§(r) (1 + 662 + aBm — 3080 — 36mBo)
S
_ 2t 3 )
= g( )(1+/\c§(,.) Avg(W) )’
und so 1
EguLs(r) = g(r) (1 - W)
und

2
vargurs(r) = ¢*(r) (Ea2 - )\z/d?W) + ( ;Z% - /\V;W)) (n® - 4719(?”))) .

4.3 Eine heuristische Niherung

Die hier vorgestellte Niherung wurde von Stoyan, Bertram und Wendrock (1993)
entwickelt. Obwohl sie von einem anderen Ansatz als im vorigen Kapite! ausgeht,
filhrt sie im Poissonfall zum exakt gleichen Ergebnis wie (26).

Herleitung

Es sei der tibliche Schitzer fiir (2 (r)

57 klr-la -y,

8r) = =
Cs(r) TyEINW

gegeben. Beriicksichtigt man jedes Punktepaar Jjeweils nur einmal, so ergibt das

2 X
or) = =—— > X,;
Q( ) CS(T) ; ks

wobei N, die Anzahl der Punktepaare ist, die einen Zwischenpunktabstand von
r = h haben. Die Variable Xr,; entspricht dem Wert der Kernfunktion fiir das ite
Punktepaar.
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Die Verteilung der (X, ;);<n, ist unbekannt. Es wird vereinfachend angenommen,
dass sie unabhéngig und wie k;(Y') verteilt sind, wobei Y eine in [—h, k] gleichver-
teilte Zufallsvariable ist. Dariiber hinaus soll angenommen werden, dass auch N,
von den X, ; unabhingig ist. Es ergibt sich

1 h
EX,;= % [_h kp{v)dv =

~ EN;
E = —.
o) hCs(r)
Da p(r) niherungsweise erwartungstreu ist (siehe Kapitel 4.2.3), folgt
EN, = o®(r)hCs(r).

und so

Fiir die Schitzvarianz folgt
4
C3(r)
4

— (2
Cg-(r) (g (r)hCs(r)varX,; + ——

(EN:varX,, + varN, (BX..)?)
varN,
Tz )

varg(r) =

(27)

Uber die Verteilung von N, kann man nur spekulieren. Da das Ereignis sehr selten ist,
dass der Zwischenpunktabstand eines zufillig gewihlten Punktepaares im Intervall
[r —h,r+h] liegt, kénnte man fiir N, die Poissonverteilung (,, Verteilung der seltenen
Ereignisse“) annehmen. Geht man dariiber hinaus noch von der (falschen) Annahme
aus, dass der A-Schétzer keinen wesentlichen Einfluss auf die Schitzvarianz hat (und
so als konstant mit A = A vorausgesetzt werden kann), so ergibt sich die folgende
Abschitzung
var &)
2
alr)
32
varp(r)
34
4

= Wg(r) <g(2)(r)h05(r)varXr1 + —

varg(r) =

Q

var N,
T4h?

. @) (r)hC,
= W (9(2)(T)th(r)varXr,1 + 9___%_2@2) .

Nimmt man fiir k;(v) die Rechteckkernfunktion an, so ist X, konstant (und damit
varX,; = 0) und so
4 o(r)Cs(r)
MCL(r) 4h
. g(r)
hA2Cs(r)’

varg(r) =
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Dieses ist genau das Ergebnis (26) von Kapitel 4.2 im Fall eines Poissonprozesses
fiir den optimalen Schitzer gs(r). Danach ist nimlich

vargs(r) = gz(r) (Ea2 —4R; - 4R2) .

Mit (22) folgt dann fiir einen Poissonprozess

" 1
vargs(r) = E/\TC—{;(—;)—

Bemerkung:

Aus (27) folgt, dass die Schitzvarianz beziiglich der Kernfunktion nur vom zweiten
Moment von X, abhdngt, also von’

EX2, = 2 /h k2 (v)d
752 - 2h _h R v.

Dieser Zusammenhang wurde zuvor in Kapitel 3.1.2 benétigt.
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5 Bestimmung des Potenzgesetzes der Paarkorrelations-
funktion

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Punktprozessstatistik ist die Astronomie. Eine
zentrale Frage ist hier die Entstehung des Weltalls, wozu es viele verschiedene Theo-
rien gibt. Man kann eine Theorie bewerten, indem man geschitzte charakteristische
GroBen des realen Weltalls mit denjenigen vergleicht, die das nach der Theorie heute
existierende Weltall haben sollte. Weichen die Schitzungen dieser Gréfien zu sehr
voneinander ab, so ist das ein Hinweis darauf, dass die Theorie nicht zur Modellie-
rung der Entstehung des Weltalls geeignet ist.

Das Weltall wird hiufig durch das Punktmuster reprisentiert, das aus den Positio-
nen seiner Galaxien besteht. Man geht davon aus, dass es eine Realisierung eines
stationdren und isotropen Punktprozesses ist. Ein wichtiges Hilfsmittel zur Charak-
terisierung dieses Punktprozesses ist seine Produktdichtefunktion zweiter Ordnung
o3 (r). In der Astronomie ist man davon iiberzeugt, dass sie fiir kleine r proportional
zu r77 ist.

Der wahre Wert von <y ist unbekannt. Die in der Literatur dafiir angegebenen Schitz-
werte variieren zwischen 1 und 2. Die Schitzung von v basiert meistens auf ei-
ner Schitzung von o(?(r). Deshalb wurde in bisher versffentlichten Artikeln dazu
hauptséchlich darauf geachtet, einen moglichst genauen Schitzer dieser Funktion zu
entwickeln. Der Einfluss anderer Schritte bei der y-Schitzung blieben weitgehend im
Hintergrund. In diesem Kapitel wird deshalb die gesamte Schitzprozedur analysiert.

5.1 Grundlagen

Gegeben sei ein dreidimensionaler Punktprozess ®, dessen Produktdichtefunktion
0@ (r) fiir kleine r proportional zu 7~7 mit 0 < - ist

ru0-(2)°

mit einem geeigneten ry. (Die Dimension des Punktprozesses kann im Grunde be-
liebig gewdhlt werden. Da in den Anwendungen aber ausschlielich der dreidimen-
sionale Fall von Interesse ist, wird hier und auch im folgenden Kapitel nur dieser
betrachtet.)

Ausgehend von einer Schitzung von o(?(r) kann « durch doppelt logarithmische
lineare Regression bestimmt werden. Dazu sei die Funktion p definiert als

p: s—)ln(g(2)(es)), —~00 < § < 0,

was dquivalent ist zu
. p:lnr—In (g(z)(r)>, r > 0.
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Im Folgenden wird die zweite, intuitivere Darstellung benutzt.

Im gegebenen Fall ist p eine Gerade der Steigung —vy
ln o (r) = —ylnr + yInr,.

Mittels linearer Regression angewandt auf eine Schitzung von p erhilt man eine
Schitzung fiir .

Bemerkung:

Aus p®(r) = (—) " folgt v < d. Es ist némlich

oAy =2 Q%—T(—Q / (dbdrd'l)

(siehe Kapitel 2.1). Daraus folgt

,
K(r)= d—bf rdt™ ¢4 4.
A2 Jy
Da K(r) endlich ist, gilt dies auch fiir das Integral. Es muss also d — 1 — v > -1
und so v < d gelten.

5.2 Mittelwert von 3

Lineare Regression

Die lineare Regression basiert iiblicherweise auf Paaren (¢, z(t;)), wobei die ¢; inner-
halb eines geeigneten Intervalls [a,b] liegen. Dies fithrt zu einer relativ komplexen
Prozedur, weshalb hier jetzt vereinfachend angenommen wird, dass die #; nur die
Werte der zwei Intervallgrenzen annehmen, ¢; = a und ¢ = b. Man kann sie schrei-
ben als ¢, = r—¢ und t, = r+¢, wobei r der Mittelpunkt des Intervalls [a, b] ist. Die
lineare Regression ist dann dquivalent zur Bestimmung der Sekante um den Punkt
r
Aplinr) o Af_ flr+e)=jlr—g)

Ey(r) ~ B Alnr Ar 2¢e

Hierbei ist p(Inr) ein Schitzer von p(inr).

Im Einzelfall kann die Sekante (durch die Endpunkte des Intervalls) stark von der
auf vielen Punkten basierenden Regressionsgeraden abweichen. Es scheint aber of-
fensichtlich, dass sich die Steigung der Sekante und die der Regressionsgraden im
Mittel kaum voneinander unterscheiden.

62



Da die Sekantenbildung ein lineares Funktional ist, gilt

Ap(lnr)  AEp(Inr)
Alnr =~ Alnr

was ndherungsweise

EAﬁ(ln’r) _0Ep(lnr)  OEIn(3(r))
Alnr dlnr or

ergibt.

Es ist

o)

Eg(r)’

Die Entwicklung des zweiten Summanden in eine Taylorreihe (hierbei werden nur
die ersten beiden Terme beriicksichtigt) ergibt

alr) ( a(r) ) 1 ( alr) )2
Eln— =~ E —— =1 - -B| == -1
Eg(r) Eg(r) 2 \Eg(r)
1 o)
2varE§(r) .
Landy und Szalay (1993) haben gezeigt, dass die Varianz von g(r) /Eg(r) ein O-Term
der Ordnung 1/v4(W) ist. Das gleiche gilt auch fiir die restlichen Taylor-Glieder.
Man kann sie deshalb vernachlissigen und erhalt

Eln(3(r)) =In(Eg(r)) + Eln

~ r 0.
Ey(r) = E—b\(;jg;EQ(T)- (28)

Der o (r)-Schitzer

Zugrunde gelegt sei der o(® (r)-Schitzer

= "——-—T——(E Z# 1[r—h,r+h.} (iz - yl) >

z,yePNW

siehe Kapitel 3. Er lisst sich wegen seiner Einfachheit am leichtesten untersuchen.
Die meisten anderen Schitzer unterscheiden sich hiervon im wesentlichen durch eine
andere Randkorrektur. Diese wirkt sich aber fiir kleine r nur sehr schwach aus (siche
Kerscher 1999), weshalb die Ergebnisse dieses Kapitels angenihert auch fiir andere
Schitzer von dhnlicher Bauart gelten.

Der Erwartungswert von o(r) ist
r+h

Ep(r)

=53 0 (v)v?dv, (29)

{r—h)+
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-y
siehe (9) aus Kapitel 3.1.3. Im gegebenen Fall o@(r) = ( ;’o-) fiihrt (29) zu

r+h ‘
_ g - (r+ R — ((r = h)3)*"
Eglr) = 5/’1—073 / v v =1 2hr2(3 — ) )
(r=h)+

Die Ableitung nach r ergibt

8 v 2 L (r+h)FT = ((r—h) )T
E;Eg(r) = —;Eg(r) + 7 YA .
Insgesamt ergibt sich mit (28) also
2— _ —h 2—-
Bj(r) =2 - (3~ Lt T2 () (30)

(r+ )3T = ((r = h)3)*

Dieser Ausdruck hingt nicht von den absoluten Werten von r und h, sondern nur
von deren Verhéltnis ab. Um dies zu sehen sei ¢ = h/r. Dann folgt aus (30)
(1+9*7 - (1= g)4)* ™"
1+ = (1))

EY(r)=2-(3-7)

Ist g wesentlich kleiner als 1, lisst sich der letzte Quotient annihern durch

%%:(%) = lim((zo+ )% = (zo —€)%) /e
-g_)ﬂ(l)&/ ((:co + )P —(z — 5)/3)
. (zo+€)* = (zp — &)

e—0 (:L‘o -+ E)/S —(zo — 5)ﬁ

mitzp=1,a=2—-yund =3 —~. Bsist

@y, 2-4
@ =5y

und so 0
~ it
E =2~ (3—-v)—"
T =2~ (8 -7) 5=
Ist also £ klein im Vergleich zu r, so ist ¥ angenihert erwartungstreu und unabhingig
von 7.

Das gilt nicht fiir den umgekehrten Fall, wenn r im Vergleich mit A klein ist. Dann
liefert (28)

Z’Y‘

Eq(r)~2 - -2(3-7) ~ 2. (31)

Eine naive Schitzung von o(®)(r), bei der r beliebig klein wird, kann also ernsthafte
Fehler verursachen.
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In Kapitel 3.1.3 wurde die angepasste Bandweite h*(r) = min{h,r} entwickelt, um
gegeniiber einer konstanten Bandweite den Bias des o(2)(r)-Schitzers zu verringern.
Auch wenn hier eine andere Situation vorliegt, stellt sich die Frage, ob die angepas-
ste Bandweite auch in diesem Fall zu besseren Ergebnissen fihrt. Wird A*(r) als
Bandweite benutzt, so liefert (29)

(2r)3—7 _ 22"709 -1

333 —7)  3—v

E@(r) =

Die Ableitung nach r ergibt

O\ 22, -1
5, Belr) = T3

also nach (28)

E7(r) =1.
Obwohl der Einsatz von h*(r) gegeniiber dem einer hinreichend kleinen konstanten
Bandweite den Bias von p(r) erhchen kénnte, fithrt er zu einer y-Schitzung, die im
Mittel nicht schlechter ist als bei einer konstanten Bandweite.

5.3 Varianz von ¥

Die vorhergehenden Berechnungen haben gezeigt, dass sowohl die angepasste als
auch eine konstante Bandweite zu einem n3herungsweise erwartungstreuen ~y-Schat-
zer fithren. Neben der Erwartungstreue interessiert aber auch noch die Varianz der
v-Schétzer. Es wird jetzt gezeigt, dass die Schitzvarianz im Fall der angepassten
Bandweite gegeniiber einer konstanten zum Teil erheblich geringer ist.

Der Schitzer von o (r)

a(r) 5 3 lehesa (o)

T 4nr22hAw oA

z&hlt im Wesentlichen all solche Punktepaare, deren Zwischenpunktabstand im In-
tervall [r — h,r + h] liegt. Im Fall der angepassten Bandweite h*(r) = r ist dieses
Intervall viel gréfler als bei einer konstanten, da die konstante Bandweite A wesent-
lich kleiner als r sein miisste. (Nur dadurch wird die angeniherte Erwartungstreue
des «y-Schitzers gewahrleistet, vgl. Kapitel 5.2. Ansonsten kénnten gemi8 (31) star-
ke Abweichungen auftreten.) Deshalb umfasst die Schitzung unter Verwendung der
angepassten Bandweite mehr Punktepaare, was sowohl bei g(r) als auch bei ¥ zu
stabileren Ergebnissen fiihrer sollte.

Eine genauere analytische Untersuchung der Schitzvarianz ist sehr kompliziert. Es
wird hier darauf verzichtet und statt dessen mit Simulationsstudien gearbeitet. Ins-

gesamt wurde in iiber 3000 verschiedenen Ausgangssituationen iiberpriift, welche
der beiden Bandweiten zu einer geringeren Schitzvarianz fithrt. Es wurden dabei
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Punktprozesse zugrunde gelegt, deren Produktdichtefunktionen Pole unterschiedli-
cher Ordnung hatten, siehe 6.1 und 6.2. Die Lange und die Position des Regressions-
intervalls wurden ebenso variiert wie auch die Lange der konstanten Bandweite. Um
hierbei die (angeniherte) Erwartungstreue zu gewihrleisten, war A immer kleiner
als der kleinste Wert von 7, fiir den o{®)(r) geschitzt wurde.

Das Ergebnis dieser Studien ist eindeutig. In nahezu allen Fillen zeigte sich die
angepasste Bandweite der konstanten iiberlegen. Die Schitzvarianzen unterscheiden
sich in manchen Fallen sogar um ein vielfaches.

Die untenstehenden Tabellen dokumentieren dieses Ergebnis. Sie beinhalten die Va-
rianzen der y-Schitzung in Abhingigkeit der zugrundegelegten Regressionsinterval-
le fir unterschiedliche Bandweiten. Die Bandweite betrigt 0,01 (linke Tabelle), 0,1
(rechte Tabelle) oder ist angepasst (mittlere Tabelle).

Der in allen Fillen zugrundegelegte Punktprozess ist ein Neyman-Scott-Prozess.
Hierbeli ist

d(T) = O, 27'—0’41{0’1} (7‘)
und A, = 1. Die Anzahl der Tochterpunkte je Cluster ist Poissonverteilt mit Para-
meter Az = 5. Das Beobachtungsfenster ist ein Wiirfel der Kantenlinge 10.

_ Tmax _ Tmax
h=0011 5 03 04 05 =011 09 03 04 05
01 0,61 021 012 008 01 [ 0,06 0,04 004 003
o 02 232 055 024 ro 02 0,20 013 0.10
0.3 502 1,15 0.3 0,31 0,20
0.4 11,58 0.4 0,51
h ange- T'max
passt 02 03 04 05
0,1 [ 0,011 0,009 0,007 0,006
02 0,023 0,015 0,012
Tmin
0.3 0,036 0,021
0,4 0,041

Tabelle 1: Die Varianzen der v-Schitzung in Abhingigkeit der zugrundegelegten
Regressionsintervalle fiir unterschiedliche Bandweiten.

In allen hier aufgefithrten Fallen wird die Schitzvarianz durch eine angepasste Band-
weite gegeniiber der konstanten verringert.
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6 Modelle fiir Clusterpunktprozesse

Bei analytischen Untersuchungen, die mit Punktprozessen zusammenhingen, st68t
man haufig auf grofe Probleme. Alternativ zur analytischen Herangehensweise kénnen
die gegebenen Fragestellungen auch basierend auf Simulationsstudien durchgefiihrt
werden. Damit es dabei zu glaubhaften Aussagen kommen kann, werden geeignete
und hinreichend variable Punktprozesse benétigt.

Im letzten Kapitel wurde ein dreidimensionaler Punktprozess zugrunde gelegt, des-
sen Produktdichtefunktion fiir kleine 7 von der Form

0D (r) = (%) 7 (32)

ist. Zum testen des dort untersuchten y-Schitzers werden also Punktprozesse be-
nétigt, deren Produktdichtefunktion von der Form (32) ist. Da (32) nur fiir kleine
r gelten muB, reicht es auch schon aus, wenn die Produktdichtefunktion einen Pol
an der Stelle r = 0 hat. Hat der Pol die Ordnung -, so kann man davon ausgehen,
dass sich o (r) fiir kleine r ungefihr proportional zu r~7 verhilt. Einige solcher
Punktprozesse, deren Produktdichtefunktionen einen Pol haben, werden im Folgen-
den vorgestellt.

6.1 Punktfeldmodelle

Buryak und Doroshkevich

Buryak und Doroshkevich (1996) filhrten einen Clusterprozess ein, dessen Cluster
sich auf zuféllig orientierten Geraden befinden. Die Cluster-Punkte bilden einen
eindimensionalen Poissonprozess auf den Geraden. Die zugehérige Produktdichte-
funktion hat einen Pol der Ordnung v = 2.

Weygaert und Icke

Weygaert und Icke (1987) und (1989) schlagen den Punktprozess vor, der aus den
Ecken eines Poisson-Voronoi-Mosaiks gebildet wird. Ihre Annahme, dass auch hier
7 = 2 gilt, wurde von Heinrich et al. (1998) bewiesen.

Zwei-Punkt-Cluster

Ein weitaus einfacherer Punktprozess erscheint in Stoyan (1994). Die Punkte eines
homogenen Poissonprozesses der Intensitdt ), bilden die Mittelpunkte von Clustern.
Jedes Cluster besteht aus zwei Punkten. Die Produktdichtefunktion ist

- g(2)(7,) - /\2 (l + f(r) ) ,

8w Apr?
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wobei f(r) die Dichtefunktion des Abstandes der zwei Clusterpunkte ist. Die Ord-
nung des Pols von ¢(®(r) hingt vom asymptotischen Verhalten von f(r) fir r — 0
ab. Verhdlt sich f(r) fiir kleine r wie 7%, so ist v = 2 — o. Eine geeignete Wahl von
f(r) fihrt also zu jedem beliebigen vy zwischen 0 und 3.

Erneuerungsprozess auf Graden

Eine Verallgemeinerung des Punktprozesses von Buryak und Doroshkevich fiithrt zu
einem weiteren Punktprozess mit beliebig wihlbarem . Wieder befinden sich die
Clusterpunkte auf zufillig orientierten Geraden. Diesmal bilden sie jedoch keinen
Poisson- sondern einen Erneuerungsprozess (d.h. unabhingige und identisch ver-
teilte Abstdnde zwischen den Punkten) mit Gamma-verteilten Zuwichsen, d. h. die
Dichtefunktion der Zwischenpunktabstinde ist

fir)= f—@-)—rp lemer p>o0.
Die Produktdichtefunktion dieses Prozesses hat einen Pol der Ordnung 3 — p. Der
Fall p = 1 ist dquivalent zu der Dichtefunktion der Exponentialverteilung und fiihrt
zu einem eindimensionalen Poissonprozess, also zum Punktprozess von Buryak und
Doroshkevich.

Neyman-Scott-Prozesse

Eine variable Klasse von Punktprozessen, deren Produktdichtefunktionen Pole von
beliebiger Ordnung haben kénnen, bilden die N eyman-Scott-Prozesse, sieche Kapitel

2.1. Hier gilt
(2) () — )2 f(r)
o (r)y=2A (l + i)

Wird die Clustergeometrie und somit f(r) geeignet gewihlt, so kénnen Pole von
beliebiger Ordnung erreicht werden.

Es kann allerdings sehr kompliziert sein, ausgehend von einer Clustergeometrie die
zugehdrige f(r)-Funktion oder auch nur ihr asymptotisches Verhalten zu bestimmen,
siehe Kapitel 2.3. Letzteres wird im nichsten Kapitel vollstindig beantwortet fiir
Neyman-Scott-Prozesse beliebiger Ordnung mit dreidimensionalen Clustern.

6.2 Stoérung
6.2.1 Das Grundprinzip

Der Ausgangspunkt sei hier zunichst ein dreidimensionaler Neyman-Scott-Prozess,
bei dem das asymptotische Verhalten der Produktdichtefunktion als bekannt vor-
ausgesetzt wird. Spéter wird dann auch gezeigt, wie dieses asymptotische Verhalten
ausgehend von der d(r)-Funktion berechnet werden kann.
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Es wird im Folgenden untersucht, welchen Effekt eine zufillige Stérung der Punkte
auf die Ordnung eines vorhandenen Pols der Produktdichtefunktion hat. Unter der
Stérung ist hier eine zuféllige Verschiebung zu verstehen. Die Linge der Verschiebung
sei nach einer Dichtefunktion d*(r) verteilt, die Orientierung des Verschiebungsvek-
tors sei gleichverteilt auf der Einheitssphére.
Die Stérung verindert die Verteilung des Abstandes zwischer: den Punkten eines Clu-
sters. Sei f*(r) die der f(r)-Funktion entsprechende Dichtefunktion des Abstandes
zweier Punkte desselben Clusters nach der Stérung. Fiir die Produktdichtefunktion
des Prozesses nach der Stérung gilt dann
%) — \2 fr(r)

o (r)=2A (1 + __———dbdrd‘l)\p .
Ist das asymptotische Verhalten von f*(r) bekannt, so ergibt sich daraus auch das
von o™ (r).

6.2.2 Asymptotisches Verhalten nach der Verwacklung

Gegeben sei also ein dreidimensionaler Neyman-Scott-Prozess, dessen Produktdich-
tefunktion einen Pol der Ordnung v hat mit 0 < 4 < 3. Dann ist f(r) asymptotisch

dquivalent zu r2~7
flr) =77 = liné fr)/r* =c
r—r

mit einer geeigneten Konstante ¢. Weiterhin sei auch fiir die Stérungsdichtefunktion
d*(r) ein bestimmtes asymptotisches Verhalten vorausgesetzt

d&(r)y=<r®

mit a > —1.

Zunichst sei angenommen, dass jedes Cluster zwei Punkte enthalte und das nur
einer von ihnen gestért wird. (In einem zweiten Schritt ist dann die Anzahl der
Punkte je Cluster zufillig und alle Punkte werden gestort.) Die Verteilungsfunktion
des Abstandes der zwei Punkte betragt

) = / / f(x)d*(z)é%;’zz—éﬁdxdz, (33)

—00 —00

wobei A(z;z;r) der Oberflicheninhalt des Schnitts einer Kugel vom Radius r mit
einer Sphire vom Radius z ist, deren Mittelpunkte den Abstand z haben

4722, s<L<Tr—2,7r>2
Alzizr)=q Z(rP-(z-2)?), jr—2z|<z<r+z .
0, "~ sonst
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Alx:zr)

Abbildung 10: Demonstration der GréSe A(z;z;r) im zweidimensionalen Fall.

Es ist relativ schwierig, das Integral (33) zu losen, siehe Anhang. Das Ergebnis ist,
dass f*(r) asymptotisch dquivalent ist zu r>~77%, d.h., die Ordnung des Pols von
o7 (r) ist nach der Stérung v — (a+ 1). Sie hat sich also verringert (da a+1 > 0).

Sei nun die Anzahl der Tochterpunkte je Cluster beliebig und seien alle Punkte von
der Stérung betroffen. Da die Tochterpunkte unabhingig sind, ist diese Situation im
Grunde identisch mit der vorherigen. Es muss nur f(r) < r277 durch f(r) x r3-7+
ausgetauscht werden (letzteres ist die resultierende Dichtefunktion f*(r) nach der
Storung des ersten Punktes). Es folgt unmittelbar

f*(T) = ,,,4—7+2a

was einem Pol der Produktdichtefunktion von der Ordnung v — 2(c + 1) entspricht.

6.2.3 Neyman-Scott-Prozesse hSherer Ordnung

Mit Hilfe der gewonnenen Resultate lassen sich auch die f(r)-Funktionen von Ney-
man-Scott-Prozessen n-ter Ordnung berechnen. Das sind Punktprozesse, -die wie
Neyman-Scott-Prozesse gebildet werden, nur dass die Elternpunkte statt eines Pois-
sonprozesses einen Neyman-Scott-Prozess n — 1-ter Ordnung bilden. In diesem Sinn
ist der Poissonprozess ein Neyman-Scott-Prozess 0-ter Ordnung.

Neyman-Scott-Prozess erster Ordnung

Gegeben sei zunidchst ein Neyman-Scott-Prozess erster Ordnung ® mit d(r) < r.
Zur Bestimmung der f(r)-Funktion wird dieser Prozess mit einem im Folgenden
beschriebenen Prozess ¥ verglichen. Dieser geht aus einer Stérung des Zwei-Punkt-
Cluster-Prozesses hervor, siche Kapitel 6.1.

Bei ¥ bestehe jedes Cluster aus zwei Punkten. Der Abstand zwischen den Punkten
vor der Stérung sei nach d(r) verteilt. Die Stérung werde bei jedem Cluster bei
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jeweils einem der beiden Punkte gemi8 d(r) durchgefithrt, was entsprechend dem
vorherigen Kapitel zu der neuen Dichtefunktion des Abstandes zwischen den beiden
Punkten

f: ( 'I‘) — 7,1-1'-2&
fithrt.
Der folgende Vergleich macht deutlich, dass die Verteilungen des Abstandes zweier
Clusterpunkte (desselben Clusters) bei beiden Punktprozessen ¢ und ¥ identisch
sind. Seien dazu ze und yg zwei Punkte aus @ und ep ihr gemeinsamer Eltern-
punkt. Auflerdem seien zy und yy die zwei Punkte eines Clusters aus ¥, wobei yg
durch Stérung aus y}, hervorgegangen ist. Identifiziert man nun zs, ep und yg der
Reihe nach mit zy, yy und yy, so wird klar, dass die entsprechenden Zwischen-
punktabstinde in beiden Gruppen identisch verteilt sind. Es gilt also auch fiir @

flr) < riv2e,

Damit ist es also nun mdglich, ausgehend von der d(r)-Funktion, das asymptotische
Verhalten von f(r) zu bestimmen.

Neyman-Scott-Prozess n-ter Ordnung

Den gleichen Gedankengang kann man auch auf Neyman-Scott-Prozesse hoherer
Ordnung iibertragen. Gegeben sei nun also ein Neyman-Scott-Prozess n-ter Ord-
nung. Die Tochterpunkte n-ter Ordnung seien gemé8 der Dichtefunktion d(r) =< r®
um die jeweiligen Elternpunkte n-ter Ordnung (oder Tochterpunkte (n —1)-ter Ord-
nung) verteilt. Der Abstand zweier Elternpunkte n-ter Ordnung, die demselben
Poisson-Eltern-Punkt erster Ordnung entstammen, sei gemafi der Dichtefunktion
fa-1(r) < r277 verteilt (die Produktdichtefunktion des Elternprozesses n-ter Ord-
nung hat also einen Pol der Ordnung «).

Es werden nun zwei Tochterpunkte n-ter Ordnung desselben Primérclusters betrach-
tet, d. h. beide Punkte sind Tochterpunkte n-ter Ordnung desselben Elternpunktes
erster Ordnung. Die Verteilungsfunktion des Abstandes zwischen den beiden Punk-
ten setzt sich additiv:aus zwei Teilen zusammen

F(r) = pgFy(r) + puFulr). (34)

Hierbei ist p, die Wahrscheinlichkeit, dass beide Punkte demselben Elternpunkt n-
ter Ordnung entstammen und Fy(r) die zugehdrige Verteilungsfunktion des Abstan-
des zweier solcher Punkte. p, = 1—p, und F,(r) sind die entsprechenden GréSen fiir
den Fall, dass beide Tochterpunkte unterschiedlichen Elternpunkten n-ter Ordnung

entstammen.
Aus (34) folgt fiir die entsprechenden Dichtefunktionen

‘ flr)= pgfg("') + pufulr). (35)
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Abbildung 11: Geometrie eines Neyman-Scott-Prozesses zweiter Ordnung.

Entsprechend den obigen Uberlegungen fiir Neyman-Scott-Prozesse erster Ordnung
gilt

folr) < rit2e,
AuBerdem folgt aus dem vorherigen Kapitel

fulr) = 4132,

Der beziiglich der Asymptotik bestimmende Faktor in (35) ist demnach fy(r), da
immer 1 +2a < 4 — v + 2a. Es ist also

flr) = rive,

was zu einem Pol der Produktdichtefunktion der Ordnung 1-2¢« fithrt. Offensichtlich
hingt die Asymptotik von o(®(r) bei einem Neyman-Scott-Prozess n-ter Ordnung
also nur von der Bildung der letzten Tochterpunkt-Generation ab.

Anbhang

Hier wird das asymptotische Verhalten von f*(r) fir r — 0 bestimmt. Ausgangs-
punkt ist das Integral (33)

F*(r) = ]o /oof(m)d*(z)—Af;—;;r—)dmdz,

wobel f(r) < r?~7 und d*(r) < r* mit y < 3 und & > —1.

Man kann auf elementare Weise zeigen, dass das asymptotische Verhalten von F*(r)
nicht von der speziellen Form von f(r) und d*(r) abhdngen. Die Rechnungen werden
deshalb nur fiir den Fall f(r) = 72771y 3y(r) und d*(r) = r*1y,)(r) durchgefiihrt.
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Es ist fiir hinreichend kleine r
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v TER=-7(a) 2onia
2(2 — ) I‘(3-—’y+a)'
r (1-7)3

23 -7y,1-a,4—7v,1-1/r)r 170

T 22-7v) 3—4
7.3—7+a 1 2

. — — .

T3 (4—7 2 )

Hier ist 2 F1(-) die Gauss’sche Hypergeometrische Funktion (siehe [18]). Es ist

I‘(l-i—aEI‘('y-—?—-a? a o _ <0
2Py -2,0,1+e,-1/r) = { Fly-2 " T

g2 2—y+a>0"

Td=7l{y—2—a} 3—y

—%Tlmr—ﬂ" 2—-v+a<0
2Fi3-v1l-0od4—7v1-1/r) = { i °‘)3_1_r K a5 >0

. (2—7+a)zl—r)1‘°‘ r - +a =

Ist 2 -+ a < 0, so sind alle Terme asymptotisch dquivalent zu r3~7+®, Im Fall
2 — v+a > 0 heben sich alle asymptotisch linearen Terme gegenseitig auf. Insgesamt
gilt in jedem Fall #

FH(r) < r3rre,
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