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Einleitung

Das spinlose Falicov-Kimball-Modell (FKM) ist eines der einfachsten Modelle fiir kor-
relierte Festkorperelektronen. Im Laufe seiner Entwicklung hat es sich iiber sein Dasein
als ,statischer Grenzfall“ des Hubbard-Modells hinaus einen eigensténdigen Platz in der
Festkorpertheorie erworben. Spétestens seit der Entdeckung langreichweitiger Ordnung
im Grundzustand des FKM weifs man, daf dieses Modell nichttriviale quantenmechani-
sche Vielteilcheneffekte hervorbringen kann. Zudem hat es sich als flexibel und vielseitig
in seiner Interpretation erwiesen.

Die vorliegende Arbeit erweitert das spinlose FKM um ein physikalisch realistisches f-f-
Hopping und macht es damit zu einem echten Zwei-Bander-Modell. Im Mittelpunkt der
Betrachtungen stehen Ordnungsphénomene wie Ladungsdichtewellen (charge density wa-
ves, kurz: CDW) und spontane elektrische Polarisation, die fiir den Grenzfall schwa-
cher Wechselwirkung simultan untersucht werden. Dabei wird sich herausstellen, dafs das
erweiterte FKM bereits fiir kleine Wechselwirkung ein vielgestaltiges Phasendiagramm
besitzt. Man findet inhomogene CDW-Phasen, ferroelektrische und sogar antiferroelektri-
sche Phasen. Das Phasendiagramm enthalt aber auch Valenziberginge und Halbmetall-
Isolator-Uberginge, wobei sowohl Bandisolator-Bereiche als auch exzitonische Isolator-
phasen auftreten. Die treibende Kraft fiir all diese Erscheinungen ist hierbei stets die
lokale Abstoftung zwischen den Elektronen.

Mit der Elektronenkorrelation steht und féllt aber nicht nur die Vielfalt der beschreibbaren
Phanomene speziell im FKM, sondern in der Bandtheorie im allgemeinen. Es ist auch noch
gar nicht lange her, dafs zum Beispiel die Moglichkeit einer rein elektronischen Ferroelek-
trizitit (EFE) und einer Bose-Einstein-Kondensation von Exzitonen (BEC) iiberhaupt
mit dem Falicov-Kimball-Modell in Verbindung gebracht wurde, und moglicherweise wird
das erweiterte FKM, ergénzt um einen Elektronenspin, eines Tages dem Hubbard-Modell
als Theorie zur Beschreibung von Hochtemperatur-Supraleitung Konkurrenz machen. Auf
Parallelen zur BCS-Theorie ist vermehrt in der Vergangenheit hingewiesen worden; auf
diesen Aspekt wird ebenfalls im Verlaufe dieser Arbeit eingegangen.

Doch zunéchst sollen der historische Weg des (einfachen) FKM und seine Verkniipfungen
mit verschiedenen Entwicklungen in der Theorie der Festkorperelektronen nachvollzogen
werden, bis schliefslich die vorliegende Arbeit eingebettet und motiviert wird.

An dieser Stelle mochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. G. Czycholl fir die interessante
Aufgabenstellung und die gute Zusammenarbeit bedanken. Auferdem gilt mein Dank Herrn
Dr. F. Anders fiir anregende Diskussionen, und Herrn C. Grenzebach, der mir stets mit
Rat und Tat zur Seite stand.



Die Wege der Forschung sind nichtlinear. Manches wurde durch
analytisches Vorgehen entdeckt, anderes nur durch Zufall. Fiir ihren
Fortgang ist vor allem aber eines wichtig: die Zusammenarbeit der
Menschen, die sie betreiben. So lange einer nichts vom anderen
weif, wird das Rad immer wieder neu erfunden.
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1 Ursprung und Entwicklung des FKM:
Die Bedeutung der Elektronenkorrelationen

1.1 Metall-Isolator-Uberginge — ein historischer Riickblick

Die Frage nach den physikalischen Ursachen, die ein Material zu einem Metall oder einem
Isolator machen, gehort zu den &ltesten der Festkorpertheorie. Schon bald nach Einfiih-
rung der Quantenmechanik begriindeten Ende der zwanziger Jahre des vorigen Jahrhun-
derts Bethe (1928), Sommerfeld (1928) und Bloch (1929) die Bandtheorie fiir Festkor-
perelektronen. Dabei fanden sie heraus, daf allein die Anwesenheit einer periodischen
Gitterstruktur der Kristallatome geniigt, um die atomaren Energieniveaus der Elektronen
in Béander aufzuspalten. Der grundlegende Unterschied zwischen einem Isolator und ei-
nem Metall konnte in der nicht-korrelierten Bandtheorie zum ersten Mal schliissig erklart
werden. Demnach liegt die Fermi-Energie bei Isolatoren gerade in der Bandliicke zwischen
dem hochsten gefiillten und dem dariiberliegenden Band (Valenz- und Leitungsband). Das
Valenzband ist vollstandig besetzt, so dals die Elektronen keine Moglichkeit mehr haben,
sich frei durch den Kristall zu bewegen. Bei Metallen hingegen liegt die Fermi-Energie
gerade innerhalb des Leitungsbandes, so dal es teilweise gefiillt ist. Damit pragten die
Erfinder der Bandtheorie das Bild, welches spéter die Grundlage fiir die Erklarung von
Ubergéingen zwischen diesen beiden Phasen bilden sollte.

In den frithen dreifiger Jahren dehnten Wilson (1931) und Fowler (1933a,b) die Bandtheo-
rie auf Halbleiter aus. Am Temperaturnullpunkt entspricht ein Halbleiter gerade einem
I[solator mit kleiner Bandliicke; erhoht man die Temperatur, so werden Elektronen ins Lei-
tungsband angeregt und konnen auf diese Weise zur Leitfahigkeit beitragen. Gleichzeitig
werden mit zunehmender Temperatur aber auch thermische Schwingungen erzeugt, die
die Beweglichkeit der Elektronen ddmpfen. Die Konkurrenz dieser beiden Effekte bewirkt
das typische Temperaturverhalten der Leitfadhigkeit beim Halbleiter.

Die unkorrelierte Bandtheorie erwies sich als sehr erfolgreich in der Einteilung von Mate-
rialien in Metalle, Isolatoren und Halbleiter, doch schon 1937 wiesen de Boer und Verwey
darauf hin, daR viele Ubergangsmetalloxide trotz teilgefiillter d-Bénder schlechte Leiter
oder gar Isolatoren sind (vgl. de Boer und Verwey, 1937). Als prominentes Beispiel diente
ihnen dabei NiO. Als einer der ersten duferte Peierls im gleichen Jahr die Vermutung, daf
die bisher vernachléssigten Korrelationen zwischen den Elektronen (Coulomb-Abstofung)
eine Ursache fiir das isolierende Verhalten sein konnte (vgl. Peierls, 1937).

Uberdies hatte man in Experimenten festgestellt, daf sich so manches Metall bei tiefen
Temperaturen in einen Isolator verwandelt, wobei der Widerstand zum Teil um vielfache
Grofenordnungen ansteigt. Dabei wurden sowohl sprunghafte Phaseniibergénge 1. Ord-
nung als auch kontinuierliche Phaseniibergénge 2. Ordnung der Leitfahigkeit mit der Tem-
peratur beobachtet. Es stellten sich also zwei zentrale Fragen an die Bandtheorie:
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1. Wie kann ein Material mit teilgefiilltem Band ein Isolator sein?

2. Welche Mechanismen innerhalb des Kristalls sind fiir einen Metall-Isolator-Ubergang
verantwortlich?

Diese ungeklarten Probleme nahm N. F. Mott zum Anlafs, sich ndher mit dem Einflufs der
Elektron-Elektron-Wechselwirkung auseinanderzusetzen (Mott, 1949, 1956, 1961). Mott
legte ein kubisches Kristallgitter aus Ein-Elektron-Atomen mit einer Gitterkonstanten
d zugrunde und zeigte, dalt Elektronen-Korrelationen nichtleitende Zustéinde produzie-
ren konnen, vorausgesetzt, dafs die Gitterkonstante oberhalb eines kritischen Wertes d
liegt. Einen solchen, durch starke elektronische Wechselwirkungen induzierten Isolator
nennt man ,, Mott-Isolator*. Dieser Argumentation folgend sagte er einen diskontinuier-
lichen Phaseniibergang 1. Ordnung an der kritischen Gitterkonstanten dy voraus. Ein
solcher Phaseniibergang konnte z. B. durch &ufseren Druck auf das Gitter hervorgerufen
werden. Motts grundlegende Arbeiten von 1949 bis 1961 bilden den Ausgangspunkt der
Entwicklung korrelierter Elektronenmodelle, wie wir sie heute kennen.

Dazu gehort auch das Falicov-Kimball-Modell, welches in einer erweiterten Form Gegen-
stand der vorliegenden Arbeit ist. Das Schaubild auf der néchsten Seite zeigt eine aus-
gewihlte Historie zur Theoriebildung bei Metall-Isolator-Ubergéingen, in die das Falicov-
Kimball-Modell eingebettet wird.

Was macht die historische Entwicklung der Metall-Isolator-Ubergéinge so interessant fiir
die vorliegende Arbeit? Um diese berechtigte Frage zu beantworten, lohnt sich ein Blick
auf die Situation Ende der sechziger Jahre, jene Zeit, als Falicov und Kimball ihr Modell
prasentierten.

Neben Motts Idee hatten sich weitere Erklarungsansitze fiir Metall-Isolator-Ubergéinge
entwickelt, die ohne die Annahme elektronischer Korrelationen auskamen. Da war zu-
néchst die Bandiberlapp-Theorie, die eine temperaturabhéngige Bandstruktur annahm:
Bei hoheren Temperaturen iiberlappen Valenz- und Leitungsband; bei tiefen Temperatu-
ren verschieben sich die Bénder, so daf eine Bandliicke entsteht. Ein solcher Isolator ist
auch unter dem Namen ,, Bandisolator® bekannt.

Des weiteren gab es die Kristallstruktur- Theorie, die u.a. von Adler fiir Ubergangsme-
talloxide und -sulfide favorisiert wurde (vgl. Adler, 1968). Nachweislich verdndern die
Kristalle einiger dieser Verbindungen ihre Struktur, wenn die Temperatur herunterge-
fahren wird. Solche Strukturiberginge konnen durch Symmetriereduktion oder Erhohung
der Anzahl der Molekiile pro Einheitszelle zu Energieliicken in den Zustandsdichten fiih-
ren. Eine Verformung des Gitters, so Adler, wire immer dann energisch giinstiger, wenn
die Bandbreite des urspriinglichen, teilgefiillten Bandes kleiner als die entstehende Ener-
gieliicke wire. Experimentell sollte ein strukturgetriebener Metall-Isolator-Ubergang als
Phaseniibergang 1. Ordnung zu erkennen sein. Adler und auch Mott wiesen allerdings
darauf hin, daR ein solcher Ubergang sekundire Begleiterscheinung eines grundlegende-
ren Mechanismus sein konnte — wie eben z.B. der elektronischen Korrelationen e? /712
(,,chicken-or-egg-question®, vgl. Seite 16).
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Schaubild: Historie der Metall-Isolator-Ubergéinge

Bethe (1928), Sommerfeld (1928), Bloch (1929):
Entwicklung der Bandtheorie fiir Metalle

[ Wilson (1931), Fowler (1933): }

Ausdehnung der Bandtheorie auf Halbleiter und Isolatoren

Mott (1949, 1956, 1961):
Einfihrung der Elektron-Elektron-Wechselwirkung
~Mott-Isolator*, ,Mott-Ubergang*

Hubbard (1963/64): Slater (1951):
Modell fiir antiferromagnetische
schmale Bander Ordnung
. 7
4 5 K {
Kohn, Rice, Jerome “ ’

(1967): . N Adler (1967):
exzitonischer Isolator . " Krlstallstrt'lktur—
(BCS-artige Theorie) . 'I The.orle

. | y :
- Falicov und Kimball (1969/70): .
: Korreliertes Modell fiir :

me=- Metall-Isolator-Ubergénge Emm——
in Ubergangsmetalloxiden, -sulfiden etc.
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Bei manchen der Metall-Isolator-Ubergiinge fillt die Ubergangstemperatur mit der Néel-
Temperatur der betreffenden Substanz zusammen, wie es z. B. in NiS beobachtet wurde.
Diese Koinzidenz von elektrischem und magnetischem Verhalten veranlaftte Slater, die-
se Art Metall-Isolator-Ubergéinge auf antiferromagnetische Ordnung zuriickzufiihren (vgl.
Slater, 1951). Denn antiferromagnetische Ordnung kann den zum Kristallstrukturiiber-
gang dhnlichen Effekt hervorrufen, dafs sich die Gitterperiodizitit (beziiglich der magne-
tischen Einheitszellen) verdoppelt. Im Experiment sollte sich ein solcher Metall-Isolator-
Ubergang neben der genannten Koinzidenz als kontinuierlicher Phaseniibergang 2. Ord-
nung bemerkbar machen. Damit bei tiefen Temperaturen auch tatséchlich eine isolierende
Phase entsteht, muf der metallische Zustand dafiir allerdings ein exakt halbgefiilltes Band
aufweisen.

Motts Ideen wurden erst Anfang der sechziger Jahre von Theoretikern aufgegriffen: Kohn
bewies 1964 formal, dafk ein Ein-Elektronen-Kristall im Grenzfall grofter Gitterkonstanten
tatsichlich nichtleitend ist (Kohn, 1964); Kemeny und Gutzwiller machten sich Gedanken
dariiber, wie ein Mott-Ubergang zustandekommen kénnte (Kemeny, 1964; Gutzwiller,
1965); und last but not least entwickelte Hubbard 1963/64 sein prominentes Hubbard-
Modell fiir den Grenzfall schmaler Bander, indem er die eigentlich langreichweitige Cou-
lomb-Wechselwirkung auf eine deltaartige Abstoffung U von Elektronen am gleichen Git-
terplatz reduzierte (Hubbard, 1964). Hubbards Berechnungen fiir ein s-artiges Band er-
gaben, dafs sich das s-Band im atomaren Limit (d.h. fiir geniigend schmale Bandbreite)
bei starker Wechselwirkung in zwei Subbénder aufspaltet, die durch eine Energieliicke der
Grofsenordnung U getrennt sind. Im Fall halber Fiillung (ein Elektron pro Atom) ist das
untere Band bei T = 0 vollstéandig gefiillt, wihrend das obere Band leer bleibt. Erhcht
man das Verhéltnis von der Bandbreite zur Wechselwirkung, so schliefit sich die Liik-
ke allméhlich und die Bénder iiberlappen. Damit konnte Hubbard einen kontinuierlichen
Metall-Isolator-Ubergang 2. Ordnung beschreiben, den sog. ,, Mott- Hubbard- Ubergang“.

Ebenfalls basierend auf einer von Motts Grundideen entwickelten schlieftlich Keldysh und
Kopaev eine verfeinerte Version des Mott-Ubergangs. Mott selbst hatte bereits 1961 dar-
auf hingewiesen, daf sich in der Nihe des Ubergangspunktes, wenn gerade nur ein paar
Elektronen beginnen, das Leitungsband zu bevilkern, Elektronen und Locher aufgrund
der gegenseitigen Coulomb-Anziehung zu Exzitonen paaren kénnen (Mott, 1961). Ab ei-
ner kritischen Ladungstragerdichte nehmen Abschirmungseffekte iiberhand, und die ex-
zitonischen Zustdnde werden zugunsten einer halbmetallischen Phase aufgegeben. Auf
der anderen Seite des Ubergangspunktes, der halbleitenden Phase, kénnte sich #hnliches
abspielen, wie R. S. Knox bemerkte (vgl. Knox, 1963). Wiirde die Energieliicke kleiner
als die exzitonische Bindungsenergie, so kénnte die spontane Bildung von Exzitonen als
Grundzustand gegeniiber dem halbleitenden Zustand energetisch bevorzugt sein. Gleich,
von welcher Richtung man sich dem Ubergangspunkt niherte, erhielte man also isolie-
rende Zwischenphasen — denn ein an ein Loch gekoppeltes Elektron kann sich nicht im
Leitungsband fortbewegen und somit auch nicht zur Leitfdhigkeit beitragen. Diese neue
Zwischenphase wurde ,,ezzitonischer Isolator® getauft, und Jérome, Rice und Kohn ent-
wickelten 1967 eine BCS-artige Theorie zu deren Beschreibung.
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Angesichts dieser Vielfalt an Modellen wird die Komplexitdt des Phéanomens ,Metall-
Isolator-Ubergang” offenbar, oder, wie es Mott in seinem Eréffnungspaper zur Internatio-
nal Conference on the Metal-Nonmetal-Transition im Jahre 1968 ausdriickte:

»The time is certainly ripe for a conference on the subject.

Als Falicov und Kimball im Nachgang dieser Konferenz ein Jahr spéter ihr eigenes Modell
fiir Metall-Isolator-Ubergéinge verdffentlichten, ahnten sie nicht, daf ihr Modell — redu-
ziert auf den Fall zweier Bénder — gerade ein Spezialfall des Hubbard-Modells sein wiirde,
sowohl Mott- als auch Bandisolatoren beschreiben kénnte, und mehr noch, in seiner noch
vorzustellenden erweiterten Form auch gerade den Zustand produzieren konnte, den sie
selbst ausgeschlossen hatten: den exzitonischen Isolator, als ferroelektrische ebenso wie
als antiferroelektrische Phase. Ergénzt man das Modell noch wieder um einen Spin, so
kann man moglicherweise auch antiferromagnetische Ordnung erzeugen. Fast scheint es,
als vereinigten sich all die Ende der sechziger Jahre diskutierten Theorien im erweiterten
Falicov-Kimball-Modell — abgesehen von den Kristallstrukturiibergéngen. Und so, wie die
Einfiihrung der Elektronenkorrelationen in die Bandtheorie iiberhaupt eine wichtige Rol-
le spielte, wird die (lokale) Coulomb-Abstofsung auch im erweiterten FKM die treibende
Kraft fiir saimtliche Phaseniibergénge sein.

1.2 Der Beitrag von Falicov und Kimball

Eine Klasse von Materialien bot besonders viel Diskussionsstoff auf der International
Conference on the Metal-Nonmetal Transition von 1968: die Ubergangsmetalloxide und
-sulfide. Unter ihnen fand man sowohl sehr gute elektrische Leiter (z. B. TiO, ReOg, CrO;)
als auch Isolatoren (z. B. MnO, CoO). Hinzu kam eine grofse Gruppe von Materialien, bei
denen temperaturabhiingige Metall-Isolator-Ubergiinge gemessen wurden. Dabei beob-
achtete man ebenso Phaseniibergénge 1. Ordnung (z.B. Fe;O,, NbO,, V,03) wie Pha-
sentibergénge 2. Ordnung (Ti,O5). Auch bei den magnetischen Eigenschaften fand man
eine ungewohnliche Vielfalt, es gab Ferromagnete (CrO,), Antiferromagnete (Fe,Os, FeO,
Cr,03) und Ferrimagnete (MnzOy,).

Adler klassifizierte die Ubergangsmetalloxide und -sulfide zusammenfassend nach der Brei-
te ihrer d-Béander in der Néhe der Fermi-Energie. Demnach sind Verbindungen mit breiten
d-Béndern gute Metalle und solche mit schmalen d-Bandern Isolatoren. Materialien mit
mittlerer d-Bandbreite tendieren zu Halbleiter-Metall-Ubergéingen, wenn die Temperatur
erhoht wird. In seinem Review (Adler, 1968) stellte er auferdem die damals géngigen
Modelle zur Beschreibung von Metall-Isolator-Ubergéingen vor und diskutierte ihre An-
wendbarkeit auf die jeweiligen Materialgruppen. Dabei ging es vorrangig um die Frage,
welche Mechanismen im Kristall zur Bildung einer Bandliicke (und damit zur Entstehung
eines Isolators oder Halbleiters) bei tiefen Temperaturen fithren konnten. Diese Modelle
wurden bereits im vorigen Abschnitt kurz vorgestellt. Fiir die meisten der Ubergangsme-
talloxide und -sulfide, so argumentierte Adler, sei eine Kombination aus Verdnderungen
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der Kristallstruktur und Antiferromagnetismus zu bevorzugen. In der anschliefenden Dis-
kussion seines Beitrags machte er deutlich, daf er elektronische Effekte fiir die Ursache
beider Phianomene hélt. Interessant ist in diesem Zusammenhang noch eine allgemeine
Bemerkung Kohns (im Rahmen derselben Diskussion) tiber die Unterscheidbarkeit von
Ursache und Wirkung im Kristallgitter, oder, wie Kohn es selbst formulierte, iiber die
,chicken-or-egg“-Frage. Manchmal kénne man das Huhn vom Ei unterscheiden, und wenn
tatséchlich die elektronische Struktur fiir einen Kristallstrukturiibergang (also eine Ver-
dnderung der Gleichgewichtslage der Gitterionen) verantwortlich wére, so wiirde man dies
im Experiment an dem Verhalten der Phononenfrequenzen erkennen: Keine phononische
Frequenz ginge auf Null zuriick.

Falicov und Kimball waren unzufrieden mit der damaligen Erklarungslage fiir Ubergangs-
metalloxide und -sulfide. IThre Hauptkritik an allen bisherigen Modellen war, dafs sich
jedes nur auf einen Teil einer ansonsten homogenen“ Klasse von Materialien anwenden
liefs (siehe hierzu Ramirez, Falicov und Kimball, 1970). Die Bandiberlapp-Theorie konn-
te nur kontinuierliche Phaseniibergénge 2. Ordnung erzeugen, nicht jedoch sprunghafte
Phaseniibergénge 1. Ordnung, auch dann nicht, wenn man eine exzitonische Isolatorphase
mitberiicksichtigte. Die Kristallstruktur-Theorie scheiterte bei Materialien, deren Kristal-
le sich beim Ubergang vom Metall zum Isolator nicht verformten (wie z. B. Ti,O,). Die
Antiferromagnetismus-Theorie liefs sich nur auf Substanzen anwenden, die unterhalb der
Ubergangstemperatur tatsichlich antiferromagnetisch wurden. Mott- Uberginge wurden
bereits von Adler fiir unwahrscheinlich erklart, da die Gitterkonstante realer Kristallgitter
nur wenig mit der Temperatur variiert (anders verhélt es sich mit dem Druck). Es mufste
doch einen grundlegenderen Mechanismus geben, der gleichzeitig Metalle, Isolatoren und
beide Arten von Phaseniibergéngen zu beschreiben vermochte, und dieser Mechanismus
mufte mit der elektronischen Besetzung der Bénder zusammenhédngen. Damit schlugen
sich Falicov und Kimball gewissermafen auf die Seite des ,,Huhns".

So setzten sich die beiden das ehrgeizige Ziel, ein einheitliches Modell fiir Metall-Isolator-
Ubergiinge zu (er)finden, und erweiterten die zu beschreibende Materialklasse auf Oxide,
Sulfide und Boride der Ubergangsmetalle und Seltenen Erden. Auch die neu hinzugenom-
menen Materialien zeigten eine ungewthnliche Vielfalt an elektrischen und magnetischen
Eigenschaften.

Da in vielen dieser Substanzen eine anomale Temperaturabhéngigkeit der magnetischen
Suszeptibilitiat beobachtet wurde, folgerten Falicov und Kimball, daf lokalisierte magne-
tische Momente eine entscheidende Rolle spielen miifiten. Fiir sie stellte sich der Mecha-
nismus eines Metall-Isolator-Ubergangs wie folgt dar: In der isolierenden Phase bewegen
sich die Elektronen in lokalisierten, atomartigen Zustédnden. Erhoht man die Temperatur,
so wird ein solches lokalisiertes Elektron ins Leitungsband angeregt und kann so zur Leit-
fahigkeit beitragen. Gleichzeitig entsteht ein lokalisiertes Loch im Rumpfzustand, welches
Trager eines magnetischen Momentes wird. Jedes Leitungselektron kann auf seinem Weg
durch den Kristall mit einem solchen lokalisierten Loch wechselwirken. Die Autoren waren
der Uberzeugung, daf diese lokale Elektron-Loch-Anziehung die treibende Kraft fiir den
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Ubergang wire. Dabei blieben die Ein-Elektronen-Zustinde selbst durch den Ubergang
nahezu unbeeinflufit.

Auf dieser Argumentation aufbauend, schlossen sie in ihr Modell zwei Arten von Einteil-
chenzustéinden ein: Bénder aus ausgedehnten Bloch-Zustdnden, in denen sich die Elek-
tronen durch den Kristall bewegen kénnen, und lokalisierte Zustéande, die an den Gitter-
plétzen der metallischen Ionen zentriert sind. Im Grundzustand ist das Band aus loka-
lisierten Zusténden (Valenzband) voll besetzt und das Band aus ausgedehnten Zustén-
den (Leitungsband) leer, und man erhélt einen Isolator (vgl. Falicov und Kimball, 1969;
Ramirez, Falicov und Kimball, 1970).

Bei den Wechselwirkungen zwischen diesen Zustédnden nahmen sie eine Abschirmung an,
so dafs nur intraatomare Terme beriicksichtigt werden miissen. Die verbleibenden Wechsel-
wirkungsbeitrige gliederten sie systematisch in sechs verschiedene Kategorien und iden-
tifizierten die Loch-Loch-Abstoffung als dominanten Term. Da in den zu beschreibenden
Substanzen aber die Loch-Loch-Abstoffung (=~ 10 — 20eV) sehr viel grofer als die ge-
messenen Energieliicken (0,1eV fiir V,04) ist, konnten sie diesen Term und alle weite-
ren Terme mit einer Doppeltbesetzung der Loch-Zustdnde ausschliefsen, da die Existenz
zweier Locher am gleichen Metallion energetisch ungiinstig ist. Von den verbleibenden
Wechselwirkungstermen war schlieflich nur noch die Elektron-Loch-Anziehung am glei-
chen Gitterplatz relevant.

Gemaf ihrer Schlufkfolgerungen stellen Falicov und Kimball dann folgenden Hamiltonope-
rator auf (siche Ramirez, Falicov und Kimball, 1970):

_ APl T T
H = Z gV(k>a’UEJa’UEU + Z Ebiabia -U Z biacuia/cu/io’bia
vko o oo’ v’
Hierbei erzeugt aiEU ein Elektron im ausgedehnten Blochzustand mit Bandindex v, Wel-

lenvektor &k und Spin o, wahrend bZTU ein lokalisiertes, unbewegliches Loch am Gitterplatz
i mit Spin o erzeugt. Der Parameter —U (U > 0) beschreibt die Anziehung zwischen loka-
lisierten Lochern und den Elektronen aus den Leitungsbandern v am gleichen Gitterplatz
i.

Die Parameter des Modells sind also die effektive Elektron-Loch-Anziehung! U > 0 und
die Bandenergiefunktion £ + z—:V(E), die ein Minimum aufweist. Dieses Minimum ent-
spricht der Bandliicke A zwischen Valenz- und Leitungsband. Das Modell basiert also
auf der Grundidee, daf die Metall-Isolator-Ubergéinge allein durch Anderungen in der
elektronischen Besetzung der Béander herriihren, wihrend die Ein-Elektronen-Zustande
selbst nahezu unberiihrt bleiben. Die Position der lokalisierten Energielevel relativ zu den

ausgedehnten Béndern héngt stark von der Besetzung beider Bénder ab.

Nimmt man eine konstante Relaxationsrate an, so kann die Leitfahigkeit als direkt propor-
tional zur Dichte der Leitungselektronen angesehen werden. Basierend auf dieser Annah-

'In den Originalarbeiten von Falicov und Kimball wurde die Wechselwirkung mit G bezeichnet.
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me berechneten Falicov und Kimball die mittlere Anzahl der Elektronen im Leitungsband
(Gleichgewichtswert) als Funktion der Temperatur (siehe Falicov und Kimball, 1969). Da-
zu minimierten sie die freie Energie in Hartree-Naherung und erhielten daraus eine Glei-
chung fiir die gesuchte Leitungselektronenzahl. Fiir ein einfach kubisches Gitter konnten
sie je nach Verhéltnis von Wechselwirkung U zur Leitungsbandbreite alle gewiinschten
Verhaltensweisen reproduzieren: isolierendes Verhalten, metallisches Verhalten, Phasen-
iibergénge 1. und 2. Ordnung sowie Bereiche, in denen Exzitonen gebildet werden kénnen.
Damit erwies sich dieses einfache Modell als flexibel genug, um alle in den genannten Ma-
terialien beobachteten elektronischen Phanomene abdecken zu konnen.

Falicov und Kimball schlossen ihre Arbeit mit dem bemerkenswerten Satz:

In conclusion we would like to point out that our model for a semiconductor-
metal transition is basically different from a Mott transition or an excitonic
insulator transition. It is based on a change in the occupation numbers of elec-
tronic states which remain themselves basically unchanged in their character.”

(Falicov und Kimball, 1969)

War nicht die treibende Kraft eines Mott-Ubergangs letztlich die Elektronenkorrelation?
Und schliefsen sich Falicov-Kimball-Modell und exzitonische Isolatorphasen tatsdchlich
aus? Auf die letztere Frage wird die vorliegende Arbeit eine (fiir die Schopfer des Modells
vielleicht iiberraschende) Antwort geben.

1.3 Entwicklung und Anwendungen des FKM

Die Begeisterung fiir das zunéchst so erfolgreiche FKM verebbte relativ rasch wieder, als
Plischke 1972 zeigte, daf sdmtliche Phaseniibergénge 1. Ordnung verschwinden, wenn man
die jiingst entwickelte Coherent Potential Approximation (CPA) auf das Modell anwendet
(Plischke, 1972). So war es bald 15 Jahre relativ ruhig um das Falicov-Kimball-Modell —
bis zwei Gruppen von theoretischen Physikern Mitte der 80er Jahre unabhéngig voneinan-
der herausfanden, daf die spinlose Version des einfachen FKM das einfachste korrelierte
Elektronensystem darstellt, welches langreichweitige Ordnung produzieren kann.

Kennedy und Lieb erkannten 1986 indirekt (vgl. Kennedy und Lieb, 1986; Lieb, 1986), dafs
das Falicov-Kimball-Modell in seiner spinlosen Variante eigentlich bereits von Hubbard
selbst eingefiithrt wurde. Hubbard hatte eine vereinfachte Version seines Modells betrach-
tet (Hubbard, 1963), bei der Elektronen der einen Spinsorte auf dem Gitter eingefroren
werden und somit nicht zu anderen Gitterpliatzen hoppen konnen. Das spinlose FKM stellt
also einen Spezialfall des Hubbard-Modells dar. Auf diese Eigenschaft wird im nachfolgen-
den Kapitel noch néher eingegangen. Kennedy und Lieb bezeichneten ihre Annédherung
an das Hubbard-Modell als ,statisches Modell“, ohne die Originalarbeit von Falicov und
Kimball zu zitieren. Sie bewiesen, daf dieses statische Modell eine antiferromagnetische
Ordnung bei T' = 0K aufweist und fanden einen Phaseniibergang fiir 7' > 0 K. Dar-
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iiberhinaus interpretierten sie das FKM neu als Modell fiir Kristallisationsprozesse. Dazu
fakten sie die festgehaltenen Elektronen der einen Spinsorte als Atomkerne mit unendli-
chen Massen auf und setzten das Vorzeichen der On-Site-Wechselwirkung entsprechend
negativ an. In der Tat gelang es ihnen zu zeigen, daft das uminterpretierte FKM kristal-
line Ordnung (der Kerne) fiir Raumdimension d > 2 im Grundzustand und bei tiefen
Temperaturen aufweist.

Die andere Gruppe, bestehend aus Brandt und Schmidt (1986, 1987) berechnete die Be-
setzungsverteilung der f-Elektronen im symmetrischen Fall ( f-Level-Energie E' = 0, che-
misches Potential p = U/2) fiir ein zweidimensionales Quadratgitter. Im Grundzustand
(T" = 0K) fanden sie eine schachbrettartige Verteilung der f-Elektronen auf die Gitter-
punkte, also eine Uberstruktur in der Ladungsverteilung (sog. charge density wave), in
Analogie zu einem antiferromagnetischen Ising-System. Gleichzeitig erscheint im d-Band
eine Bandliicke. Fiir grofte Wechselwirkungen U konnten sie eine langreichweitige Ordnung
auch fiir endliche Temperaturen nachweisen.

1988 zeigten Subrahmanyam und Barma, daft das spinlose, einfache FKM niemals eine
spontane Hybridisierung fiir endliche Temperaturen entwickeln kann. In den 90er Jahren
folgten eine ganze Reihe analytische und numerische Untersuchungen am spinlosen FKM
mit exakten Einzelergebnissen. Diese wurden bereits in Reviews (z. B. Gruber und Macris,
1996) zusammengefafst. Unter anderem untersuchte Lemberger (1992) den Grundzustand
im eindimensionalen Fall fiir grofe Werte der Wechselwirkung U. Ist die Dichte der lo-
kalisierten Elektronen (bzw. Jonen“ in alternativer Auffassung) p; gleich der Dichte der
Bandelektronen p., so nehmen die Ionen im Grundzustand ab einer kritischen Wechsel-
wirkung stets die homogenste Konfiguration an. Gilt jedoch p. < p;, so bevorzugen sie
ein Zusammenklumpen in grofsen Clustern. Dieses Verhalten wird in der Literatur auch
mit dem Begriff phase segregation oder phase separation charaktisiert.

Vor zwei Jahren wurde von Freericks et al. (2002a,b) ein Theorem verdffentlicht, wel-
ches die Phasenseparation im Grundzustand des FKM jenseits halber Fiillung bei starker
Elektronenkorrelation fiir alle Raumdimensionen beweist. Hierbei meint Phasenseparati-
on, dafs sich die itineranten Elektronen raumlich von den lokalisierten Elektronen trennen;
das System spaltet also in zwei grofte rdumliche Doménen auf. Interpretiert man die Pha-
senseparation vom Standpunkt des Hubbard-Modells aus und identifiziert demgemafs die
Bandelektronen mit Spin-T-Teilchen und die lokalisierten Elektronen mit Spin-|-Teilchen,
so entspricht die Phasenseparation gerade dem ferromagnetischen Zustand.

Parallel zu der wiederbelebten Forschungsaktivitit beim FKM wurde Anfang der neunzi-
ger Jahre die DMFT (dynamical mean field theory) entwickelt. Sie basiert auf der Grund-
idee, daft die Selbstenergie im Grenzfall grofser rdumlicher Dimension (d — oo) lokal
(gitterplatzdiagonal) und damit einfacher berechenbar wird. Ihre Schépfer waren Metzner
und Vollhardt, die 1989 den Grundzustand des Hubbard-Modells fiir d = oo berechne-
ten und zeigten, daf die Korrelationsenergie fiir kleine Wechselwirkung U in unendlicher
Dimension recht gut den dreidimensionalen Fall ann&hert (Metzner und Vollhardt, 1989).
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Kaum war die Idee der DMFT geboren, wurde sie auch gleich auf das FKM als einfacheren
(,statischen®) Spezialfall des Hubbard-Modells angewandt. Im Jahre 1989 setzten Brandt
und Mielsch einen Meilenstein in der Entwicklung des FKM, indem sie zeigten, daf das
FKM im Grenzfall d — oo exakt 16sbar ist (Brandt und Mielsch, 1989). In ihrer ersten
Arbeit behandelten sie den symmetrischen Fall (F = 0, u = %), bei dem das System
bekanntermafen eine Schachbrettkonfiguration (CDW-Phase) annimmt. Sie fanden einen
Phaseniibergang fiir endliche Temperaturen und konnten die kritische Temperatur 7, ana-
lytisch als Funktion der Wechselwirkung U angeben. Die Bestimmung der Greenfunktion
fiir Bandelektronen und einiger Korrelationsfunktionen rundeten ihre Arbeit ab.

Es folgte eine ganze Serie von Beitrdagen, in der Brandt et al. weitere Ergebnisse fiir das
FKM im Limes unendlicher Dimension vorstellten. In Brandt und Mielsch (1990) wur-
de der asymmetrische Fall (E # 0) und das Verhalten des CDW-Ordnungsparameters
in Abhéngigkeit von der Temperatur unter der Annahme eines kontinuierlichen Phasen-
tibergangs untersucht. Weitere Studien (Brandt und Mielsch, 1991; Brandt et al., 1990;
Brandt und Fledderjohann, 1992; Brandt und Urbanek, 1992) beschéftigten sich mit der
freien Energie des FKM fiir d — oo, wobei speziell die freien Energien von homogener und
CDW-Phasen verglichen wurden, sowie mit dem Spin-1/2-Modell und der Berechnung der
Spektralfunktion der f-Elektronen.

Neben den Studien zur langreichweitigen Ordnung wandte man das FKM schon in den
siebziger Jahren auf sogenannte ,,gemischt-valente Verbindungen an (engl. mized-valence
compounds oder auch intermediate valence compounds). In einigen Verbindungen der Sel-
tenen Erden wie SmS hatte man stabile Phasen gefunden, in denen das Band der lokali-
sierten 4 f-Elektronen mit dem der 5d-Elektronen iiberlappt. Beide Béander sind dann nur
teilweise besetzt, und die chemische Valenz der Verbindung lafst sich nicht mehr ganz-
zahlig angeben. Charakteristisch fiir gemischt-valente Verbindungen sind Metall-Isolator-
Ubergiinge und eine endliche magnetische Suszeptibilitit am Temperaturnullpunkt. Zur
Erklarung der magnetischen Effekte zog man das Anderson-Modell (Anderson, 1961) her-
an und nahm entsprechend eine Hybridisierung V zwischen f- und d-Band an. Fiir die
Metall-Isolator-Uberginge hingegen war die lokale Coulomb-Abstofung zwischen d- und
f-Elektronen die entscheidende Eigenschaft und fiihrte direkt auf das Falicov-Kimball-
Modell. Um beiden Aspekten gemischt-valenter Verbindungen gerecht zu werden, erwei-
terten einige Autoren (z.B. Avignon und Ghatak, 1975; Leder, 1978) das FKM um eine
Hybridisierung zwischen d- und f-Elektronen. Insbesondere interessierte die Frage, ob
das FKM mit Hybridisierung kontinuierliche oder diskontinuierliche Valenziiberginge be-
schreiben konnte. Mit Hilfe des selbstkonsistenten Hartree-Fock-Verfahrens untersuchte
Leder die Abhéngigkeit der Besetzungszahl der f-Elektronen von der f-Level-Energie.
Fiir den Grenzfall verschwindender Hybridisierung V' = 0 (also das einfache FKM) fand
er einen Valenziibergang 1. Ordnung, eine endliche Hybridisierung V' # 0 jedoch fiihrte
zu einem kontinuierlichen Ubergang, und zwar fiir alle Werte der Wechselwirkung U. Die-
ses Ergebnis wurde von anderen Verfahren wie Renormalisierungsgruppen-Berechnungen
(Hanke und Hirsch, 1982) und exakter Diagonalisierung (FarkaSovsky, 1997) bestétigt.
Leder wies darauf hin, dafs die Hybridisierung eine Bandliicke zwischen den urspriing-
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lich tiberlappenden Béndern 6ffnet (vgl. hierzu auch Abschnitt 3.5 mit Abbildungen 14
und 15 auf Seite 81).

Portengen, Ostreich und Sham griffen die Idee einer Hybridisierung zwischen d- und f-
Band zur Beschreibung von gemischt-valenten Verbindungen auf (vgl. Portengen et al.,
1996a,b) und untersuchten optische Eigenschaften des spinlosen FKM mit einer rea-
listischeren E—abhéingigen Hybridisierung V. Mit Hilfe selbstkonsistenter Mean-Field-
Néherung (SCMF) berechneten sie unter anderem den ezzitonischen Erwartungswert
(cTf), der ein Maf fiir die Ubergangsrate zwischen c- und f-Band darstellt. Eine endliche
Ubergangsrate zwischen zwei Béndern wird fiir gewohnlich durch ein #uferes elektrisches
Feld induziert. In diesem Sinne kann man den Hybridisierungsterm V im FKM auch
als Einflufs eines externen elektrischen Feldes interpretieren. Die Autoren fanden ein be-
merkenswertes Resultat: Eine endliche exzitonische Ubergangsrate (cff) bleibt auch im
Grenzfall verschwindender Hybridisierung V' — 0 bestehen. Da sich im Grundzustand
lokale Orbitale entgegengesetzter Paritéit paaren, wird die Inversionssymmetrie des FKM
ohne Hybridisierung gebrochen. Damit hat aber der Erwartungswert des Polarisations-
operators einen endlichen Wert, so dak der Grundzustand eine spontane Polarisation
aufweist. Daraus schlossen sie, dafl gemischt-valente Verbindungen ferroelektrisch sein
miiften. Diese Ferroelektrizitit wire dann rein elektronischen Ursprungs, und in entspre-
chenden Materialien sollte eine Divergenz der statischen dielektrischen Konstanten bei
Variation von Druck oder Temperatur beobachtbar sein. In der Tat gelang es Portengen,
Ostreich und Sham, experimentelle Daten fiir die gemischt-valente Verbindung SmBy er-
folgreich anzundhern (vgl. Portengen et al., 1996b).

Die Moglichkeit einer elektronischen Ferroelektrizitit (EFE) 16ste eine Kontroverse unter
Theoretikern aus (vgl. Abschnitt 1.5), aber auch Forschungsinteresse im Bereich des Expe-
rimentes. So untermauerten z. B. Sluchanko et al. (2001) mit weitergehenden Messungen
an SmBy die von Portengen et al. formulierte These. Da sich ein Teil der vorliegenden
Arbeit mit dem Ordnungsparameter {c'f) fiir EFE beschiftigen wird, gebe ich im folgen-
den Abschnitt einen allgemeinen Uberblick iiber das Phéinomen Ferroelektrizitit. Wichtige
neuere Beitrage zum Thema stelle ich im Anschluf vor und motiviere schlielich die Ziele
der vorliegenden Arbeit.

1.4 Elektronische Ferroelektrizitat

Unter Ferroelektrizitit versteht man das Auftreten einer spontanen elektrischen Pola-
risation unterhalb einer einer kritischen Temperatur T (Curie-Temperatur), ohne dafs
ein auferes elektrisches Feld beteiligt ware. In einem ferroelektrischen Kristall féllt der
Schwerpunkt der positiven Ladungen nicht mit dem der negativen Ladungen zusammen,
so daf ein permanentes elektrisches Dipolmoment entsteht. Tragt man die Polarisation
P gegen das elektrische Feld E auf, so ergibt sich die typische Hysterese-Schleife. Das
Phanomen Ferroelektrizitat verhélt sich somit ganz analog zu seinem magnetischen Pen-
dant Ferromagnetismus. Auch die fiir Ferromagnete charakteristische Doménenstruktur
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findet sich in ferroelektrischen Kristallen wieder; ebenso wird die ferroelektrische Ord-
nung mit zunehmender Temperatur durch die Warmebewegung zerstort. Es findet ein
Phaseniibergang statt, und oberhalb der Ubergangstemperatur verhilt sich das Material
dielektrisch, d.h. die Dielektrizitatskonstante nimmt mit steigender Temperatur ab. Eini-
ge ferroelektrische Kristalle besitzen keinen Curie-Punkt, da sie schmelzen, bevor sie die
ferroelektrische Phase verlassen. Ferroelektrika sind von technischem Interesse, weil sie
ungewohnlich hohe, temperaturabhéangige Werte der dielektrischen Konstanten besitzen;
auflerdem treten piezoelektrische und elektrooptische Effekte auf. Klassische Vertreter fiir
ferroelektrische Materialien sind zum Beispiel die Perovskite (Tabelle aus Kittel, 1986,
S. 433):

Material | T¢ in K | Ps in esu/em=2 | uC/cm?
BaTiO, 393 78000 26
KNbO;4 712 90000 30
PbTiO, 763 150000 20
LiNbO, 1470 900000 300

Die Tabelle listet einige Perovskite mit ihren Curie-Temperaturen T und Mefswerten fiir
die spontane elektrische Polarisation Pg auf. Die cgs-Einheit esu (electrostatic units) steht
dabei fiir die Ladung, 1 Coulomb entspricht 3 - 10? esu.

In den gewthnlichen Ferroelektrika ist mit dem ferroelektrischen Ubergang meist ein K7i-
stallstrukturibergang verbunden, im Verlaufe dessen der Kristall von einer Struktur in eine
andere wechselt. Nédhert sich die Temperatur ihrem kritischem Wert T, so verschwindet
die Frequenz w eines vorhandenen optischen Phonons an einem bestimmten Punkt in
der Brillouinzone (sog. soft-mode phase transition). Die positiv geladenen Ionen verschie-
ben sich relativ zu negativ geladenen, und ein permanentes elektrisches Dipolmoment
entsteht. Prinzipiell sind in benachbarten Gitterzellen ,gleichphasige” wie ,,gegenphasi-
ge Verschiebungen moglich, wie Abbildung 1 auf der néchsten Seite illustriert. Sind die
Polarisationsrichtungen in benachbarten Gitterzellen gleich, so spricht man von Ferroelek-
trizitdt, im Falle entgegengesetzter Polarisationsrichtungen von Antiferroelektrizitit (vgl.
auch Kittel, 1986, S. 444). Zu den antiferroelektrischen Materialien zdhlen beispielsweise
NaNbO; und PbZrO,.

Portengen et al. (1996b) waren wie bereits erwéhnt die ersten, die die Moglichkeit einer
rein elektronisch getriebenen Ferroelektrizitit untersuchten und den Begriff der elektro-
nischen Ferroelektrizitit (EFE) pragten. Beim einem solchen Phasentibergang verschwin-
de, so die Autoren, anstelle der Phononenfrequenz w die Energie der c-f-Exzitonen bei
cinem kritischen Wert der f-Level-Energie £y, und es komme zu einer Bose-Einstein-
Kondensation (BEC) von Exzitonen. Die Polarisation eines elektronischen Ferroelektri-
kums liege in der Grofenordnung 10 C‘;H—CQ und sei damit vergleichbar mit den Werten fiir
die Perovskite.
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Ferroelektrische Verschiebung:
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Antiferroelektrische Verschiebung:

@ — @

@
O———O®
O———O®

@

Abbildung 1: Ferro- und antiferroelektrische Verschiebung

1.5 Neuere Arbeiten

Noch immer wird die Moglichkeit einer EFE durch spontane Hybridisierung im FKM
kontrovers diskutiert. Czycholl setzte 1999 erstmals einen ferroelektrischen Zustand mit
endlichem exzitonischen Erwartungswert (cff) in Konkurrenz zu dem von Brandt und
Mielsch gefundenen CDW-Zustand (Ladungsdichtewelle), vgl. hierzu Czycholl (1999) und
Brandt und Mielsch (1989). Dabei ging er vom symmetrischen Fall aus, bei dem die
Bandmitten von d- und f-Elektronen zusammenfallen. Zunéchst zeigte er, daf der CDW-
Zustand des einfachen FKM (ohne Hybridisierung) bei halber Fiillung im Grenzfall unend-
licher Raumdimension d — oo fiir hinreichend kleine Wechselwirkung U auch in Hartree-
Fock-Naherung reproduziert wird. Anschliefend wandte er das selbstkonsistente Hartree-
Fock-Verfahren auf das FKM mit E—unabhélngiger Hybridisierung an und fand, daf die
CDW-Phase auch fiir endliche Hybridisierungen V' unterhalb eines kritischen Wertes V,
als Grundzustand stabil bleibt. Oberhalb der kritischen Hybridisierung V. verschwindet
die CDW-Losung, und man erhélt eine ladungshomogene Phase. In der homogenen Phase
gibt es in der Tat eine nichtverschwindende Polarisation (¢ f) # 0 fiir V' — 0, jedoch nicht
in der inhomogenen CDW-Phase. Dort verschwindet der exzitonische Erwartungswert mit
der Hybridisierung. Da die CDW-Phase gegeniiber der homogenen Phase stets die niedri-
gere Energie hat, schloft Czycholl, daf es im einfachen FKM ohne weiteres keine spontane
Polarisation geben kann, zumindest nicht im Grenzfall schwacher Wechselwirkung.
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Zu dem gleichen Ergebnis kommt Farkasovsky (1999) durch exakte Diagonalisierung klei-
ner Cluster am eindimensionalen FKM, sowohl im spinlosen Fall als auch im FKM mit
Spin %, und zwar auch in den Bereichen mittlerer und starker Wechselwirkung. Zlati¢ et al.
(2001) bestimmten die spontane Hybridisierung im einfachen FKM aus dessen exakter Lo-
sung im Grenzfall unendlicher Raumdimension. Dabei entdeckten sie, daf die entsprechen-
de Suszeptibilitdt am Temperaturnullpunkt 7" = 0K divergiert. Dieses Resultat kdnnte
auf einen Grundzustand mit endlicher Polarisation {cff) # 0 hindeuten.

Aufbauend auf einer Arbeit von Schmidt et al. (2002) zeigte Batista (2002) mit Hilfe
von Quanten-Monte-Carlo-Rechnungen, daf im Grenzfall starker Kopplung ein Bose-
Einstein-Kondensat von d- f-Exzitonen im Phasendiagramm des zweidimensionalen FKM
existiert, wenn man das Modell um ein f-f-Hopping erweitert. Dazu bildete er das er-
weiterte Modell auf ein effektives Spin—%-Modell vom Typ zxz mit dulerem magnetischen
Feld entlang der z-Achse ab. Batista hob hervor, daf nicht nur eine explizite Hybridi-
sierung zwischen d- und f-Band, sondern auch ein f-f-Hopping eine Koharenz zwischen
d- und f-Elektronen erzeugen kann. Im behandelten Grenzfall starker Wechselwirkung U
sei der Grundzustand des FKM im gemischt-valenten Bereich entweder eine CDW-Phase
oder ein Bose-Einstein-Kondensat (BEC) von Exzitonen (exzitonischer Isolator). In sei-
ner jingsten Arbeit (Batista et al., 2004) hat er vergleichbare Phasendiagramme unter
Verwendung derselben Methoden auch fiir den Fall mittlerer Wechselwirkung U erstellt.
Dieser Bereich wird durch ein BEC von Exzitonen dominiert. Berticksichtigt man zusétz-
lich eine endliche Hybridisierung V', so wird der exzitonische Isolatorzustand durch einen
Ising-artigen ferroelektrischen Zustand ersetzt. Nach Ansicht des Autors konnte dieses
Verhalten eine Ursache dafiir sein, dak exzitonische Isolatorzustinde im Experiment so

schwer zu beobachten seien.

In diesem Zusammenhang ist auferdem noch die Arbeit von Sarasua und Continentino
(2002) interessant, in der das Zusammenspiel von Supraleitung und exzitonischen Korrela-
tionen unter dem Einfluf einer Falicov-Kimball-Wechselwirkung untersucht wurde. Dazu
wurde ein Zwei-Band-Modell mit effektiver, lokaler Anziehung zwischen den f-Elektronen
um eine Hybridisierung zwischen d- und f-Band sowie einen Falicov-Kimball-Term U er-
ganzt. Sarasua und Continentino fanden einen kritischen Wert V.. der Hybridisierung, ab
welchem die supraleitende Phase verschwindet. Dieser Schwellwert V. nimmt ab, je hdher
man die Interband-Wechselwirkung U wahlt. Oberhalb eines kritischen Wertes U, wird
die Supraleitung sogar fiir Hybridisierung V' = 0 unterdriickt.

Einen guten Uberblick iiber die moglichen Losungstypen im einfachen FKM gibt das
umfangreiche Review-Paper von Freericks und Zlati¢ (2003). Dort werden die bisherigen
theoretischen Ergebnisse zur exakten Losung des FKM mit Hilfe der DMFT (dynamical
mean field theory) zusammengefafst und analysiert.
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1.6 Das Ziel dieser Arbeit

Fassen wir noch einmal die wichtigsten Aussagen bisheriger Forschungsarbeiten zum The-
ma Ordnungsphédnomene im Falicov-Kimball-Modell stichwortartig zusammen:

e Jérome, Rice und Kohn (1967):
beschreiben exzitonischen Isolator in Zwei-Band-Modellen,
beriicksichtigen aber keine CDW-Phase.

e Portengen, Ostreich, Sham (1996a,b):
entdecken elektr. Ferroelektrizitdt (EFE) im einfachen FKM,
aber die CDW-Phase bleibt ebenfalls unberiicksichtigt.

e Czycholl (1999):
untersucht erstmals beide Ordnungphénomene in Konkurrenz.
Ergebnis: keine spontane Polarisation (c'f) # 0
im einfachen FKM mit Hybridisierung V' — 0.

e Batista (2002); Batista et al. (2004):
Erweiterung des FKM um ein f-f-Hopping.
Ergebnis: BEC von Exzitonen mit (¢ f) # 0 und CDW-Phase im Phasendiagramm.
Bei endlicher Hybridisierung Ubergang des BEC zu Ising-artigem ferroelektrischem
Zustand.

Die vorliegende Arbeit wurde durch die Idee in (Batista, 2002) motiviert, das FKM um
ein f-f-Hopping zu erweitern. Das Ziel dieser Arbeit ist es, das erweiterte FKM (kurz:
EFKM) fiir den bisher nicht behandelten Grenzfall schwacher Wechselwirkung U zu unter-
suchen und ein Phasendiagramm zu erstellen. Im Mittelpunkt des Interesses steht hierbei
die Konkurrenz der Ordnungsparameter fiir die ladungsgeordnete CDW-Phase und die
ferroelektrische Phase mit spontaner Polarisation.
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2 Das Modell

2.1 Das erweiterte Falicov-Kimball-Modell (EFKM)

Legt man eine gitterplatzbezogene Einteilchenbasis aus Wannier-Zusténden |ni) zugrun-
de (n: Bandindex, i: Gitterplatz), so ist der Hamiltonoperator des erweiterten Falicov-
Kimball-Modells (EFKM) in Zweiter Quantisierung gegeben durch:

Hamiltonoperator des erweiterten FKM (Wannier-Darstellung):
H = Z E. C;'[Ci + Z te C;'[CHA + Z Ey szfz + Z ty fz’JerA + Z U C;‘[Cz‘f;[fz‘-
7 7,An. N. i 7,An. N. i
¢ (f1)  Erzeuger eines ¢- baw. f-Elektrons am Gitterplatz i
E. c-Level-Energie

te c-c-Hopping

Ey f-Level-Energie

ty [-f-Hopping

U Wechselwirkung zwischen c- und f-Elektronen

(2.1)
Das erweiterte FKM ist also ein Zwei-Bdnder-Modell mit physikalisch realistischen, endli-
chen Bandbreiten. Es besteht aus einem Leitungsband (c-Band) der Breite 2¢. und einem
Valenzband (f-Band) der Breite 2t;. Hierbei erzeugt der Operator ¢! (f]) ein ¢-Elektron
(f-Elektron) am Gitterplatz i. Mit ¢, und f; werden die entsprechenden Vernichtungsope-
ratoren bezeichnet. Ohne Wechselwirkung ist das c-Band um die Einteilchenenergie F,. der
c-Elektronen und das f-Band um die Einteilchenenergie E¢ der f-Elektronen zentriert.
Bei beiden Bandern wird nur Hopping zwischen einem Gitterplatz ¢ und seinem néchsten
Nachbarn i + A zugelassen; dabei bezeichnet ¢. das Hopping der c-Elektronen und ¢y
das Hopping der f-Elektronen. Summiert wird iiber alle Gitterplitze ¢ = 1,..., N des
zugrundeliegenden Gitters bzw. iiber alle néchsten Nachbarn A; dabei wird nur eine ab-
stolsende lokale Wechselwirkung U zwischen c- und f-Elektronen am gleichen Gitterplatz
berticksichtigt. Je nach Wahl der Bandmitten relativ zueinander kénnen c- und f-Band
ihre Rollen als Leitungs- und Valenzband tauschen. Alle Modellparameter werden relativ
zur ungestorten Bandmitte E. des c-Bandes und Energien relativ zum Hopping ¢. der
c-Elektronen gemessen. Daher setzen wir fiir die Berechnungen ohne Beschrankung der
Allgemeinheit
E.=0 und t.=1 (2.2)

Insbesondere behandeln wir ausschlieklich den Grenzfall schwacher Wechselwirkung und
beschrianken uns daher auf Werte U < 1. Zu beachten ist hierbei, dafs wir von einer repul-
siwen Wechselwirkung mit positivem Vorzeichen ausgehen und damit sdmtliche Teilchen
des Systems als FElektronen interpretieren (zu anderen Interpretationen des FKM vgl.
Abschnitt 1.3).
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Um das Modell bildlich zu veranschaulichen, wird im folgenden gezeigt, wie sich die Zu-
standsdichten von ¢- und f-Elektronen im erweiterten FKM grundsétzlich verhalten.

e Zunéchst betrachten wir den Grenzfall £y < E., genauer: |E.+U — E¢| > [t | +|tf].
Dann befindet sich das f-Band energetisch unterhalb des c-Bandes und bekommt Va-
lenzbandcharakter (vgl. Abbildung 2). Nimmt man ein Elektron pro Gitterplatz an
(halbe Fiillung), so liegt das chemische Potential innerhalb der Bandliicke zwischen
c- und f-Band. Folglich ist das f-Band voll mit Elektronen besetzt und das c-Band
leer. Das c-Band ,spiirt” die Préasenz des vollen f-Bandes aufgrund der endlichen
Wechselwirkung, denn wollte man dem System ein weiteres Elektron hinzufiigen, so
miifte man zusatzlich zur Energie F, der c-Elektronen die Wechselwirkungsenergie
U aufbringen. Im Hamiltonoperator manifestiert sich dieser Zusammenhang in den
Termen

Z Ecc;[ci + Z chcif;fz’ = Z(Ec + U”fi)c;rcz' mit ng, = 1.

Bei endlicher Wechselwirkung wird das c-Band also gerade um den Betrag U zu
héheren Energien verschoben. Im Gegensatz dazu bleibt das f-Band trotz einge-
schalteter Wechselwirkung um die f-Level-Energie E; lokalisiert, da kein c-Elektron
vorhanden ist, mit dem ein f-Elektron wechselwirken konnte.

— f-Band

— c¢-Band

|Ee + U — Eg| > |te| + |ts]

ERA

Ey H E.+U E

Abbildung 2: Zustandsdichten der c- und f-Elektronen im erweiterten FKM fiir Fy < F¢. Das f-Band ist
im Fall halber Fillung voll besetzt und das c-Band leer.

e Beim umgekehrten Grenzfall Ey > E., genauer |Ef + U — E | > |t.| + |t;], sind
die Rollen von c-Band und f-Band vertauscht. Das f-Band liegt nun energetisch
oberhalb des c-Bandes, und bei halber Fiillung ist das c-Band voll gefiillt und das
f-Band leer (siche Abbildung 3 auf der nédchsten Seite). Jetzt wird das f-Band um
den Betrag U zu hoheren Energien verschoben, weil es durch die Wechselwirkung
vom vollen c-Band beeinflufst wird. Das c-Band merkt hingegen nichts von einem
leeren f-Band und bleibt um FE. lokalisiert.



2.1 Das erweiterte Falicov-Kimball-Modell (EFKM) 29

— f-Band

— c¢-Band

N |

E. B E;+U B

Abbildung 3: Zustandsdichten der c- und f-Elektronen im erweiterten FKM fiir £y > E.. Im Fall halber
Fiillung ist hier das c-Band voll besetzt und das f-Band leer.

e Esverbleibt noch der Fall £ ~ E, (Bandiiberlapp). Ist der Abstand der Bandmitten
kleiner als die Summe der halben Bandbreiten |t.| 4 |tf|, so tiberlappen die Bénder.
Geht man wieder von halber Fiillung aus, so wird sich das chemische Potential
irgendwo im Uberlappbereich einordnen (vgl. Abbildung 4).

— /-Band

K — c¢-Band

|Ee — Ef| <|te] + [tf]

& i

AT

Ey E. E

Abbildung 4: Zustandsdichten der c- und f-Elektronen im erweiterten FKM fiir Fy ~ E. und U = 0. Die
Béander iiberlappen und sind teilweise gefiillt.

c- und f-Band sind also nur teilweise gefiillt. Erst in diesem Bereich, wenn die Ban-
der iiberlappen und beide besetzt sind, kann die Wechselwirkung U richtig greifen.
Daher wird dies der interessante Bereich sein, in dem Ordnungsphdnomene auf-
treten konnen. Abbildung 4 zeigt den Bandiiberlapp fiir U = 0. Schaltet man die
Wechselwirkung ein, so werden sich beide Bandmitten verschieben und die Form
der Zustandsdichten verandern.
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Als echtes Zwei-Binder-Modell mit endlichen Bandbreiten ist das erweiterte FKM denk-
bar vielseitig. Abhédngig von der relativen Position von ¢- und f-Band und deren Besetzung
vermag es sowohl Halbleiter bzw. Isolatoren zu beschreiben als auch (halb-)metallische
Zustdnde. Insbesondere enthélt es aber die folgenden Modelle als Grenzfille:

e Finfaches FKM
e Hubbard-Modell
e BCS-Modell

Auf diese Grenzfille wird in den nachfolgenden drei Abschnitten kurz eingegangen. In
einem weiteren Kapitel werden wir mit Hilfe einer kanonischen Transformation zeigen,
dak ein FKM mit Hybridisierung dquivalent ist zu einem FKM mit f-f- und c-f-Hopping.
Dort werden wir auch begriinden, warum wir das FKM nur um ein f-f-Hopping erweitert
haben.

2.2 Grenzfalle des erweiterten FKM
2.2.1 Einfaches FKM

Das einfache FKM erhédlt man aus dem erweiterten FKM als Grenzfall des unendlich
schmalen f-Bandes mit t; = 0. Es wird also angenommen, dafs die f-Elektronen sich
nicht durch das Gitter bewegen konnen, sondern stets an ihrem Gitterplatz verharren.
Der Hamiltonoperator des einfachen FKM lautet demnach

H = ZEC CZTCi + Z le C,TC¢+A + ZEf szfz + Z U CzTCz‘fini- (2.3)

i,An. N. i

Die Zustandsdichte der f-Elektronen zieht sich zu einem Delta-Peak zusammen, wie die
Abbildung 5 auf der néchsten Seite illustriert.

Das einfache FKM mit schmalem f-Band besticht durch eine zusétzliche Erhaltungsgrofe:
die f-Besetzungszahl ny, am Gitterplatz i. Aufgrund dieser Symmetrie laft sich das ur-
spriingliche Vielteilchenproblem auf ein effektives Finteilchenproblem zuriickfithren. Um
einen ersten Eindruck vom Verhalten der Einteilchen-Greenfunktionen zu gewinnen, ha-
ben wir das Eigenwertproblem des einfachen FKM mit und ohne Hybridisierung durch
exakte Diagonalisierung kleiner Cluster gelost. Die Vorgehensweise und die Ergebnisse
werden in Kapitel 2.6.1 auf Seite 60 vorgestellt. Ein weiterer Vorteil des einfachen FKM
ist seine exakte Losbarkeit fiir den Grenzfall unendlicher Raumdimension d — oo, wie
Brandt und Mielsch (1989) gezeigt haben, vgl. hierzu auch die Bemerkungen im Kapi-
tel 1.3. Sobald man das einfache FKM erweitert, sei es um eine Hybridisierung oder ein
f-f-Hopping, muft man zwangslaufig mit Naherungen arbeiten.
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— f-Band

— c¢-Band

A

Abbildung 5: Zustandsdichten der c- und f-Elektronen im Grenzfall ty — 0 (einfaches FKM)

2.2.2 Hubbard-Modell

Obgleich das erweiterte FKM in der hier vorgestellten Form ein spinloses Modell ist, ent-
halt es das Hubbard-Modell als Grenzfall. Falkt man namlich die f-Elektronen als Spin-T-
und die c-Elektronen als Spin- |-Teilchen auf und definiert entsprechend neue Erzeugungs-
bzw. Vernichtungsoperatoren

zT = fT und CLTl = cT (2.4)
so lakt sich das erweiterte FKM auf ein Modell mit Spinfreiheitsgraden abbilden:

al

H= ZE a; 0+ Z e a, o) 1+Z Epaliag+ ) tfazT (i+A) T+Z Uajja; afiay

i,An. N i,An. N

Setzt man nun noch Ky = E, =: Eund ty = t. =: t, so daf f- und c-Band deckungsgleich
aufeinanderliegen, so erhélt man gerade den Hamiltonoperator des Hubbard-Modells

H = ZECLM a,, + Z tal a (i+A)o —i—ZUazlazlaITalT (2.5)
io,An. N.

Das Hubbard-Modell wiederum enthélt das einfache FKM als Grenzfall, wenn man das
Hopping der einen Elektronenspinsorte unterbindet. Damit ergibt sich folgende Modell-
hierarchie:

erweitertes FKM mit f-f-Hopping

!
Hubbard-Modell

l
einfaches FKM

Das jeweils obere Modell schlieft das darunterliegende als Grenzfall ein.
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2.2.3 BCS-Theorie

Die BCS-Theorie wurde 1957 von Bardeen, Cooper und Schrieffer entwickelt, um das
Phénomen der Supraleitung zu beschreiben. Sie basiert auf einem Modell, bei dem Fest-
korperelektronen mit entgegengesetztem Impuls und Spin sich gegenseitig anziehen. Diese
attraktive Wechselwirkung wird durch Elektron-Phonon-Kopplung vermittelt.

Der BCS-Hamiltonoperator hat in E—Darstellung die Form

Zsk ioCic TN Z/T T—m _51 % (2.6)
k,k’

Hierbei erzeugt der Operator ci ein Elektron im Einteilchenzustand mit Impuls hk und
Spin ¢. Das BCS-Modell geht von einem wechselwirkungsfreien, s-artigen Leitungsband
mit endlicher Dispersion ¢; aus. Elektronen mit entgegengesetztem Impuls und Spin (also
je zwei Elektronen in den Zustéinden |k, T) und |—k, |)) erfahren eine attraktive Wech-
selwirkung —V' (mit V' > 0), welche durch Phononen verursacht wird. Mit der Elektron-
Phonon-Kopplung geht einher, dafs nur jene Elektronen die Wechselwirkung spiiren, deren
Dispersion unterhalb der Debye-Frequenz liegt. Es gilt dann |e;| < hwp, wenn man die
Fermi-Energie als Nullpunkt wéhlt. Als Annahme fiir das Modell (2.6) geht ein, daf es
sich um Cooper-Paare mit Impulsiibertrag ¢ = 0 handelt.

Zum Vergleich schreiben wir den Hamiltonoperator des erweiterten FKM ebenfalls in
k- Darstellung (zur Herleitung aus der Wannier-Darstellung siche Kapitel 3.3) und ver-
wenden zur Unterscheidung von den Wellenvektoren im BCS-Hamiltonoperator die Be-
zeichnungen kl, k;2 anstelle von k: K

H = ch (k1) cﬂcﬂ —l—Z&f /fl fo +_ Z Uckl q klfl;errqfkg

k‘1 K2,q

Analog zur Vorgehensweise beim Grenziibergang zum Hubbard-Modell identifizieren wir
die f-Elektronen mit Spin-T- und die c-Elektronen mit Spin- |-Teilchen. Zudem fiihren wir
eine Teilchen-Loch- Tmnsformatzon an den f-Elektronen durch. Dann mufs sich aber im
Falle der f-Elektronen k auf —k transformieren, wie man sich leicht an den Formeln (3.11)
fiir den Ubergang vom Ortsraum in den Impulsraum klarmachen kann. Daher definieren
wir folgende Transformation im k-Raum:

a

|+
I
I —+

T B (2.7)
) '
ag =c a_p = fl;

Bl

Der Operator al%l erzeugt also ein Elektron mit Spin | (c-Elektron) im Zustand k und der

T

Operator a_ g, ein Loch mit Spin T (f-Loch) im Zustand —k. Fiir die neuen Erzeuger und
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Vernichter gelten die iiblichen Antikommutatorrelationen der Fermionen:

05y Q) = lak ,al, ] =0 (2.82)
[GEO_, a£lal]+ = 5EE/500’ (28b)

Ersetzt man im FKM-Hamiltonoperator die c- und f-Operatoren durch die neu definierten
Operatoren (2.7), so ergibt sich

H:Z<5al(k1)+ ) Y% ZE‘” flm kit
N Z Y1 %) —lm 4 fye qT+Z€“l

k17/€2,q

Bei symmetrischer k—Dispersion ist es unerheblich, ob man iiber alle ki oder alle —k;
summiert, daher sind die Summationen des ersten und zweiten Terms dquivalent und
konnen zusammengefafst werden, falls gilt:

eal (k1) + % — —ear(ky) =: Eq(Ky). (2.9)

Der letzte Term stellt lediglich eine additive Konstante dar, und wir erhalten schliefslich
als transformierten Hamiltonoperator des erweiterten FKM:

U
_ = T i
H = E €a kloakw N Eﬂ ap o O OO +const (2.10)
ko k1,k2,q

Vergleicht man den Wechselwirkungsterm mit dem entsprechenden Term in (2.6), so findet
man das einfache Gleichungssystem

ey = — K (i)
ky— = —k (ii)
k= —k (iii)
S (iv)

Aus (i) und (ii) sowie (iii) und (iv) folgt {ibereinstimmend:

];1 - EQ + i
Durch Einsetzen in den Hamiltonoperator (2.10) unter Berticksichtigung einer symmetri-
schen k-Dispersion erhélt man bis auf additive Konstante einen BCS-Hamiltonoperator

H = ZEG(k)aTanko Zak, al g @ 5 O
ko ik
Die Identifizierung von c- und f-Elektronen des Falicov-Kimball-Modells mit den Spinsor-
ten T und | sowie eine Teilchen-Loch-Transformation an den f-Elektronen fiihrt also zu
einem BCS-Modell, das nicht nur Cooper-Paare mit ¢ = 0, sondern auch stromtragende
Zusténde ¢ # 0 enthilt.
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2.3 Kanonische Transformation des FKM mit Hybridisierung

Ein Ziel dieser Arbeit ist die Suche nach ferroelektrischen Phasen. Es handelt sich um
Parameterbereiche im Falicov-Kimball-Modell, bei denen eine spontane Polarisation auf-
tritt. Eine elektrische Polarisation wird natiirlicherweise durch ein dufseres elektrisches
Feld hervorgerufen, welches Ubergénge zwischen dem ¢- und dem f-Band induziert. Diese
Ubergéinge konnten im Hamiltonoperator des einfachen FKM dargestellt werden, indem
man ihn um Hybridisierungsterme ¢! f, bzw. f/¢, erweitert.

Mo6chte man aber eine spontane Polarisation finden, die das System aus sich selbst her-
aus produziert, so muf man die induzierte Hybridisierung (also das &dufsere elektrische
Feld) abschalten und nach Losungen suchen, in denen das System ohne dufere Einfliisse
eine effektive Hybridisierung entwickelt. Eine solche spontane Hybridisierung kann allein
durch die lokale Wechselwirkung U zwischen ¢- und f-Band hervorgerufen werden. Solche
Losungen mit spontaner Polarisation bei endlicher Wechselwirkung U wurden, wie bereits
in 1.4 beschrieben, von Portengen et al. (1996b) im einfachen FKM gefunden.

Nach Batista (2002) kann die Ausbildung einer spontanen Hybridisierung durch ein f-f-
Hopping begiinstigt werden. Tatséchlich 1a#t sich mit Hilfe einer kanonischen Transforma-
tion zeigen, daf ein System mit Hybridisierung zwischen ¢- und f-Band dquivalent ist zu
einem System mit Hopping in beiden Béndern. Dazu erweitert man das einfache Falicov-
Kimball-Modell (2.3) zunéchst nur um eine Hybridisierung zwischen ¢- und f-Band, so
dak der Hamiltonoperator die Gestalt

Hy = ZtCCICHA—FZEcCICi—FZEf fini—FZUC;rcifini"'_Zv (C;'rfi"i_f;rcz') (2'11>
A i i ; i

annimmt.

Im folgenden wird gezeigt, dak dieser Hamiltonoperator dquivalent zu einem anderen ist,
der anstelle der Hybridisierung V' Hopping-Terme in beiden Béndern enthélt. Insbesondere
treten in der dquivalenten Form f-f-Hopping und f-c-Hopping auf. Zu diesem Zweck
wird eine kanonische Transformation an (2.11) vorgenommen, die an den physikalischen
Eigenschaften des Systems nichts dndert, solange sie unitéar bleibt.

In Analogie zur Bogoliubov-Transformation bei der BCS-Theorie fiihren wir nun neue
Operatoren «, 3 ein, vgl. hierzu auch Czycholl (2000). Fiir die entsprechende Transfor-
mation machen wir einen Ansatz, der den Hybridisierungsterm V' im Hamiltonoperator
(2.11) eliminieren soll:

o; = uic; — v f;
T T T
o = uc; — ;i f;

B; = u;f; + vic
@T = Uif: + Uz‘CzT‘

kanonische Transformation (2.12)
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Hierbei bezeichnet ¢ = 1,..., N den Gitterplatzindex, und wu;,v; € R sind die als reell
angenommenen Koeffizienten der Transformation.

Die Transformationsgleichungen (2.12) lassen sich auch in Matrixform schreiben:

HEEIIN 2
FIRERr] 2199

In beiden Féllen erhélt man also dieselbe Transformationsmatrix. Damit sich an der Phy-
sik des Problems nichts dndert, ist zu fordern, dafs diese Transformationsmatrix unitar
ist:

ui + v? =1

Vui,vi eR (214)

Man rechnet leicht nach, dafl die neu definierten Erzeuger- und Vernichteroperatoren o,
B, folgende Antikommutatorrelationen erfiillen:

[ozl-,ozjh = [ﬁzaﬁﬂJr = 0ij (2.15a)
[aivaj]+ = [ﬁiuﬁj}Jr =0 (2.15b)
[0, 8;], = [, 8], =0 (2.15¢)

Alle weiteren Operator-Kombinationen lassen sich aus diesen Relationen ableiten. Die
neu eingefiithrten Operatoren beschreiben also Quasiteilchen, die sich wie Fermionen aus
zwei verschiedenen Béndern «, [ verhalten. Speziell gilt das fiir Fermionen bekannte
Ausschliefsungsprinzip von Pauli:

of =3 =0, (a)’=(5])*=0 (2.16)

Um den gegebenen Hamiltonoperator (2.11) in eine Form ohne Hybridisierung zu iiber-
fithren, 16se die Transformationsgleichungen (2.12) nach den FKM-Operatoren ¢, f auf:

¢; = wio; + v

c;-r = uia;r + v,ﬂj

(2.17)
fi = wiff; — viey
f: = Uzﬂj - Uz‘Oé,T
Damit transformieren sich die einzelnen Anteile des Hamiltonoperators wie folgt:
Uceflf;  =Ualaplp;
4 (Cgfi + fiTCi) =V (_QUivi O‘zTO‘z‘ + 2uv; ﬁjﬁi + (uf —vf) %Tﬁi + (uf —vf) @Tai)
E. c;-rci =F. (uf ozjozl- + vf ﬁjﬁz + u;v; oz;rﬁl- + uiviﬁjai)
Er flf; = By (vf ala; +ui BB, — w; al B, - ui/Uz'ﬁz‘TOéi)

t
tcCiCHA

= te (witiizn OéZTOzHA + Uivita @T@JFA + UV A aiﬁHA + VUit A ﬁ,TOéHA)
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Damit bleibt die Wechselwirkung offenbar invariant gegeniiber der Transformation, wie
es auch physikalisch sinnvoll ist. Die Koeffizienten u;, v; sind nun unter der Bedingung zu
bestimmen, daf der neue Hamiltonoperator keine Hybridisierungsterme o3, oder 3la,
mehr enthélt. Sie miissen also simultan die Gleichungen

V(u? —v?) + (B, — Ef)u v; =0 (2.18)
ui + vi =1
fiir alle Gitterpléitze ¢ = 1,..., N erfiillen. Wertet man diese Gleichungen aus, so erhalt
man
1 E.— FE
C=ul==(1+ L (2.19a)
1 E.— FE
=t=-1- S (2.19b)
2 V(E: — Ef)? +4V?2

Offensichtlich sind die Koeffizienten u, v der Transformation unabhingig vom Gitter-
platz i, da fiir ihre Berechnung nur die gitterplatzunabhéingigen FKM-Parameter beno-
tigt werden. Die Wurzel im Nenner ist hierbei aufgrund der Quadratterme stets gro-
fser Null, es sei denn, man wahlte imagindre Modellparameter. Fiir den kritischen Fall
E.=FE; =V =0 ist die Gleichung (2.18) trivialerweise erfiillt.

Insgesamt erhélt man also den transformierten Hamiltonoperator

ﬁV:ZE ola +Zt aZaZ+A+ZEﬁ5T5 +Ztﬁﬁﬁz+A

7,A

+Ztaﬁaﬁz+A+Ztﬁaﬁ%+A+zUQ (2.20)

mit neuen Parametern

to = tou?

tg = t®
lag = tga = teuv

E, = Eu? — 2Vuv + Epv?
Eg = Efu2 + 2Vuv + Ev?

Der neue Hamiltonoperator enthélt also Hopping-Terme innerhalb beider Bénder o und
[, und dariiber hinaus noch gemischte Terme, die ein Hopping zum néchsten Nachbarn im
jeweils anderen Band ermdglichen. Damit ist gezeigt, dafs der FKM-Hamiltonoperator mit
Hybridisierung einem Hamiltonoperator mit Hopping-Termen in beiden Béndern gleich-
wertig ist. Die lokale Wechselwirkung zwischen ¢- und f-Band bleibt von der Transforma-
tion unberiihrt.
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2.4 Untergitter und Uberstruktur:
Definition der Inhomogenitat des Gitters

Um die Ausbildung von Ladungsdichtewellen (CDW-Phasen) im erweiterten FKM zu
untersuchen, nehmen wir an, dafs sich das zugrundeliegende Gitter in Untergitter zer-
legen 1aft. Untergitterfahig sind beispielsweise die kubischen Kristallstrukturen sc und
bee. Eine Ladungsdichtewelle liegt immer dann vor, wenn die Besetzungsdichten von c-
bzw. f-Elektronen auf den Untergittern verschieden sind, so daf eine Uberstruktur in
der Ladungsverteilung entsteht. Das Konzept der Untergitter wird im folgenden zunéchst
am Beispiel des zweidimensionalen Quadratgitters demonstriert und anschliefsend auf ein
dreidimensionales, einfach-kubisches Gitter erweitert. Im letzten Unterabschnitt werden
Orthonormalitétsrelationen fiir endliche, reale Gitter unter periodischen Randbedingun-
gen hergeleitet, die einen Zusammenhang zwischen Ortsraum und k-Raum herstellen,
und zwar sowohl fiir den homogenen als auch fiir den inhomogenen Fall. Diese Relatio-
nen werden spater bendtigt, um die Hamiltonoperatoren mit und ohne Annahme einer
Uberstruktur in die E—abhé'mgige Bloch-Darstellung transformieren zu kénnen.

2.4.1 Definition der Zerlegung in Untergitter

Gegeben sei ein endliches Kristallgitter G mit periodischen Randbedingungen. Wenn wir
kiinftig von einer Zerlegung in zwei Untergitter A und B? sprechen, so verkniipfen wir
stets folgende Bedingungen damit:

1. Die Vereinigung der beiden Untergitter A und B mufs wieder das gesamte Gitter G
ergeben:
G=AUB

2. Die Untergitter diirfen keine gemeinsamen Gitterpunkte besitzen:
ANB=1
3. Durch Verschiebung um einen Gittervektor A zum néichsten Nachbarn gelangt man
immer von einem Untergitter in das andere:

RecA = R+AcB VAnN.
ReB = R+AcA VAnN.

Damit sich ein endliches Gitter G iiberhaupt in genau zwei Untergitter zerlegen 1afst, muf
es natiirlich eine gerade Anzahl N von Elementarzellen aufweisen.

2Sowohl im asymmetrischen Fall Ey = 0 bei halber Fiillung als auch jenseits halber Fiillung sind auch
kompliziertere Uberstrukturen als die einfache AB-Struktur moglich. Vergleiche hierzu z. B. die von
Lemariski et al. (2002) und Watson und Lemaniski (1995) gefundenen ,stripe phases®.
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2.4.2 Zweidimensionales Quadratgitter

Wir betrachten nun exemplarisch ein zweidimensionales Quadratgitter G mit Gitterkon-
stante a und teilen es geméf den oben eingefithrten Regeln in zwei Untergitter A und B.
Aus dieser Zerlegung resultiert eine schachbrettartige Verteilung der Gitterpunkte (vgl.
Abbildung). Zur Beschreibung einer Uberstruktur in der Ladungsdichte erweist es sich als
niitzlich, ein sog. Ubergitter auf das bestehende AB-Muster zu legen. Dazu hat man im
Prinzip beliebig viele Moglichkeiten; zur Illustration werden zwei naheliegende Varianten
vorgestellt:

e Die erste Moglichkeit (siche Abbildung 6 auf der néchsten Seite) besteht darin, dem
urspriinglichen Gitter ein quadratisches Ubergitter mit doppelter Gitterkonstante
2a zu iiberlagern. Wahrend das reziproke Gitter des urspriinglichen Gitters G in
diesem Fall die Kantenlange %’r aufweist, besitzt das reziproke Gitter des Ubergit-
ters dann die halbe Kantenlinge Z. Daher betrigt die Flache der Brillouinzone
des Ubergitters (in Abbildung 6 violettfarben dargestellt) nur noch ein Viertel der
Fliache der Brillouinzone des urspriinglichen Gitters (orangefarben):

1. BZ des urspriinglichen Gitters: V= (2—”)2 — ir?

a

1. BZ des Ubergitters (Periode 2a): V = (5)2 =

a a
Definiert man nun noch eine ,yieratomige* Basis, so lafst sich jeder Gitterpunkt des
urspriinglichen Gitters GG beschreiben durch eine Summe aus einem Ubergittervektor
und einem ,atomaren* Basisvektor R,,:

R=2a-(n,m)+R, n,me7
IIllt éu € {(0,0),(a,O),(O,a),(a,a)}

e Bei der zweiten Moglichkeit (siche Abbildung 7 auf der néchsten Seite) wird ein
ebenfalls quadratisches Gitter mit der Gitterkonstanten v/2a auf das urspriingliche
Gitter gelegt. Das reziproke Gitter des Ubergitters hat entsprechend die Gitterkon-
stante 2—2’:1, und die erste Brillouin-Zone des Ubergitters ist halb so grok wie die des
urspriinglichen Gitters:

1. BZ des Ubergitters (Periode v/2a): V = (\/55)2 = ZGL;

a

Hier bendtigt man lediglich eine ,zweiatomige® Basis, um vom Ubergitter aus zu
samtlichen Punkten des Originalgitters G' zu gelangen:

R=+2a-(n,m)+a(1,1) n,me7Z
2.4.3 Verallgemeinerung auf ein dreidimensionales sc-Gitter

Da wir eine CDW-Phase im erweiterten FKM fiir dreidimensionale Systeme berechnen
wollen, betrachten wir nun ein einfach-kubisches Gitter G der Kantenldange a. Teilt man
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Reales Gitter: Reziprokes Gitter:
[} o [ J @) o [ J o [ J
O [ ] O [ J (@]
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@) [ ] [ ] (] [ ]
s
a
° Untergitter A ®+o reziprokes Gitter des
o Untergitter B urspriingl. Gitters G
Ubergitter reziprokes Gitter des Ubergitters

Abbildung 6: Zweidimensionales Quadratgitter mit zwei Untergittern A, B und Gitterkonstante a. Dem
urspriinglichen AB-Gitter wird ein Ubergitter mit doppelter Gitterkonstante 2a iiberlagert. Die Fliche der
Brillouinzone des Ubergitters (violett) betrdgt nur noch ein Viertel der Brillouin-Zone des urspriingichen
Gitters (orange).

Reales Gitter: Reziprokes Gitter:
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Untergitter A e+t o reziprokes Gitter des
o Untergitter B urspriingl. Gitters G
Ubergitter reziprokes Gitter des Ubergitters

Abbildung 7: Zweidimensionales Quadratgitter mit zwei Untergittern A, B und Gitterkonstante a. Dem
urspriinglichen AB-Gitter wird ein Ubergitter mit Gitterkonstante v/2a iiberlagert. Die Fliche der Brillouin-
zone des Ubergitters (violett) betrdgt die Hélfte der Brillouin-Zone des urspriingichen Gitters (orange).
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dieses einfach-kubische Gitter in zwei Untergitter A und B, so erhélt man eine Art rdum-
liche Schachbrettverteilung (vgl. Abbildung 8 auf der néchsten Seite). Eine Basis dieses
einfach-kubischen Gitters G ist gegeben durch

@ =a(1,0,0), @ =a(0,1,0), a;=(0,0,1). (2.21)

Alle Gitterpunkte von G = AU B lassen sich als Linearkombination dieser Basisvektoren
darstellen:

é = 7115:1 + ngag -+ ngag, ni,No, N3 € 7. (222)
Dem urspriinglichen Gitter G iiberlagern wir jetzt wieder ein Ubergitter U, welches nur
aus den Punkten des Untergitters A besteht (in Abbildung 8 auf der néchsten Seite durch
graue Umrandungen markiert). Es ist leicht zu erkennen, daf es sich bei diesem Ubergitter
um ein fee-Gitter der Kantenlinge 2a handelt, also um ein kubisch-flichenzentriertes
Gitter. Die primitive Einheitszelle des fce-Ubergitters U wird durch drei in roter Farbe
eingezeichnete Basisvektoren

W =a(1,1,0), dy=a(0,1,1), us=a(l,0,1) (2.23)
aufgespannt, und das Volumen dieser Einheitszelle betragt

Vipz = liy - (iy X )| = 2a°. (2.24)
Ausgehend von der Ubergitterbasis 1t sich jeder Gittervektor R des Originalgitters G
beschreiben. Dazu definiert man analog zum Vorgehen bei einer Kristallstruktur eine Art
zweiatomige” Basis aus Gittervektoren. Der Gittervektor R setzt sich dann als Vektor-
summe aus einem Ubergittervektor und einem ,atomaren Ortsvektor R, zusammen:

—

R = mlﬁl -+ m2u_§ + m3ﬁ3 + é“ (ml, ma, mg) e (225)

mit R, € {(0,0,0), (a,0,0) }

Nun definieren wir zum Originalgitter GG ein reziprokes Gitter G,e,. Das Reziproke eines
einfach-kubischen Gitters ist wieder ein einfach-kubisches Gitter mit Gitterkonstante %’r
(sieche Abbildung 9 auf der néchsten Seite). Die entsprechenden reziproken Basisvektoren

berechnen sich aus den realen Basisvektoren durch die Vorschrift

- 2
p = T (a; x ay) mit (i, j, k) zyklisch aus {1,2,3},
VoEz
und man erhéalt
2T - 2T - 2T

51:;(1,0,0), by="(0,1,0), by (0,0,1). (2.26)

T a
Damit 1aft sich das Volumen der reziproken primitiven Einheitszelle des Originalgitters
G bestimmen:

83

ad

Vs = b1 - (b x bs)| = (2.27)
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Abbildung 8: Einfach-kubisches Gitter G mit zwei Untergittern A, B und Gitterkonstante a. Bedeutung
der Symbole: ¢ = Untergitter A, o = Untergitter B, ¢ = Ubergitter U.

Abbildung 9: Reziprokes Gitter Gre, des einfach-kubischen Gitters mit Ubergitter Uyez und Gitterkonstante
27”. Bedeutung der Symbole: @ & o = rezipr. Gitter des urspriinglichen Gitters, ® = rezipr. Ubergitter Ures.
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Das reziproke Gitter U, des Ubergitters U ist ein bee-Gitter mit Kantenlinge 27” Es
besteht aus sdmtlichen Punkten des gesamten reziproken Gitters zuziiglich der raumzen-
trierten Punkte (graue Punkte bzw. Umrandungen in Abbildung 9 auf der vorherigen
Seite). Die Basisvektoren des reziproken Ubergitters U,., berechnen sich aus den Basis-
vektoren (2.23) des realen Ubergitters zu

T n T
v = —(1,1,—1 Up = —(—1.1.1 U = —(—1,—1,1 2.28
U1 GJ(’ ) )7 V2 a( y Ly )7 U3 a( ) ) ) ( )

und sind in roter Farbe in Abbildung 9 dargestellt. Ferner wurde der halbe diagona-
le reziproke Gittervektor Q = 7(1,1,1) eingezeichnet, der eine wichtige Rolle bei den
Transformationen des inhomogenen Hamiltonoperators spielen wird. Seine Herkunft und
Bedeutung werden im néchsten Abschnitt eingehend erlautert.

Das Volumen der reziproken primitiven Einheitszelle des Ubergitters betrégt

~ ~ . 471'3 VrG
Vigz = [t - (T2 x 03)] = B —QEZ- (2.29)

Aus bekannten Sachverhalten lassen sich nun folgende Schluffolgerungen ziehen:

(i) Das Volumen der Wigner-Seitz-Zelle eines Gitters ist gleich dem Volumen der pri-
mitiven Einheitszelle desselben Gitters.

O Die Wigner-Seitz-Zelle des reziproken Originalgitters (sc) hat das Volumen

Ve, = %3, und die Wigner-Seitz-Zelle des reziproken Ubergitters (bcc) hat

U  _ 4x3
das Volumen V7, = 5.

(ii) Die erste Brillouin-Zone eines Gitters ist definiert als Wigner-Seitz-Zelle des zuge-
horigen reziproken Gitters.

0 Das Volumen der 1. BZ des Ubergitters U ist halb so gro wie das Volumen
der 1. BZ des Originalgitters G.

Spiter wird bei der Summation iiber die k-Vektoren der 1. BZ im inhomogenen Fall also
zu beachten sein, daft nur die halbe 1. BZ des Originalgitters zu durchlaufen ist.

2.4.4 Orthonormalitiatsrelationen fiir endliche Kristallgitter mit und ohne
Uberstruktur

Fiir die spétere Transformation der Hamiltonoperatoren von der Wannier- in die Bloch-
Darstellung werden entsprechende Orthonormalitatsrelationen benotigt, die eine Bezie-
hung zwischen Orts- und Impulsraum herstellen. Geht man von einem endlichen Kristall-
gitter mit periodischen Randbedingungen aus, so gelingt diese Verkniipfung mit Hilfe der
Fourier-Transformation. Im homogenen, d. h. translationsinvarianten Fall ist das Ergebnis
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gemeinhin bekannt (vgl. z. B. Czycholl, 2000) und soll an dieser Stelle noch einmal nach-
vollzogen werden. Liegt jedoch eine Untergitterstruktur und damit eine Inhomogenitat
des Gitters vor, so muft die bekannte Orthonormalitétsrelation modifiziert werden.

Gegeben sei also ein endliches Bravais-Gitter, welches sich aus insgesamt N Elementar-
zellen zusammensetzt. In jeder Raumrichtung « besteht dieser Gitterblock jeweils aus N,
Elementarzellen, so daf bei vorgegebener Raumdimension d gilt

N =] Na. (2.30)

Hierbei setzen wir N, als gerade voraus, um das Gitter isotrop in zwei Untergitter zerlegen
zu konnen, und erhalten automatisch eine gerade Gesamtzahl N von Elementarzellen. Jede
dieser Elementarzellen wird durch die Basisvektoren des Gitters {aj, ..., ds} aufgespannt.
Damit betrigt die Lange (Ausdehnung) des Kristalls in Raumrichtung o

Lo = No|@a|. (2.31)

Der Gitterblock werde nun in alle Raumrichtungen o« = 1, ..., d periodisch fortgesetzt, so
daf der ganze Raum ausgefiillt wird. Dann fordern wir periodische Randbedingungen, d. h.
bei Verschiebung um eine Kristallinge L, in gleich welcher Raumrichtung « diirfen sich
physikalisch relevante Grofsen nicht &ndern. Hat man also eine solche physikalische Grofse
als diskrete Funktion der Gittervektoren R, (des nun unendlich ausgedehnten Gitters)
gegeben, so muf diese periodisch gegeniiber Verschiebung um eine Kristallinge sein:

f(Ry) = f(Ry+ Nad,) VYeae{l,...,d} (2.32)

Freilich 14t sich diese periodische Funktion als Fourier-Reihe darstellen:
. 1 Lo
F(Ry) = = fk)er (2.33)
F(R) =" f(Ry)e (2.34)

Setzt man die Fourier-Reihe (2.33) in die Periodizitétsbedingung (2.32) ein, so findet man
das bekannte Resultat, daft — aufgrund der diskreten Gitterstruktur — die Komponenten
des Wellenvektors k& = E?Zl k;b; nur diskrete Werte annehmen konnen, und zwar

lo
b= mit lo€{1... No}. (2.35)

Da sich jedes beliebige k des reziproken Raumes durch eine Vektorsumme aus einem k' der
ersten Brillouinzone und einem reziproken Gittervektor G darstellen 1afst, geniigt es, sich
bei der Summation in der Fourier-Reihe (2.33) auf die erste Brillouinzone zu beschrénken.
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Auf einem solchen periodisch fortgesetzten, endlichen Gitter mit N Elementarzellen gilt
die Orthonormalitétsrelation des translationsinvarianten (homogenen) Falls:

N
1 TN D - =
NZ =k — 5.0 kK € 1. BZ. (2.36)

Ein Beweis dieser Relation findet sich z. B. in Czycholl (2000).

Im inhomogenen Fall liegen nun aber zwei Untergitter A und B in einer schachbrettartigen
Struktur vor, wie sie im vorigen Abschnitt fiir das einfach-kubische Gitter vorgestellt
wurde. Somit wird nur noch iiber die Gittervektoren eines Untergitters summiert, d. h.
iiber jeden zweiten Gittervektor des Originalgitters. Daher ist folgende Summation aus
komplexen Exponentialfunktionen auszuwerten?:

2 i L_LI\D
~ D etk (2.37)

ReB

Im folgenden wird das im vorigen Abschnitt eingefiihrte einfach-kubische Gitter mit zwei
Untergittern A und B zugrundegelegt. Hier gibt es nun zwei Ansatzmoglichkeiten: Ent-
weder man wertet die Summe beziiglich der Basen {@, @, @3} und {by, b, b3} des Origi-
nalgitters G aus (vgl. (2.21) bzw. (2.26)), oder aber man legt die Basen {u, iy, i3} und
{#, Ty, U3} des Ubergitters zugrunde (vgl. (2.23) bzw. (2.28)). Im ersten Fall hat man
zu iiberlegen, iiber welche Gittervektoren R im Ortsraum tatsichlich zu summieren ist;
im zweiten Fall mufs bedacht werden, welche Werte der Differenzwellenvektor k— K im
Impulsraum wirklich annehmen kann.

Wir entscheiden uns fiir den ersten Weg und stellen den Untergittervektor ReB beziiglich
der Basis (2.21) des unzerlegten Originalgitters G dar:

—

R = nydy + neds + nsas,  (ny,ne,n3) € Z

Im néchsten Schritt gilt es herauszufinden, welche Werte die ganzzahligen Koeffizienten
(n1,n9,n3) annehmen kénnen, so daf R immer im Untergitter B verbleibt. Bei systemati-
scher Vorgehensweise findet man, dafs es fiir das Tripel zunéchst einmal zwei Moglichkeiten
gibt: Alle n; sind ungerade, oder je ein n; ist ungerade und die anderen beiden sind gerade.
Daraus resultieren vier mogliche Kombinationen:

ny ‘ No ‘ ns ‘ Bezeichnung
ungerade | ungerade | ungerade uuu
ungerade | gerade gerade ugg
gerade ungerade | gerade gug
gerade gerade ungerade ggu

3Ebensogut kénnte man natiirlich die Summation iiber alle Gittervektoren aus Untergitter A betrachten.
Das Ergebnis wird sich nur um ein Vorzeichen unterscheiden, wie wir noch sehen werden.
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Das nachfolgende Bild veranschaulicht, wie man vermittels dieser vier Kombinationen
stets auf den Punkten des Untergitters B landet:

-® uuu
-0 ugg
-© gug
- ggu
- A

Die Vereinigung der vier Punktmengen uuu, ugg, gug und ggu ergibt wieder das gesamte
Untergitter B. Wir definieren die Menge der vier moglichen Kombinationen kurz als

K = {(uuu), (ugg), (gug), (ggu)}. (2.38)

Der Gittervektor R aus dem Untergitter B hat also beziiglich der Originalbasis eine Dar-
stellung mit eingeschrinkter Auswahl an Koeffizienten:

—

R = 7115:1 + ng(l_é + ngag mit (nl, N9, ng) e K. (239)

Fiir die Berechnung des Skalarprodukts im Exponenten bendtigen wir noch den Wellen-
vektor k. Dieser entstammt der ersten Brillouin-Zone und lafst sich als Linearkombination
der Basisvektoren des reziproken urspriinglichen Gitters G,., beschreiben:

E = klgl + k?ggg + k?ggg mit k?a = ]li/,—a und Ea c {]_, ey Na} (240)

«

Der zweite Wellenvektor k' wird analog durch Koeffizienten ¢/, festgelegt. Definiert man
die Differenz Al, = ¢, — ¢!, und wendet die bekannte Bezichung zwischen realer und
reziproker Basis

an, so ergibt sich fiir das gesuchte Skalarprodukt
- ol = Al Al Al
(1{7 — l{?l)R = 27?—1711 + 27'('—277,2 + 27?—3713 mit (77,1, N, n3) € K. (242)
Ny N, N3

Da die Wellenvektoren k und &’ aus der ersten Brillouin-Zone stammen, kann ihre Differenz
k — k" im Prinzip zwar aus der ersten Brillouin-Zone herausragen, zumal Al die Werte
von —N, + 1 bis N, — 1 durchlauft; doch kann man zu jedem k — £’ einen entsprechenden
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reziproken Gittervektor G addieren, so dafs der resultierende Vektor wieder in der 1. BZ
liegt. Daher geniigt es, sich auf k — K aus der 1. BZ zu beschranken, und da letztere sich
nach unserer Definition (2.40) ausschlieRlich auf den positiven Oktanten des k-Raums
erstreckt, konnen die Koeffizienten A/, nur positive Werte annehmen:

Al, € {0,1,...,N, — 1} (2.43)
Die bisherigen Ergebnisse werden nun in die Summe (2.37) eingesetzt, und es resultiert
folgender Ausdruck:

N1 Nz N3

ED LU NZZZZH S

ReB K ni=1nz2=1n3=1a=1
1 ’ 2 al 271'1%”@
=10 H(ﬁ de ) (2.44)
K a=1 @ =

Fiir die Auswertung der einzelnen n,-Summen erweist sich folgender Satz als niitzlich:

Satz: Fir gerades N € N, N > 2 und Al € {0,1,..., N — 1} gilt:

2 1 fiir A ¥
2 Z %n:{ iir Al € {0,5 (2.45)

N
0 sonst
n—
n ger. d

Ein Beweis dieses Satzes wird im Anhang gegeben. Aus Gleichung (2.45) leitet man direkt
eine entsprechende Beziehung fiir die Summe iiber ungerade n ab:

, N ) y 1 fir Al =0
N Z 627rz§\,zn _ N Z 627Ti%(2j—1) — —1 fiir AV = % (246)
n=1 Jj=1 0 sonst

n ungerade

Mit Hilfe der beiden Rechenregeln (2.45) und (2.46) kann nun die Summation (2.44) {iber
die Koeffizienten (n,ns,n3) und die Kombinationen K ausgefithrt werden. Fiir die vier
Summanden szl --- von » . erhélt man folgende von Null verschiedene Beitrége:

. 1 fir Alb=0 | [ 1 fixAlb=0 )| [ 1 firAly=0
P <1 firag =M —1 fiir Aly = 22 —1 fiir Aly = M
1 fir Agl =0
—1 fir Agl = -5

{ : )
{ }

1 fiir Aly =0, %2 1 fiir Aly =0,

—1 fir Aly = ]\;2

1 fir Al =0

—1 fir Aly = ]\2[3

o

1 fir Ay =0, 2 1 fiir Aly =0, %

2

— — =

f
1 fiir Aly =0 }
f

f—/Hf—/Hf—/H

1 fiir Al3 =0, N3 }
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Von allen Kombinationen (Afy, Aly, Al3) liefern somit nur einige nicht-verschwindende
Summanden. Betrachtet man der Reihe nach diese moglichen Kombinationen, so ergibt

die Summation i >y der vier Beitrige jeweils:
TAH14+141) =1 fir Al = Aly = Al; =0,
1.(141-1-1)=0  fiir (Al,Aly, Aly) = (0,22,22) (und analoge Komb.),
(=1+1—=1+1)=0 fiir (Aly,Aly, Als) = (£+,0,0) (und analoge Komb.),
)

e LN

(-1-1-1-1 fiir (ALly, Aly, Alg) = (82 D2 I,

27727 2
Zusammengefafst lautet also die Summe (2.44):
1 flir Agl = A£2 = Agg =0
—> ¢ = —1 fir Al =5 Al =52 Al =53 (2.47)
ReB 0 sonst
Da die Koeffizienten A/, mit den Wellenvektoren tiiber

- o Al Aly-  Alz-
kE—FK = by + by + b
N1 1 N2 2 N3 35

verkniipft sind, bleiben im Endergebnis nur noch zwei Differenz-Wellenvektoren iibrig, die
einen nicht-verschwindenden Beitrag zu (2.44) leisten:

— K =(0,0,0)

k
= R T ~
k—Fk ==b + by + =bg=—(1,1,1) = Q. 2.48

21+22+23 a(aa) Q (2.48)
Bei der nicht verschwindenden Differenz Cj der Wellenvektoren handelt es sich um den
diagonalen reziproken Gittervektor des Ubergitters U. Beziiglich des urspriinglichen Git-
ters G stellt ) gerade den halben diagonalen reziproken Gittervektor dar, vgl. hierzu
auch Abbildung 9 auf Seite 41. Schlieklich fassen wir das Ergebnis (2.47) mit Hilfe von
Kronecker-Deltasymbolen zusammen und schreiben die Orthonormalitétsrelation des Un-
tergitters B eines einfach-kubischen, endlichen Gitters als

2 i(k—k) R
ReB

Die entsprechende Vorschrift fiir das Untergitter A a8t sich leicht aus (2.49) und der
homogenen Relation (2.36) ableiten:

i(k—Ek") i(k—k")R i(k—k")R
—E: E:e( e 5D eI =20 — O + g

ReA alle R ReB



48 2 DAS MODELL

Die Orthonormalitdtsrelation fiir das Untergitter A unterscheidet sich von derjenigen fiir
das Untergitter B lediglich um ein Vorzeichen:

N 6- = 5];];, + 5];7]5,_’_@’. (250)

Diese Relationen werden als Transformationsvorschrift vom Ortsraum in den Impulsraum
dienen und im weiteren Verlauf der Arbeit auf den inhomogenen Hamiltonoperator des
erweiterten FKM angewandst.

2.5 Ordnungsparameter und Phaseniibergiange
im erweiterten FKM

Bevor wir auf die moglichen Phasen und Phaseniiberginge im erweiterten FKM einge-
hen, wollen wir die beiden Begriffe etwas genauer umreifsen. Als Phase im engeren Sinne
bezeichnet man im allgemeinen einen Zustand eines makroskopischen Systems, das sich
im thermischen Gleichgewicht befindet. Eine Phase wird durch bestimmte Werte einer
makroskopischen Observablen wie z. B. Dichte, Magnetisierung oder elektrische Leitféhig-
keit charakterisiert. Zwischen einzelnen Phasen kénnen Uberginge auftreten, und je nach
ihrem Verhalten im Ubergangsbereich unterscheidet man diskontinuierliche Phaseniiber-
gange erster Ordnung von kontinuierlichen Phaseniibergingen zweiter Ordnung. Diesen
Phaseniibergéngen ist in der Regel gemeinsam, dafs sie nicht-analytisch in den partiel-
len Ableitungen ihrer thermodynamischen Potentiale sind: Treten Unstetigkeiten in den
ersten partiellen Ableitungen auf, so spricht man von einem Phaseniibergang erster Ord-
nung; liegt eine Unstetigkeit erst in mindestens einer der zweiten partiellen Ableitungen
vor, wahrend die erste Ableitung stetig ist, so handelt es sich um einen Phaseniibergang
zweiter Ordnung.

Vollzieht ein System einen Ubergang von einer geordneten in eine ungeordnete Phase oder
umgekehrt, so lafst sich fiir einen solchen Phaseniibergang ein sog. Ordnungsparameter de-
finieren. Meist besitzt die geordnete Phase nicht mehr die Symmetrie des urspriinglichen
Hamiltonoperators, so dafs man im Zusammenhang mit Phaseniibergéngen oft von Sym-
metriebrechung spricht. Dabei wird das System stets einen Zustand mit mdglichst geringer
freier Energie F' = U — T'S anstreben. Fiir tiefe Temperaturen erweist sich eine kleine
innere Energie U als giinstig, die infolge von Teilchenwechselwirkungen oft durch hohe
Ordnung im System erreicht werden kann. Dem wirkt eine Tendenz zur Unordnung ent-
gegen, denn die freie Energie kann auch durch eine grofe Entropie S bzw. hohe Temperatur
T abgesenkt werden. Insgesamt dominiert bei tiefen Temperaturen die Ordnungstendenz
und bei hohen Temperaturen die Unordnungstendenz. Ob ein Phaseniibergang sprunghaft
(erster Ordnung) oder kontinuierlich (zweiter Ordnung) ist, spiegelt sich im Verhalten des
zugehorigen Ordnungsparameters wieder, der meist eine erste partielle Ableitung eines
thermodynamischen Potentials darstellt.
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Beim erweiterten FKM werden wir uns auf zwei Ordnungsphdnomene konzentrieren: La-
dungsordnung auf den Untergittern und elektrische Polarisation zwischen ¢- und f-Band.
Die zugehorigen Ordnungsparameter werden wir zwar als mikroskopische Observable pro
Gitterplatz definieren, doch da es sich um kollektive, auf das ganze Gitter ausgedehnte
Phénomene handelt, beschreiben sie letztlich Ordnungseffekte, die makroskopisch sichtbar
sind.

2.5.1 Definition der Ordnungsparameter

Die bisherige Forschung tiber das (einfache) Falicov-Kimball-Modell hat sich meist mit
dem Verhalten eines einzelnen Ordnungsparameters beschéftigt. So haben Portengen et al.
(1996b) und andere den Einfluff einer Hybridisierung V' zwischen ¢- und f-Band auf die
exzitonische Ubergangsrate (cff) untersucht, wihrend Brandt und Mielsch (1990) das
Verhalten des CDW-Ordnungsparameters im Grenzfall unendlicher Dimension erforscht
haben. Czycholl (1999) hat unter Beriicksichtigung einer Hybridisierung erstmals beide
Ordnungsparameter in Konkurrenz betrachtet. Batista (2002) hat schliefslich das FKM um
ein f-f-Hopping erweitert und Phasendiagramme fiir starke und mittlere Wechselwirkung
U erstellt. In der vorliegenden Arbeit gehen wir in Anlehnung an die genannten Verdf-
fentlichungen von zwe: grundlegenden Ordnungsphénomenen fiir das erweiterte FKM aus:
eine mikroskopische c-f-Polarisation, reprisentiert durch die exzitonische Ubergangsrate
(c'f) vom f-Band in das c-Band, und eine Ladungsdichtewelle (engl. charge density wa-
ve), gegeben durch die Differenz der Besetzungsdichten von ¢- bzw. f-Elektronen auf den
beiden Untergittern.

Im homogenen Fall gibt es nur einen Ordnungsparameter, namlich die ¢- f-Polarisation,
welche auf jedem Gitterplatz ¢ den gleichen Wert besitzt. Im inhomogenen Fall hingegen
konnen beide Ordnungsphidnomene auftreten, und wir definieren insgesamt vier Ordnungs-
parameter, wie die folgende Ubersicht zeigt:

Ordnungsparameter beim erweiterten FKM

homogener Fall:
c-f-Polarisation: P := (¢ f) (2.51)

inhomogener Fall:

c- f-Polarisation fiir Untergitter A: Pc‘;‘f = (cf))=(cf) firieA (2.52)
¢- f-Polarisation fiir Untergitter B: P/ := (chfg) = (cf) firieB (2.53)
Differenz der c-Besetzungsdichten:  m, :=n? —n (2.54)

(2.55)

Differenz der f-Besetzungsdichten: my :=njy —nj
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Alle Ordnungsparameter werden in Hartree-Fock-Néherung selbstkonsistent berechnet.
Bei der ¢ f-Polarisation im inhomogenen Fall lassen sich die beiden Spezialfélle symme-
trisch polarisiert und antisymmetrisch polarisiert unterscheiden:

Pc‘jlf = Pc]‘;f =Py symmetrisch polarisiert (2.56)
Pc‘?c = —Pcljc antisymmetrisch polarisiert (2.57)

Im folgenden erlédutern wir den behandelten Spezialfall halber Fiillung und definieren die
Besetzungsdichten fiir ¢- und f-Elektronen. Legen wir fiir das gesamte Gitter N Gitter-
punkte zugrunde, so enthalten die beiden Untergitter A und B jeweils % Gitterpunkte.
Die Besetzungsdichten der ¢- und f-Elektronen auf den Untergittern sind dann gegeben
durch B
nAB _ 2NMP AB _ 2N}
¢ N N
Hierbei bezeichnet N4 (N J‘f‘) die Anzahl der c-Elektronen (f-Elektronen) auf dem Unter-
gitter A, analoges gilt fiir Untergitter B. Die Summe der ¢- und f-Besetzungszahlen auf
den beiden Untergittern ergibt die Anzahl N, der Elektronen auf dem gesamten Gitter:

(2.58)

Ne =N+ N2+ N + N7

Theoretisch konnen sich beim erweiterten FKM bis zu zwei Elektronen am selben Git-
terplatz aufhalten (je ein ¢- und ein f-Elektron). Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich
jedoch speziell mit dem Fall halber Fiillung, d.h. wir fordern ein Elektron pro Gitterplatz.
Die Anzahl der Elektronen N, mufs also mit der Anzahl der Gitterpunkte N des gesamten
Gitters libereinstimmen. Fiir die Summe der Besetzungsdichten bedeutet halbe Fiillung:

2N,

nf+nf+n?+n?: N = 2. (2.59)

Zusétzlich verlangen wir, dafs die Elektronendichte auf beiden Untergittern gleich ist:

nt+nf=1 und nl+nf=1 (2.60)

Im homogenen Fall, wo die beiden Untergitter A und B dquivalent sind, gibt es nur noch
ein Gitter, ndmlich das urspriingliche Gitter GG. Damit reduziert sich die Bedingung fiir
halbe Fiillung auf

N. Ny
N YN
wobei n. (ny) die Besetzungsdichte der c-Elektronen (f-Elektronen) auf dem gesamten
Gitter G bezeichnet.

ne+n;=1, mit n,= (2.61)

Je nachdem, wie die Ordnungsparameter sich verhalten, ob sie verschwinden oder einen
endlichen Wert annehmen, lassen sich verschiedene Phasen unterscheiden. Des weiteren
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werden wir auch solche Zustdnde des Systems als ,Phasen” bezeichnen, die keiner Be-
schreibung durch einen Ordnungsparameter unterliegen. Zu den Phasen im engeren Sinne,
welche durch Ordnungsparameter charakterisiert werden, zédhlen die CDW-Phase und die
(anti-)ferroelektrische Phase bzw. exzitonische Isolatorphase. Die beiden anderen Phasen,
namentlich Bandisolator- und Halbmetallphase, werden durch Observablen beschrieben,
die keinen geordneten Zustand des Systems kennzeichnen, sondern die urspriingliche Sym-
metrie des Hamiltonoperators beibehalten. Da dann keine Symmetriebrechung vorliegt,
erwarten wir, daf sich die entsprechenden Observablen analytisch in Abhéngigkeit von
Temperatur oder Modellparametern verhalten. Echte Phaseniibergénge im engeren Sinne,
d. h. zwischen geordneten und ungeordneten Phasen, konnen daher nur bei den Ordnungs-
parametern (2.51) bis (2.55) auftreten.

2.5.2 CDW-Phase

Eine Ladungsdichtewelle oder CDW-Phase liegt vor, wenn sich die Besetzungsdichten von
c- bzw. f-Elektronen auf den beiden Untergittern A und B unterscheiden:

me=n"? -n?+0 < CDW-Phase (Ladungsdichtewelle) (2.62)
B

mf:nf—nj}séo

Zu beachten ist hierbei, daf die Ordnungsparameter m, und my wegen (2.60) voneinander
abhéngen. Gibt es ein endliches m,, so ist automatisch auch m; endlich und umgekehrt:

my = —m,, denn nf —nf =nl—n’. (2.63)
Verschwinden die beiden CDW-Ordnungsparameter, so befindet sich das System in einem
Zustand ohne Ladungsordnung, d.h. im homogenen Zustand.

2.5.3 Ferroelektrische Phase

Da der Hamiltonoperator des erweiterten FKM keinen expliziten Term fiir eine Hybridisie-
rung zwischen ¢- und f-Band enthélt, welcher beispielsweise als Folge eines externen Feldes
aufgefaft werden kénnte, kommt eine endliche ¢ f-Polarisation einem spontanen Effekt
gleich. Das System produziert aus sich selbst heraus eine spontane elektrische Polarisa-
tion. Daher kann ein nicht-verschwindender Ordnungparameter (cff) als ferroelektrische
Phase interpretiert werden:

Pp={(c'f)#0 < ferroelektrische Phase (2.64)

Verschwindet der Ordnungsparameter (FP.; = 0), so geht das System in einen dielektri-
schen Zustand iiber.
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2.5.4 Antiferroelektrische Phase

Durch die Unterscheidung zwischen A- und B-Untergitter ist nicht nur eine symmetrische
Polarisation P.; = P/} = PZ, sondern auch eine antisymmetrische Polarisation denkbar.
Auch in diesem Fall wiirde das System einen Zustand spontaner elektrischer Polarisation
annehmen. Da die c- f-Polarisationen PC‘;‘C und Pg dann aber auf den Untergittern A und
B von Gitterplatz zu Gitterplatz alternierende Vorzeichen aufweisen, kann man von einer

antiferroelektrischen Phase sprechen:
Pc‘jlf = —ch #0 <& antiferroelektrische Phase (2.65)

Verschwinden die Ordnungsparameter Pcf} und Pg, so tritt das System wieder in einen
dielektrischen Zustand ein.

2.5.5 Exzitonischer Isolator

Die exzitonische Isolatorphase beinhaltet gleich zwei Aussagen iiber den Zustand des
Systems: Zum einen handelt es sich um einen exzitonischen Zustand, d.h. es gibt ein
Elektron im ¢-Band und ein Loch im f-Band (oder umgekehrt), die sich aufgrund einer
abgeschirmten Coulomb-Anziehung aneinander gebunden haben. Ein solcher Zustand exi-
stiert natiirlich immer als angeregter Zustand des Systems und kann z. B. durch ¢ f|v)
(1o Grundzustand) beschrieben werden. Die exzitonische Isolatorphase verlangt jedoch,
daf ein Exziton selbst Grundzustand des Systems wird. Dann muf die exzitonische Uber-
gangsrate einen endlichen Wert besitzen:

Pp={cf)#0 im homogenen Fall (2.66)
PC‘:‘;B = <CT47BfA’B> # 0 im inhomogenen Fall (2.67)

Zum anderen bedarf es einer Energieliicke in den Zustandsdichten von ¢- und f-Elektronen
und eines chemischen Potentials, das genau in dieser Liicke liegt, damit man tatsachlich
von einem Isolator sprechen kann. Eine solche Liicke wird gerade durch die effektive Hy-
bridisierung zwischen den Béandern vermittelt, zumindest wenn die Hybridisierung als
/;—unabhéngig angenommen wird. Die effektive Hybridisierung héngt wiederum direkt mit
der exzitonischen Ubergangsrate bzw. c- f-Polarisation zusammen. Speziell beim Hartree-
Fock-Verfahren gibt es eine lineare Abhéngigkeit:

V=-U P im homogenen Fall

‘7,4,3 =-U PC’:‘I’B im inhomogenen Fall

Damit sind aber die Bedingungen fiir eine exzitonische Isolatorphase dquivalent zu denen
der ferroelektrischen bzw. antiferroelektrischen Phase. Die beiden Phasentypen sind also
aquivalent zueinander:

exzitonische Isolatorphase < (anti-)ferroelektrische Phase.
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2.5.6 Bandisolator und Halbmetall

Weitere aufschlufreiche Observable stellen die Besetzungsdichten n. und ny der ¢- und
f-Elektronen dar. Sie geben an, wie weit ¢- und f-Band jeweils gefiillt sind. An dieser
Stelle sei noch einmal darauf hingewiesen, daf es sich bei den Besetzungsdichten nicht
um Ordnungsparameter handelt, da sie sich in Abhéngigkeit von der Temperatur und
von den FKM-Modellparametern analytisch éndern. Fiir die Besetzungsdichten lassen
sich grob drei ,,Phasen” unterscheiden:

l.n.=1, ny=0: volles c-Band, leeres f-Band (Bandisolator)
2.0<n. <1, 0<ny <1: gemischt-valenter Bereich, sog. mized-valence regime
3.n.=0, ny=1: leeres ¢-Band, volles f-Band (Bandisolator)

Wenn ein Band gefiillt und das andere leer ist, so liegt eine Interbandliicke zwischen c-
und f-Band vor. Das chemische Potential liegt dann innerhalb dieser Liicke, so daf man
einen Bandisolator erhalt. Fiir den gemischtvalenten Bereich 1aft sich keine so eindeuti-
ge Aussage treffen. Zwar iiberlappen ¢- und f-Band prinzipiell in diesem Bereich, doch
kénnen sich durch die Wechselwirkung U Liicken in den Zustandsdichten bilden, und
zwar sowohl in der (anti-)ferroelektrischen als auch in der CDW-Phase. Wenn der Band-
{iberlapp ungestort bleibt und das chemische Potential inmitten des Uberlappbereiches
liegt, so stellt sich der Zustand als halbmetallische Phase dar. Wir behandeln die halbme-
tallische Phase ebenfalls als ,,Phase im weiteren Sinne und fiihren als charakteristische
Observable die Interbandliicke A .y zwischen c- und f-Band ein. Sie laft sich direkt aus
den Modellparametern des erweiterten FKM berechnen:

E U—-FE.|—|t.|— |t falls E; > FE.
Acf:{| f + | = ltel = [ts] falls By (268)

B+ U — Ef| — |t — |t;| falls B; < E,

Eine Halbmetallphase entsteht, sobald ¢- und f-Band {iberlappen. Dann wird die Inter-
bandliicke negativ:
Acy <0 < Halbmetallphase (2.69)

Ein Bandiiberlapp ist also genau dann gegeben, wenn der Abstand der Bandmittelpunkte
|Ef +U — E.| bzw. |E, + U — Ey| kleiner wird als die Summe der halben Bandbreiten
|te| + |ts|, vgl. dazu auch Abbildung 10 auf der néchsten Seite.

2.5.7 Mischphasen

Theoretisch sind natiirlich auch Mischphasen denkbar, bei denen gleich zwei unabhéngige
Ordnungsparameter einen von Null verschiedenen Wert besitzen. Zum Beispiel kénnte es
eine Phase mit endlicher symmetrischer Polarisation P.; # 0 geben, die gleichzeitig eine
Ladungsiiberstruktur mit m. # 0, m; # 0 aufweist. Eine solche Mischphase wére zugleich
homogen in der Polarisation und inhomogen in der Ladungsverteilung.
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Abbildung 10: Interbandliicke Ay als charakteristische Grofe fiir eine Halbmetallphase

2.5.8 Phaseniiberginge

Die im vorigen Abschnitt definierten geordneten Phasen weisen nicht mehr die Symmetrie
des urspriinglichen Hamiltonoperators auf, denn

e die Translationsinvarianz beziiglich des zugrundeliegenden Gitters wird durch die
AB-Untergitterstruktur gebrochen;

e im Hamiltonoperator des erweiterten FKM ist explizit keine Hybridisierung enthal-
ten. Der exzitonische Erwartungswert (c'f) tritt erst bei der Mean-Field-Entkopp-
lung des Wechselwirkungsterms auf.

Aufgrund dieser Symmetriebrechungen sind zumindest temperaturabhéngige Phaseniiber-
gange von den geordneten in die ungeordneten Phasen zu erwarten. Weiterhin sollen aber
auch Phaseniibergéinge in Abhingigkeit von den Modellparametern und Uberginge von
einer geordneten Phasen in die andere untersucht werden.

Die treibende Kraft fiir Uberginge zwischen den Phasen im erweiterten FKM ist dabei die
lokale Abstofsung U zwischen ¢- und f-Elektronen. Ohne diese Wechselwirkung kann sich
keine endliche effektive Hybridisierung entwickeln. Anders verhielte es sich, wenn man
neben einem f-f-Hopping auch noch ein gemischtes c-f-Hopping zulassen wiirde. Wie
in Kapitel 2.3 bereits gezeigt wurde, ist ein FKM-Hamiltonoperator mit umfassendem
Hopping-Term dquivalent zu einem entsprechenden Hamiltonoperator mit Hybridisierung
zwischen ¢- und f-Band. Bei gemischtem Hopping enthielte das Modell demzufolge eine
seingebaute” Hybridisierung, die in jedem Fall eine Hybridisierungsliicke in den Zustands-
dichten hervorrufen wiirde. Diese Hybridisierung wiirde dann durch die Wechselwirkung
lediglich modifiziert. Gegenstand der Untersuchung soll aber allein der Finfluf$ der Wech-
selwirkung U sein. Daher verzichten wir sowohl auf einen expliziten Hybridisierungsterm
V' als auch auf eine indirekte Hybridisierung durch gemischtes c- f-Hopping.
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Die Abstoflung zwischen ¢- und f-Elektronen am gleichen Gitterplatz vermag neben einer
effektiven Hybridisierung aber auch eine Ladungsordnung auf dem Gitter zu bewirken.
Wenn die Elektronen nicht miteinander wechselwirken, verteilen sie sich mehr oder weni-
ger homogen auf das gesamte Gitter. Ihre genaue Verteilung héingt dann nurmehr von der
relativen Lage der Bander zueinander ab; bei vollem f-Band und halber Fiillung wiirden
z. B. alle Gitterplatze belegt, bei iiberlappenden Béandern richtete sich die Verteilung nach
der jeweiligen Teilbesetzung von c¢- und f-Band. Ohne Wechselwirkung ist der Hamilton-
operator des erweiterten FKM diagonal im E—Raum, und da die Bloch-Zusténde iiber
das ganze Gitter ausgedehnt sind, werden sich auch die Elektronen gleichméfig iiber das
ganze Gitter ausbreiten. Die Besetzung der k-Zustinde wird nur noch vom Pauli-Prinzip
bestimmt. Die k-Zusténde werden demgeméfs von unten (niedrigste Energien zuerst) nach
oben aufgefiillt. Ein Zustand mit echter Ordnungsstruktur kann nur durch die Wechsel-
wirkung der Elektronen verursacht werden.

Entsprechend den vorangegangenen Phasendefinitionen erhalten wir als mogliche Phasen-
iibergénge:

inhomogene CDW-Phase — homogene Phase

inhomogene CDW-Phase — (anti-)ferroelektrische Phase
(anti-)ferroelektrische Phase — dielektrische Phase
exzitonische Isolatorphase — Bandisolator oder Halbmetall

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf die verwendete selbstkonsistente Mean-Field-
Theorie (SCMF) dazu neigt, Phaseniibergénge zu tiberschétzen. Ein prominentes Beispiel
hierfiir stellt die falsche Vorhersage eines Phaseniibergangs fiir die Magnetisierung in einem
zweidimensionalen Kristall dar. Die Existenz eines solchen Phaseniibergangs wurde durch
das Mermin-Wagner-Theorem widerlegt. Um solche Widerspriiche zu umgehen, verwenden
wir hohere Dimensionen als d = 2. Unsere Ergebnisse gelten fiir Dimensionen d > 3. Im
Grenzfall unendlicher Dimension d — oo stellt die SCMF eine zuverlédssige Naherung dar,
wie z.B. von Czycholl (1999) im Vergleich mit der exakten Brandt-Mielsch-Losung fiir
das einfache FKM gezeigt wurde.

Fafst man das erweiterte FKM als ,asymmetrisches“ Hubbard-Modell auf, so wére in
diesem Zusammenhang sicherlich auch die Frage interessant, ob das Modell einen Mott-
Hubbard-Ubergang produzieren kann. Bei tiefen Temperaturen wiirden dann ¢- und f-
Band jeweils in oberes und unteres Hubbard-Band aufspalten. Nimmt man verschiedene
Bandbreiten fiir ¢- und f-Band an, so wiirde wahrscheinlich erst die Liicke beim schmale-
ren und dann beim breiteren Band entstehen. Letztlich wiirde aber die Liicke des breiteren
Bandes fiir die Gesamtliicke und damit fiir den Metall-Isolator-Ubergang mafgeblich sein.
Geht man von vollbesetzten Bandern aus, so kénnte man dem System nur dann ein wei-
teres Elektron hinzufiigen, wenn man die abstofsende Wechselwirkung U zwischen ¢- und
f-Elektronen iiberwindet. Damit eine Liicke und damit ein Mott-Isolator entsteht, muf
also die Wechselwirkung mindestens von der Gréfenordnung der Bandbreite des breiteren
Bandes sein. Ein Mott-Hubbard-Ubergang kommt also nur bei starker Wechselwirkung zu-
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stande und kann daher nicht Gegenstand dieser Arbeit sein, die sich mit dem umgekehrten
Grenzfall schwacher Wechselwirkung beschéftigt. Dennoch ist mit dieser Fragestellung ein
Anreiz fiir weiterfiihrende Arbeiten gegeben.

2.5.9 Aquivalenz von ferroelektrischer und antiferroelektrischer Phase
bei Transformation t; — —t;

Bei der numerischen Auswertung der Phaseniibergéinge entdeckten wir eine Ungereimtheit,
die sich als echte physikalische Phase entpuppen sollte: die antiferroelektrische Phase mit
Pcf} = —Pg. Diese Entdeckung gab den eigentlichen Anlaf zur Einfiihrung einer derartigen
Phase in Abschnitt 2.5.4. Hier war also gewissermafsen das ,Ei“ vor dem Huhn* da. Na-
tiirlich wollten wir es nicht bei der numerischen Entdeckung belassen, sondern die Griinde
aufspiliren, wie es zu einem solchen Verhalten kommen kann. Hier spielt das Vorzeichen des
f-Bandes im Verhéltnis zum c¢-Band die entscheidende Rolle. In diesem Abschnitt wird
anhand der nicht-diagonalen Einteilchen-Greenfunktionen fo und Gf} gezeigt, dal die
antiferroelektrische direkt in die ferroelektrische Phase iibergeht, sobald man ¢; durch sein
Negatives —t; ersetzt und t. beibehélt. Eine vergleichbare Transformation unter Vertau-
schung der Rollen von ¢. und ¢ liefert dasselbe Ergebnis. Im inhomogenen Fall hat man
zur Berechnung der /;—abhéngigen Einteilchen-Greenfunktionen folgende (4 x4)-Matrix zu
invertieren (siche Abschnitt 4.4):

E—E, —te —V —0 —0cf
—V E—E;—tse —0. —&;
—0, —0cf E— B+t —V
—0cf —0y —V E—Ef+tf5

Hierbei hatten wir in (3.20) abkiirzend fiir den inhomogenen Fall definiert:

O I P Uy = 1o, -
Ec:§(Ef+ECB), Efza(EijEf), V:§(VA+VB)
1~y = 1~y = i~y =
b =5 (EL=ED), 0p=5(Bf = Ef), dep = 5(VA=V?P).

Die effektiven Hartree-Fock-Parameter des inhomogenen Falls besitzen verschiedene Werte
auf den beiden Untergittern A und B:

Ef’B =F. + Un?’B
B¢ = By + Unf?
TFAB A,B

vAE = —UP;

In unserer Wahl der Startwerte fiir die Numerik mufsten wir Mischphasen erst einmal
ausschliefsen, um ein brauchbares Ergebnis zu erhalten. Die Ladungsverteilung auf den
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beiden Untergittern ist also sowohl im ferroelektrischen als auch im antiferroelektrischen
Fall homogen:
n? = n?, ndt =nb (2.70)

Dann folgt in beiden Fillen, daf die effektiven Parameter d. und 6 verschwinden:

EA=EF = 45.=0 (2.71)
Ef=EFf = 4§;=0 (2.72)

Der ferroelektrische Fall unterscheidet sich vom antiferroelektrischen nur durch das Vor-
zeichen der ¢ f-Polarisation auf den Untergittern A und B:

Ferroelektrischer Fall: P} = PZ = 06,;=0 (2.73)
Antiferroelektrischer Fall: Pc‘jf = —Pge = V=0 (2.74)

Vergleichen wir nun die zu invertierenden Matrizen, die sich aufgrund der vorgegebenen
Symmetrien durch zuséitzliche Nullen vereinfachen.

Ferroelektrischer Fall:

E—FE, —te —V 0 0
—V E—Ef —tse 0 0
0 0 E—E.+te —V
0 0 -V E—FEy+tse

Die Matrix wird also im Falle homogener Polarisation und homogener Ladungsvertei-
lung blockdiagonal. Der Zerfall in zwei Unterblocke ist Ausdruck unserer Forderung nach
disjunkten Phasen fiir die CDW-Ordnungsparameter und die ¢ f-Polarisation. Die Inver-
sion der Matrix 1aft sich nun leicht ausfiihren. Zur Berechnung der c- f-Greenfunktionen
bendtigt man nur einige relevante Matrixelemente:

(e 7 am = gy 3 (Kegs £1) £ Qe fL o) = g, gt 11D + g, i )

—

k

Durch Inversion der obigen (2x2)-Blécke findet man fiir die ferroelektrische Phase:

e fl) = e fi ) =

e i) (E— E.—tg)(E — Ef — tye) = V2’ (g frigh =0 (275)
c. o fl )= c. o fhy =
tralral (E — E. +te)(E — By +tye) — V2 (g feh=0 (70
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Ersetzt man nun V durch seine Definition

- U
V= -5 (P} +Pj),

und verwendet die Homogenitét der Polarisation

A B
PCf:PCf:PCf7

so ergibt sich fiir die gesuchte c- f-Greenfunktion in Ortsdarstellung im ferroelektrischen

Fall:

—UP,
(e fHYan = / dep(e) < _ -
(E — Ec — tCE)(E — Ef — f}fé‘i) — U2Pc2f
+ - —UFy - ) (2.77)
(E— E.+te)(E — Ef +tre) — U?P}

Damit sind aber die ¢ f-Greenfunktionen fiir beide Untergitter identisch! Es gilt also

e fTha= (e /)b (2.78)

Die ferroelektrische Phase 16st das Hartree-Fock-Problem tatséichlich selbstkonsistent,
denn aus zwei gleichen Greenfunktionen fo’B erwachsen wieder zwei gleiche Polarisa-

tionen P;}’B und so fort.

Antiferroelektrischer Fall:

Im antiferroelektrischen Fall bekommt die Ausgangsmatrix die Form

E— Ec — t.€ 0 0 —Ocf
0 E—E;—tse —0, 0
0 —0. E—FE.+t.e 0
—uy 0 0 E— Ef+tse

Sortiert man die zugrundeliegende Einteilchenbasis geschickt um, so lafst sich die Matrix
in blockdiagonale Gestalt bringen:

E—E,—te —0s 0 0
. E—Ef+1e 0 0
0 0 E_Ec+tc€ - cf

0 0 _5cf E — Ef — fifé‘
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Fiir die relevanten Anteile der ¢- f-Greenfunktion findet man durch Inversion der (2x2)-
Blocke:

Oop

- —a _
C:; f” - 07 Cr f“ o N/ s et 279
<< k k>> << k k+Q>> (E—Ec—tcé‘)(E—Ef—'—tfé‘) _502]” ( )
0,
) ) cf
Cr “af“ 5 :07 Cr ﬂvf“ = ~ ~ 2.80
(g1 fra) (g J5) (E = E.+tee)(E — Ef — tge) — 02 2:50)
Jetzt ersetzen wir d.¢ durch seine Definition
U
Oy = =5 (Pip = )
und nutzen die Bedingung fiir die Polarisationen auf den Untergittern
PCI?”:_PCL?Z_ cf-

Dann erhalten wir die ¢- f-Greenfunktion in Ortsdarstellung fiir den antiferroelektrischen
Fall:

UP,;
(B — E. —t.)(E — By + tye) — U2P%

T - Ubes - ) (2.81)
(B — E.+te)(E — Ey —tpe) = U?P%

(c; fPYan = /dap(a) (:F

Damit sind die ¢- f-Greenfunktionen auf den beiden Untergittern entgegengesetzt gleich:

(e fha=—(c /s (2.82)
Da aber zwei entgegengesetzt gleiche ¢ f-Greenfunktionen Gg;B auch wieder entgegen-

gesetzt gleiche Polarisationen P:}’B zur Folge haben, 16st auch die antiferroelektrische
Losung das Hartree-Fock-Problem selbstkonsistent. Die neu entdeckte Phase stellt also
eine gleichberechtigte Losungsform fiir das erweiterte FKM dar. Insbesondere wird hier
eine weitere Symmetrie des Modells offenbar. Fiihrt man nédmlich an der Ausgangsmatrix

des effektiven, inhomogenen Hamiltonoperators die Transformation

tf — —tf

P} — P (2.83)
B B

PCf — _PCf

durch, so erhélt man gerade den ferroelektrischen Fall und umgekehrt. Das sieht man wie
folgt: Wenden wir die Transformation auf die zu invertierende Ausgangsmatrix £-1— Heg
an, so vertauschen die effektiven Parameter V' und d.; ihre Rollen:

V= (PA+PE) — —o(Ph-PD)
U U
S=—(Ph=FE) — S (R}+P)
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Ferner wird aus der Bedingung fiir den antiferroelektrischen Fall gerade die des ferroelek-
trischen:
A B A B
PCf:_PCf — Pcf:PCf = 5Cf:0
Die resultierende Matrix bringen wir wieder durch Umsortieren auf blockdiagonale Gestalt
und erhalten

E—E,—te —V 0 0
—V E—Ef—tge 0 0
0 0 E— B+t —V
0 0 -V E—Ef+1¢

Dies entspricht aber gerade der Matrix des ferroelektrischen Falls. Durch die Transforma-
tion (2.83) lafst sich also der antiferroelektrische Fall in den ferroelektrischen {iberfiihren
und umgekehrt. Im Phasendiagramm des FKM ist somit bei festem ¢, eine Antisymmetrie
der ferroelektrischen Phase beziiglich der f-Bandbreite ¢; zu erwarten.

2.6 Einteilchen-Greenfunktionen im einfachen FKM:
ein erster Eindruck durch exakte Diagonalisierung

2.6.1 Das Vielteilchenproblem

Um uns einen ersten Eindruck von den Einteilchen-Greenfunktionen fiir ¢- und f-Elektro-
nen zu verschaffen, haben wir den Grenzfall des einfachen FKM in exakter Diagonalisie-
rung kleiner Cluster behandelt. Der Hamiltonoperator des einfachen FKM (2.3), hier mit
E. =0, enthélt ein unendliches schmales f-Band (t; = 0), d.h. die f-Elektronen kénnen
sich nicht durch Hopping im Gitter fortbewegen:

H = Z tchT‘CHA + ZEffini + Z chcif;rfi

i,An. N. i

Als Gitter legen wir eine eindimensionale lineare Kette aus N Atomen mit periodischen
Randbedingungen zugrunde. Da es sich um ein endliches Gitter aus N Atomen handelt
und jedem Gitterplatz genau zwei Einteilchenzusténde (c- oder f-Zustand) zugeordnet
werden, gibt es insgesamt 2/N mogliche Einteilchenbasiszustande:

len)s lea), - ew)s L), [fa)s o [ )- (2.84)

Die Numerierung bezeichnet hierbei den jeweiligen Gitterplatz ¢. Verteilt man N, Elek-
tronen auf diese Einteilchenbasiszusténde, so hat der zugehorige N,-Teilchen-Hilbertraum

Hy, gerade die Dimension
. 2N
dim Hy, = (N) (2.85)



2.6 Einteilchen-Greenfunktionen im einf. FKM in exakter Diagonalisierung 61

Um das Problem groffkanonisch behandeln zu konnen, gehen wir iiber zum Fock-Raum,
der sich als direkte Summe aus den Hilbertrdumen fiir die verschiedenen Teilchenzahlen
N, schreiben lafst. Da aufgrund des Pauli-Prinzips jeder Zustand hochstens einfach besetzt
werden kann, ist die maximale Elektronenzahl auf 2N begrenzt. Fiir die Dimension des
Fock-Raums folgt dann

dim Hpoge = dim Hy + dim Hy + . .. + dim Hoy = 4V, (2.86)

Die Hamiltonmatrix des vollen Vielteilchenproblems hat also die Dimension 4 x4". An
dieser Stelle werden bereits die numerischen Grenzen des Verfahrens exakter Diagonalisie-
rung deutlich. Rechnet man zum Beispiel fiir die Speicherung eines Matrixelementes eine
Groke von 8 Bytes (was dem Variablentyp ,,double” entspricht), so steigt der Speicher-
bedarf fiir die Hamiltonmatrix mehr als exponentiell an:

N | dim Hpoer | 4V -4V - 8 Bytes
3 64 32.768
4 256 524.288
5 1024 8.388.608
6 4096 134.217.728
7 16384 2.147.483.648

Auch wenn man es schafft, sich pro Rechenschritt auf die Auswertung weniger Unterréau-
me zu beschrianken, so hat der grofite Unterraum mit der Teilchenzahl N, = N (halbe
Fiillung) immer noch die Dimension (%V ) Der Speicherbedarf fiir eine entsprechende Ha-
miltonmatrix wachst zwar langsamer, aber trotzdem noch iiberexponentiell stark:

N | dim Hy (2]]\,V) . (QJJVV) - 8 Bytes
3 20 3200
4 70 39200
5 252 508.032
6 924 6.830.208
7 3432 94.228.992
8 12870 1,3251 - 107

Daher werden wir mit der exakten Diagonalisierung des vollen Vielteilchenproblems im
Ortsraum hochstens eindimensionale Gitter mit bis zu N = 7 Gitterplitzen auswerten
kénnen.

Fiir die Berechnung der Einteilchen-Greenfunktionen benétigen wir die (Vielteilchen-)
Eigenwerte F,, und Eigenvektoren |n) des Hamiltonoperators in Fock-Darstellung:

H|n) = E,|n). (2.87)

Im Spezialfall des einfachen FKM konnen wir aber das Vielteilchenproblem auf ein effek-
tives Einteilchenproblem zuriickfithren. Grund hierfiir ist die Symmetrie des Hamiltonope-
rators bezliglich der lokalen f-Besetzungszahlen. Diese Vereinfachung wird im folgenden
Abschnitt naher erlautert.
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2.6.2 Reduzierung auf ein effektives Einteilchenproblem

Der Hamiltonoperator des einfachen FKM vertauscht mit dem Operator fiir die f-Beset-
zungszahl 1y, am Gitterplatz

[ny, H- =0 Vie{l,...,N}. (2.88)
Daraus folgt, daf ny, und H gemeinsame Eigenzusténde |n) besitzen. Es gilt also:
ngn) =ngln), mit ng € {0,1}. (2.89)

Dabei gibt ny, die Besetzungszahl des f-Zustandes am Gitterplatz ¢ an. Sie kann aufgrund
des Pauli-Prinzips fiir Fermionen nur die Werte 0 oder 1 annehmen. Aufgrund dieser
Symmetrie 1aft sich das Eigenwertproblem des vollen Vielteilchen-Hamiltonoperators in
folgender Weise auswerten:

Hin) = (S tecusa + By X s+ U Y nele )
i,A i i

_ (Z(u Ungdisa)le,q + Efo) n)

N

Insgesamt bleibt also ein effektives Finteilchenproblem zu l6sen:

(Z Riiin + Efo) In) = E,|n) (2.90)

iA

Fiir eine gegebene f-Konfiguration {ny,,...,ns,} ist h;;+a gerade der Hamiltonoperator
eines c-Elektrons im Potential dieser Verteilung von f-Elektronen. Damit hat man fiir
jede f-Konfiguration nur noch eine (N x N)-Matrix zu diagonalisieren:

&1 0

[hiviJFA} NxN -
0 EN

Man erhélt alle Vielteilchen-Eigenwerte des Systems, wenn man die Einteilchen-FEigen-
werte ¢; entsprechend aller denkbaren c-Konfigurationen {n.,,...n., } summiert und an-
schliefend das Produkt aus f-Level-Energie Ey und der Anzahl aller f-Elektronen Ny

addiert:
N

E, =) neer+ NiEy. (2.91)
k=1
Ist nur der Grundzustand des Systems von Interesse, so geniigt es, die c-Zustdnde vom
energetisch niedrigsten Zustand aus sukzessive aufzufiillen. Fiir die exakte Berechnung
der Einteilchen-Greenfunktionen benétigt man jedoch auch angeregte Zustiande. Wie sich
die Greenfunktionen fiir ¢- und f-Elektronen aus den Vielteilchen-Eigenwerten F, und
-Eigenvektoren |n) bestimmen, wird im néchsten Abschnitt dargestellt.
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2.6.3 Spektraldarstellung fiir die Einteilchen-Greenfunktionen

Bekanntlich 1afst sich die zeitabhdngige Bewegungsgleichung fiir eine Greenfunktion durch
Fourier-Transformation in eine algebraische Gleichung iiberfiihren, siehe beispielsweise
Nolting (2002). Die fouriertransformierten Greenfunktionen héngen dann von der Energie
E ab. Die Energiedarstellung wird auch als Spektraldarstellung bezeichnet. Aus den Ei-
genenergien und den Figenzustédnden des Systems laft sich eine retardierte Spektraldichte
fiir die Operatoren A und B definieren, die eng mit der Quasiteilchen-Zustandsdichte ver-
kniipft ist:

SB(E ):%Z(m|B|n)<n|A|m>e‘ﬁE’”(eﬁE/+1)5(E’—(Em—En)) (2.92)

m,n

Hierbei bezeichnet Z die kanonische Zustandssumme des Systems. Die zugehorige retar-
dierte Greenfunktion G%%(F) berechnet sich aus der Spektraldichte durch Integration:

—+00 /
Sup(E)
ret /
GreL(B) = / P gt >0 (2.93)

Einsetzen der Definition fiir die Spektraldichte liefert fiir die retardierte Greenfunktion

—00

(2.94)

o5y = By LB In A m) e g )
Z e E+w+FE,—FE,

Im Nenner der Greenfunktion stehen die moglichen Anregungsenergien E,, — E,, des Sy-

stems. Fiir die genauere Herleitung der Spektraldarstellung von Greenfunktionen verwei-

sen wir auf Nolting (2002).

Setzt man fiir die Operatoren A und B die Erzeuger und Vernichter von Einteilchenzu-
stdnden ein, so erhélt man die Finteilchen-Greenfunktionen des entsprechenden Systems.
Beim einfachen FKM haben wir es mit zwei Sorten von Einteilchenzustinden zu tun und
fithren daher separate Einteilchen-Greenfunktionen fiir ¢- und f-Elektronen ein:

| T\n Y (e ‘5E”+€‘BE'”)

m
i e PEn —BEm
(m] fln) +e

Die Zustandssumme berechnet sich hierbei zu

Z =Y e (2.96)

wobei [, die Eigenwerte eines grofkanonischen Hamiltonoperators Hy, = H — ,LLNe be-
zeichnet.
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2.6.4 Grofikanonische Berechnung

Um die Einteilchen-Greenfunktionen fiir das einfache FKM grofskanonisch auszurechnen,
kénnte man den Hamiltonoperator (2.3) um einen Teilchenzahlterm — N, erweitern. Es
erweist sich jedoch als numerisch giinstiger, den FKM-Hamiltonoperator H direkt zu
diagonalisieren und den Teilchenzahlterm stattdessen von den Eigenwerten abzuziehen.
Damit werden die Gleichungen fiir die Einteilchen-Greenfunktionen leicht modifiziert:

[(m | T|n ) |2(eBEn—Ne() ) 4 =B(Em—Ne(m) i)y .
Z E+id+FE,—E, (2.97a)
[(m | f] | n)[2(e=PEn—Net) ) 4 =B(Em=Ne(m) )
GrP)=7 Z E+i6+E, — Ep, (2.97b)

N,(n) steht dabei fiir die Gesamtzahl der Elektronen im Eigenzustand |n). Die Zustands-
summe wird entsprechend grofkanonisch bestimmt:

Z =Y e ANl (2.98)

Das chemische Potential ermitteln wir implizit, indem wir fordern, daf die mittlere Teil-
chenzahl (IV.) gleich der vorgegebenen Teilchenzahl N, sein soll:

1
Ne ; E]V;(”) . e*,@(En*Ne(n)ﬂ) (299)

2.6.5 Ergebnisse der exakten Diagonalisierung

Die berechneten Spektraldichten fiir ¢- und f-Elektronen zeigen bereits das grundsétz-
liche Verhalten des einfachen FKM, trotz der numerisch bedingten Beschrénkung auf
kleine Teilchencluster. In Abbildung 11 auf der néchsten Seite ist die Spektraldichte der
c-Elektronen im symmetrischen Fall E; = 0 fiir verschiedene Werte der Wechselwirkung
U im Grenzfall tiefer Temperaturen (Grundzustand) dargestellt. Man erkennt die Sym-
metrie des c-Spektrums um das chemische Potential p = % Fiir grofe U bildet sich eine
korrelationsabhéingige Bandliicke aus, die an den Mott-Hubbard-Ubergang erinnert. Fiir
die Konfiguration der f-Elektronen finden wir im Grundzustand stets eine Schachbrett-
konfiguration mit einer Verteilung 0101 . .. auf die Gitterplitze, in Ubereinstimmung mit
dem bekannten Ergebnis.

Die entsprechende Spektraldichte der f-Elektronen (sieche Abbildung 12 auf der néchsten
Seite) ist erwartungsgeméf um die Energie F = E; = 0 lokalisiert. Auch hier bildet
sich fiir grofere Werte von U eine Bandliicke aus, jedoch in kleinerem Mafe als bei den
c-Elektronen.
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Abbildung 11: Spektraldichte der c-Elektronen im symmetrischen Fall £y = 0 fiir N = 12, . = 1 und
T = 0.0001 fiir verschiedene Werte der Wechselwirkung U

Im( Gges )
0
-20
-40
-60
-80
-100
-6
-4
-2

Abbildung 12: Spektraldichte der f-Elektronen im symmetrischen Fall £y = 0 fiir N = 6, t. = 1 und
T = 0.0001 fiir verschiedene Werte der Wechselwirkung U
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Abbildung 13: Spektraldichten der c- und f-Elektronen im asymmetrischen Fall £y = 1 fiir N = 6, t. = 1
und 7" = 0.0001 fiir verschiedene Werte der Wechselwirkung U



66 2 DAS MODELL

Als Beispiel fiir den asymmetrischen Fall dient die Abbildung 13 auf der vorherigen Seite.
Hier sind c¢- und f-Spektraldichte fiir £y = 1 in das gleiche Diagramm eingetragen. c- und
f-Band iiberlappen und sind beide teilweise gefiillt, wie man an der Lage des chemischen
Potentials p erkennen kann. Schaltet man die Wechselwirkung ein, so wird der f-Peak um
U gegeniiber der f-Level-Energie Fy verschoben. Solange die Bander noch iiberlappen,
werden beide Spektren durch die Wechselwirkung modifiziert. Mit steigendem U wandert
das f-Band immer weiter zu hoheren Energien, bis es den Bereich des c-Bandes verlafst.
Das chemische Potential liegt nun zwischen ¢- und f-Band — folglich ist das ¢-Band nun
ganz gefiillt und das f-Band leer.

Die Beispiele zeigen, daf sich bereits fiir kleine Gitter in exakter Diagonalisierung die
grundlegenden Tendenzen im Verhalten der Spektraldichten von c¢- und f-Elektronen er-
kennen lassen. Gerade das Vielteilchenprogramm ist im Grunde offen fiir Erweiterungen
des Modells. Dennoch haben wir diesen Ansatz zunéchst nicht weiterverfolgt, sondern
die Veréffentlichung des Papers von Batista (2002) zum Anlaf genommen, das FKM
um ein f-f-Hopping zu erweitern, und die bereits vorgestellten Ordnungsparameter fiir
den Grenzfall schwacher Wechselwirkung U zu untersuchen. Im Zuge dessen entschieden
wir uns, das Problem nunmehr in Mean-Field-Néherung zu behandeln. Das verwende-
te Hartree-Fock-Verfahren fiir Gitter mit und ohne Untergitterstruktur werden wir im
nachsten Kapitel vorstellen.
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Ein naheliegender Ansatz, mit wechselwirkenden Vielteilchensystemen umzugehen, ist die
selbstkonsistente Mean-Field-Naherung. Statt alle Wechselwirkungen der Teilchen unter-
einander einzeln auszuwerten, stellt man sich auf den Standpunkt eines dieser Teilchen und
bestimmt, welches Potential dieses spezielle Teilchen von allen anderen beteiligten Teil-
chen im Mittel erfahrt. Man berechnet also ein effektives, mittleres Potential, in welchem
sich das Teilchen bewegt. Dabei ersetzt man den Hamiltonoperator des Vielteilchenpro-
blems in geeigneter Weise durch einen effektiven Einteilchen-Hamiltonoperator. Ubersetzt
in die Sprache der 2. Quantisierung bedeutet ein solcher Mean-Field-Ansatz, das Vierer-
produkt aus Erzeugern und Vernichtern im Wechselwirkungsterm so zu entkoppeln, daf
idealerweise Zweierprodukte und damit Einteilchenoperatoren tibrig bleiben.

Die einfachste Variante einer solchen Entkopplung stellt das Verfahren nach Hartree-Fock
dar, bei dem die aus der Entkopplung hervorgehenden effektiven Einteilchenparameter
hochstens linear von der Wechselwirkung abhéngen. Wie léfst sich nun eine Hartree-Fock-
Entkopplung am erweiterten FKM realisieren? Da die Falicov-Kimball-Wechselwirkung
diagonal beziiglich der Gitterplatze ist, wihlen wir zum Entkoppeln zweckméRig die orts-
bezogene Wannier-Darstellung. Diese Vorgehensweise liefert uns die gesuchten Erwar-
tungswerte fiir Besetzungszahlen und ¢ f-Polarisation frei Haus.

Zur Berechnung der zugehorigen Einteilchen-Greenfunktionen ist es jedoch giinstiger, in
die E—abhéingige Bloch-Darstellung zu wechseln und auftretende k-Summationen durch
eindimensionale Energieintegrale zu ersetzen. Der folgende Abschnitt gibt einen kurzen
Uberblick dariiber, wie das Hartree-Fock-Verfahren fiir den homogenen und den inhomo-
genen Fall des erweiterten FKM bewiltigt wird. Die Details des Verfahrens verraten dann
die verbleibenden Abschnitte dieses Kapitels.

3.1 Hartree-Fock-Naherung fiir das erweiterte FKM
— eine Ubersicht —

Dieser Abschnitt soll einen Uberblick dariiber geben, wie zur Berechnung der Ordnungs-
parameter fiir das erweiterte FKM in Hartree-Fock-Naherung vorgegangen wird.

1. Hartree-Fock-Entkopplung in Wannier-Darstellung:

Da wir fiir die Berechnung der Ordnungsparameter die Erwartungswerte in Orts-
darstellung benotigen, ist es zweckméfig, die Hartree-Fock-Entkopplung des Wech-
selwirkungsterms zunéchst in der ortsbezogenen Wannier-Darstellung des FKM-
Hamiltonoperators vorzunehmen. In diesem Zusammenhang werden wir definieren,
was wir unter ,homogenem* und ,inhomogenem‘ Fall verstehen.
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. Ubergang in die Bloch-Darstellung:

Die Besetzungszahlen und die Polarisation werden mit Hilfe passender Einteilchen-
Greenfunktionen berechnet. Zur Bestimmung dieser Greenfunktionen erweist es sich
als zweckméfig, in die impulsbezogene Bloch-Darstellung tiberzugehen. Dazu werden
wir zunachst erldutern, wie man die entsprechenden Einteilchenbasen ineinander
umrechnet. Im Anschlufs wenden wir die Basistransformationen auf das erweiterte
FKM an, und zwar sowohl fiir den homogenen als auch fiir den inhomogenen Fall.

. Berechnung der Einteilchen-Greenfunktionen in Bloch-Darstellung:

In diesem Schritt l6sen wir die Bewegungsgleichungen fiir die /;—abhéingigen Green-
funktionen in Hartree-Fock-Naherung. Tatséchlich lassen sich die Einteilchen-Green-
funktionen im homogenen Fall analytisch berechnen. Beim komplizierteren inhomo-
genen Fall kommt man nicht umhin, die Bewegungsgleichungen numerisch auszu-
werten. Dennoch werden wir die Numerik des inhomogenen Falls zumindest noch
durch einen Trick vereinfachen kénnen.

. Riicktransformation der Greenfunktionen in Wannier-Darstellung:

Eine Riicktransformation in die urspriingliche Wannier-Basis brauchen wir fiir die
Berechnung der ebenfalls ortsbezogenen Ordnungsparameter. Hierbei treten mehr-
dimensionale k-Summationen auf. Um den numerischen Aufwand zu verringern,
werten wir die k-Summen nicht fiir einen speziellen Gittertyp aus, sondern ersetzen
sie durch Energieintegrale iiber eine Modellzustandsdichte. Zur analytischen Aus-
wertung dieser Integrale wird sowohl vom Residuensatz der Funktionentheorie als
auch von der Partialbruchzerlegung Gebrauch gemacht.

. Berechnung der Besetzungszahlen und der Polarisation:

Schlieklich geben wir an, wie Besetzungszahlen und Polarisation (und damit die Ord-
nungsparameter) selbstkonsistent aus den Einteilchen-Greenfunktionen in Wannier-
Darstellung berechnet werden. Dabei werden wir uns auf den Fall halber Fiillung
beschrinken und eine Bedingung zur Anpassung des chemischen Potentials formu-
lieren. Zu guter Letzt stellen wir kurz die selbstkonsistenten Programmschemata
vor, mit denen homogener und inhomogener Fall behandelt werden.

3.2 Hartree-Fock-Entkopplung des Hamiltonoperators

in Wannier-Darstellung

Zunéchst gehen wir also vom Hamiltonoperator (2.1) des erweiterten FKM in Ortsdar-
stellung aus:

H=Y Eccleg+ Y tecen+ Y B flfi+ Y tr flfa+ Y Udefls,
i N i A i
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Gemafk der iiblichen Entkopplungsvorschrift fiir die Hartree-Fock-Naherung lafst sich der
Wechselwirkungsterm in eine mit Erwartungswerten gewichtete Summe aus lauter Zweier-
Produkten von Erzeugern und Vernichtern zerlegen:

UCZT‘Cz‘fz‘sz‘ ~ <fin71>CzTCi + <CZTCi>fZ‘Tfi - <(If7><cjfz + fiTCi) (3.1)
—— —— ?4
ng; e, cf;

Bei der Entkopplung treten als Gewichte fiir die Zweier-Produkte drei Erwartungswerte
auf:

ng = ( f; fi): mittlere Besetzungszahl der f-Elektronen am Gitterplatz ¢
ne, = (cle,): mittlere Besetzungszahl der c-Elektronen am Gitterplatz ¢

Py, = <cT f,):  exzitonischer Erwartungswert fiir f-c-Ubergang

i
Hierbei wurde aus Symmetriegriinden angenommen, daf die Ubergangsrate vom c-Band

in das f-Band im Mittel genauso grofs ist wie die Ubergangsrate vom f-Band in das
c-Band. Daher haben wir (¢! f;) = (fl¢,) gesetat.

Setzt man die Entkopplung (3.1) in den Hamiltonoperator des erweiterten FKM (2.1) ein,
so erhélt man einen effektiven Finteilchen-Hamiltonoperator, in dem nur noch Zweier-
Kombinationen von Erzeugern und Vernichtern vorkommen, mit effektiven Einteilchen-
parametern, die noch selbstkonsistent zu bestimmen sind:

How = 3 B clet D tecleupat D By 142ty lfat Ve Clfit fle) (32

Interessant ist hierbei, daf bei der Hartree-Fock-Entkopplung insbesondere eine effek-
tive Hybridisierung zwischen ¢- und f-Band auftritt, obwohl das urspriingliche Modell
keinen expliziten Hybridisierungsterm enthélt. Diese ¢- f-Hybridisierung war im Wechsel-
wirkungsterm versteckt, und ist nun durch die Zerlegung sichtbar geworden. Sie kann zur
Bildung einer effektiven Hybridisierungsliicke in ¢- und f-Band fiihren und eréffnet damit
dem System die Moglichkeit, eine exzitonische Isolatorphase zu bilden.

Um das Problem weiter zu vereinfachen, nehmen wir nicht fiir jeden Gitterplatz i ver-
schiedene effektive Einteilchenenergien an, sondern beschrinken uns auf zwei Féille: den
homogenen und den inhomogenen Fall. Diese definieren wir wie folgt:

Homogener Fall (ohne Untergitter):

Ne, = Ney, Ny, =0y, FPop, = Py Vi=1,..., N (Translationsinvarianz)

T

Inhomogener Fall (mit AB-Untergitter):

- Ne,y - ng, P Py, fiir]EiEA
o fi <t Pch flll' RZ € B
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Im homogenen Fall nehmen wir also Translationsinvarianz an, d. h. die Besetzungszahlen
und die Polarisation haben fiir jeden Gitterplatz denselben konstanten Wert. Bei Ver-
schiebung um einen beliebigen Gittervektor dndert sich an diesen Grofsen nichts. Fiir den
inhomogenen Fall dagegen setzen wir ein A B-Untergitter an, wie wir es in Kapitel 2.4.1 auf
Seite 37 definiert haben. Das gesamte Gitter ist nun nicht mehr translationsinvariant, da-
fiir aber die jeweiligen Untergitter: Verschiebt man von einem Gitterpunkt des Untergit-
ters A aus um einen Gittervektor des Untergitters A, so landet man wieder bei demselben
Wert fiir Besetzungszahl und Polarisation. Die Besetzungszahlen der c-Elektronen, der
f-Elektronen und die ¢-f-Polarisation konnen nun fiir die beiden Untergitter A, B zwei
verschiedene konstante Werte annehmen.

3.3 Von der Wannier-Darstellung zur Bloch-Darstellung

Die Besetzungszahlen und die Polarisation sollen mit Hilfe der zugehorigen Einteilchen-
Greenfunktionen berechnet werden. Zur Bestimmung dieser Greenfunktionen erweist es
sich als zweckméfig, in die impulsbezogene Bloch-Darstellung iiberzugehen. Der Umrech-
nung beider verwendeter Einteilchenbasen, Wannier-Basis und Bloch-Basis, wird der erste
Abschnitt gewidmet. Im Anschlufs daran wird die Basistransformation auf das erweiterte
FKM angewandt, und zwar sowohl fiir den homogenen als auch fiir den inhomogenen Fall.

3.3.1 Bloch- und Wannierbasis

In der Festkorpertheorie ist es {iblich und niitzlich, in der Besetzungszahldarstellung (Zwei-
te Quantisierung) zu arbeiten. Dazu bendtigt man eine Basis des Einteilchen-Hilbert-
raums, beziiglich derer man Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren definieren kann.
Fiir Festkorperelektronen stehen grundsatzlich erst einmal zwei mogliche Einteilchenba-
sen zur Wahl: die Bloch-Basis und die Wannier-Basis.

Sie entstammen ihrem Ursprung nach verschiedenen Ansétzen zur Behandlung des Pro-
blems nicht-wechselwirkender Elektronen im periodischen Potential eines endlichen Kri-
stallgitters. Die Bloch-Zustande sind iiber den ganzen Kristall ausgedehnt und bilden
Eigenzusténde des Einteilchen-Hamiltonoperators, wiahrend die Zustédnde der Wannier-
Basis an den Atomriimpfen des Gitters lokalisiert sind (Tight-Binding-Modell), aber keine
Eigenzustande darstellen.

Zwei gegensitzliche Anséitze also, die in ihrer physikalischen Aussage an die Charakteri-
stik der beiden Bdnder des Falicov-Kimball-Modells erinnern: ein Band aus ausgedehnten
Bloch-Zustanden und eines aus lokalisierten f-Zustédnden, verbunden durch eine gitter-
platzdiagonale Wechselwirkung. Angesichts dieser Parallele liegt es nahe, je nach Problem-
stellung die eine oder andere Basis zu verwenden, da beide ihre Vorziige haben koénnen.
Zum Beispiel ist der Einteilchenanteil des FKM-Hamiltonoperators in Bloch-Darstellung
diagonal, wahrend in Wannier-Darstellung der Wechselwirkungsanteil diagonal wird.
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Darum ist es wichtig zu wissen, wie man zwischen den beiden Basen wechselt, und dies
soll in Abschnitt 3.3.2 zunéchst am allgemeinen Hamiltonoperator fiir Festkorperelektro-
nen nachvollzogen werden. Im darauffolgenden Paragraphen wird die Basistransformation
dann auf das erweiterte FKM angewandt.

Die Bloch-Basis | mEa} wird durch einen vollstdndigen Satz aus drei Quantenzahlen cha-
rakterisiert: Bandindex m, Wellenvektor k und Spinausrichtung o. Die Bloch-Zusténde
lassen sich als Produkt aus einer ebenen Welle und einer gitterperiodischen Funktion
schreiben und sind damit {iber den ganzen Kristall ausgedehnt. Sie bilden Eigenzustédnde
des Einteilchen-Hamiltonoperators fiir wechselwirkungsfreie Elektronen im periodischen
Gitterpotential.

Bloch-Basis: | mko)

= 7 — 1 ik
(Flmko) =1, (F) = —=e"u,z,(7)

VvV

m & N Bandindex (3.3)
kel BZ Wellenvektor (Impuls) des Elektrons

oe{l,1} 2-Komponente des Elektronenspins

V Volumen des endlichen Kristalls

Die Einteilchenzustédnde der Wannier-Basis | nio) stellen ebenfalls eine Basis des Einteil-
chen-Hilbertraums dar, sind jedoch keine Eigenzustinde zum Einteilchen-Hamiltonopera-
tor. Im Gegensatz zu den Blochzustdnden handelt es sich hierbei um Zustéande, die an den
Atomriimpfen R, des Gitters lokalisiert sind. Sie lassen sich aber als Linearkombination
der Blochzustande darstellen.

Wannier-Basis: |nio)

N . N = ]- ,iﬁ‘ﬁ,
(Flnio) = w,e(F— R;) = N Z e” M 5 (1)

kel.BZ
n €N Bandindex (3.4)
1 Gittervektor ﬁz
ced{1,1} z-Komponente des Elektronenspins
N Anzahl der Gitterpunkte

3.3.2 Allgemeiner Hamiltonoperator fiir Festkorperelektronen

Der Hamiltonoperator eines Systems aus N, miteinander wechselwirkenden Festkorper-
elektronen setzt sich im allgemeinen aus drei Teilen zusammen:
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e Summe der kinetischen Energien aller N, beteiligten Elektronen
e Summe der potentiellen Energien im periodischen Potential des Kristallgitters
e Summe aller abstofenden Wechselwirkungen der Elektronen untereinander

In 1. Quantisierung lafst sich der Hamiltonoperator fiir wechselwirkende Festkorperelek-
tronen also schreiben als

Legt man nun eine Einteilchenbasis aus Blochzusténden zugrunde, so gelangt man zur
Bloch-Darstellung dieses Hamiltonoperators:

p? Ne Ne Ne
- +V(r,~)) + ) i —7) = Zlh + ) (3.5)

1<j 1<J

Bloch-Darstellung des elektronischen Hamiltonoperators

o 7 17 1 T

H= #Zd (mko|h|m'k'o") a! . a ..
mko, m'k’ o’

—+ Z <mll§101\<m2/;202\u\m35303>m4l§404> CLT CLJr

- - - a -
mikior mokoos mskszos maksos

mll;un
m4E4o4
(3.6)
Ganz analog sieht der Hamiltonoperator in Wannier-Darstellung aus:
Wannier-Darstellung des elektronischen Hamiltonoperators
H= Z (nio|h|n'ic’) al. a,,.,..
nio, n'i' o’ (37)

+ Z (n1iror|(naia0 | u| ngisos)naisos) al, , poab o anoay

nii101

n41404

Fiir einen Basiswechsel benotigt man das Skalarprodukt zwischen einem Zustand aus der
Bloch-Basis und einem Zustand aus der Wannier-Basis. Dieses Skalarprodukt l&kt sich
beziiglich einer kontinuierlichen Einteilchenbasis aus Ortseigenzustéinden berechnen:

(moy |nic) = /d% (moy |7 (7| nic)
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Im Ergebnis erhalt man:

,Basisgemischtes* Skalarprodukt
(3.8)

- 1 o
(mkoy |nic) = ——=e ™48,.000,

VN
Von der Bloch- zur Wannier-Darstellung gelangt man, indem man in den Hamiltonope-
rator (3.6) geschickt vollstiandige Sétze aus Wannier-Basiszustédnden einschiebt. Dabei
treten die genannten gemischten Skalarprodukte (3.8) auf. Fiir den Einteilchenanteil des
Hamiltonoperators folgt:

Z Z (mko | nic) (nio | h | n'i'c’ ) (n'i'o’ |m'Ko’) al .

a -
mko m'k'o’

mko nio
/k;/ ! 150 1

g nivo
38
Z Z i(K' Ry —kR;) mcr|h0|n” /> ]w n/k// (39)
nka
ko’ ~~ -

nko ho n'k'o’
(nko | ho| )

Analog ergibt sich fiir den Wechselwirkungsanteil:

E E E k3R13+k54Rz4_klel —k2R12)
N2

mikio1 makacy 11,02,13,14
. <m1’i101 m2i202 | u | m3i303 m4i4a4> : CLJr - CLT - a ¢ A _ 7 (310)
’ ) mikio1 makooy M3ksos makioa
Definiert man nun neue Erzeuger und Vernichter fiir Wannier-Zustéande,
Basiswechsel Bloch — Wannier
i 1 3 e Bigh

a,. ‘= —— e a' -

niwo nko
VN = (3.11)

]_ I D
k'R,
Aptilg! — —F— e g an/ﬁ/a/
VN Zk

so erhélt man die Darstellung des Hamiltonoperators beziiglich der Wannier-Basis.

3.3.3 Anwendung der Basistransformation auf das erweiterte FKM

Das erweiterte FKM ist in Wannier-Darstellung gegeben durch (2.1):

H = ZE cle; + Z te czcz+A+ZEf i+ 0t fa+ ) Udetls,

i,An. N 7,An. N.
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Gemaék (3.11) lassen sich die Wannier-Erzeuger und -Vernichter durch Bloch-Operatoren
ausdriicken:

1 . 1 .
T —ikR; 1 T —ikR; ¢t

c-——g e i el 4——5 e il 3.12
! v N k fz v N - f’“ ( )

k
1 B 1 ik'R;
C. = —— e v Co = — e LI N
=N Z,;/ P =N Z,;, T

Dann lassen sich die Einteilchenanteile des Hamiltonoperators beziiglich der Bloch-Basis
wie folgt darstellen:

5 = X B (X0 ey =5 e e, = Y Bl
i & K k
Ztcc Cisn = Zt (11] Z ¢ E)E) Zeim CITZC*/ = Ztc RIEN CTECE
Kk i A kA

und auf analoge Weise:

2 Fiflfi = Zj Efflf;

thf fn= tre*iflf

kA

Fiir die Falicov-Kimball-Wechselwirkung erhélt man schlieflich:

1 (Rt Fa— By +F
Pt L i(kotka—[k1+ka]) | .1 f
ZUCz‘Cz‘fifi_ Z U(NQZG( 3)) CEICEQfﬁgf&

k1,k2,k3 ks
Z u 5E2+E4,E1+E3 021 CE2f%3fE4
ﬂ17];27];37];4
_L1spd o N
N & k—q B R+q
Ek.G

Das Kronecker-Delta in dieser Gleichung ist Ausdruck der Impulserhaltung, denn der
Gesamtimpuls vor der Wechselwirkung muf gleich dem Gesamtimpuls nach der Wechsel-
wirkung sein. Definiert man nun einen Impulsiibertrag ¢, so léft sich die Summation auf
drei Wellenvektoren reduzieren. Dies soll folgende schematische Abbildung verdeutlichen:
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: Umbenennung " )

1q 1q

1 1

1 1
/\\ /fq)\j}
Impulserhaltung Impulserhaltung
E1+E3:EQ+E4 (E—®+(E/‘|‘CD:E+E/

Damit lautet der Hamiltonoperator des erweiterten FKM beziiglich einer Einteilchenbasis
aus Bloch-Zustanden nun insgesamt:

Hamiltonoperator des erweiterten FKM in Bloch-Darstellung

3 P
H =7 edk) cie; +Z’5 ) L+ Z Uer Silirde

F Nira (3.13)
mit

eo(k) = B + te(F); q(E) = B+ tse(k); e(k) = Z iFA
A

3.4 Hartree-Fock-Hamiltonoperator des erweiterten FKM
in Bloch-Darstellung

3.4.1 Homogener Fall — ohne Untergitter
Entkoppelt man das Viererprodukt aus Erzeugern und Vernichtern im Wechselwirkungs-

term des FKM-Hamiltonoperators nach der iiblichen Hartree-Fock-Vorschrift, so erhalt
man einen effektiven Einteilchen-Hamiltonoperator, der in Ortsdarstellung so aussieht:

Effektiver Hamiltonoperator fiir den homogenen Fall
in Wannier-Darstellung

_ nigA T
HeH_ZEcAc—l— > teclen (3.14)

i,An. N

+ Z Eflfi+ Z tefl fia+ DVl S+ fle)

i,An. N.
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In Analogie zur Vorgehensweise in Abschnitt 3.3.3 14t sich dieser Hamiltonoperator in
Bloch-Darstellung (Impuls-Darstellung) transformieren:

Effektiver Hamiltonoperator fiir den homogenen Fall

in Bloch-Darstellung
Har = Zéc ) e+ Z&‘f £) fifi+ ZV e+ fiep)

mit

eo(k) = E, + toe(k); 5f(E) = Ef + tfg(E); e(k) = Zezm
A

(3.15)

3.4.2 Inhomogener Fall — mit AB-Untergitter

Im inhomogenen Fall gilt es zu beachten, daf die effektiven Einteilchenparameter auf den
beiden Untergittern A, B jeweils verschiedene Werte annehmen koénnen:

E.,,=E.+Un;,, (3.16)
EfA,B = Ef + UnCA,B (317>
Vap=-UPy, , (3.18)

Setzt man diese AB-Parameter in den allgemeinen effektiven Hamiltonoperator (3.2) ein,
so erhélt man den effektiven Hamiltonoperator fiir den inhomogenen Fall in Ortsdarstel-
lung:

Effektiver Hamiltonoperator fiir den inhomogenen Fall
in Wannier-Darstellung

eﬂ_zt Czcz+A+thf fz+A+Z|: ca G 2+EfAff+VA( Jrf +fer z)]

€A

+Z|: cp Ci z+EfoTf+VB(Tf+fZT Z)]

1€B

(3.19)

Um den inhomogenen Hamiltonoperator in Bloch-Darstellung zu iibersetzen, benotigt
man die beiden Orthonormalitétsrelationen (2.36) und (2.49):

=7
a
=]
QNA
/?‘;l
o
=3
Il
(%)
>
i
|
(%)
>
+
&
£

N
E i(k—Ek")
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Zur Anwendung dieser Relationen driicken wir alle auftretenden Summen ) ., durch ),

und ), aus:

eﬁ_zt CzCerA_'_thf fz+A+Z|: ca G 2+EfAfo+ VA<Tf+fZT Z>:|

+ 3 |Ben = Eey) e+ (Epy = Ep) f1 i+ (Ve = Va) (el + fle))

i€EB

Ersetzt man die Wannier-Erzeuger und -Vernichter geméf der Basistransformation (3.12)
durch Bloch-Operatoren und wendet zunéchst die einfache Orthogonalitatsrelation fiir
das volle Gitter an, so erhélt man:

HeH:Z(E +tes(k))cheg + 3 (Bpa + tye(k ))f%f,;Jer/A (chf. + fle)

k
b S S PR (B B ke + (Bry~Bp) iy + (T Va)(ehfy + Fleg)

k k’ €eB

Nun liefern die Orthonormalititsrelationen:

Heff:Z(E + tee(R))cheg + D (Ega + (k) f~f~+ZvA (cLfe+ flep)
+ Z BEEGE (E,y—Eey)eber, + (Epy— EfA>f~f~ (Va—Va)(cLf, + fle,)
_ Z(% +tee(B) ) eheg + 30 (Zage 1o () 11
- -
4 Z \7,4;\73 f~—|— f,z c.) + Z Bepy—Eep EcB L+QC*+ Z By —Bry EfB ngrQ
E

‘7A—‘~/B I
2R+ 1;+c§c;;>
k

Der Ubersichtlichkeit halber definieren wir fiir die effektiven Einteilchenparameter in
Bloch-Darstellung folgende Abkiirzungen:

~ B, +E, E,, — E, o~ -
EC = % 50 = % €C<k) = EC _|_ tcé‘(l{;)
~ B +E Ef, — E S~ .
Fy= 2ia b o 5= 2l 5 I cp(k) = By +tye(k) (3.20)
~ VA+\~/B ) ‘7,4—‘73 ™ ikA
Vi=——0— def 1= =5 e(k) = Z e
A
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Damit lautet der effektive Einteilchen-Hamiltonoperator in Bloch-Darstellung fiir den
inhomogenen Fall:

Effektiver Hamiltonoperator fiir den inhomogenen Fall

in Bloch-Darstellung
_ T i
Heff—Z€c ,;Ck+25f ) I f~+ZV (ckz+ fiep) (3.21)

i i
25 FrdF +Z ffE+Q’fﬂ+Zacf Gali T g
k

3.5 Diagonalisierung des effektiven Hamiltonoperators im homo-
genen Fall

Der effektive Hamiltonoperator des erweiterten FKM (3.13) ist im homogenen Fall gegeben
durch

Heﬂ=Z<Ec+tce(E)> HCH+Z(Ef+tfe( )f fﬂ+zv<fﬂcﬂ+c f)
P

Gesucht ist eine unitidre Transformation U, die Heg auf Diagonalgestalt bringt. Dieser
diagonale Hamiltonoperator beschreibt dann ein System aus zwei neuen Béndern «, (3,
die nicht mehr iiber eine Hybridisierung Teilchen austauschen konnen:

HoE — Zea ala +Z€ k) B8, (3.22)

Definiere also neue Erzeuger und Vernichter

o= .+ [ (3.23a)

ozj; = v, CITZ + v f% (3.23b)

BE = —v.c.+u; fE (3.23¢)
T T T

und bestimme die (reellen) Koeffizienten ug, v so, dak der nicht-diagonale Hybridisie-

rungsterm » r 17( ..) im Hamiltonoperator eliminiert wird. Die Koeflizienten miissen
dabei eine Nebenbedingung erfiillen, damit die Transformation unitidr wird. Das sieht
man, indem man die obigen Gleichungen in Matrixschreibweise formuliert:

[N U- V- C- C-
(o) = () () = () o2

U unitar < Uv=1 <~ u%+v§ =1
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Ersetze im Hamiltonoperator Cps fE durch die neuen Operatoren o, BE’ um zu einer
Bestimmungsgleichung fiir die Koeffizienten zu gelangen. Dazu lose die Gleichungen ent-
sprechend auf:

e = U — vf; (3.25a)
ch=ual —v.pl (3.25b)
fr=v.a. 4 up. (3.25¢)
fl=v.al +upl (3.25d)

Fiir die Erzeuger-Vernichter-Kombinationen, wie sie in Heg vorkommen, erhalt man

cj;cg = u% 12 pT UV atﬁT Up Vs [3}1& + v% ﬁ;ﬁg
fgf;g: Ul% IT;JzEjLu v aﬂﬁTjLu Uaﬂ(l + u%ﬁgﬂg
cl%f]; = up vy ]2 st aﬂﬁﬂ v [Laﬂ — U Vg ﬁ%ﬁg
f%cg = U vy 12 P vi a;%ﬁ]; + u];; [%QE — U Vg ﬁ;ﬁg

Fiir den neuen Hamiltonoperator fordern wir, daf die Nicht-Diagonalanteile a;%ﬁ]; und

ﬁﬂaﬂ verschwinden miissen. Zusammen mit der Bedingung fiir Unitaritit fithrt das zu
folgenden Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten:

Das Gleichungssystem léft sich durch Einsetzen und Quadrieren der ersten losen und man
erhélt fiir die Koeffizienten der unitéaren Transformation U, die den effektiven Hamilton-
operator diagonalisiert:

u%/v%:1<1j:\/1— - 4‘?2 = )
2 AV2 + (ef(k) — ec(k))?
mit (3.26)

A

Der BCS-Grenzfall des erweiterten FKM ist charakterisiert durch die Parametersetzungen

E,= Ef und ¢, = —t; bzw. eo(k) = —ef(E)
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und die Koeflizienten der unitaren Transformation vereinfachen sich zu

1 e
wZfvi =S| 1£,|1-—= v —

2 AV2+ [Ef — E.+ (ty — tc)e(k)]
1 172

= [1£4/1- ;
2 V24 t2(k)?
1 -

N tee(k)
2

t2e(k)2 + V2

Identifiziert man die effektive Hybridisierung V mit dem Ordnungsparameter A der k-
unabhingigen BCS-Theorie, so ergibt sich eine exakte Ubereinstimmung der Koeffizienten
(vgl. hierzu Czycholl, 2000, Seite 319). In Hartree-Fock-Néaherung werden also die entspre-
chenden Selbstkonsistenzgleichungen von BCS-Theorie und erweitertem FKM mit obigen
Parametersetzungen iibereinstimmen.

—

Schlieklich sind noch die Einteilchen-Eigenenergien e, (k) und eg(k) zu bestimmen. Da

der effektive Hamiltonoperator bereits diagonal beziiglich k ist, geniigt es, eine Einteil-
chenbasis aus zwei Zustanden {|ck),|fk)} zu wahlen. Beziiglich dieser Basis hat der
Hamiltonoperator fiir jedes k£ die Darstellung

(3.27)

Die gesuchten Eigenwerte entsprechen den Nullstellen des charakteristischen Polynoms
dieser Matrix:

2 4

sy = B B \/ () =< B)” g (3.28)

Um die Auswirkungen der effektiven Hybridisierung auf die urspriinglichen Bénder sicht-
bar zu machen, nehmen wir einmal Tight-Binding-Dispersionen fiir ¢- und f-Elektronen
im eindimensionalen Fall an:

ec(k) = E. —2t.cos(k), es(k)=Ey—2t;cos(k).

Sowohl bei positiven als auch bei negativen Werten ¢; kann sich eine effektive Hybridisie-
rungsliicke in den Dispersionen der Einteilchen-Eigenenergien ¢, 3 bilden. In den Abbil-
dungen 14 und 15 auf der néchsten Seite erkennt man, daf bei negativem f-f-Hopping
ty der Energiegewinn durch Liickenbildung deutlich gréfer zu sein scheint als bei einem
positiven ¢y gleichen Betrags. Daher erwarten wir, daf eine ferroelektrische Phase vor
allem im Bereich negativer t; energetisch begiinstigt wird.
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te>0und ty <0 — &c(k)
2 — €f k
— ok
15¢ es(k
1 L
o5
=
o 07
-0.5¢
_1 L
-1.5¢
_2 L ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Abbildung 14: Dispersionsrelationen fiir ¢- und f-Elektronen in eindimensionaler Tight-Binding-N&herung
fiir negatives t ;. Dargestellt sind die urspriinglichen Einteilchenenergien . y und die diagonalen Einteilchen-
Eigenenergien €, g als Funktion der Wellenzahl k. Zu erkennen ist eine deutlich grofsere Hybridisierungsliicke
als bei positivem ty. Parameter: F. =0, Ey = 0.3, tc =1, ty = —0.4, V = 0.4.

te>0und ty >0

2t — e.(k)
— Sf k
15| — ealk
1l ¥ k
05
=
o 07
-0.5¢
_1 L
_1_5,
_2 L

Abbildung 15: Dispersionsrelationen fiir ¢- und f-Elektronen in eindimensionaler Tight-Binding-N&herung
fiir positives ty. Auch hier sind urspriingliche Einteilchenenergien . ;(k) und diagonale Einteilchen-Eigen-
energien €, (k) in einem Bild vereint. Die Hybridisierungsliicke ist kleiner als bei negativem t¢. Parameter:
wie in Abbildung 14, nur mit ¢y = +0.4.






83

4 Einteilchen-Greenfunktionen, Ordnungsparameter

4.1 Allgemeine Bewegungsgleichung fiir einen Einteilchen-Hamil-
tonoperator

Da wir es dank der Hartree-Fock-Naherung nur noch mit Einteilchen-Operatoren zu tun
haben, stellen wir zunéchst die Bewegungsgleichungen der gesuchten Greenfunktionen fiir
einen allgemeinen Einteilchen-Hamiltonoperator auf.

Gegeben sei also ein beliebiger Einteilchen-Hamiltonoperator in 2. Quantisierung;:

H= Z ho g aLaB (4.1)
a,f
hierbei gilt:
a, 3 bilden vollstandigen Satz von Quantenzahlen zur Beschreibung

des Einteilchenproblems (Einteilchenbasis),
al erzeugt ein Elektron im Einteilchenzustand | «r),

«

ho s sind Matrixelemente («|h|/3) des Hamiltonoperators bzgl. Einteilchenbasis.

Gesucht ist nun die retardierte Ein-Elektron-Greenfunktion ( ai;a} ) als Funktion der
komplexen Energie

z=FE+1i, 6>0 <« z¢€ obere Halbebene H von C. (4.2)
Sie erfiillt die fouriertransformierte Bewegungsgleichung
2 (asaf) = h(lai, afly ) + (las, H]-; al) (4.3)

Die auftretende Antikommutatorrelation fiir Fermionenerzeuger und -vernichter ist dabei
durch die iibliche Delta-Relation gegeben, und der Kommutator des Vernichter a; mit
dem Hamiltonoperator lafst sich im Einteilchen-Fall leicht berechnen:

a;, a}]Jr = 0; (4.4)
[ai,H], = Zhw ag (45)
B

Insgesamt erhélt man also ein geschlossenes System aus Bewegungsgleichungen fiir die
Ein-Elektronen-Greenfunktion:

z{aial) =hoy+ Y hig (aga;) (4.6)
5
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Setzt man ein endliches System mit N Gitterplatzen an, so laufen die Indizes ¢, j von

1,..., N. Dann lafst sich das Gleichungssystem auch als Matrixgleichung formulieren. Dazu
definieren wir eine Matrix aus Einteilchen-Greenfunktionen mit den Matrixelementen
Ay = (az;al) (4.7)

Dann folgt durch Einsetzen

ZAij = hém —+ Z h’iﬁAﬁj
B
= 2A=hl+h-A mit AeRVWN

Auflésen nach der gesuchten Matrix aus Einteilchen-Greenfunktionen ergibt

A=(z-1—-h)"! (4.8)

Zur Berechnung der Einteilchen-Greenfunktionen hat man im wechselwirkungsfreien Fall
also im wesentlichen eine in ihrer Diagonalen um Energieterme modifizierte Einteilchen-
Hamiltonmatrix der Dimension N x /N zu invertieren.

4.2 Homogener Fall
4.2.1 Berechnung der Einteilchen-Greenfunktionen in Bloch-Darstellung

Im vorigen Abschnitt haben wir die Berechnung der Einteilchen-Greenfunktionen auf die
Inversion einer (nxmn)-Matrix zuriickgefithrt, wobei n die Anzahl der Einteilchenbasis-
zustdnde bezeichnet. Wie sieht diese Matrix nun konkret fiir den homogenen, effektiven
Einteilchen-Hamiltonoperator des erweiterten FKM aus? Dazu benotigen wir zunéchst
einmal eine Finteilchenbasis, beziiglich derer die Matrix dargestellt werden soll. Als giin-
stig erweist sich eine Einteilchenbasis {| nk)} aus ausgedehnten Bloch-Zustinden, da die
Matrix dann in iibersichtliche (2x2)-Blocke zerfillt. Diese Bloch-Basis ist endlich, denn
der Bandindex n kann nur die beiden Werte ¢ oder f annehmen (fiir das ¢- und f-Band),
und die Wellenvektoren k konnen auf die erste Brillouin-Zone beschriinkt werden. Ihre
Anzahl entspricht somit der Anzahl N der Gittervektoren des endlichen Gitters. Die Ba-
sis aus Bloch-Zustanden fiir den homogenen Fall (¢ = 0) setzt sich demnach insgesamt
aus 2N Einteilchenzustdnden zusammen:

{|CE1>7|fE1>7--'7|CEN>7|fEN>} (49)
mit k; € 1. BZ
Die Schreibweise | ¢ k;) bedeutet, dak sich das Teilchen im ¢-Band befindet und den Impuls

hE, besitzt. Die Einteilchenbasisvektoren lassen sich auch mit Hilfe der FKM-Erzeuger
ausdriicken, wenn man diese auf den Vakuumzustand anwendet:

ek = et 0) 7R = 1110)

[
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Beziiglich dieser Einteilchenbasis hat der effektive Hamiltonoperator (3.15) im homogenen
Fall die Matrixdarstellung:

| ckn) | fhw)

| cky) |f%) |cks) | fa)

80(1{71

%

—

er(ky)

0

(Rl Y

Hep = (4.10)

(fks)

e(ky) V

(cky| k ’
<f];N‘- O Vv Ef(k?N) i

Es handelt sich um eine (2N x2N)-Matrix, die in (2x2)-Blécken k-diagonal ist. Damit ist
auch E - 1 — Hegblockdiagonal, so dafs sich die Inversion (4.8) blockweise vornehmen lafst,
denn fiir eine beliebige blockdiagonale (nxn)-Matrix C' gilt

C, o
—1
Ca — Ol = ©

Ch ct

n

Fiir jedes k € {ki,..., ky} erhilt man die Matrix der Einteilchen-Greenfunktionen also
einfach durch Inversion einer (2x2)-Matrix

~ -1

(cael) (e i) 2 —eo(k) 4

= _ . (4.11)

<<f,;aCT,g>> <<fE7fg‘>> Vv z—eg(k)

Die einzelnen Einteilchen-Greenfunktionen sind dann gegeben durch
cchy = ) N
egicp) [z — EC(E)] [z — ef(lg)} — V2 (1.122)
e 2 — eo(k)

(fs2)= )] o= (0] = 72 (4.12b)
(s fh) = v (4.12¢)

[z — 50(/;)] [z — ef(lg)} — V2

Im homogenen Fall tritt neben den beiden diagonalen Greenfunktionen des c¢- und f-
Bandes noch die nicht-diagonale Hybridisierungsfunktion (c;; f% ) der beiden Béander auf.
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Setzt man die effektive Hybridisierung V auf Null, so verschwindet der nicht-diagonale
Anteil, und man kommt zuriick zum Grenzfall unkorrelierter Bander:

1

Gh(g,2) = 2—756(12) (4.13a)
Gpple, 2) = if@ (4.13b)

Wie in (3.20) definieren wir die k-abhingige Energie €, mit deren Hilfe wir die effektiven
Einteilchenenergien des erweiterten FKM abkiirzend schreiben kénnen als:

A
50(/’2) = Ec—i—the N —E.+t.e
A
Ef(];:) = Ef +thG_ZkA Ef +tf€
A

Auf diese Weise lassen sich die Einteilchen-Greenfunktionen als Funktionen der reellen
Einteilchenenergie € und der komplexen Energie E darstellen:

2) = (c.: = Z_Ef_tf5 N

Gck(g, ) << i k>>€,z (Z _ Ec — tc g)(z — Ef — tf 5) ~ ‘72 (414 )
2) = " i — Z = Ec - tcs

Ger(e, 2) = ([ [7 Ders R Y Sy (4.14b)

Gcfk<87 Z) = << CE; fg >>€,z = = 4 = = (4.140)

(2 — E.—tee)(z— Ef —tre) — V2

4.2.2 Umrechnung der Greenfunktionen in die Wannier-Darstellung

Da die Ordnungsparameter als ortsabhidngige Grofsen definiert werden, miissen die Ein-
teilchen-Greenfunktionen (4.11) von der Bloch- in die Wannier-Darstellung transformiert
werden. Dazu ersetzen wir in den ortsabhéngigen Greenfunktionen die Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren geméf Vorschrift (3.12) und erhalten z. B. fiir die Greenfunktion
der c-Elektronen:
fesel) =+ Z =R (o) (4.15)
kR

Speziell im homogenen Fall sind die ortsabhéngigen Greenfunktionen aufgrund der Trans-
lationsinvarianz fiir alle Gitterplatze identisch:

(c;icl)y=(c;cf) firalle ie{l,...,N} (4.16)

R
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Daher entspricht der Mittelwert aus allen N Greenfunktionen gerade der einzelnen homo-
genen Greenfunktion:

T3 e = feidy - 1 D01 = (e (4.17)

Setzt man nun die Umrechnung (4.15) in (4.17) ein, so ergibt sich
1 1 I
{c;ch) = NZ«C“C@T» = WZZe (F=FORi( sl ), (4.18)

und unter Verwendung der Delta-Relation (2.36) % ZnN:1 eiF—F)Rn — Opp fiir endliches
Gitter im homogenen Fall folgt schliefslich

feic) =+ 2 e (4.19a)

Ganz analog erhélt man die anderen beiden Einteilchen-Greenfunktionen in Wannier-
Darstellung:

(£ =5 3 Asa s (1.19b)

(eiffy=x 3 (e sl (4.190)

kel1.BZ

Statt nun die numerisch aufwendige k-Summe auszuwerten, fithren wir eine elektronische
Modellzustandsdichte p(e) ein. Die passende Einteilchenenergie ¢ haben wir bereits in
(3.20) festgelegt. Allgemein ist die elektronische Zustandsdichte als (hier spinlose) Summe
aus Delta-Peaks definiert, die an den Einteilchenenergien lokalisiert sind:

oe) = % > (e~ =) (4.20)

—.

Bei den ¢, (k) handelt es sich um die Einteilchenenergien fiir das n-te Band, summiert
wird iiber alle Einteilchenzustédnde |nk). Integriert man nun die Zustandsdichte iiber die
Energie ¢, so erhélt man folgende Beziehung zur k-Summe:

[rerrerde = Y st (@21
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Die k-Summation in der Berechnung der ortsabhéngigen Greenfunktionen laft sich also
durch eine e-Integration ersetzen:

(eic) = / p() Gonle, 2) de (4.92a)
(5181 = [ ple) Gpute.2) de (4.22D)
(ci1) = [ ple) Gope,2) e (4.22¢)

Um hoherdimensionale Systeme (d > 3) néherungsweise zu beschreiben, wiahlen wir eine
halbelliptische Zustandsdichte, die auf einem Bethe-Gitter mit Koordinationszahl oo sogar
exakt wird (vgl. z.B. Georges et al., 1996, Seite 20). Uberdies weist eine halbelliptische
Zustandsdichte die fiir dreidimensionale Systeme realistischen Wurzelsingularitdten an
den Bandkanten auf:

0.7

0.61

0.5r

T s p(e) = 2= e (4.23)

Setzt man diese halbelliptische Zustandsdichte an, so erstrecken sich die e-Integrale nur
noch iiber das endliche Intervall [—1,1], da die Wurzelfunktion (4.23) aufkerhalb dieses
Intervalls nicht definiert ist. Die gesuchten Greenfunktionen enhalten nun in ihren Inte-
granden jeweils ein Produkt aus einer Wurzel und einer gebrochenrationalen Funktion:

2 [+ — Ej—t
(c;ct) == V1—¢g? _ - 1 re de (4.24a)
1

™ (2= E.—tee)(z— By —tye) — V2
2 [T — B, —t,

(fiffy==/] vi-e - —c© — de (4.24D)
T J (z—E.—tee)(z—Ef —tye) — V2

2 +1 %
fty = 2 V1= g2
lei/Th =7 c Ve (z—E,—tee)(z— By —tpe) — V2 = (4.240)

Diese Integrale lassen sich mit Hilfe von Partialbruchzerlegung auf Integrale vom Typ

+1 /1 — &2
= ° ds:mo(1—,/1—§2) (4.25)
-1 E—£&p 0
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zuriickfithren, wobei die €9 gerade die Nullstellen des Nenners darstellen, welcher allen
Integranden gemein ist. Dieses Integral wurde analytisch unter Anwendung des Residu-
ensatzes der Funktionentheorie berechnet. Eine entsprechende Rechnung findet sich im
Anhang A.

Fiir die Partialbruchzerlegung werden die Nullstellen des Nenners benotigt. Fiir den Fall
zweier endlich breiter Bander, d. h. t; # 0 und t. # 0, berechnen sich die Nennernullstellen
zu

ti(z — E.) +t(z — Ey)
2.ty

€12 =

1 — .~ — — .~
+ - \/ti(z —E.)?24+2(2— Ef)? 4+ tets(z — E.)(z — Ef) + tt;V? (4.26)
ctf

Die Details der Partialbruchzerlegung werden im Anhang B erldutert. An dieser Stelle
begniigen wir uns mit den Ergebnissen fiir die Einteilchen-Greenfunktionen in Wannier-
Darstellung:

Go(2) == (c;ct) = 24¢, (1-,/1-%) + 2Be, (2— 1-%) (4.27a)
Gi(2) = (f: 1) =20, (1-,/1-%) +2Ds, (2— 1-%) (4.27b)
Gop(2) == (e f1) = 2B, (1 . Ji- %) 4 OFe, (2 -/1-% ) (4.27¢)

Die Koeffizienten der Partialbruchzerlegung sind hierbei gegeben durch

1 1
A=———B; C=—-——-D; E=-F;
t, ts
- - ~ (4.28)
Z—Ef—tf€2 Z—Ec—tc€2 %4
B pr— —; pum —; e m—
f}ftc(Eg - 81) tftc<€2 - 81) tftc<€2 - 81)

Im homogenen Fall ist man also in der gliicklichen Lage, die ortsabhéngigen Greenfunk-
tionen vollstandig analytisch berechnen zu konnen.

Insbesondere 14t sich die Hybridisierungsgreenfunktion G.r(z) wie folgt ausschreiben:

2V
G, :—[ _ -2 1-1 4.29
f<Z) tftc(EQ - 51) oAt €1 £2 €3 ( )
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4.3 Ordnungsparameter und mittlere Besetzungsdichten im ho-
mogenen Fall

Wir interessieren uns nun fiir den Ordnungsparameter P,y und die mittleren Besetzungs-
dichten n. und ns von c- und f-Band im homogenen Fall. Diese in Kapitel 2.5.1 auf Seite 49
als Erwartungswerte definierten Grofien werden aus den Imaginérteilen der retardierten
Einteilchen-Greenfunktionen, den sogenannten Spektraldichten, berechnet:

ne = (cle) = —% B mGU(E + i8)dE (4.30)
nf:<j*f):-—% +ijE)hntUE+i®dE (4.31)
Pp=(c'f) = —% - f(E) ImG(E+id)dE (4.32)

mit reeller Energie £ = Re(z) und der Fermi-Verteilungsfunktion

1 1
HE) = sew1 ﬁ:k:B—T'

Fiir die weiteren Betrachtungen wird die Boltzmannkonstante kg auf den Wert 1 gesetzt.
Die obigen Gleichungen fiir mittlere Besetzungsdichten und Polarisation stellen die Selbst-
konsistenzgleichungen des homogenen Falles dar, da die Einteilchen-Greenfunktionen auf
den rechten Seiten jeweils selbst wieder von n., ny bzw. P,y abhéngen.

(4.33)

Die Selbstkonsistenzgleichung des Ordnungsparameters c-f-Polarisation lafst sich im ho-
mogenen Fall mit Hilfe von (4.27¢) explizit ausformulieren als

QUP, [+ 1
p,=22te B)1 ( _ 1—L1_ 1f%>dE 4.34
=2 [Ty | 2 (ama e i-h ey i) e aa

[e.9]

Man sieht sofort, da der triviale Fall P,y = 0 immer eine Losung dieser Selbstkonsistenz-
gleichung darstellt. Um nicht-triviale Losungen zu erzwingen, wird auf beiden Seiten der
Gleichung durch P, # 0 geteilt. Fiir ein spateres Phasendiagramm wird es notwendig sein
zu entscheiden, welche der beiden Losungen die energetisch giinstigere ist. Dazu miissen
dann die freien Energien von trivialer und nicht-trivialer Losung verglichen werden. Die
Erfahrung (z. B. aus der BCS-Theorie) hat in diesem Zusammenhang gezeigt: Wenn eine
geordnete Losung (hier P.; # 0) existiert, wird sie in der Regel auch im Grundzustand
energetisch bevorzugt.

Damit haben wir nun alle Informationen, um ein Selbstkonsistenzschema zur Berech-
nung des homogenen Falls zu formulieren. Ein solches Berechnungsschema ist in Abbil-
dung 16 auf der nichsten Seite dargestellt.

Zu Beginn werden die Modellparameter des erweiterten FKM festgelegt. Sie dienen als
Input fiir das selbstkonsistente Programm. Dann wéhlt man Startwerte fiir die Beset-
zungszahlen n. und ny von ¢- und f-Elektronen sowie fiir die c-f-Polarisation F.f. Im
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[ Input: EFKM-Parameter

—l

Startwerte setzen:

Ec7 Ef7 tC7 tf7 U Ne, N, Pcf
Effektive Parameter

E~If = Ef —+ U Ne

E.=E.+U-n;

V=-U-Py
intellchen-Greentunktionen analytisch zu berechnen

4 Einteilchen-Greenfunk lytisch zu berech
(c;ct) =24 (1 — /€2 — 1) +2B (eg — /€2 — 1)
(£ 1) — Ve —1)+2D (e — y/e5 — 1)
\/ 1

\_ (c; f1) =

-

Besetzungszahlen und Polarisation

1 [t

ne=== | J(E)Im(G(E +i)aB
|

ng=——_1 f(E)Im[Gf(E +1i0)|dE
[ B g B+ )

K Pcf:__ f cfE—i—’l(Sd /
T J_
&[ Nefnpg =17 ] NEIN [ Anpassung von p

]_

Abbildung 16: Selbstkonsistenzschema zur Berechnung der Besetzungszahlen n., ny und des Ordnungs-

parameters P,y im homogenen Fall
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ersten Iterationsschritt werden aus dieser Startwertkonfiguration die effektiven Hartree-
Fock-Parameter E., Ey und V berechnet. Aus den effektiven Parametern lassen sich dann
die Einteilchen-Greenfunktionen in Ortsdarstellung analytisch geméf (4.27a) bis (4.27¢)
berechnen. Mit Hilfe der Imaginérteile dieser Greenfunktionen findet man durch (nume-
rische) Integration die gesuchten Besetzungszahlen und die Polarisation. An dieser Stelle
wird iiberpriift, ob die Bedingung fiir halbe Fiillung n.+mny = 1 erfiillt wird. Ist dies noch
nicht der Fall, so wird das chemische Potential p mittels Intervallschachtelung so lange
verschoben, bis sich halbe Fiillung im Rahmen einer gegebenen numerischen Genauig-
keit einstellt. Dazu miissen natiirlich die Besetzungszahlen und die Polarisation in jedem
Schritt der p-Iteration neu berechnet werden, da das chemische Potential in die Fermi-
Funktion (4.33) eingeht. Hat das Programm ein passendes p gefunden und Konvergenz
fiir halbe Fiillung erreicht, so werden die Besetzungszahlen n., ny und die Polarisation
P.; dazu verwendet, neue effektive Parameter Ec, Ef und V zu bestimmen. Aus diesen
werden entsprechend neue Einteilchen-Greenfunktionen berechnet und so weiter, bis die
Schleife selbstkonsistent konvergiert. Die Abbruchbedingungen fiir die Selbstkonsistenz
legen wir dabei fiir den homogenen Fall wie folgt fest:

(i) Der Absolutbetrag der Differenz ndifizwischen einer c-Besetzungszahl n. und ihrem
Vorgingerwert n?'* aus dem vorangegangenen Iterationsschritt muf kleiner sein als
eine numerische Schwelle ¢,,:

In3f| = |n, — n| < g, (4.35)

(ii) Gleiches gilt fiir die Differenz n?iff zwischen einer f-Besetzungszahl ny und deren

Vorgéngerwert ni':

In$" = |ny — | < e, (4.36)

(iii) Ebenso verhélt es sich bei der Differenz Pf}ff fiir die c- f-Polarisation:

|P4™ = |Poy — P2| < en (4.37)

(iv) Ferner soll sich der in jedem Iterationsschritt angepafste p-Wert fiir das chemische
Potential nicht mehr dndern. Fiir den p-Wert fordern wir eine héhere numerische
Genauigkeit:

|\paige] = |p — prare| < €, mit g, < e,. (4.38)

Die Selbstkonsistenz-Schleife wird dabei mindestens dreimal durchlaufen. Damit es zu
einem Abbruch der while-Iteration fiir die Selbstkonsistenz kommt, miissen alle vier
Bedingungen (i) bis (iv) gleichzeitig erfiillt sein. Fiir numerisch problematische Grenzfille
(z.B. nahe dem kritischen Punkt bei einem Phaseniibergang, bei extremer Ausbildung
von Delta-Peaks an den Bandkanten etc.) wurde die Schleife auf eine Hochstzahl von
[terationsschritten begrenzt.
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Obgleich es sich eigentlich um ein groffkanonisches Problem handelt, setzen wir durch
die Forderung nach halber Fiillung die Elektronenzahl im System fest (N, = N). Wir
verlangen, daf die mittlere Teilchenzahl der vorgegebenen entspricht und bestimmen das
chemische Potential aus der Teilchenzahlerhaltung.

4.4 Inhomogener Fall
4.4.1 Einteilchen-Greenfunktionen in Bloch-Darstellung

Den effektiven Hamiltonoperator des inhomogenen Falls mit AB-Untergitter haben wir
bereits in Abschnitt 3.4.2 hergeleitet:

Heg =Y e.(k) £CE+Z€ f*wav Lf+ fle)
K

T i i
T Z 0c “h+GCF T Z Jj fEJerE + Z 2 k+Qf + fk+Q k)
k k k

Hierbei ist zu beachten, dafs die k-Summation nicht mehr iiber die erste Brillouin-Zone
des urspriinglichen Gitters liuft, sondern iiber die erste Brillouin-Zone des Ubergitters.
Wie wir in Kapitel 2.4.3 fiir den Fall eines einfach-kubischen Gitters gezeigt haben, ist die
1. BZ des Ubergitters nur noch halb so grof wie die 1. BZ des Originalgitters ohne AB-
Zerlegung. Insgesamt miissen die k-Summationen aber so beschaffen sein, daf trotzdem
wirklich alle Punkte der 1. BZ des urspriinglichen Gitters G erreicht werden. Dies leistet
der in (2.48) definierte Vektor @ = I(1,1,1). Als reziproker Gittervektor des Ubergitters
entspricht er gerade einem halben reziproken Gittervektor des Ausgangsgitters. Es ist
leicht einzusehen, daf man die 1. BZ des Ausgangsgitters G nicht verldft, wenn man auf
ein k aus der 1. BZ des Ubergitters den Vektor Cj addiert. Vielmehr lassen sich durch
Addition von Cj alle gewilinschten k-Punkte der 1. BZ des Originalgitters erreichen.

Bei einem endlichen Gitter mit periodischen Randbedingungen, wie wir es hier zugrunde-
legen, kann der Wellenvektor k im allgemeinen nur N Werte annehmen (vgl. 2.4.4). Nach
den obigen Erlauterungen stammt k jetzt aber aus der nur halb so groken 1. BZ des Uber-
gitters. Somit kann k im inhomogenen Fall nur Werte annehmen, und die fehlenden
k-Punkte bekommt man durch Addition des Vektors Q. Fiir den gesamten, k-summierten
Hamiltonoperator definieren wir also folgende Einteilchenbasis:

—

{Ick0), 1FR),le.Fu+ Q) 1 R+ @), leRg ), 1FRy ), e, Fy+@), I, By +Q) |

Hierbei bedeutet die Schreibweise |cl§i), dafs ein Elektron den c-Zustand mit Wellen-
vektor k; besetzt. Die gesamte Hamiltonmatrix in k-Darstellung hat beziiglich dieser
Einteilchenbasis die Dimension 2N x2N. Dank der oben gewahlten Sortierung fiir die
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ey, by
VoMt sy 6

Abbildung 17: Effektive Hamiltonmatrix Heg im inhomogenen Fall

Einteilchenbasis-Zusténde ist die Hamiltonmatrix aber blockdiagonal in (4x4)-Blécken
(siche Abbildung 17).

Die Matrix fiir Heg ist im inhomogenen Fall also l;—diagonal, wenn man k aus der 1. BZ
des Ubergitters wihlt. Damit haben wir einen weiteren Nutzen aus der Definition eines
Ubergitters U gezogen. Da sich der gesamte Hamiltonoperator demnach einfach als

Hg = Z e, k € 1. BZ des Ubergitters U, (4.39)
E

schreiben léfst, geniigt es, sich auf eine Einteilchenbasis aus nurmehr vier Zustanden zu
beschranken:

{16E). 1FE). e, E+Q). 1. F+0) | (4:40)

Beziiglich dieser Einteilchenbasis hat der effektive Hamiltonoperator h.g die Matrixdar-
stellung

E,+te 1% de Oy
v E;4te Oc )
hegr — e ! (4.41)
(Sc 5cf EC — tCE \%

5cf 5f \% Ef—tfé‘i
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Hierbei haben wir die Definitionen aus (3.13) fiir (k) und & f(E) eingesetzt und auferdem
ausgenutzt, daf gilt:

ek + Q) = —e(k), (4.42)

wie man nachrechnen kann:

k Z ez(kJrQ Z elkA i7(1,1,1)-a(n1,n2,n3) _ Zeiﬁﬁeiw(nﬁrnﬁng) _ —E(E)
A
fir - (n1, no, ns) € {(uuu), (ugg), (gug), (ggu)}-

Zur Berechnung der Einteilchen-Greenfunktionen hat man geméif (4.8) die Matrix -1 —
heg zu invertieren und erhélt im Ergebnis eine (4x4)-Matrix aus Einteilchen-Greenfunk-
tionen in k-Darstellung fiir den inhomogenen Fall:

: (epck g)  (eaflg)
(foct)  (fafl)  (facdg) fk,f,j+Q )
5 Thg)

Frog) (Fg D) (Frgich o) <<fk+Q o)

=
o
Bt

_l’_

&

o

ENE
==
=

ES

_l’_

Q

i
=
==

)
el

+

QL

o

EE

_l’_

&
==
Q

?r

_l’_

Q1

E—FE, —te -V -4, — 0o
-V E—FE; —te —4. )
e o N (4.43)
—4, 0ot E—FE,. +te -V
—Ocf —(Sf -V E—Ef"—tfé‘i

Zur Umrechnung dieser Greenfunktionen in die Wannier- bzw. Ortsdarstellung bendtigen
wir den Zusammenhang (4.15). Da hier die Wellenvektoren k, k' aus der halben ersten
Brillouinzone des urspriinglichen Gitters stammen, fiir die Summationen in (4.15) aber
die volle Brillouinzone benotigt wird, miissen wir noch einen additiven Term ergénzen:

1 i(k—k" R, . .
(c;; c;r )= v Ze’(k kR (((cg;cl%, )+ <<CE+Q; c%ur@ >)) hier: 1 € AU B.

Hierbei kénnen die Gittervektoren R; nur aus dem Untergitter A oder B stammen. Inner-
halb desselben Untergitters herrscht Translationsvarianz, und so kénnen wir in Analogie
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zum homogenen Fall (vgl. Abschnitt 4.2.2) schliefsen:

iy Jled)a=GME)  firalleic A

(cipcl) = {«C;CT Vs m GP(E)  firalleic B (4.44a)
v JUE YA =GHE)  fivalleie A

Uikl = {<<f; e = G]J’;(E) fiir alle i € B (4.44b)
Cety (c; fTha:=GA(E) fur allei € A

e fi) = {((c; s = Gé(E) fir alle : € B (4-44c)

Im Unterschied zum homogenen Fall enthalten die Untergitter aber jeweils nur genau
% Gitterpunkte. Da nur innerhalb eines Untergitters Translationsinvarianz gegeben ist,
kénnen wir auch nur innerhalb dieses Untergitters mitteln. Fiir das Beispiel der ¢-Green-
funktion sieht das so aus:

2 S ted) =t a2 3 1= (e has (1.5

In diese Gleichungen setzen wir nun die allgemeingiiltige Relation (4.15) ein und erhalten
so fiir die gesuchten Einteilchen-Greenfunktionen der c-Elektronen auf den Untergittern
A und B:

<<c;cf>>A,B:% S (eeh) N2Z S° R (ech ) + (g, )

i€A,B Lk 1€A,B

Fiir die weitere Umrechnung bendtigen wir die Orthonormalitétsrelationen (2.49) und
(2.47) des inhomogenen Falls:

9 o L By
2 Z piF—F)E _ Sgp £ 0z mit k, k' € 1. BZ des Ubergitters

Setzen wir diese Orthonormalitétsrelationen in die obigen Ausdriicke fiir die Greenfunk-
tionen ein, so folgt:

(eichas = 5 D0 £ pprg) ((epeh) + (e gich,g))

Dabei ergibt k+ 2@ wieder E, da es sich um eine Verschiebung um einen reziproken
Gittervektor des urspriinglichen Gitters handelt. Ferner ist das Inverse der symmetrischen
Matrix in (4.43) wieder eine symmetrische Matrix, so daf gilt:

(crgich) = Lezch ) (4.46)
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Fiir die Einteilchen-Greenfunktionen { f; fT) und (¢; f1) lassen sich analoge Schliisse
zichen. Bei der ¢- f-Greenfunktion ist allerdlngs zu beachten, daf keine Symmetrie beziig-
lich der Vertauschung von k und k + Q wie in (4.46) vorliegt. Im Ergebnis setzen sich die
Einteilchen-Greenfunktionen in Ortsdarstellung fiir die beiden Untergitter A und B wie
folgt zusammen:

(e Yan = Z (Gegeld =20 ezl o)+ ep gick, o)) (4.47a)
(F5f)an Nz( o Y 220 o) + (e fhg)) (4.47b)
(e ft >>A,B:%Z(<<c,;; Y (ep FLg) = (e, g 1) + (g, fhog))  (4470)

Wir definieren abkiirzende Schreibweisen fiir die E—abhéingigen Einteilchen-Greenfunktio-
nen nach dem Schema

Gale) = (cgct), Gagmle) = (e fl),  Gaqag =z, g5ick, 5), usw.  (4.48)

Schlielich ersetzen wir wieder die k-Summation durch eine Energieintegration iiber € mit
der bereits eingefithrten halbelliptischen Zustandsdichte (4.23) und erhalten

1 [
GAB(2) = - / (Gerer(€, 2) £ 2Gekero (€, 2) + Geroerq(e, 2)) de (4.49a)
—1
AB 1 +1
Gyoe) = — 1 (Gresr(e, 2) £ 2G repro(e, 2) + Grrarale, 2)) de (4.49b)
1 +1
G$B<z) = ;/ (Gerpr(e, 2) £ Garprole, 2) £ Gangrr(e, 2) + Grroreq(e, 2)) de (4.49¢)
—1

Da wir nur iiber die halbe erste Brillouinzone des urspriinglichen Gitters summieren, er-
halten auch die entsprechende e-Integrale einen Faktor % Aus den ortsabhingigen Green-
funktionen berechnen sich schlieflich die Besetzungsdichten und die ¢- f-Polarisation auf
den Untergittern zu

+o0
ntB = —% f(E)ImGHB(E +i0)dE (4.50)
AB 1 oo A,B .
nyt = f(E) Im G2 (E +i0)dE (4.51)
1 [t
Pyt = - f(B)Im G4 (E +i6)dE (4.52)

Offensichtlich kommt man im inhomogenen Fall nicht umhin, eine Doppelintegration aus-
zufithren, da die Einteilchen-Greenfunktionen in Bloch-Darstellung nicht analytisch be-
stimmt werden, sondern aus einer numerischen Matrixinversion hervorgehen. Fiir jedes
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Werte-Paar (¢, F) im Integranden des Doppelintegrals miifite man eine Matrix invertieren.
Es gibt eine Mdoglichkeit, die numerische Auswertung zu vereinfachen und zu beschleuni-
gen. Diese giinstigere Variante, mit der wir letztendlich die Ordnungsparameter berechnet
haben, soll im néchsten Abschnitt vorgestellt werden.

4.4.2 Numerisch giinstigere Variante

Durch einen numerischen Trick 1dft sich die Auswertung des inhomogenen Falls vereinfa-
chen und eine aufwendige Doppelintegration umgehen. Statt fiir jedes Energiewertepaar
(¢, ) eine Matrix zu invertieren und anschliefend doppelt zu integrieren, ersetzt man im
Prinzip die E-Integration durch eine Diagonalisierung fiir jeden Wert von E. Dadurch
laft sich der Integrand im e-Integral letztlich analytisch angeben, und es bleibt nur noch
eine einfache Integration auszufiihren.

Die Einteilchen-Greenfunktionen in E—Darstellung berechnen sich im Prinzip durch Inver-
sion einer (4x4)-Matrix

-1

E—L,—te ~V —de —0cf
z -V E—FE;—tse — -5
GH(E) = (E-1—hey) ' = F Ocf f
(B) = ) —0, — 0y E— E,+te —V
_5cf —5f -V E—Ef+tf€

(4.53)
Daraus erhilt man die Matrix der Einteilchen-Greenfunktion in Wannierdarstellung durch
k-Summation bzw. e-Integration:

) GE(E) ... GE(E)
GiE) = Y GH(B) = [deporcie) = | ; (4.54)
kel.BZ G%(E) . G%(E)

Um eine numerisch aufwendige Doppelintegration zu vermeiden, zerlege die zu invertie-
rende Matrix (4.53) in einen e-abhéngigen und einen E-abhéngigen Anteil:

~ ~ -1

E _~ c _V~ _50 _5cf tc 0 0 0
i -V E-FE — —d 0 t 0 0
Fp) — ;o O Ji i .
GA(E) = _— —0ey E—-E. -V 00 —t 0°
—Ocf —5f -V E— Ef 0 0 0 —ty

=(E-Te)™" (4.55)



4.4 Inhomogener Fall 99

Da die diagonale Hopping-Matrix T stets invertierbar ist, ldfst sich der Ausdruck fiir
GR(E) wie folgt umformen:

GH(E) = [ deple)(E - Te)
= /dep(e) [T-(TT'E—1¢)]”"  (wegen A-(B+C)=A-B+A-C)

= /dep(e)(zlg —1e)t- T (wegen (A-B) ' =B"1.- A

Ein weiterer Trick besteht darin, die auftretende Matrix T *lg zu diagonalisieren:

do 0 0 O

At |0 diy 00
S (2 é)S_D_ 0 0 d22 O

0 0 0 dss

(4.56)

Damit lafst sich 271 E durch die Transformationsmatrizen S der Diagonalisierung ausdriik-
ken

T'E=SDS" (4.57)

und in den Ausdruck fiir GE(E) einsetzen (unter erneuter Verwendung der Regeln A -
(B+C)=A-B+A-C“und ,(A-B)"'=B"1. A7™):

GR(E) = /d@p(@)(SDS_1 — 1)t 77t
= /dsp(e)(SDS_l —SS7 eyttt (4.58)
= /dsp(e)S(D —el)tsir!

Im Ergebnis erhélt man also fiir die Matrix der Einteilchen-Greenfunktionen in Wannier-
darstellung;:

GH(E) = /dap(a)Gs(E) = /dsp(e)S(D —el) tsirt

Die zur Berechnung der Besetzungszahlen und der Polarisation der beiden Untergitter A,
B relevanten Einteilchen-Greenfunktionen lassen sich aus den entsprechenden Matrixele-
menten zusammensetzen:

(il ) = GR(E) % 2G5(E) + G (E)
(f 1) ap = GE(E) £ 2G1(B) + GE(E) (459)
(i 1) ap = GEL(E) % GEL(E) + GL(E) + G(F)
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4.4.3 Selbstkonsistenzschema fiir den inhomogenen Fall

Das Selbstkonsistenzschema fiir den inhomogenen Fall mit Untergittern A und B hat im
Prinzip dieselbe Struktur wie das entsprechende Programmschema fiir den homogenen
Fall (siche Abbildung 16 auf Seite 91). Zunéchst werden wieder die Modellparameter des
erweiterten FKM eingegeben. Hier wird noch einmal deutlich, dafs wir im inhomogenen
Fall vom gleichen Grundmodell ausgehen. Die Unterscheidung zweier Untergitter wird
erst durch die Hartree-Fock-Entkopplung des Wechselwirkungsterms relevant, wenn Be-
setzungszahlen und Polarisation ins Spiel kommen. Fiir letztere hat man entsprechend
schon bei den Startwerten zwischen Untergitter A und B zu unterscheiden. Aus den
Startwerten fiir Besetzungszahlen und c- f-Polarisation werden im ersten Iterationsschritt
effektive Parameter berechnet, auf die sich die AB-Struktur iibertragt. Mit Hilfe des nu-
merischen Tricks aus dem vorangegangenen Abschnitt bestimmen wir die Greenfunktions-
matrix in Ortsdarstellung, aus deren Matrixelementen sich die gewiinschten Einteilchen-
Greenfunktionen kombinieren. Auch hier setzt sich die Unterscheidung zwischen A- und
B-Untergitter fort und macht sich in verschiedenen Vorzeichen bei der Summation der
Matrixelemente bemerkbar. Schlieflich berechnen sich die Besetzungsdichten und die - f-
Polarisation fiir die beiden Untergitter jeweils wieder durch Integration iiber das Produkt
aus Fermi-Funktion und Imaginérteil der entsprechenden Einteilchen-Greenfunktion. Wir
fordern halbe Fiillung wie in (2.59) definiert, und passen das chemische Potential p mittels
Intervallschachtelung an, bis die Bedingung erfiillt wird.

Die Abbruchbedingungen fiir die Selbstkonsistenzschleife wihlen wir ganz analog zum
homogenen Fall, nur daft wir jetzt Konvergenz fiir jedes Untergitter einzeln verlangen,
mit Ausnahme des chemischen Potentials, welches fiir das ganze Gitter ermittelt wird:

pAB |  [pAB _ pABal (4.60)
| ABdlff| _ |n?’B B ABalt| <e, (4.61)
P ABdlff| _ |PAB ABa1t| <e, (4.62)

|paise] = |p — pare] < e, mit e, <e, (4.63)
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Input: FKM-Parameter Startwerte
Ea tcu Ef7 tf7 U NeA, NeB, NfA, B, PcfAu Pch

( Effektive Parameter W
Eiap=E; +U -neap

Bap=FE.+U njap
Vap=-U-Pjap

Einteilchen-Greenfunktionen (numerisch)
(el )ap = Gio(B) = 2G5, (E) + GE(E)
(f: /M) ap = GLi(E) £ 2G1(E) + G5(E)
{c; [T ap = Goi(E) £ Goy(E) £ G3(E) + Ga(E)

/ Besetzungszahlen und Polarisation \
I
nean === | (B InlCGon p( B+ i8)}dE
1 [T
meaB == f(E)Im[Gya p(E +i6)|dE
1 [t

k PcfA,B:_; } f( ) Im[G.fag(E + i6)|dE /

/

&[ Ned+Nep+nfa+ngp =27 ]ﬂ)[ Anpassung von ]—‘

Abbildung 18: Selbstkonsistenzschema fiir den inhomogenen Fall
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5 Innere Energie

Im Grenzfall tiefer Temperaturen ist die freie Energie eines Vielteilchensystems in guter
Néherung gleich seiner inneren Energie:

F=(H)-TS~(H) firT — 0.

Da wir lediglich ein Phasendiagramm fiir den Grundzustand des Systems erstellen wollen,
kénnen wir uns darauf beschréanken, die inneren Energien der verschiedenen Losungen fiir
das erweiterte FKM zu vergleichen.

Die innere Energie wird als Erwartungswert ( H) des vollen Hamiltonoperators mit Wech-
selwirkung berechnet und anschliefend nach Hartree-Fock entkoppelt, so daf man ( H ) g
erhélt. Dadurch vermeidet man Doppelzihlung von U-Termen, die auftritt, wenn man
den umgekehrten Weg geht und erst den Hamiltonoperator nach Hartree-Fock entkoppelt
(— Heg), um dann den Erwartungswert ( Heg) des entstehenden effektiven Einteilchen-
operators zu bestimmen. Bei der zweiten Vorgehensweise miiftte man die iiberzéhligen
Wechselwirkungsterme korrigieren, denn es gilt:

(H)et # (Her) (1)

Also wihlen wir den ersten Weg und berechnen den Erwartungswert des vollen Hamilton-
operators

Zt G H—A +th ffz—l—A +ZE >+ZEf<szfz>
+ZU

(5.1)

Im néchsten Schritt entkoppeln wir den Vierer-Erwartungswert der Wechselwirkung nach
Hartree-Fock. Allgemein gilt fiir eine beliebige Einteilchenbasis {| n, ) }:

(ch el e e V= {(cl ¢ Vi ¢ V—{(cl ¢ Vi ¢ )

n1 n2 N3 n4 ni1nqg n2-n3 nins n2nqg

Der Vierer-Erwartungswert in (5.1) l1aft sich also wie folgt zerlegen:
(clefifi) = =(clfleufi) = (clei) (FL1) = (el fi) (fler) (5.2)
Damit lautet der entkoppelte Erwartungswert des vollen Hamiltonoperators:
eﬁ—zt CiCiyn +th ffiea) +ZE Ne, +ZEf”f
+ Z Une,ng, — Z UPffl

(5.3)
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Hierbei werden alle auftretenden Erwartungswerte selbstkonsistent bestimmt. Die beiden
Hopping-Erwartungswerte lassen sich durch Ubergang in die k-Darstellung berechnen
(vgl. Kapitel 3.3):

T

iA ,;,;,
_ Z Z i(E’*E)Ri) (Z tceilyﬁ)ctcﬂ
Kk
o Z 5kk/ Zt ik A
Kk

= Z te (k) CI}’CE
k

Insgesamt erhilt man also

> teleleia) ZteE (5.4)
i,A

S (£l fin) the fir

7,A

Die E—abhéingigen Erwartungswerte lassen sich wie iiblich aus den entsprechenden Einteil-
chen-Greenfunktionen berechnen:

+o00
(che) :—% / AEf(E)Imc; cl) (5.5)
| e
(i =1 [ dEsE) (s 1)

Die innere Energie hat dann die Form

H)w=Y Emne+ Y Emy+Y Uneng — Y UPY,

i

— N%/ C>odEf(E)/ale ple) te e Im((cg;clg» (5.6)
o [ aenw) [desto 1 e m g

Die e-Integrale lassen sich auf bekannte analytische Integrale zuriickfithren. Dabei ist
zwischen dem homogenen und dem inhomogenen Fall zu unterscheiden.
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Homogener Fall:

Im homogenen Fall reduziert sich (5.6) auf

% —Eun, + (Ey + Unong — UP?,
R (5.7)
_ ;/ dEf(E)/de p(e) (tee Tm (cpscl) +tpe Im (£ 1))

Hierbei sind die im e-Integral auftretenden Greenfunktionen durch (4.14) analytisch ge-
geben, zur Erinnerung:

o E—E;—tge
(egicpd = (E — E.—tee)(E — Ey — tge) — V2
sty = E—E,—te

(E— E,—tee)(E— Ef —tge) — V2

Der Trick besteht nun darin, diese Ausdriicke zu 1 zu ergédnzen:

e E,—te)(E — Ef —tpe) = V?

(E—E, —te)(E— Ef —tge) — V2 -
— (BB (egck) — tee - (esck) — V- e /1) (5:8)
— (BB (s £ —tye (S S1) — T - (e £1)

Dies 1akt sich nun nach —t.e(c;; 02 ) bzw. —tre(f; f% ) auflosen. Bei der Bildung des
Imaginérteils entféllt dann jeweils die 1 (da Im(1) = 0), und man erhalt

—tee Im({c 02») = —Im[(E — E.){c- ct)ﬂ +VIm (e f1) (5.9)
—trelm(( f; f1)) = —Im[(E = E){ fz f1)] + VIm (e f1) (5.10)

Nun lassen sich die e-Integrale unter Benutzung von (4.22a) bis (4.22¢) auswerten:
/ de(—te) Im(c;cl) = —Im[(E — E.)G.(E)] + VIm G (E) (5.11)

[ et s 1) = = Wnl(B = B)G/(B)] + VImGg(B) (512

Die innere Energie fiir den homogenen Fall lautet damit:

1 +o00
= U~ Unong — ~ / dEf(E)Im[E(G.(E) + G(E))] (5.13)

(e o]

<H>ei’f
N
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Inhomogener Fall:

Im inhomogenen Fall gibt es bekanntlich jeweils zwei mogliche Werte fiir Besetzungzahlen
und Polarisation auf den beiden Untergittern A und B:

7

nd firie A n? firie A PC’:‘[ firie A
Ney = . ng = . F%f = .
n? firie B ny firie B ' Ph firie B

Durch Einsetzen in den effektiven Erwartungswert des Hamiltonoperators (5.6) erhalten
wir dann

<P§\;eﬂ = E2 (nd +nP) + %(nf +nf)+ g(nAn?—i-an?) [2] [(P4)* + (P})?]
_% Oof(E)dE/p(s)s (tem{ g ch Ve +ty I fs fL)mc) de - (5.14)

Die beiden /;—abhéingigen Einteilchen-Greenfunktionen fiir ¢- und f-Elektronen erhalten
wir nach der in Kapitel 4.4.2 auf Seite 98 eingefiihrten, numerisch giinstigeren Variante
aus der Greenfunktionsmatrix G*(E) (4.53):

z So0C So1C So2C SosC
00%00 | S0110 , 202C20 | 0330

el ) = Gh(E) = 1
<< Ck7 Ck >> GOO( ) dOO — ¢ d11 —c d22 —¢ d33 —e (5 5)
S10C, Sy, C S15C e
-~ T k; E _ 1001 11V11 12V21 13“31 .1
([ f2) =Gn(E) d00_€+d11_€+d22_5+d33_5 (5.16)

Somit treten Integrale vom Typ

£ 2 [they/1—¢2
de = — —d
/p(g)d—e c w/1 iz ©
auf. Durch eine einfache Substitution u := ¢ — d 1aft sich dieses Integral auf bereits
bekannte Integrale zuriickfiihren:

2 +15\/1—62d6_2/1_d(u—l—d)\/l—E?du
m)., d—¢ Cr ) —u
2 1—-d /1_ 2
:——/ (\/1—€2+ =) du
™ J_1-d Uu

+1 +1 /1 —
= —— V1 —elde +
™), d—e

1
_ 2
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Damit folgt fiir das zu berechnende Integral {iber die ¢- und f-Greenfunktionen in 5.14:

[ oere (tetmtegsckdes + oy g £ 1y ) de =

3
/ 1
2tc Im [Z SOjCde?j (]_ - 1-— ﬁ)

J=0

+ 2tf Im

: 1
> 8yCnd; (1 —/1- ﬁ)]
1

" (5.17)

Hierbei steht C' abkiirzend fiir das Matrixprodukt S—17T !,






109

6 Ergebnisse

Fiir die Berechnung der Ordnungsparameter aus den Einteilchen-Greenfunktionen haben
wir einheitliche Standardeinstellungen verwendet, die sich als numerisch stabil erwiesen
haben. Damit konnen die Ergebnisse fiir die verschiedenen Phasentypen direkt verglichen
werden. Die folgende Tabelle listet die Parameter im einzelnen auf:

—6.0 < £ <6.0 Energieintervall
AFE = Ae =0.001 Energieauflosung
0=AF Imaginarteil
Trin = 2+ AE numerischer Temperaturnullpunkt
E.=0 Bandmittelpunkt des c-Bandes
t.=1 halbe Bandbreite des c-Bandes
1076 Abbruchgenauigkeit fiir Selbstkonsistenz
1078 Abbruchgenauigkeit fiir chem. Potential

Ein nicht zu kleiner Imaginérteil garantierte eine zuverlassige Bestimmung des chemischen
Potentials p. Nach Verlassen der Selbstkonsistenziteration wurde dieses p1 verwendet, um
die Einteilchen-Greenfunktionen mit einem um Faktor 100 kleineren Imaginérteil zu re-
kalkulieren. Dies ermoglichte eine genauere Darstellung der Spektraldichten. Da der Ha-
miltonoperator des erweiterten FKM im Prinzip symmetrisch beziiglich Vertauschung von
c- und f-Band ist, konnten wir uns in den Berechnungen aufgrund unserer Wahl E,. = 0
auf positive f-Level-Energien £y > 0 beschranken.

6.1 Einfache Grenzfille
6.1.1 Unkorreliertes Zwei-Binder-Modell (U = 0)

Die eigentlich treibende Kraft fiir Ordnungsphdnomene und Phaseniibergénge im erweiter-
ten FKM mit f-f-Hopping ist die lokale Wechselwirkung U zwischen ¢- und f-Elektronen,
wie bereits in Kapitel 2.5.8 erlautert wurde. Schaltet man diese Wechselwirkung aus, so
entkoppelt man c-Band und f-Band voneinander. Ubrig bleibt ein unkorreliertes Zwei-
Béander-Modell, bestehend aus zwei Bandern mit unterschiedlichen Breiten proportional
zu t. und ty, deren Bandmittelpunkte sich bei Energiewerten . und £ befinden:

H:ZECCZT‘Q"‘ Z tchTCHA“‘ZEffinﬂL Z tffini+A (6.1)

i,An. N. i i,An. N.

Physikalisch ist dieser Fall natiirlich unrealistisch, obgleich ein solches Einteilchenmodell
z.B. in der Lage sein kann, richtige Voraussagen iiber die Einteilung von Materialien
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in Metalle und Isolatoren zu treffen. Fiir die weiteren Betrachtungen erweist es sich je-
doch als sehr niitzlich, den wechselwirkungsfreien Grenzfall des erweiterten FKM zu un-
tersuchen, da hier bereits Resultate bekannt sind, an denen man das selbstkonsistente
Mean-Field-Verfahren testen kann. Des weiteren lafst sich an diesem Grenzfall vorfiihren,
wie Spektraldichten und Besetzungszahlen von den Modellparametern abhéngen. Dieses
grundlegende Verhalten wird natiirlich modifiziert, sobald eine endliche Wechselwirkung
eingeschaltet wird. Insbesondere kommt es im Bereich iiberlappender Bénder, dem mixed-
valence-Regime, zu interessanten Ordnungseffekten im Grundzustand.

Zunéchst aber behandeln wir den homogenen Fall fiir kleine Temperaturen (7" — 0) im
Grenzfall verschwindender Wechselwirkung. Wir setzen also die Wechselwirkung U = 0,
die Bandmitte des c-Bandes auf E, = 0 und variieren die Energie der f-Elektronen F;
sowie die f-Bandbreite 2¢;. Abbildung 19 zeigt die Spektraldichten S.(E) und S¢(E) der c-
und f-Elektronen im Falle gleicher Bandbreiten (¢, = ¢ty = 1) fiir drei verschiedene Werte
von Ey. Im symmetrischen Fall (E; = 0) liegen die beiden Bénder erwartungsgeméfs
deckungsgleich aufeinander, und das chemische Potential p befindet sich genau in der
Bandmitte bei £ = 0. Beide Béander sind demnach zur Hélfte gefiillt, d.h. es gilt n, =
ny = 0.5. Erhoht man nun E, so wandert das f-Band nach rechts, wobei es stets um Fy
lokalisiert ist. Gleichzeitig verharrt das ¢-Band bei E,. = 0. Die Bander iiberlappen, das
chemische Potential teilt die sich iiberlagernden Spektraldichten symmetrisch in deren
Schnittpunkt. Die mittlere Besetzungszahl des c-Bandes nimmt zu, die des f-Bandes
nimmt ab (0.5 < n. < 1, ny = 1 — n,). Bel weiterer Erhohung von E; erreicht man
schliefslich einen Punkt, an dem sich das f-Band so weit nach rechts bewegt hat, daf
eine Liicke zwischen ihm und dem c-Band entstanden ist. Dieser Fall ist am Beispiel von
E; = 2.5 im dritten Diagramm der Abbildung 19 auf der nachsten Seite dargestellt. Da
die Béander exakt die gleiche Form besitzen, werden sie bei halber Fiillung auch gleich
gewichtet. Daher liegt das chemische Potential genau in der Mitte der Bandliicke. Das
c-Band ist nun voll gefiillt und das f-Band leer (n. =1, ny =0).

Zum Vergleich wird in der darunterliegenden Abbildung 20 illustriert, was geschieht, wenn
man vom allgemeineren Fall zweier verschiedener Bandbreiten ausgeht. Hier wurde fiir das
c-Band die gleiche Bandbreite (¢, = 1) gewahlt, das f-Band hingegen ist mit ¢; = 0.6 nun
schmaler und hoher als das c-Band.

Im symmetrischen Fall sind wieder beide Bénder um E = 0 lokalisiert, aber infolge ihrer
verschiedenen Form nun nicht mehr deckungsgleich. Auch hier wandert das f-Band wieder
nach rechts, wenn man die f-Level-Energie Fy erhcht, und seine Bandmitte liegt bei Ey,
wahrend das c-Band um E. = 0 zentriert bleibt. Jetzt aber werden die Bander beim
Integrieren unterschiedlich gewichtet. Infolgedessen befindet sich das chemische Potential
fiir halbe Fiillung nun nicht mehr im Schnittpunkt der beiden Bénder, sondern etwas
rechts davon (vgl. mittleres Diagramm). Bei E; = 2.5 hat sich das f-Band so weit nach
rechts verschoben, dafl wieder eine Interbandliicke entstanden ist. Das chemische Potential
liegt innerhalb dieser Liicke, so daft das c-Band voll besetzt ist und das f-Band unbesetzt.
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Abbildung 19: Spektraldichten der c¢- und f-Elektronen im Grenzfall verschwindender Wechselwirkung
U = 0 mit gleichen Bandbreiten |2¢.| = [2ty| = 2. Die Bandmitte des c-Bandes liegt bei E. = 0, die des
f-Bandes stets bei Ey. Dargestellt sind die Félle Ef = 0, Ey = 0.5 und Ey = 2.5 (von links nach rechts).
Die Temperatur wurde zu 17" = 0.001 gewahlt.
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0.2 02 i
L — 4 L S 1 2 3 4

Abbildung 20: Spektraldichten der ¢- und f-Elektronen im Grenzfall verschwindender Wechselwirkung
U = 0 mit verschiedenen Bandbreiten |2¢.| = 2 und 27| = 1.2. Auch hier liegt die Bandmitte des c-Bandes
bei Ec = 0 und die des f-Bandes stets bei I/y. Im Unterschied zu Abbildung 19 liegt das chemische Potential
fiir halbe Fiillung nun nicht mehr im Schnittpunkt bzw. in der Liickenmitte der beiden Bénder. Auch hier
betragt die Temperatur 7" = 0.001.

1
0.8+
ltrl=1
20.6 --- N }
- lty| = 0.6
--n
0.4 ¢ } ltr| = 0.01
f
02f
ol T~ 7=

Abbildung 21: Mittlere Besetzungsdichten n., ny des c- und f-Bandes in Abhéngigkeit von der f-Level-
Energie Ey im Grenzfall U = 0 fiir verschiedene f-Bandbreiten.
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Fiir das qualitative Verhalten der Besetzungszahlen in Abhédngigkeit von E; macht es
im Grenzfall U = 0 keinen Unterschied, ob die Béander gleich oder verschieden breit
sind, was in Abbildung 21 auf der vorherigen Seite noch einmal explizit wiedergegeben
wird: Im symmetrischen Fall £y = 0 sind beide Bander unabhéngig vom Verhaltnis ihrer
Bandbreiten stets zur Hailfte besetzt (n. = ny = 0.5). Erhoht man Ey, so nimmt die
Besetzung des c-Bandes kontinuierlich zu, gleichzeitig nimmt die Besetzung des f-Bandes
infolge der Forderung nach halber Fiillung ab, bis schlieklich das c-Band voll gefiillt und
das f-Band leer ist (n. = 1,ny = 0). Je schmaler dabei das f-Band, desto steiler werden
diese Valenziiberginge.

Die Ergebnisse fiir den exakt losbaren Grenzfall U = 0 sind unabhéngig von der Form
der gewahlten Modellzustandsdichte und natiirlich ebenso unabhéngig vom gewahlten
Mean-Field-Verfahren zum Entkoppeln der Wechselwirkung.

6.1.2 Korreliertes Zwei-Bénder-Modell im Grenzfall P,y =0

Wie bereits im Kapitel 4.3 dargelegt wurde, stellt ein Zustand mit homogener Ladungsver-
teilung und verschwindender Polarisation immer eine Losung der Bewegungsgleichungen
fiir die Einteilchen-Greenfunktionen dar, gleich ob man eine Wechselwirkung zulafst oder
nicht. Fiir diese Art von Losung wird im Abschnitt iiber Phasendiagramme die Bezeich-
nung ,,Losungstyp 1° eingefiihrt. Jede anderer Losungstyp hat sich an diesem zu messen;
erst der Vergleich der freien Energien (bzw. der inneren Energien fiir 7' = 0) entscheidet
dariiber, welche Phase energetisch favorisiert und damit physikalisch am wahrscheinlich-
sten wird. Aus diesem Grunde soll dieser Losungstyp hier kurz vorgestellt werden.

Dazu setzen wir reprasentativ eine endliche Wechselwirkung U = 0.8 an, betrachten
wieder den Niedrigtemperaturfall und untersuchen die Abhéingigkeit von der f-Level-
Energie Fy. Abbildung 22 auf der néchsten Seite zeigt in Analogie zur Abbildung 19 auf
der vorherigen Seite die Spektraldichten S.(E) und S¢(E) von ¢- und f-Elektronen fiir
gleiche Bandbreiten (¢, = t; = 1). Im qualitativen Verhalten zeigt sich kein Unterschied
zum Grenzfall U = 0: Im symmetrischen Fall £y = 0 liegen c- und f-Band deckungsgleich
aufeinander, fiir mittlere Werte von Ey iiberlappen die Bénder und fiir hinreichend grofes
E; bildet sich eine Bandliicke.

Bei genauerem Hinsehen erkennt man jedoch, daft das c-Band nun um F = E. + %
lokalisiert ist. Im symmetrischen Fall stellt dieser Punkt auch die Bandmitte des f-
Bandes dar. Bei endlichen Werten von £y jedoch liegt das Bandzentrum des f-Bandes
bei F = E¢ +n.U, wie dem mittleren und rechten Diagramm der Abbildung zu entneh-
men ist. Die Bander werden somit durch die Wechselwirkung verschoben, aber es dndert
sich nichts Grundsatzliches in ihrer Gestalt. Mit den Bandern verlagert sich auch das
chemische Potential entsprechend.
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Abbildung 22: Spektraldichten der c- und f-Elektronen fiir endliche Wechselwirkung U = 0.8 mit gleichen
Bandbreiten |2t.| = |2tf| = 2. Die Bandmitte des c-Bandes liegt jetzt bei E = E. + U/2. Im symmetrischen
Fall Ef = 0 ist das f-Band um E = E;+U/2, im asymmetrischen Fall (Ey # 0) um E = Ef+n.U zentriert.

Die Temperatur betrdagt 7" = 0.001.

Er=0 ; By =25 ;
I i
1.2 ' 12 = |
— S.(E) ‘ — S(E) !
1| — SH(E) 1t [— Si(E) :
@0.8 gO.B i
N 06 @ 06
0.4 0.4
0.2] 0.2 !

R R — 2 3 4 3 4 TS 2 a1 o0 1 2 3 4

Abbildung 23: Spektraldichten der c- und f-Elektronen fiir endliche Wechselwirkung U = 0.8 mit verschie-

denen Bandbreiten (t. =1, ty = 0.6) fiir 7' = 0.001
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Abbildung 24: Mittlere Besetzungsdichten nc, ny des c- und f-Bandes in Abhéngigkeit von der f-Level-
Energie Ey im Fall endlicher Wechselwirkung U = 0.8 fiir verschiedene f-Bandbreiten
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In Abbildung 23 ist die mit Abbildung 20 vergleichbare Situation mit verschiedenen Band-
breiten (t. = 1, ty = 0.6) dargestellt. Auch in diesem Fall bewirkt die Wechselwirkung
lediglich einen Shift der Bander. Die Besetzungsdichten des c- und f-Bandes verhalten
sich qualitativ gleich, d.h. es findet ein Valenziibergang von halber Besetzung zu vol-
len c-Band und leerem f-Band statt (vgl. Abbildung 24 auf der vorherigen Seite). Im
Vergleich zur ausgeschalteten Wechselwirkung vollzieht sich dieser Ubergang allerdings
bei niedrigeren Ey-Werten, die Ubergéinge werden also steiler. Insbesondere erhilt man
nahe t; = 0 (schmales f-Band) einen nahezu sprunghaften Ubergang von der Halb- zur
Vollbesetzung.

6.2 Phaseniibergange in Abhangigkeit von der Temperatur 7

Wie schon in Kapitel 2.5.8 dargelegt, iberwiegt in einem System bei tiefen Temperaturen
die Ordnungstendenz (kleine innere Energie) und bei hohen Temperaturen die Unord-
nungstendenz (hohe Entropie). Alle eingefiihrten Ordnungsparameter werden also beim
Ubergang von tiefen zu hohen Temperaturen einen Phaseniibergang von der geordne-
ten in die ungeordnete Phase vollziehen. In diesem Abschnitt werden die numerischen
Ergebnisse fiir die Temperaturabhéngigkeit des CDW-Ordnungsparameters und der c-f-
Polarisation vorgestellt. Dabei wird untersucht, wie sich die Phaseniibergéinge mit den
Modellparametern des erweiterten FKM verschieben.

6.2.1 c-f-Polarisation

Grundlage der Berechnungen fiir die c-f-Polarisation FP.; im homogenen Fall bildet die
Startwertkonfiguration vom Losungstyp 2 (zur Definition siehe Kapitel 6.4), d.h. wir
fordern Translationsinvarianz und schliefsen damit die Koexistenz einer CDW-Phase aus.

a) Symmetrischer Fall (E; =0)

Abbildung 25 auf der néchsten Seite zeigt die Polarisation P,¢ zwischen c- und f-Band
als Funktion der Temperatur 7T fiir verschiedene Werte der Wechselwirkung U. Fiir jeden
endlichen Wert von U findet man einen kontinuierlichen Phaseniibergang zweiter Ordnung
mit einer wurzelférmigen Singularitit am Ubergangspunkt. Je stirker dabei die Wechsel-
wirkung, desto hoher die kritische Temperatur T, an der der Phaseniibergang stattfindet.
Bei genauerem Hinsehen entnimmt man Abbildung 25, dafs fiir U < 0.2 kein Phaseniiber-
gang bzw. keine endliche Polarisation mehr erkennbar ist. Dies ist numerisch bedingt, da
der Temperaturnullpunkt einen endlichen Wert (zweifache Energieauflosung) hat.

Erginzend haben wir die Abhéngigkeit der kritischen Temperatur T von der Wechsel-
wirkung untersucht. In Abbildung 26 auf der néchsten Seite ist der Verlauf von 7..(U) im
symmetrischen Fall exemplarisch fiir mittlere f-Bandbreite ¢y = —0.4 dargestellt. Dabei
wurde die numerische Grenze fiir den Phaseniibergang |FP.¢| — 0 bei drei verschiedenen
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Abbildung 25: c-f-Polarisation P,y als Funktion der Temperatur im symmetrischen Fall (E; = 0) fiir
verschiedene Werte der Wechselwirkung U. Dargestellt ist reprasentativ ein Fall mit endlicher f-Bandbreite,
hier t; = —0.4. Fiir jeden endlichen Wert von U findet man einen kontinuierlichen Phaseniibergang zweiter
Ordnung (bis auf numerische Genauigkeit). Je stirker die Wechselwirkung U, um so ausgedehnter ist die
ferroelektrische Phase mit P,y # 0.
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Abbildung 26: Kritische Temperatur 7. des Phaseniibergangs fiir die c-f-Polarisation in Abhéngigkeit
der Wechselwirkung U. Dargestellt ist der symmetrische Fall £y = 0 bei mittlerer Bandbreite t; = —0.4.
Fiir U — 0 klingt T¢(U) exponentiell ab, bis die numerische Grenze Ty,in = 0.002 erreicht ist. Fiir grofere
U-Werte verlduft die Funktion linear.
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Werten gesetzt. Fiir U — 0 stellt sich analog zur BCS-Theorie ein exponentieller Ver-
lauf ein, bei grofseren U verhélt sich T.(U) linear. An diesem Bild erkennt man auch die
numerischen Grenzen: Liegt der Wert der kritischen Temperatur 7T fiir ein gegebenes U
unterhalb des numerischen Minimums fiir 7" (hier 0.002), d. h. gilt 7. < T, so kann fiir
dieses U keine endliche Polarisation mehr gefunden werden, und die P, ;-Kurve zeigt ein
scheinbar , kritisches” U.

Des weiteren haben wir untersucht, wie sich die Polarisation verhéalt, wenn man bei endli-
cher Wechselwirkung U das Verhéltnis der Bandbreiten von ¢- und f-Band dndert. Dazu
haben wir einen recht hohen Wert fiir die Wechselwirkung (U = 0.8) gewihlt. Anschlie-
fiend haben wir die f-Bandbreite angefangen von ¢y = —1 bis hin zu positiven ¢;-Werten
variiert. Die Ergebnisse sind in der Abbildung 27 auf der néchsten Seite dargestellt.

Man sieht auf den ersten Blick, dalfs sich die kritische Temperatur des Phaseniibergangs in
Abhéngigkeit von der (halben) f-Bandbreite ¢y nicht so monoton verhilt wie in Abhén-
gigkeit von der Wechselwirkung U. Fiir schmale, negative f-Bandbreite verbreitert sich
der Bereich endlicher ¢- f-Polarisation zunéchst zu htheren Temperaturen hin (vgl. Abbil-
dung 27 oben). Unterhalb von |t;| = 0.4 jedoch findet eine Umkehr statt, und der Bereich
mit P,y # 0 verschiebt sich wieder zu niedrigeren Temperaturen. In Abbildung 27 unten
wird die Variation von t; beginnend bei —0.2 fortgesetzt. Am Grenzpunkt ¢ty = 0 des
unendlichen schmalen f-Bandes verdndert der Phaseniibergang geringfiigig seine Form.
Insbesondere nimmt die Polarisation hier grofere Absolutwerte fiir T — 0 an. Dieser Effekt
halt auch fiir kleine positive ¢4 an, bis die f-Bandbreite ca. ein Zehntel der c-Bandbreite
erreicht. Erst dann nimmt der Absolutbetrag der Polarisation am Temperaturnullpunkt
ab. Unterdessen setzt sich der bei t; = —0.4 begonnene Trend fort, dafs die Polarisati-
onsphase kleiner wird. Die kritische Temperatur T verschiebt sich stetig zu niedrigeren
Temperaturen hin, bis sie bei einem kritischen Wert von t; verschwindet. Dieser ¢;-Wert
ist erwartungsgeméfs positiv (siehe Diskussion in Abschnitt 2.5.9). Weisen ¢- und f-Band
die gleiche Krimmungsrichtung und damit die Hoppingelemente ¢, und ¢; gleiches Vor-
zeichen auf, so ist die Ausbildung einer effektiven Hybridisierungsliicke energetisch nicht
so nutzbringend wie im Falle entgegengesetzter Bandkriimmungen.
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Abbildung 27: c-f-Polarisation P,y als Funktion der Temperatur im symmetrischen Fall (E; = 0) fiir
verschiedene Werte der f-Bandbreite ;. Reprisentativ wurde ein Fall mit stdrkerer Wechselwirkung U = 0.8
gewéhlt und die c-Bandbreite t. = 1 fixiert. Beginnend bei t; = —1 verbreitert sich die ferroelektrische Phase
zunéchst bis ca. ty = —0.4 (siche Abb. oben). Dort wird ein Umkehrpunkt erreicht. Bei weiterer Erhohung
von ty wird die ferroelektrische Phase zusehends kleiner (sieche Abb. unten), bis sie schlieflich bei kleinem
positivem ty-Wert ganz verschwindet. Fiir T — 0 erreicht die Polarisation ihren héchsten Absolutbetrag bei
schmalen f-Bandbreiten.
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b) Asymmetrischer Fall (E; # 0)

In Abhéngigkeit von Ey verhélt sich die kritische Temperatur T des Phaseniibergangs
wieder monoton, vgl. dazu Abbildung 28. Die hochste kritische Temperatur besitzt der
symmetrische Fall £y = 0. Dort ist die ferroelektrische Phase am weitesten ausgedehnt.
Bei Verschiebung zu hoheren £p-Werten wird der Bereich endlicher c- f-Polarisation konti-
nuierlich kleiner, bis er bei einer kritischen f-Level-Energie F, hier ca. 0.7, verschwindet.
Ein solches kritisches Ey mufs es geben, denn mit zunehmendem F; entfernt sich der Band-
mittelpunkt des f-Bandes immer weiter von dem des c-Bandes. Irgendwann ist der Punkt
erreicht, ab dem es keinen Bandiiberlapp mehr gibt, und spétestens hier schliefst sich die
Hybridisierungsliicke, da keine Wechselwirkung mehr zwischen ¢- und f-Elektronen wir-
ken kann. Fiir kleinere Wechselwirkungen U findet man aber durchaus einen Ey-Bereich,
bei dem ein Bandiiberlapp (Halbmetallphase) energetisch giinstiger wird, bevor sich die
Hybridisierungsliicke ganz schlieftt. Auf entsprechende Ergebnisse wird im Abschnitt tiber
Phasendiagramme naher eingegangen.
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Abbildung 28: c- f-Polarisation P_; als Funktion der Temperatur 7" bei endlicher Bandbreite t; = —0.4 und
stirkerer Wechselwirkung U = 0.8 fiir verschiedene Werte der f-Level-Energie E¢. Die ferroelektrische Phase
wird mit zunehmendem FE stetig kleiner, bis sie schlieflich an der Bandiiberlapp-Grenze verschwindet.

Erginzend sind Abbildung 29 auf der néchsten Seite ¢- und f-Besetzungsdichten als Funk-
tion der Temperatur im asymmetrischen Fall £y = 0.2 aufgetragen. Dabei zeigt sich im
Vergleich zwischen ferroelektrischer Phase und unpolarisierter Phase (P.; = 0) ein etwas
unterschiedlicher Verlauf. Am Phaseniibergang tritt in den Besetzungsdichten infolgedes-
sen ein Knick auf, an dem sie dann aber erwartungsgemafs in die unpolarisierte Losung
miinden.
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Abbildung 29: Besetzungsdichten der c- und f-Elektronen als Funktion der Temperatur im Vergleich
zwischen ferroelektrischer und unpolarisierter Phase. Dargestellt ist der asymmetrische Fall £y = 0.2 fiir
Wechselwirkung U = 0.8 und mittlere f-Bandbreite ¢ty = —0.4.

Schliefslich illustriert die Bilderserie in Abbildung 30 das Verhalten der Spektraldichten
S¢(E) und S;(E) von ¢- und f-Elektronen beim ferroelektrischen Phaseniibergang. Dar-
gestellt ist der Parametersatz U = 0.8, t; = —0.4 im asymmetrischen Fall £y = 0.2. Am
numerischen Temperaturnullpunkt 7" = 0.002 erkennt man deutlich die Hybridisierungs-
liicke in beiden Béandern. Da das chemische Potential x innerhalb dieser Liicke liegt und
gleichzeitig die Polarisation P,y einen von Null verschiedenen Wert hat, kann man nicht
nur von einer ferroelektrischen Phase, sondern auch von einem exzitonischen Isolator spre-
chen. Erhoht man die Temperatur, so schlieft sich die Hybridisierungsliicke allméhlich,
bis sie bei der kritischen Temperatur 7, verschwindet. Oberhalb der kritischen Tempe-
ratur, in der unpolarisierten Phase mit P,y = 0, iiberlappen die Bander ungestort. Dies
entspricht dann der halbmetallischen Phase.
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Abbildung 30: Spektraldichten S¢(E), Sy(E) der c- und f-Elektronen beim ferroelektrischen Phaseniiber-
gang. Die Bilderserie zeigt den asymmetrischen Fall Fy = 0.2 mit Wechselwirkung U = 0.8 und mittlerer
f-Bandbreite t; = —0.4. Die Hybridisierungsliicke des Grundzustandes schlieft sich kontinuierlich, es findet
ein Ubergang vom exzitonischen Isolator zum Halbmetall statt.
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6.2.2 Antiferroelektrische Phase

Wie wir in Abschnitt 2.5.9 bewiesen haben, stellt die antiferroelektrische Phase eine
gleichberechtigte, selbstkonsistente Losungsform des erweiterten FKM in Hartree-Fock-
Néaherung dar. Dort haben wir iiberdies festgestellt, daft das erweiterte FKM eine Anti-
symmetrie in ty beziliglich der c-f-Polarisationen auf den Untergittern besitzt. Durch die
Transformation ¢t; — —¢; sowie die Abbildungen Pcljc — —Pg und PC‘;‘C — PC‘;‘C gelangt man
von der antiferroelektrischen in die ferroelektrische Phase und umgekehrt. Damit stimmt
ein ferroelektrischer Phaseniibergang fiir einen negativen ¢ -Wert gerade genau mit einem
der Zweige eines antiferroelektrischen Phaseniibergangs fiir den entsprechenden positiven
tr-Wert tiberein. In Abbildung 31 wird dies am Beispiel ¢; = £0.4 demonstriert.

Daher verwundert es nicht, daf sich die antiferroelektrischen Phaseniibergidnge in Abhén-
gigkeit von T' vollig dquivalent zu den ferroelektrischen verhalten, wenn man die FKM-
Modellparameter variiert. Als Beispiel soll hier stellvertretend die Variation der Wechsel-
wirkung U dienen. Abbildung 32 auf der néchsten Seite zeigt die Polarisationen Pc’:‘f und
Pcljc auf den beiden Untergittern A, B fiir verschiedene Werte von U im asymmetrischen
Fall £y = 0.3. Je kleiner die Wechselwirkung, desto schmaler wird der Temperaturbe-
reich, auf dem die antiferroelektrische Phase existiert. Die kritische Temperatur wird mit
zunehmendem U groker und zeigt aufgrund der Aquivalenz den gleichen Verlauf wie bei
der ferroelektrischen Phase.
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Abbildung 31: Ferroelektrischer und antiferroelektrischer Phasentibergang P;}’B(T) im Vergleich fiir U =
0.8. Dargestellt ist der allgemeinere asymmetrische Fall F; = 0.3 mit mittlerer f-Bandbreite t; = 4-0.4. Der
ferroelektrische Phaseniibergang fiir negatives t; entspricht einem der Zweige fiir positives t;.
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Abbildung 32: Antiferroelektrische Phasentiberginge P;}’B(T) fiir verschiedene Wechselwirkungen U im

asymmetrischen Fall Ey = 0.3 mit mittlerer Bandbreite ¢; = 0.4. Aufgrund der Antisymmetrie beziiglich ¢
verhalten sich antiferroelektrische und ferroelektrische Phaseniibergédnge gleich.
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6.2.3 CDW-Ordnungsparameter

Bei der Berechnung der CDW-Ordnungsparameter m. und my haben wir Losungstyp 4
(sieche Abschnitt 6.4) zugrundegelegt und damit eine inhomogene Polarisation auf dem
AB-Untergitter ausgeschlossen. In Abhéngigkeit von der Temperatur erhilt man in allen
Féllen einen kontinuierlichen Phaseniibergang zweiter Ordnung.

a) Symmetrischer Fall (E; =0)

Wir betrachten zundchst den symmetrischen Fall £ = 0 fiir eine endliche Bandbreite ¢y =
—0.4 und variieren die Wechselwirkung U. In Abbildung 33 ist der Ordnungsparameter
m. = nZ —n als Funktion der Temperatur T fiir verschiedene Werte der Wechselwirkung
U dargestellt. Wie schon bei der c-f-Polarisation stellt sich erwartungsgeméfs fiir (fast)
jedes endliche U ein kontinuierlicher Phaseniibergang zweiter Ordnung ein. Auch dieser
Phaseniibergang besitzt eine wurzelartige Singularitit am Ubergangspunkt. Je stérker
die Wechselwirkung U, desto breiter ist der Temperaturbereich, den die CDW-Phase
umfafst. Nahe dem Temperaturnullpunkt wird der CDW-Ordnungsparameter konstant.
Fiir die Differenz der f-Besetzungsdichten m; = n}B — n}? erhélt man wegen (2.63) ein

vergleichbares Bild mit komplementérem Vorzeichen.
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Abbildung 33: CDW-Ordnungsparameter mc(T) = nZ(T) — n{(T) im symmetrischen Fall E; = 0 bei
endlicher Bandbreite t; = —0.4. Fiir jeden endlichen Wert der Wechselwirkung U erhélt man einen kon-
tinuierlichen Phasentibergang zweiter Ordnung. Je stirker die Wechselwirkung U, desto ausgedehnter die
CDW-Phase. Nahe T = 0 ist der Ordnungsparameter m. nahezu konstant.

Passend zu diesem Ordnungsparameter haben wir in Abbildung 34 die Besetzungsdichten
der ¢- und f-Elektronen als Funktion der Temperatur T fiir die beiden Untergitter A und
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B aufgetragen. Beim Ubergang in die homogene Phase nehmen die Besetzungsdichten die
fir den symmetrischen Fall typischen Werte n. = ny = 0.5 an.
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Abbildung 34: Besetzungsdichten n?’B und n?’B der ¢- und f-Elektronen auf den Untergittern A, B in
Abhéngigkeit der Temperatur T'. Dargestellt ist der symmetrische Fall E; = 0, so daf die Besetzungsdichten
in der homogenen Phase ihre typischen Werte n. = ny = 0.5 gleicher Fiillung annehmen.

Auch fiir den CDW-Ordnungsparameter haben wir die Abhéngigkeit der kritischen Tem-
peratur 7. von der Wechselwirkung U untersucht. Das Ergebnis ist in Abbildung 35 auf
der néchsten Seite fiir drei verschiedene Schwellwerte des CDW-Phaseniibergangs darge-
stellt. Ganz analog wie beim ferroelektrischen Phaseniibergang fiir P,y erkennt man einen
kontinuierlichen Abfall der kritischen Temperatur 7, auf den numerischen Nullpunkt. Dies
legt den Schluk nahe, dak es auch beim CDW-Ordnungsparameter ein ,,Phaseniibergang*
in Abhéngigkeit von der Wechselwirkung U mit einem kritischen Wert U, ein Artefakt
der Numerik endlicher Temperaturen ist.

Nun geben wir eine feste Wechselwirkung U = 0.8 vor und variieren die f-Bandbreite ¢.
Der CDW-Phaseniibergang existiert fiir alle t; € {—1,...,+1}. Der Temperaturbereich
mit Ladungsiiberstruktur (m. # 0) wird um so breiter, je schmaler das f-Band ist, siehe
hierzu die Abbildung 36. Ferner erkennt man, daf sich die CDW-Phase im Gegensatz zur
ferroelektrischen Phase vollstandig symmetrisch beziiglich einer Transformation ty — —t;
verhalt.
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Abbildung 35: Kritische Temperatur T, des CDW-Phaseniibergangs in Abhéngigkeit der Wechselwirkung
U fiir den symmetrischen Fall £y = 0. Wie schon bei der c-f-Polarisation féllt die kritische Temperatur
kontinuierlich auf den numerischen Temperaturnullpunkt ab.
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Abbildung 36: CDW-Ordnungsparameter m.(7) im symmetrischen Fall fiir verschiedene Werte von ¢
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Tragt man den Ordnungsparameter m, als Funktion der Temperatur 7' fiir verschiedene
f-Level-Energien auf (vgl. Abbildung 37), so macht sich der Effekt bemerkbar, daft ab
einem bestimmten E-Wert kein Uberlapp mehr zwischen c- und f-Band vorhanden ist.
Dann bricht die CDW-Phase abrupt zusammen. Interessant ist in diesem Zusammenhang,
dak der temperaturabhingige Phaseniibergang nahe dem kritischen E-Wert so steil wird,
dafl man von einem Phaseniibergang erster Ordnung sprechen kann.
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Abbildung 37: CDW-Ordnungsparameter mc(7T) bei gegebenem U fiir verschiedene Werte von Ey. Ab
einem kritischen Wert der f-Level-Energie bricht die CDW-Phase schlagartig zusammen.

Schlieflich haben wir wieder eine Bilderserie zum Verhalten der Spektraldichten von c-
und f-Elektronen beim CDW-Phaseniibergang zusammengestellt. In Abbildung 38 ist die
Entwicklung der Spektraldichten fiir den symmetrischen Fall £y = 0 gezeigt mit unserer
Standardwechselwirkung U = 0.8 und f-Bandbreite t; = —0.4. Die durchgezogenen Li-
nien stehen hierbei fiir Untergitter A und die gestrichelten Linien fiir Untergitter B. Bei
T = 0 unterscheidet sich die c-Spektraldichte fiir Untergitter A spiegelsymmetrisch um
E = 0 von der c-Spektraldichte auf Untergitter B, gleiches gilt fiir die f-Spektraldichten
Sf(E ) und SP(E). Insgesamt gibt es innerhalb beider Bénder eine Liicke, innerhalb derer
das chemische Potential liegt — hier beim symmetrischen Fall speziell bei u = % = 04.
Der CDW-Grundzustand ist also ein isolierender Zustand. Wird die Temperatur erhoht,
so schliefst sich die Liicke kontinuierlich, und die beiden Béander ndhern sich ihren ho-
mogenen Formen an. Oberhalb einer kritischen Temperatur haben ¢- und f-Band wieder
ihre ungestorte Gestalt mit Bandiiberlapp und sind jeweils halb gefiillt, was einem (halb-)
metallischen Zustand entspricht.
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Abbildung 38: Spektraldichten S¢(E), Sy(E) der c- und f-Elektronen beim CDW-Phaseniibergang im
symmetrischen Fall £y = 0 fiir U = 0.8 und t; = —0.4. Die durchgezogenen Linien stellen die Spektraldichten
auf Untergitter A dar, die gestrichelten bezeichnen die Spektraldichten auf Untergitter B.
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Abbildung 39: Spektraldichten S¢(E), Sy(E) der c- und f-Elektronen beim CDW-Phaseniibergang im
asymmetrischen Fall £y = 0.2. Auch hier wurde U = 0.8 und ¢y = —0.4 gewéhlt.

b) Asymmetrischer Fall (E; # 0)

Ein dhnlicher Verlauf ergibt sich fiir den asymmetrischen Fall ¢y = 0.2, der in der dar-
unterliegenden Abbildung 39 gezeigt wird. c-und f-Band verhalten sich wie im symme-
trischen Fall, nur mit dem Unterschied, daf die Bandschwerpunkte nun gegeneinander
verschoben sind. Dadurch wird die effektive Intrabandliicke fiir 7" = 0 kleiner als im
symmetrischen Fall. Auch hier schliefst sich die Liicke kontinuierlich bei Erhohung der
Temperatur, und das System geht in einen homogenen, halbmetallischen Zustand iiber.
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6.3 Phaseniibergiange in Abhangigkeit von den Modellparame-
tern (T =0)

6.3.1 Wechselwirkung U

Im vorigen Abschnitt haben wir temperaturabhéngige Phaseniibergénge der ¢- f-Polarisa-
tion und des CDW-Ordnungsparameters unter Variation der Modellparameter des erwei-
terten FKM untersucht. In den bisher diskutierten Ergebnissen spiegelt sich wieder, daf
die lokale Abstofung U zwischen ¢- und f-Elektronen die treibende Kraft fiir alle auf-
tretenden Ordnungsphdnomene darstellt. In diesem Abschnitt betrachten wir die Abhén-
gigkeit der Ordnungsparameter von dieser Wechselwirkung genauer. Dabei konzentrieren
wir uns auf den Grundzustand des Systems, also auf den Grenzfall tiefer Temperaturen
T — 0.

a) Symmetrischer Fall (E; = 0)

Abbildung 40 auf der néchsten Seite zeigt die c-f-Polarisation als Funktion der Wech-
selwirkung U im symmetrischen Fall E; = 0 fiir verschiedene f-Bandbreiten t;. Fiir die
Berechnungen wurde Losungstyp 2 (homogen-ferroelektrisch, zur Definition vgl. Abschnitt
6.4) zugrundegelegt. Die Form der Kurven legt einen ferroelektrischen Phaseniibergang
mit einem kritischen Wert U. der Wechselwirkung nahe. Bereits im vorigen Kapitel tiber
temperaturabhéngige Phaseniibergidnge haben wir jedoch erdrtert, daf es sich tatséachlich
nicht um einen echten Phasentiibergang, sondern um einen numerischen Effekt handelt,
der durch das Rechnen mit einem endlichen Temperaturnullpunkt verursacht wird. Viel-
mehr ist in Abhéngigkeit der Wechselwirkung ein kontinuierliches Abklingen zu erwarten,
insbesondere im BCS-Grenzfall (Ey = E., t; = —t.). In Czycholl (2000) wurde fiir den
Ordnungsparameter A der BCS-Theorie bei T' = 0 ein exponentieller Abfall als Funktion
von U analytisch abgeleitet. Da der BCS-Ordnungsparameter A gerade dem exzitonischen
Erwartungswert (c'f) im erweiterten FKM entspricht, wire zumindest fiir die Kurve mit
t; = —1 in Abbildung 40 ein kontinuierliches Abklingen zu erwarten gewesen. Aber auch
hier macht sich das endliche Temperaturminimum bemerkbar.

b) Asymmetrischer Fall (E; # 0)

In Abbildung 41 auf der néchsten Seite findet man den ferroelektrischen Ordnungspa-
rameter Py als Funktion von U fiir verschiedene Werte der f-Level-Energie Ey wieder
exemplarisch am Fall eines mittelbreiten f-Bandes mit ¢ty = —0.4 dargestellt. Auch im
asymmetrischen Fall beobachtet man das numerisch bedingte Verschwinden der Polarisa-
tion bei endlichem U fiir T < T... Da die Wechselwirkung das f-Band proportional zu U zu
hoheren Energien hin verschiebt, beobachten wir fiir grofie £ einen abrupten Ubergang
der ferroelektrischen Phase in die unpolarisierte Phase bei einem kritischen U-Wert. Ab
diesem Wert hat sich das f-Band so weit gegeniiber dem c-Band verschoben, dafs kein
Bandiiberlapp mehr vorliegt. Der Effekt wird natiirlich um so stérker, je schmaler das
f-Band ist. Falls die freie Energie als Funktion von U am Ubergangspunkt einen Knick
aufweist, liegt hier ein Phaseniibergang vor.
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Abbildung 40: Polarisation P.; am (numerischen) Temperaturnullpunkt 7' = 0.002 als Funktion der
Wechselwirkung U im symmetrischen Fall fiir verschiedene f-Bandbreiten. Hier wére eigentlich ein kontinu-
ierliches Abklingen zu erwarten gewesen, das Rechnen mit einer endlichen Temperatur induziert jedoch ein
ykritisches* U, auch im BCS-Grenzfall t; = —1.
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Abbildung 41: Polarisation P.; als Funktion der Wechselwirkung U fiir verschiedene Werte von Ef bei
mittlerer Bandbreite ¢ty = —0.4. Betrachtet wird der Grundzustand fiir 7' = 0.002. Das endliche Tempera-
turminimum fiihrt auch im asymmtrischen Fall zu ,Pseudo-Phaseniibergdngen®. Bei hohen E;-Werten bzw.
U-Werten kommt es zu einem abrupten Ubergang in die unpolarisierte Phase, da die Binder irgendwann
nicht mehr iiberlappen.
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Pickt man sich einen festen, asymmetrischen E;-Wert heraus, so beobachtet man ein ,,Zu-
sammenziehen“ der ferroelektrischen Phase auf einen immer kleiner werdenden Bereich
endlicher Wechselwirkung, wenn man die f-Bandbreite von negativen zu positiven ¢; hin
variiert (siehe dazu Abbildung 42) . Da fiir positives ¢; die Bildung einer Hybridisierungs-
liicke energetisch ungiinstig wird, gibt es einen Schwellwert fiir die f-Bandbreite, oberhalb
dessen die Polarisation verschwindet.
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Abbildung 42: Polarisation P,y als Funktion fiir der Wechselwirkung U mit asymmetrischem Ey = 0.2 fiir
verschiedene f-Bandbreiten ¢;. Beim Ubergang zu positiven t ¢-Werten zieht sich die ferroelektrische Phase
auf einen immer enger werdenden U-Bereich zusammen und verschwindet schlieflich ganz.

6.3.2 f-Level-Energie F;

In diesem Abschnitt wird die Abhéngigkeit der Ordnungsparameter von der f-Level-
Energie F; untersucht. Physikalisch kann £ als Einfluf eines externen Druckes auf das
System interpretiert werden. Die Abbildungen 43 und 44 auf der néchsten Seite zeigen,
dak die c- f-Polarisation P, als Funktion der f-Level-Energie einen kontinuierlichen Pha-
seniibergang zweiter Ordnung durchlauft. Je starker dabei die Wechselwirkung U bzw. je
schmaler das f-Band wird, desto kleiner wird die ferroelektrische Phase, d. h. der Bereich
endlicher, spontaner Polarisation. Ab einem kritischen positiven ¢;-Wert verschwindet die
ferroelektrische Phase schlieflich ganz, wie wir bereits in den Diskussionen vorangegan-
gener Abschnitte bemerkt haben.



130 6 FERGEBNISSE

t;=—04,T = 0.002

0
-0.1r
2
S 02
by
A
— U=1
U=0.38
-0.3F
U=0.6
U=04
— U =02
_0.4 1 1 1 1 I 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

Ey

Abbildung 43: Polarisation Py als Funktion der f-Level-Energie E; fiir verschiedene Werte U der Wech-
selwirkung U
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Abbildung 44: Polarisation P,y in Abhéngigkeit der f-Level-Energie fiir verschiedene f-Bandbreiten t;. Je
schmaler das f-Band wird, um so kleiner wird die ferroelektrische Phase, bis sie fiir einen kritischen positiven
t p-Wert schlieflich verschwindet.
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Zur Illustration des antiferroelektrischen Ubergangs in Abhingigkeit von E; dient die
Abbildung 45. Hier wird noch einmal die Aquivalenz zwischen ferroelektrischem Phasen-
ibergang fiir negative ¢y auf der einen Seite und antiferroelektrischem Phaseniibergang
fiir positive ¢y auf der anderen Seite deutlich.
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Abbildung 45: Polarisation P;}’B in Abhéngigkeit von der f-Level-Energie E'y auf den Untergittern A und
B fiir verschiedene f-Bandbreiten ty. Der antiferroelektrische Phaseniibergang verhélt sich fiir positive ¢
dquivalent zum ferroelektrischen fiir negative ¢ ;-Werte.

Wiéhrend die c- f-Polarisation einen Phaseniibergang zweiter Ordnung durchléuft, finden
wir beim CDW-Ordnungsparameter m, in Abhéngigkeit von der f-Level-Energie Ey einen
diskontinuierlichen Phasentibergang erster Ordnung, wie in der Abbildung 46 auf der néch-
sten Seite fiir verschiedene Werte der f-Bandbreite ¢ deutlich zu erkennen ist. Ausgehend
vom symmetrischen Fall £y = 0 bleibt der Ordnungsparameter zundchst konstant, bis er
bei einem kritischen Fy-Wert abrupt auf Null abfillt. Je schmaler dabei das f-Band, um
so breiter wird die inhomogene CDW-Phase auf dem Ej-Bereich. In der Abbildung wird
zudem noch einmal hervorgehoben, dafs sich die CDW-Phase symmetrisch gegeniiber dem
Vorzeichen des f-f-Hoppings verhalt.

Zur weiteren Anschauung dient die Abbildung 47 auf der nachsten Seite. Dort sind fiir ver-
schiedene t-Werte die inhomogenen Besetzungsdichten der c-Elektronen auf den beiden
Untergittern A und B dargestellt. Bei Erhchung von E bleiben die Besetzungsdichten
zunachst mit jeweils verschiedenen Werten auf den Untergittern konstant. Bei einem kri-
tischen Wert der f-Level-Energie kommt es zu einem diskontinuierlichen Phaseniibergang
erster Ordnung, und die Besetzungsdichten springen in ihre homogenen Losungen mit
m. = 0, die am kontinuierlichen Verlauf gegen die Besetzungsdichte n. = 1 zu identifizie-
ren sind.
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Abbildung 46: CDW-Ordnungsparameter m. als Funktion der f-Level-Energie fiir verschiedene Werte
der f-Bandbreite ty. Offensichtlich handelt es sich beim CDW-Phaseniibergang um einen Ubergang erster
Ordnung, der sich symmetrisch beziiglich des Vorzeichens von ¢y verhalt.
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Abbildung 47: Besetzungsdichte der c-Elektronen in Abhéngigkeit von der f-Level-Energie im inhomogenen
Fall fiir verschiedene f-Bandbreiten ¢y
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6.3.3 f-Bandbreite ¢

In diesem letzten Abschnitt {iber die Abhéngigkeit der Ordnungsparameter von den Mo-
dellparametern wollen wir uns noch der f-Bandbreite ¢ widmen. Die Abbildungen 48 und
49 demonstrieren noch einmal eindrucksvoll die Antisymmetrie der Polarisation beziiglich
des f-f-Hoppings. Die ferroelektrischen Phaseniibergiange fiir negative ¢; sind édquiva-
lent zu den antiferroelektrischen Phaseniibergéngen fiir positive ;. Wie bei der f-Level-
Energie £y handelt es sich hierbei um kontinuierliche Phasentibergédnge zweiter Ordnung.
Néhert man sich dem kritischem ¢;-Wert, ab welchem eine (anti-)ferroelektrische Phase
offenbar energetisch ungiinstig fiir das System wird, so werden die Ubergéinge zwar immer
steiler, es bleibt jedoch bei einem Phaseniibergang zweiter Ordnung. Es gibt also eine
obere (untere) Schranke fiir die kritischen ¢ -Werte der Phaseniibergénge. Oberhalb bzw.
unterhalb dieser Schranke existiert keine (anti-)ferroelektrische Phase.
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Abbildung 48: Polarisation P.; in Abhéngigkeit von der f-Bandbreite t; fiir verschiedene Werte der
f-Level-Energie E;. Es handelt sich um einen Phaseniibergang zweiter Ordnung, der nahe einer oberen
Schranke fiir ¢; in einen Phaseniibergang erster Ordnung iibergeht. Oberhalb dieser Schranke existiert keine
ferroelektrische Phase mehr.

Der CDW-Ordnungsparameter hiangt symmetrisch von ¢; ab, wie die Abbildung 50 auf
der nichsten Seite fiir den Fall £y = 0 noch einmal verdeutlicht. Da die Besetzungdichten
auf den Untergittern A und B auch fiir Ey-Werte, die nahe bei Null liegen, konstant
bleiben (siehe Abbildung 47 auf der vorherigen Seite), erhélt man fiir asymmetrische
E-Werte identische Kurven, bis die CDW-Phase bei einer kritischen f-Level-Energie
zusammenbricht.
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Abbildung 49: Polarisation P;}’B in Abhéngigkeit von der f-Bandbreite ¢y fiir verschiedene Werte der
f-Level-Energie in Analogie zu Abbildung 48. Die antiferroelektrischen Phaseniibergénge verhalten sich
genauso wie die ferroelektrischen fiir negative t;-Werte. Entsprechend der Antisymmetrie bzgl. t; gibt es
hier eine untere Schranke, unterhalb derer die antiferroelektrische Phase nicht mehr existiert.
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Abbildung 50: CDW-Ordnungsparameter in Abhéngigkeit von der f-Bandbreite im symmetrischen Fall

Ey = 0. Die Kurve verlduft symmetrisch beziiglich t;. Fiir asymmetrische E;-Werte nahe Ey = 0 erhélt
man identische Kurven.
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6.4 Phasendiagramme
6.4.1 Vorbemerkungen

Die Erstellung vollstdndiger Phasendiagramme erwies sich als kniffliges Unterfangen, da
gerade die (anti-)ferroelektrische Phase empfindlich auf numerische Voreinstellungen rea-
gierte. Dies ist nicht weiter verwunderlich, denn dort bildeten sich an den Réndern der
Spektraldichten zur Bandliicke hin sehr schmale Singularitaten aus, die numerisch schwie-
rig zu integrieren sind. Weiteren Anlaf zu Konvergenzproblemen gab der beobachtete
Phaseniibergang 1. Ordnung von der inhomogenen CDW-Phase in die homogene Phase.
Entsprechend wurde viel numerisches Fingerspitzengefiihl benotigt, um Energieauflosung,
Abbruchbedingungen und die Anpassung des chemischen Potentials fiir den geforderten
Fall halber Fiillung so zu tarieren, daf sich in endlicher Rechenzeit ein breiter Parame-
terbereich fiir das Phasendiagramm abdecken liefs.

Die Frage nach einer moglichen Koexistenz von CDW-Phase und (anti-)ferroelektrischer
Phase beantwortete die Numerik ebenfalls in der ihr geméfen Weise: Sie sprang zwischen
,reinphasigen’ Losungen hin und her. Zahlreiche Stichproben in den verschiedensten Para-
meterbereichen ergaben, dafs das selbstkonsistente Hartree-Fock-Verfahren offenbar nicht
in der Lage ist, ,,gemischtphasige’ Losungen hervorzubringen. Das bedeutet nicht, daf es
prinzipiell keine Koexistenzbereiche gibt. Die selbstkonsistente Rechnung stellt lediglich
nicht das geeignete Mittel dar, um diese Moglichkeit zu priifen. Hier wére eine analyti-
sche Betrachtung, z. B. in Form einer Ginzburg-Landau-Entwicklung der freien Energie
in Kombination mit einer Maxwell-Konstruktion angebracht. Letztlich hat das Verfahren
aber seine eindeutige Antwort auf die Frage gegeben und Koexistenz numerisch ausge-
schlossen.

Eine komplexe, eigenwillige Numerik hat aber nicht immer nur Nachteile. Bei der Analyse
der ,reinphasigen” Losungen, zwischen denen sie nach Belieben zu wechseln pflegte, wurde
eine bisher im FKM unbekannte Phase entdeckt: die antiferroelektrische Phase, bei der die
c- f-Polarisation auf den Untergittern A, B abwechselnd positives und negatives Vorzei-
chen annimmt. Diese neue Phase liefs sich numerisch stabilisieren, indem entgegengesetzt
gleiche Werte der Polarisation auf den Untergittern gefordert wurden. So entpuppte sich
scheinbar numerisch Unerwiinschtes als interessante Komponente des Phasendiagramms.
Die sich anschliefende Analyse des erweiterten FKM im Hinblick auf diesen Aspekt for-
derte schlieklich eine weitere Symmetrie des Modells zutage (vgl. Kapitel 2.5.9).

Damit war die weitere Vorgehensweise besiegelt. Die ,reinphasigen” Losungstypen wurden
herausgefiltert und identifiziert. Insgesamt konkurrierten dann vier von ihnen um einen
Eintrag ins Phasendiagramm:

Losungstyp 1:  homogen, unpolarisiert nd =nB, n}? = n?; PC‘;‘C = Pf =0
Losungstyp 2:  homogen, ferroelektrisch nd =n?, n}? = n?, 7& 0
Losungstyp 3:  homogen, antiferroelektrisch n/ =n?, nf =np; P4 = —PB £ 0
Losungstyp 4:  inhomogen, unpolarisiert nt #nl nt #nf; Pj=P5=0
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Die Losungstypen lassen sich je nach Besetzung von ¢- und f-Band noch weiter unterteilen:
(i)  vollbesetztes c-Band ne=n2+nf =1
(ii)  vollbesetztes f-Band ng=nf+nf =1
(iii) teilbesetzte Bénder (mized valence regime) 0<mn.<1, 0<ny<1

Insbesondere kann beim Losungstyp 1 noch der Fall eintreten, daf ¢- und f-Band iiber-
lappen. Als Kriterium fiir halbmetallisches Verhalten, welches nur bei Teilbesetzung der
Bénder (iii) auftreten kann, wurde der Bandiberlapp direkt aus den FKM-Parametern
berechnet:

(iii’) Bandiiberlapp liegt vor = A.f < 0, siche (2.68)

Die Bénder iiberlappen also genau dann, wenn der Abstand der Bandmitten kleiner ist
als die Summe der halben Bandbreiten. Liegt eine homogene, unpolarisierte Losung mit
Bandiiberlapp vor, so wird dieser Bereich als halbmetallische Phase charakterisiert.

Alle vier Losungstypen erfiillen die Bedingung halber Fiillung, interpretiert als ein Elek-
tron pro Gitterplatz:

nd +nf 4 n;‘ + nf = 2. (6.2)

Ferner wurde angenommen, daf jedes Untergitter vollstindig besetzt ist:

ng +nf =1, (6.3a)

nf +nf =1 (6.3b)

6.4.2 t;-Fy-Phasendiagramme fiir verschiedene Werte von U

Auf Grundlage der in Kapitel 5 auf Seite 103 hergeleiteten Gleichungen haben wir die
innere Energien aller Losungstypen berechnet und miteinander verglichen, um ein Pha-
sendiagramm des Grundzustands (7" = 0) fiir die f-Level-Energie und die f-Bandbreite
ts zu erstellen. Dieses ty-E¢-Phasendiagramm ist fiir einen schwicheren Wert der Wech-
selwirkung U = 0.4 in Abbildung 51 auf der ndchsten Seite und fiir einen stiarkeren Wert
U = 0.8 in Abbildung 52 auf Seite 138 dargestellt. Darin spiegeln sich zwei Symmetrien
des erweiterten FKM wieder: Zum einen verhalten sich die berechneten Grofen symme-
trisch um £y = 0, da wir die f-Level-Energie relativ zur Bandmitte £. = 0 des c-Bandes
messen. Ein Vorzeichenwechsel £y — —E; dndert daher nur die Lage der beiden Bén-
der zueinander und vertauscht ihre Rollen als Valenz- und Leitungsband. Zum anderen
erkennt man die Antisymmetrie der c¢- f-Polarisation beziiglich des f-f-Hoppings ¢;. Bei
einer Transformation ¢; — —t; geht die ferroelektrische in die antiferroelektrische Phase
iiber und umgekehrt.
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a) mittlere Wechselwirkung U = 0.4

21 gr=0, t;=—0.21; E; =03, t;y=—0.39
%

| 8
: B
W[ — saE) || T — Sa(B) !
=== Sep(E) L 6| --- S.s(E) !
8| — Zngg P of| = Spa(B) !
0 S = E o g |l S |
2 B @ 4 :
: B ) 1
N 2 :
2 AR :
o A2\ B 1 42
NI WY T o I
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
E E
Ey=11, t;=-081 | Lo py =14, t;=-041 |
H— " 1.4} "
! I SCA(E) !
- i 1.2r i
08| Sia : ---- Se(E) !
- ! 1| — Spa(E) !
—~ 0 | — ---- Sip(E i
O g 06 ! 0 %“os 15(E) !
0.4 0.6/
0.4t
0.2 |
0.2f |
93 -2 -1 0 ‘1 2 3 £)3 -2 -1 0 l 2 3
E E

Abbildung 51: t;-Ey-Phasendiagramm fiir mittlere Wechselwirkung U = 0.4 und 7' = 0.002. Zur Illustra-
tion der Phasen wurden exemplarisch einzelne Spektraldichten ausgewéhlt: [0 = inhomogene CDW-Phase,
[0 = ferroelektrische Phase, [ = Halbmetallphase, [J = Bandisolator.
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b) stirkere Wechselwirkung U = 0.8
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Abbildung 52: t;-Fy-Phasendiagramm fiir stdrkere Wechselwirkung U = 0.8 und T' = 0.002. Die halbme-
tallische Phase verschwindet, so daf die Phasen mit vollgefiillten Bandern direkt in die Polarsationsphasen
iibergehen.

In der ndheren Umgebung des symmetrischen Falls (£ = 0) bildet sich bevorzugt die
inhomogene CDW-Phase mit Ladungsiiberstruktur aus. Hier ist der Bandiiberlapp zwi-
schen ¢- und f-Band im Verhéltnis am groften, und es konnen daher besonders viele ¢- und
f-Elektronen miteinander wechselwirken. Je mehr Elektronen sich im System abstofen,
desto grofker wird offenbar die Tendenz zur Ladungsordnung. Ab einem kritischen Wert
der f-Level-Energie verschwindet die CDW-Phase, wobei die CDW-Ordnungsparameter
m. und my einen Phaseniibergang erster Ordnung durchlaufen. Tatséchlich wechselt das
System nun aber nicht gleich in eine vollig ungeordnete Phase, sondern bildet stattdessen
eine (anti-)ferroelektrische Ordnung mit spontaner c¢-f-Polarisation aus. Zur Illustrati-
on dieses Vorgangs haben wir reprasentativ vier Punkte aus dem Phasendiagramm fiir
U = 0.4 ausgewahlt und die zugehdrigen Spektraldichten von ¢- und f-Elektronen dar-
gestellt. In der inhomogenen CDW-Phase nehmen ¢- und f-Spektraldichte jeweils ver-
schiedene Werte auf den beiden Untergittern A und B an. Insbesondere bildet sich aber
eine Intrabandliicke in beiden Bandern aus, die diesen Zustand effektiv zu einem Isola-
tor macht. Die Ladungsordnung verschwindet, wenn man sich vom symmetrischen Fall
FE; = 0 entfernt, nicht aber die Intrabandliicke. Sie bleibt in Form einer Hybridisierungs-
liicke in der (anti-)ferroelektrischen Phase bestehen. Erst bei hoheren Werten von Ey wird
auch die Phase mit spontaner Polarisation energetisch ungiinstig, so daf sich bei einem
kritischen E;-Wert ein weiterer Ubergang in die homogen-unpolarisierte Phase vollzieht.



6.5 Innere Energien der Phasen im Vergleich 139

Bei stérkerer Wechselwirkung féllt dieser kritische F¢-Wert offenbar mit dem Punkt zu-
sammen, an dem sich ¢- und f-Band voneinander trennen und eine endliche Interbandliicke
A.y bilden. Daher geht die (anti-)ferroelektrische Phase in Abbildung 52 nahtlos in die
Bandisolatorphase iiber, in der jeweils eines der Bénder voll gefiillt ist. Fiir eine schwa-
chere Wechselwirkung hingegen findet der (anti-)ferroelektrische Phaseniibergang noch
im Bereich des Bandiiberlapps statt, bevor sich ¢- und f-Band voneinander separieren.
Daher erstreckt sich zwischen CDW-Phase und Bandisolatorphasen im Phasendiagramm
mit U = 0.4 zusatzlich ein halbmetallischer Bereich. Obgleich es sich beim erweiterten
FKM um ein denkbar einfaches Modell fiir korrelierte Elektronen handelt, erhélt man
also schon fiir schwache Wechselwirkungen der Elektronen untereinander ein reichhaltiges
Phasendiagramm.

Zum Abschluft wollen wir die inneren Energien der verschiedenen Phasen in Abhéngig-
keit von E; diskutieren und ihren Verlauf fiir verschiedene Werte der f-Bandbreite t;
darstellen.

6.5 Innere Energien der Phasen im Vergleich

Zur Erstellung des t - F'y-Phasendiagramms fiir den Grundzustand des Systems haben wir
die inneren Energien der verschiedenen Phasen bzw. Losungstypen miteinander verglichen.
Die folgende Abbildung 53 illustriert den Verlauf der inneren Energien in Abhéngigkeit
von Iy am Beispiel U = 0.7 fiir drei verschiedene negative Werte von t;. Fiir hohe Werte
der f-Level-Energie stimmen die inneren Energien aller vier Losungstypen iiberein. Die
entsprechenden Kurven miinden — unabhéngig von der jeweiligen f-Bandbreite ¢y —in die
homogen-unpolarisierte Losung. Dies ist verstandlich, da sich das f-Band fir Fy > E.
weit oberhalb des f-Bandes befindet. In diesem Zustand ist das c-Band voll gefiillt und das
f-Band leer (Bandisolator), und es gibt keine Moglichkeit mehr, durch die Wechselwirkung
eine geordnete Phase zu erzeugen.
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Abbildung 53: Innere Energien der vier Losungstypen als Funktion der f-Level-Energie Iy bei U = 0.7 fiir
drei verschiedene negative Werte von ¢y. Nahe dem symmetrischen Fall dominiert die CDW-Phase, es folgt
ein weiter Bereich, in dem die ferroelektrische Phase energetisch am giinstigsten ist. Schlieflich miinden alle
Kurven in die homogen-unpolarisierte Losung.
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Im Fall eines breiten f-Bandes (t; = —0.79 in Abbildung 53) gewinnt zunéchst die in-
homogene CDW-Phase, um dann iiber einen breiten E;-Bereich hinweg der ferroelektri-
schen Phase zu weichen. Verkleinert man die f-Bandbreite, so werden die Unterschiede
zwischen den inneren Energien grofer. Die ferroelektrische Phase wird deutlich kleiner,
und der Ey-Bereich fiir die CDW-Phase verbreitert sich etwas, wie wir auch schon in
den Phasendiagrammen des vorigen Abschnitts gesehen haben. Der Knick in der inhomo-
genen CDW-Losung resultiert aus dem entsprechenden Phaseniibergang erster Ordnung
beziiglich E¢, bei dem die CDW-Phase abrupt in die homogene Phase wechselt. Fiir ne-
gative ¢, existiert (aufer bei sehr schmalem f-Band) keine antiferroelektrische Phase. Die
entsprechende Startwertkonfiguration vom Losungstyp 3 liefert wieder die unpolarisierte
Losung.

U=0.7,t; =0.16 U=07,ty =047 U=07,t;=0.89

-0.02

°

-0.04]

-0.02
-0.06
-0.04
-0.08

-0.06

innere Energie

008 —— 1 homogen, unpolaris. -01 —— 1 homogen, unpolaris. —— 1 homogen, unpolaris.
’ —— 2 homogen, ferroelektr. —— 2 homogen, ferroelektr. 019 —— 2 homogen, ferroelektr.
-01 —— 4 inhomog., unpolaris. o —— 4 inhomog., unpolaris. —— 4 inhomog., unpolaris.

* 3 homogen, antiferroel. 014 =3 homogen, antiferroel. = 3 homogen, antiferroel.

-0.12

014 02 04 06 08 1 12 14 ° 02 04 06 08 1 12 T4 O 02 0.4 06 08 1 12 14

Abbildung 54: Innere Energien der vier Losungstypen als Funktion der f-Level-Energie E; bei U = 0.7
fiir drei verschiedene positive Werte von ¢y. Der Verlauf stimmt qualitativ mit dem fiir positive ¢ iiberein,
wobei die Rollen von ferroelektrischer und antiferroelektrischer Phase vertauscht sind.

Bei positiven t;-Werten erhdlt man ein ganz analoges Verhalten der inneren Energien,
siehe hierzu Abbildung 54. Dabei vertauschen ferroelektrische und antiferroelektrische
Losungen ihre Rollen aufgrund der Asymmetrie beziiglich des Vorzeichens von ¢, (vgl.
auch Kapitel 2.5.9).
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6.6 Vergleich mit aktuellen Ergebnissen von Batista et al.

Im Verlaufe dieser Arbeit haben Batista et al. (2004) zeitgleich weitere Studien zum erwei-
terten FKM durchgefiihrt. Das EFKM wurde dabei noch um ein gemischtes c- f-Hopping
erganzt und damit ein dquivalentes Modell zu einem FKM mit Hybridisierung geschaffen,
wie wir es in Kap. 2.3 diskutiert haben. Die Autoren berechneten dann das vollstéandige
Phasendiagramm des Grundzustands fiir den ein- und zweidimensionalen Fall mit Hilfe
der Constrained Path Monte Carlo-Methode. Das Ergebnis fiir den Grenzfall ;] =¢;; =0
entspricht dem in dieser Arbeit verwendeten Ansatz fiir das erweiterte FKM und ist in
Abbildung 55 dargestellt.

1.0

0.9
0.8

BEC of
excitons

BEC of
excitons

Abbildung 55: 2D-Phasendiagramm fiir den Grundzustand des EFKM nach Batista et al. (2004). Darge-
stellt ist der Fall U = 2t4; ohne c- f-Hopping (t;| =t = 0)

Da Batista et al. das erweiterte FKM mit ¢ f-Hopping auf ein asymmetrisches Hubbard-
Modell mit Zeeman-Term abgebildet haben, ist in ihrem Phasendiagramm das Verhéltnis
von f- zu c-Hopping v = —% iiber einem Magnetfeld-Parameter B, = E, — E; auf-
getragen. Das Phasendiagramm zeigt den Fall U = 2¢4;. Als Grundlage fiir dessen Be-
rechnung wurde eine Tight-Binding-Zustandsdichte fiir ein (hyper-)kubisches Gitter in
zwei Dimensionen verwendet. Geht man also von einer Bandbreite 8t;; aus, so entspricht
die Skalierung des Phasendiagramms einem Wert von U = 0.5 in der vorliegenden Ar-
beit. Man erkennt deutlich, daf jenes Phasendiagramm in seiner qualitativen Aussage mit
Abbildung 52 auf Seite 138 iibereinstimmt: Der Mixed-Valence-Bereich wird durch eine
exzitonische Isolatorphase dominiert, die nahe dem symmetrischen Fall £y = E. einer
CDW-Phase (hier: staggered orbital ordering, kurz SOO) weicht. Liegen ¢- und f-Band so
weit auseinander, daf sie nicht mehr {iberlappen, erhédlt man den Fall des Bandisolators,
bei dem jeweils eines der Béander voll besetzt und das andere leer ist (hier: fully polarized).
Auch die von uns entdeckte antiferroelektrische Phase als Ausdruck der Antisymmetrie

beziiglich ¢; wird bereits erwéhnt.
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Die Autoren weisen darauf hin, daft die von ihnen gefundene exzitonische Isolatorphase
im betrachteten 2D-Fall geméf dem Mermin-Wagner-Theorem keine endliche Ubergangs-
temperatur besitzt. Vielmehr durchlaufe sie einen Kosterlitz-Thouless-Ubergang; endliche
Ubergangstemperaturen finde man nur im 3D-Fall vor.

Beziiglich des dreidimensionalen Falls dufierten sie ferner die Erwartung einer zusétzlichen
halbmetallischen Phase zwischen der Bandisolator- und der exzitonischen Isolatorphase,
wenn die Wechselwirkung einen kritischen Wert unterschreitet. Diese Einschétzung wird
in dieser Arbeit bestétigt, wie die Phasendiagramme fiir U = 0.4 und U = 0.8 beweisen.
Da wir in dieser Arbeit von vornherein den 3D-Fall betrachtet haben, bleiben unsere
Ergebnisse von den Beschrankungen des Mermin-Wagner-Theorems unbeeinflufit. In der
Tat erhalten wir fiir die (anti-)ferroelektrische Phase einen Phasentibergang mit endlicher
Ubergangstemperatur, vgl. dazu Abschnitt 6.2.1. Insgesamt bekommen wir mittels eines
einfachen Hartree-Fock-Ansatzes im Ergebnis ein ebenso reichhaltiges Phasendiagramm
wie Batista et al. durch numerisch aufwendige Monte-Carlo-Rechnungen.

Interessant sind schlieflich aber noch zwei weitere Aussagen der zitierten Arbeit. Zum
einen wird die exzitonische Isolatorphase durch eine Ising-artige ferroelektrische Phase
ersetzt, wenn man ein ¢ f-Hopping (also eine Hybridisierung) einbezieht. Die Autoren
vermuten, dafs dies eine mogliche Begriindung dafiir liefert, warum exzitonische Isolato-
ren in realen Systemen so schwer experimentell nachzuweisen sind, denn reale Systeme
enthalten (fast) immer eine Hybridisierung zwischen den Béndern. Zum anderen lohnt
ein Blick auf die Aquivalenz von elektrischen zu magnetischen Ordnungsphéinomenen, wie
man sie durch Abbildung des EFKM auf ein Modell mit Spinfreiheitsgraden erhélt:

c- und f-Elektronen T- und |-Elektronen ‘ Teilchen-Loch-Trafo

CDW-Phase
(Anti-)ferroelektr. Phase

Antiferromagnet. Phase (Ising)

(Anti-)ferromagnet. Phase (XY) ‘ Supraleitung

Das (erweiterte) Falicov-Kimball-Modell erweist sich damit abermals als ein Modell fiir
Festkorperelektronen, welches trotz seiner Einfachheit vielfdltige Ordnungsphdnomene be-
schreiben kann.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit haben wir uns mit einem der einfachsten Vielteilchen-Modelle
fiir korrelierte Festkorperelektronen, dem Falicov-Kimball-Modell (FKM), beschéaftigt. Ur-
spriinglich als Modell fiir Metall-Isolator-Ubergéinge eingefiihrt, erwies es sich in seiner
historischen Entwicklung als ungemein vielseitig und gelangte bald iiber den Status hin-
aus, ,nur ein statischer Grenzfall des vielzitierten Hubbard-Modells zu sein, nicht zuletzt
durch seine exakte Losbarkeit im Grenzfall unendlicher Raumdimension. Bereits in seiner
einfachen Form vermag es Ordnungsphdnomene wie Ladungsdichtewellen (CDW) oder
Antiferromagnetismus (bei Berticksichtigung eines Spins) und damit echte Vielteilchen-
Effckte zu beschreiben. Uberdies wurde es u.a. als Modell fiir Kristallisationsprozesse
uminterpretiert und fand Anwendung auf gemischt-valente Verbindungen und die damit
zusammenhéngenden Mixed-Valence-Phanomene. Am FKM mit Hybridisierung wurde
Mitte der neunziger Jahre erstmals die Moglichkeit einer rein elektronisch getriebenen
Ferroelektrizitat (EFE) diskutiert. Diese Idee wurde in Verbindung mit einer Erweiterung
des FKM um ein f-f-Hopping jiingst wieder aufgegriffen und bildet den Ausgangspunkt
dieser Arbeit.

Der Idee folgend, haben wir das spinlose FKM um ein f-f-Hopping erweitert. Auf diese
Weise erhalten wir ein echtes Zwei-Bénder-Modell mit physikalisch realistischen endlichen
Bandbreiten. Wir haben gezeigt, daf das einfache FKM dann im erweiterten Modell als
Limes eines unendlich schmalen f-Bandes enthalten ist. Dariiberhinaus beinhaltet das
erweiterte FKM (EFKM) aber auch das Hubbard-Modell und das k-unabhingige BCS-
Modell der Supraleitung als Grenzfille. Ferner haben wir mittels einer kanonischen Trans-
formation bewiesen, daft das FKM mit Hybridisierung V' dquivalent zu einem FKM mit
f-f-und c- f-Hopping ist. Da wir aber an Ferroelektrizitit und folglich an der Méglichkeit
einer spontanen Hybridisierung interessiert waren, verzichteten wir auf ein c-f-Hopping
und konzentrierten uns allein auf das Wechselspiel zwischen f-Bandbreite ¢, Wechselwir-
kung U und f-Level-Energie E;.

Im Mittelpunkt der Untersuchung am erweiterten FKM stand die Konkurrenz zweier
Ordnungsphidnomene: Ladungsdichtewellen (CDW-Phasen) und Ferroelektrizitit (sponta-
ne elektrische Polarisation). Dabei haben wir den Grenzfall schwacher Wechselwirkung U
zwischen ¢- und f-Elektronen mit Hilfe selbstkonsistenter Mean-Field-Ndherung (Hartree-
Fock-Verfahren) behandelt. Fiir die Betrachtung der inhomogenen CDW-Phase zerlegten
wir das zugrundeliegende einfach-kubische Kristallgitter in zwei Untergitter A und B
und definierten dann den CDW-Ordnungsparameter m. bzw. my als Differenz der Beset-
zungsdichten von ¢- und f-Elektronen auf diesen Untergittern. Als Ordnungsparameter
der ferroelektrischen Phase fiihrten wir den exzitonischen Erwartungswert (¢! f) ein, d. h.
die Ubergangsrate zwischen ¢- und f-Band. Da mit einer nichtverschwindenden exzitoni-
schen Ubergangsrate ein elektrisches Dipolmoment verbunden ist, bezeichneten wir diesen
Ordnungsparameter auch als (mikroskopische) c-f-Polarisation P,;.
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Als treibende Kraft fiir alle auftretenden Phasentibergdnge konnten wir die abstofsende
Wechselwirkung U zwischen c- und f-Elektronen identifizieren. Im Ergebnis fanden wir
schon bei schwacher Wechselwirkung ein reichhaltiges Phasendiagramm fiir das erwei-
terte FKM. Nahe dem symmetrischen Fall £y = 0, wenn ¢- und f-Band stark tiber-
lappen, bevorzugt das System unabhéngig vom Verhéltnis der gewéhlten Bandbreiten
die ladungsgeordnete CDW-Phase. Entfernt man sich vom symmetrischen Fall und redu-
ziert den Bandiiberlapp, so findet ein Phaseniibergang erster Ordnung in eine Phase mit
spontaner Polarisation statt, die je nach Vorzeichen des f-f-Hoppings im Verhéltnis zum
c-c-Hopping als ferroelektrische oder antiferroelektrische Phase in Erscheinung tritt. Die
Antisymmetrie des erweiterten FKM beziiglich einer Transformation t; — —t; bei fest-
gehaltenem ¢, haben wir in einem entsprechendem Abschnitt nachgewiesen. Den beiden
geordneten Phasen ist eine Intrabandliicke und damit isolierendes Verhalten gemeinsam.
Insbesondere konnten wir die (anti-)ferroelektrische Phase als gleichbedeutend mit einem
exzitonischen Isolator identifizieren. Erst bei weiterer Erhohung der f-Level-Energie ver-
laft das System die geordneten Phasen. Bei schwacher Wechselwirkung vollzieht sich dann
ein Phaseniibergang zweiter Ordnung in eine halbmetallische Phase, wihrend das System
bei stiarkerer Wechselwirkung direkt in einen Bandisolator-Zustand iibergeht.

Des weiteren haben wir temperaturabhéngige Phaseniibergdnge in Abhangigkeit der ver-
schiedenen Modellparameter diskutiert und klassifiziert. Obgleich prinzipiell die Koexi-
stenz von CDW-Phase und (anti-)ferroelektrischer Phase moglich ist, konnten vom ge-
wahlten selbstkonsistenten Hartree-Fock-Verfahren keine numerisch stabilen Mischphasen
gefunden werden. Zumindest auf der Ebene der Numerik konnen wir also davon ausgehen,
dafs keine gemischtphasigen Zustédnde im erweiterten FKM existieren. Hier wiren zusétz-
liche analytische Untersuchungen, z. B. in Form einer Ginzburg-Landau-Entwicklung der
freien Energie in Verbindung mit einer Maxwell-Konstruktion angebracht.

Insgesamt bietet die vorliegende Arbeit eine Menge Ansatzpunkte fiir weiterfiihrende For-
schung auf dem Gebiet der Ordnungsphénomene. Eine naheliegende Frage ist natiirlich, ob
die gefundenen Losungen auch auch iiber Hartree-Fock hinaus stabil bleiben. Aufserdem
konnte man optische Eigenschaften des Modells untersuchen, ein Aspekt, der im Hinblick
auf das FKM als Zwei-Bénder-Modell auch fiir die Halbleiterforschung interessant wére.

Des weiteren haben wir in dieser Arbeit den Bezug des EFKM zur BCS-Theorie hervor-
gehoben. Erweiterte man das EFKM um einen Spin, so wird es wahrscheinlich moglich
sein, eine supraleitende Phase zu produzieren, und schon das einfache FKM mit Spin kann
antiferromagnetische Ordnung beschreiben. Auf diese Weise konnte mit Hilfe des EFKM
ein Beitrag zu der aktuellen Frage nach einer moglichen Koexistenz von Supraleitung und
Antiferromagnetismus geleistet werden. Angesichts der vielfdltigen Anwendungsmoglich-
keiten wagen wir die Prognose, daf das FKM auch weiterhin von sich reden machen wird
und schlieffen damit unsere Betrachtungen.
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A Berechnung des s-Integrals der Zustandsdichte

Bei der Berechnung der Einteilchen-Greenfunktionen in Hartree-Fock-Naherung taucht
sowohl im homogenen als auch im inhomogenen Fall ein Integral vom Typ

RV =
de ——

-1 g —¢&o

I =

auf (vgl. z. B. Kapitel 4.2.2). Dieses Integral wird im folgenden mit Hilfe des Residuen-
satzes berechnet.

Schritt 1: Substitution ¢ — ¢

T sin(g)? |
I= dop ———"— ’ezcos ; de = —sin(¢) d
/0 ¢ cos(¢) — go (®) (¢) do
m _1 (ew _ e—up)?
| T v e—s dle=—1) = o(e=1)
Schritt 2: Substitution ¢ — 2
dr —1(z—1)? | J
:/ _Zlél(z—lz) z:ew;dgb:,—z
Coben Y% 3 (2 + ;) — €0 1z
1 —22+2— 5
S - 7 22 1 _ 1
20 Sy m 202 + 1 ‘2(0) ; 2(m)
1 —2* 41 1 1-4
dz G 2

== = —
2i Jeo 22 —2e02z+1 20 22 — 2e0z + 1

oben

C1oben

Coben: Einheitskreislinie in der oberen Halbebene
Clunten: Einheitskreislinie in der unteren Halbebene

Schritt 3: Substitution z — « im zweiten Summanden
1 —2241 1 — u? 1
I =— / dzL —/ dy——% )u == dz = —2%du
2 |Jo,. #2—2e0z+1 Cumen 1 —2ugg +u? z

1 —224+1 2241
= — dz——— + dg————
2 [ Jo 22 —2epz+1 Cumen 22 — 202 +1

! dzﬂ = WZRes(f(z),zk)

B 2_Z |z]=1 22 — 2502} +1

Coben ~> Uunten

Die Integrandenfunktion f(z) := % ist nicht auf der ganzen komplexen Zahlenebene

definiert, sondern nur fiir ey € C \ [—1, 1]. Sie hat Polstellen bei den Werten

ZLQZEEQZE\/E%—:L
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Fiir die weitere Auswertung des komplexen Integrals iiber die Einheitskreislinie machen
wir daher eine Fallunterscheidung.

1. Fall: ¢ e R, g9 > 1
Hier liegt nur 2o = ¢¢ — \/&ﬁ innerhalb des Einheitskreises, denn es gilt:
1.2y =co+ /2 —1>¢5> 1,
2. z2:50—\/&ﬁ>0undzg<1wegen0<€o—1<€o+1.

Damit folgt fiir das gesuchte Integral durch Anwendung des Residuensatzes:

[reell = 7TR€S<f, Zl) = W(\/ Eg —1- 80).

2. Fall: ¢ e R, g9 < —1

In diesem Fall liegt nur z; = ¢ + \/e3— innerhalb des Einheitskreises, wie analog
zum ersten Fall begriindet werden kann. Die Auswertung des Residuums liefert hier

Leen = TRes(f, 22) = W(—\/E% —1- 50).

Beide Félle lassen sich wie folgt zusammenfassen:

Izﬁ(Sign(so)\/sg—l—»sO) :71'(601/1—%—60). (A.1)

Sowohl das auf reelle ¢y eingeschréankte Integral ... als auch das gesuchte komplexe
Integral I sind holomorph in gy5. Da beide auf der nicht-diskreten Menge R \ [—1, 1]
{ibereinstimmen, gilt Ubereinstimmung nach dem Identititssatz auf dem ganzen Defini-
tionsbereich des Integranden. Damit stellt (A.1) die analytische Losung des gesuchten
Integrals I dar.
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B Einteilchen-Greenfunktionen im homogenen Fall

In Kapitel 4.2.2 sind folgende Integrale (4.24) fiir die Einteilchen-Greenfunktionen zu
berechnen:

2 [T E—LE;—t
<<ci;c1>>=—/ VT — st _
™ J-1 (E—Ec—tc&')(E—Ef—tfé‘)—Vz
2 [t E—E.—t,
<<fi;fJ>>=—/ dev/T -2 — tee _
T J-1 (E - EC - tCE)(E - Ef - tf€) — V2
2 [t Vv
<<ci;fJ>>:—/ deVI—e — _ _
TJ (E - EC - tCE)(E - Ef - tf€) — V2

Diese Integrale lassen sich mit Hilfe der Partialbruchzerlegung auf das bereits in Anhang A
berechnete Integral

+1 /1 — 2
I = de c

:50(1— 1—%>
1 E€—=¢o €0

zuriickfithren. Dazu bendtigen wir die Nullstellen der Nennerfunktion, die alle Integranden
gemeinsam haben. Bezeichnen wir mit

n(e) = (E — E, — t,e)(E — Ef —tge) — V? (B.1)

die Nennerfunktion, so sind ihre Nullstellen gegeben durch

1 - - - ~ 2 ~
€12 = 9 1 tf(E - Ec) + tc(E - Ef) + \/[tf(E - EC) + tc(Ef - E)} + 4tcth2
ctf
(B.2)
Damit lafst sich n(e) als Produkt aus Linearfaktoren schreiben:
n(e) =tctr(e —e1)(e —e2) (B.3)

Fiir die Partialbruchzerlegung mache folgende Ansétze zur Zerlegung der Integranden:

Ay, _E-Bi-te 4 A b
<<Ci70i >> : tctf(S—El)(€_52) - £E—€ E€—¢&9
e E—Ec—tcs L C D
<<fl7fz >> : tctf(g_gl)(€_€2) _5—61 E—E&9
1% , F F
(e ) - +

ttile—e)e—g) e—e e—g
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Durch Koeffizientenvergleich in jeder der einzelnen Gleichungen erhélt man die gesuchten
Koeffizienten der Partialbruchzerlegung:

1 E—LE;—t
A=—— B, B= i (B.4)
tc tctf(€2 —51)
1 E—FE,—1,
C=—-——-D, D= e B2 (B.5)
tf tctf(ffg — 51)
%
E=-F, F=— (B.6)

tctf(EQ — 61)

Damit sind alle Integrale der Einteilchen-Greenfunktionen auf Summen aus Integralen
vom Typ (A.1) zuriickgefiihrt:

<< Cz ’ C;r >> % <A +1 6/1__662 N B +1 6/1__652)

a=2(c [ e
™ 1 €—& E—£&2

(eifly =2 (E . “ﬁw : ﬁ)
T 1 E—&1 1 E— &9

Setzt man das Ergebnis aus Anhang A ein, so erhélt man analytische Ausdriicke zur Be-
rechnung der Einteilchen-Greenfunktionen in Ortsdarstellung, mit den Nennernullstellen
€12 wie in Gleichung (B.2) gegeben:

((cl,cl)>—2A51( 1—§)+2352(1—,/1—é) (B.7)
(f.ifl) =20e (1—,/1—§)+2D52 (1—,/1—%) (B.8)
(e, f1) = 2B ¢ (1— 1— %) Y 2F e, (1—,/1—%) (B.9)
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C Beweis des Satzes uiber die Orthonormalitatsrelation
flir den Untergitter-Fall

In Kapitel 2.4.3 wird ein einfach-kubisches Gitter in zwei Untergitter A und B zerlegt.
Der zugehorige Hamiltonoperator des erweiterten FKM ist im Ortsraum nicht mehr trans-
lationsinvariant. Um den Hamiltonoperator dennoch vom Ortsraum in den Impulsraum
transformieren zu kénnen, wird eine entsprechende Orthonormalitétsrelation benotigt.
Diese wird in Kapitel 2.4.4 hergeleitet unter Verwendung des Satzes (2.45):

Satz: Fir gerades N € N, N >2 und Al € L ={0,1,...,N — 1} gilt:

N .
z Z 627”-%” _ 1 fir AE € {0, %
N = 0 sonst
n gerade
Beweis:
(i) Al=0:
N N
2 NV s 2N
e m Nn e = — = 1
R R "R
n gerade n gerade
(i) A=
N N
2 VI 2 N
“ mign 2 it _ = 77
N Z_:l ‘ N Z_:l © TN2
n Tgle_rade n Tgle_rade

(iii) Zu zeigen bleibt nun, daf die Summation fiir alle anderen A¢ Null ergibt (also
fir alle Al in L aufer 0 und £}). Statt A¢ € L\ {0,5} kann man auch Al €
{—% +1,...,—1,1,... % — 1} verwenden, denn man kann A¢ um N vergrofern
oder verkleinern, ohne dafs sich ein einzelner Summand verdndert:

- AL

N

2mi 8GN 2mifin 2min _ 2migin

e
Hat man die Relation fiir die positiven A/ bewiesen, so ist sie automatisch auch fiir
negative Al erfiillt, da durch Vertauschung des Vorzeichens von A/ die komplexe
Exponentialfunktion lediglich am Nullpunkt gespiegelt wird. Also geniigt es, Al €
{1,...,4 — 1} zu betrachten.

Alle hier auftretenden Summanden sind N-te Einheitswurzeln, und bekanntlich er-
gibt die Summe iiber alle verschiedenen N-ten Einheitswurzeln Null:

D e =0, (C.1)
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C ORTHONORMALITATSRELATION IM UNTERGITTER-FALL

Dies folgt aus der bekannten Relation fiir x € C (geometrische Reihe)

N—-1
I
"= (C.2)
— X
n=0
durch Einsetzen:
N N—-1 i
- n 41 2 1 — €
§ 627er: e27er :€N72m:0
1—enN
n=1 n=0 e

Damit kennen wir zumindest schon das Ergebnis fiir eine Summation tiber alle n
fir A¢ = 1. Um (C.1) auf die eigentlich gesuchte Summe iiber gerade n anwenden
zu konnen, transformieren wir den Summationsindex so, daf er durchgéngig iiber
gerade und ungerade Werte lduft:

N
§ 62mn% — § :627I'Z_] N/3
n=1 j=1
n gerade

Im allgemeinen muft man davon ausgehen, daft A¢ und % nicht teilerfremd sind,

d. h. der Bruch jﬁ/g lafst sich kiirzen. Es gibt also einen grofsten gemeinsamen Teiler

g :=ggT(AL, ﬂ), g > 1. (C.3)

2

Dann lassen sich die beiden Grofien schreiben als

Al=t.g S =my
und fiir die gesuchte Summe folgt

£l mg

Z 627”] 1@/2 . Z eQm’j%. (04)

Jj=1 Jj=1

Schreibt man die Summation von 1 bis mg aus in der Form

gm
£ i5 L
§ e27r2j _ § e27r2j + E : 627”] S E : 627”] ™
j=m-+1 j=(g—1)m+1

so gilt fiir den (k + 1)-ten Summanden

km+m m m

i5 L ; £ £ £
E : e2mjm _ § e2m(r+km)m — § 627rzrm e27rzl~<:€ E :e2mr

j=km+1 r=1 r=1
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Der Index £ lauft von 0 bis g — 1, also gibt es insgesamt ¢ identische, von k unab-
hangige Summanden. Fiir die Gesamtsumme bedeutet das:

N
2 AL m )
=1

Statt zu zeigen, dafs die linke Seite Null wird, reicht es also zu zeigen, daf die Summe
auf der rechten Seite verschwindet:

S e =0, (C.5)

denn g ist per Definition ungleich Null. Der Vorteil ist, dalt man nun weif, daft im
Exponenten ¢ und m teilerfremd sind, und diese Tatsache vereinfacht den Beweis,
wie wir gleich sehen werden.

Wir wissen, dafs es nur m verschiedene m-te Einheitswurzeln gibt und dafs ihre

Summe verschwindet:
m

a
E e27‘(‘lm =0.

j=1
Die Summe in (C.5) enthélt m Elemente, und es handelt sich dabei ebenfalls um
m-te Einheitswurzeln, denn es gilt:

<€27rij£) =¥ =1, da i, 7, ¢ ganzzahlig.

Wenn diese Summanden dann auch noch alle verschieden sind, wére (C.5) bewiesen.
Angenommen, es wiren nicht alle Elemente dieser Summe verschieden. Dann gibt
es zumindest zwei gleiche Elemente:

2mi L j 2mi L j . .
eIt = w2 (1 # j2)
e O

‘. .
(jl—jg):k, kGZ

= _
m

Wihle 0. B.d. A. j; und j, derart, dafs j; > jo ist. Da 71,72 € {1,...,m} sind, folgt:
0< J1— Ja < m. (06)

Nun ist k£ aber ganzzahlig. Damit é(jl — Jjo) bei teilerfremden ¢ und m ganzzahlig
wird, muf die Differenz (j;—j2) ein Vielfaches von m sein. Dies steht im Widerspruch
zu (C.6), also war die Annahme falsch, dafs es zwei gleiche Elemente in der Summe
(C.5) gibt. Die Summe enthilt demnach m verschiedene m-te Einheitswurzeln und
muk Null ergeben. Damit ist die Behauptung des Satzes bewiesen. O
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