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Einleitung

In vielen Bereichen der Wirtschaft, Physik, Biologie und den Ingenieurwissenschaften
spielen funktionale Zusammenhénge zwischen zwei (reellwertigen) Messgrofen eine wich-
tige Rolle. Oft sind aus Experimenten anstatt des genauen Zusammenhangs jedoch nur
einzelne Datenpaare bekannt, die zusétzlich mit Fehlern behaftet sein konnen. Die statis-
tische Methode, von diesen Datenpaaren auf den zu Grunde liegenden, aber unbekannten
funktionalen Zusammenhang zu schliefen nennt man Regression. Es gibt verschiedenste
Ansitze, die wahre Regressionsfunktion zu schitzen. Eine Methode ist die parametrische
Regression. Bei dieser wird angenommen, dass die Regressionsfunktion zu einer bestimm-
ten parametrischen Klasse von Funktionen gehort. Zur genauen Bestimmung des Schétzers
werden die unbekannten Parameter aus den beobachteten Daten geschétzt. Die am hau-
figsten verwendete Funktionenklasse ist die der linearen Funktionen. In diesem Fall spricht
man von einem allgemeinen linearen Modell (vgl. Searle, 1971 oder Seber, 1977). Der an-
genommene funktionale Zusammenhang ist hierbei f(z) = 273 fiir Vektoren z, 3 € RP.
Eine unterschiedliche Wahl des Designvektors x resultiert in verschiedenen parametri-
schen Modellen. So erhilt man fiir z = (1,¢)7 die lineare Regression mit f(t) = (1t + [y,
ein quadratisches Regressionsmodell ergibt die Wahl z = (1,¢,t?)T. Dariiberhinaus lisst
sich auch eine Abhéingigkeit von mehreren EinstellgréRen modellieren (z = (zy, ..., x,)7,
multiple Regression). Ein Problem der parametrischen Regression liegt darin, dass nicht
in allen Zusammenhéngen bekannt ist, welcher Funktionenklasse eine Regressionsfunktion
angehort. Eine falsche Wahl der Funktionenklasse, eine sogenannte Missspezifikation hat,
zumindest auf Teilbereichen schlechte Schéitzungen der Regressionsfunktion zur Folge.
Die Methode der nichtparametrischen Regression vermeidet Spezifikationsfehler. Als ein-
zige Annahme an die Regressionsfunktion geniigt hier die Glattheit. Zum Beispiel werden
in Hérdle (1995) Kernschétzer der Regressionsfunktion vorgestellt. Ein sehr verwandter
Ansatz ist die Schitzung mit lokalen Polynomen, wie sie in Fan und Gijbels (1997) dis-
kutiert wird. Dariiber hinaus existieren Verfahren basierend auf Splines (Eubank, 1988)
und orthogonalen Reihen (Efromovich, 1999). Bei allen genannten Methoden ist die Wahl
eines Glattungsparameters notig, der die Giite des Schéatzers stark beeinflusst.

In vielen Zusammenhéngen ist der Typ der Regressionsfunktion zwar unbekannt, so dass
sich die Anwendung eines nichtparametrisches Regressionvefahrens anbietet, es existieren
aber Informationen iiber die Form der Funktion. Solche Informationen werden auch qua-
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litative Annahmen genannt und stammen héufig aus 6konomischen, physikalischen oder
biologischen Zusammenhéngen. Beispiele fiir die Form einer Regressionsfunktion sind Mo-
notonie, Konvexitit oder Konkavitéit. Es ist naheliegend, dass mit hoherem Einkommen
auch die Bereitschaft steigt, mehr Geld fiir Giiter des téglichen Gebrauchs, wie etwa
Nahrungsmittel oder Kleidung, auszugeben. Ebenfalls monoton wachsend sind das Ver-
héltnis zwischen Investition und Nutzen (die sogenannte Nutzenfunktion), die Produkti-
onsfunktion, die das Verhéltnis zwischen Produktionsmenge und Produktionsfaktoren wie
Arbeitskraft oder Anzahl der eingesetzten Maschinen angibt und Kostenfunktionen. Ait-
Sahalia und Duarte (2003) begriinden, dass die Preisfunktion einer Call-Option monoton
fallend und konvex ist. Auch Volatilitats-Funktionen sind haufig konvex. Im biologisch-
medizinischen Zusammenhang zeigen oft hohere Dosierungen eines Wirkstoffs eine gro-
fsere Wirkung bei den Probanden. Auch Wachstumskurven sind typischerweise monoton
und/oder konvex oder konkav. Bakterienkulturen wachsen bekanntlich exponentiell tiber
die Zeit. Der Verlauf dieser Wachstumskurve ist daher im Idealfall monoton wachsend
und konvex. Das Gewicht von Lebewesen wichst zu Beginn ihres Lebens relativ stark,
stagniert jedoch wenn sie ausgewachsen sind. Die zu Grunde liegende Wachstumsfunktion
kann daher monoton wachsend und konkav sein.

Obwohl die iiblichen nichtparametrischen Regressionsmethoden gute Schétzer fiir die un-
bekannte Regressionsfunktion liefern, erfiillen diese jedoch im Allgemeinen nicht die, sich
durch die Substanzwissenschaften ergebenden Voraussetzungen an die Form der Regres-
sionsfunktion. Aus diesem Grund wurden verschiedene Schétzer entwickelt, die die Form
der Regressionsfunktion beriicksichtigen. Die Arbeiten zu monotonen Regressionsschét-
zern lassen sich in zwei Kategorien einteilen. In der ersten Kategorie werden die Schétzer
durch Minimierung von Kriteriumsfunktionen iiber eine eingeschriankte Menge von Funk-
tionenklassen bestimmt. Erste Ansédtze dazu und zu deren asymptotischer Theorie wurden
von Brunk (1955, 1958) entwickelt. Dort wird eine Maximum-Likelihood beziehungsweise
Kleinste-Quadrate Schétzung einer monoton wachsenden Folge von Parametern vorge-
schlagen. Stellen die Parameter die Regressionsfunktion ausgewertet an festen Stiitzstel-
len dar, so kann dies als ein erster Ansatz zur monotonen Regressionsschéitzung gedeutet
werden. Die Asymptotik dieses Schétzers wird in Brunk (1970), Wright (1982) und Gro-
eneboom (1985, 1989) behandelt. Ramsay (1998), Mammen und Thomas-Agnan (1999)
und Mammen, Marron, Turlach und Wand (2001) stellen monotone Schétzer basierend
auf der Minimierung iiber die Klasse der monotonen Splines vor. Letztere iibertragen
diese Vorgehensweise auf allgemeinere Vektorrdume. Schlieklich stellt Zhang (2004) eine
Methode der monotonen Spline-Schéitzung vor, in der er die Positivitat der Ableitung der
Regressionsfunktion ausnutzt. Eine fiir Spline-Regression iibliche Kriteriumsfunktion wird
darin mit Hilfe der Ableitung der Regressionsfunktion dargestellt und iiber die Menge der
positiven Splines minimiert.

Die zweite Kategorie von Schétzverfahren zeichnet sich dadurch aus, dass ein uneinge-
schrinkter Schéitzer in einem zweiten Schritt so verdndert wird, dass der resultierende
Schétzer monoton ist. Friedman und Tibshirani (1984) wéahlen zunéchst einen uneinge-



FEINLEITUNG 7

schrankten glatten Schétzer und wenden auf diesen die Monotonisierung von Brunk (1958)
an. Den umgekehrten Weg wéhlt Mukerjee (1988). Nach der Monotonisierung der Daten
wie in Brunk (1958) gléttet er diese mit Spline-Regression und betrachtet das asympto-
tische Verhalten des so erhaltenen Schitzers. In Mammen (1991a) werden die beiden zu-
letzt genannten Methoden sowohl asymptotisch als auch fiir endlichen Stichprobenumfang
verglichen. Hall und Huang (2001) stellen gewichtete Kernschétzer vor, deren Gewichte
anschliefsend so gewahlt werden sollen, dass sie moglichst nah an denen der Gleichvertei-
lung liegen unter der Nebenbedingung der Monotonie des Schétzers. Die in Anevski und
Hossjer (2006) beschriebene Methode verwendet die Ableitung der groften konvexen Mi-
norante eines Kernschétzers als isotonen Schétzer der Regressionsfunktion. In der Arbeit
von Dette, Neumeyer und Pilz (2006) wird ein vollstdndig auf Kernschitzung basieren-
der monotoner Schéatzer definiert. Die Autoren beginnen mit einem uneingeschrinkten
Kernschétzer wie zum Beispiel dem Nadaraya-Watson Schéitzer oder lokalen Polynom-
schitzern. Der monotone Schétzer ist die geglédttete monotone Umordnung, das bedeutet,
die Inverse der gegliatteten Verteilungsfunktion, des uneingeschrankten Schétzers.

Die Literatur iiber konvexe oder konkave Regression beschrénkt sich hauptsachlich auf die
Methode der Kleinsten Quadrate. In Hildreth (1954) ist ein konkaver Kleinste-Quadrate
Schétzer der Produktionsfunktion definiert, dessen Konsistenz in Hanson und Pledger
(1976) nachgewiesen wird. Mammen (1991b) erhélt einen konkaven oder konvexen Schét-
zer, indem er iiber die Klasse aller stiickweise monoton fallenden beziehungsweise monoton
wachsenden Funktionen minimiert und bestimmt dafiir die Konvergenzrate. Durch Mini-
mierung iiber die Klasse aller zwischen den Datenpunkten stiickweise linearen konvexen
Funktionen erhalten Groeneboom, Jongbloed und Wellner (2001) einen Schétzer fiir den
sie neben der Konvergenzrate auch die asymptotische Verteilung bestimmen kénnen. Ait-
Sahalia und Duarte (2003) kombinieren eine Kleinste-Quadrate Schétzung auf der Men-
ge der konvexen und monoton fallenden Funktionen mit einer anschliekenden Glattung
durch einen lokal linearen Schéitzer und erhalten auf diese Weise einen glatten konvexen
und monoton fallenden Schétzer der Call-Preis Funktion. Schliefslich verwenden Anevski
und Hossjer (2006) die grofite konvexe Minorante eines Kernschétzers als konvexen Re-
gressionsschétzer.

Oft erhélt man durch Betrachtung der Daten Hinweise darauf, dass der Regressionsfunk-
tion eine bestimmte Form zu Grunde liegt, hat dafiir jedoch keine theoretische Erklarung.
Will man dennoch, zum Beispiel fiir die weitere Analyse der Daten, von einem monotonen
Zusammenhang ausgehen, ist es naheliegend, diese Hypothese zunéchst durch einen sta-
tistischen Test zu iiberpriifen. Bisher existieren relativ wenige Testverfahren dieser Art.
Schlee (1982) stellt einen Test vor, der auf dem Abstand eines Ableitungsschétzers zur 0
beruht. Der in Bowman, Jones und Gijbels (1998) entwickelte Bootstrap-Test verwendet
das in Silverman (1981) vorgestellte Verfahren. Dieses beruht auf dem Grad der Glattung,
also der Grofe der Bandbreite, die notig ist, um einen monotonen lokal linearen Schétzer
zu erhalten. Dieser Test hat jedoch niedrige Power wenn die wahre Regressionsfunktion
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flache Stellen besitzt (Hall und Heckman, 2000). Letztere Autoren entwickeln daher einen
Test, der auf den Steigungen einer linearen Regression auf kleinen Ausschnitten der Da-
ten basiert und besser mit solchen Situationen umgehen kann. Gijbels, Hall, Jones und
Koch (2000) betrachten zum Testen auf Monotonie die Anzahl der positiven Vorzeichen
in einer Folge vorgegebener Linge von aufeinanderfolgenden Differenzen der y-Werte. Die
Teststatistik, die in Goshal, Sen und van der Vaart (2000) vorgeschlagen wird ist ein
Funktional eines stochastischen Prozesses und kann als lokale Version von Kedall’s 7 an-
gesehen werden. Ein exakter Test auf Monotonie ist in Baraud, Huet und Laurent (2003)
gegeben. Der Kolmogorov-Test von Durot (2003) misst den groften Abstand eines em-
pirischen Prozesses zu seiner kleinsten konkaven Majorante. Zuletzt sei hier der Ansatz
von Dominguez-Menchero, Gonzalez-Rodriguez und Lopez-Palomo (2005) genannt. Dort
wird fiir den Abstand beziiglich des empirischen Mafes eines Kernschétzers zu der Menge
aller monoton wachsenden Funktionen ein Bootstrap-Verfahren vorgeschlagen.

Viele der hier genannten Schétz- und Testverfahren, insbesondere diese, die allein auf der
Minimierung iiber eine Funktionenklasse beruhen, sind zeitaufwendig und daher nur fiir
relativ kleine Datenmengen geeignet. Dariiber hinaus sind einige dieser Verfahren nur auf
homoskedastische Regressionsmodelle anwendbar. Die Bedingung der zweimaligen Diffe-
renzierbarkeit wird in vielen Methoden fiir asymptotische Untersuchungen vorausgesetzt.
So basiert zum Beispiel die asymptotische Theorie in Dette, Neumeyer und Pilz (2006)
darauf, dass die Regressionsfunktion zweimal stetig differenzierbar ist mit positiver erster
Ableitung.

Die vorliegende Arbeit diskutiert die drei oben genannten Bereiche der Regression un-
ter Einschrénkung der Form der Regressionsfunktion. Alle hier vorgestellten Methoden
basieren ausschlieflich auf Kernschatzung und gehen wie in Dette, Neumeyer und Pilz
(2006) zunéchst von einer uneingeschrinkten Schitzung aus. Diese wird in einem zweiten
Schritt entsprechend der Einschriankungen an die Form verdndert. Eine zentrale Rolle
dabei spielt die Theorie der monotonen Umordnungen. In Kapitel 1 wird das Regressions-
modell spezifiziert und es werden uneingeschrinkte Kernschéitzer und deren grundlegende
Eigenschaften vorgestellt. Die zur Definition der eingeschrinkten Schétzer notwendige
Theorie der monotonen Umordnung von Funktionen wird in Kapitel 2 kurz beschrieben
und das Prinzip verwendet um eine sogenannte “konvexe Umordnung” zu definieren.

Fiir den bereits von Dette, Neumeyer und Pilz (2006) definierten monotonen Schétzer
wird in Kapitel 3 Asymptotik fiir eine nur einmal stetig differenzierbare Regressionsfunk-
tion entwickelt. Anders als in Dette, Neumeyer und Pilz (2006) unterscheidet sich die
Konvergenzrate des monotonen von der des uneingeschrankten Schétzers, kann jedoch
beliebig nahe an dieser gewéhlt werden.

Der zweite Teil der Arbeit widmet sich der Regressionsschiatzung unter der Voraussetzung,
dass die wahre Regressionsfunktion konvex oder konkav ist. Die ausfiihrliche Darstellung
der Methode fiir den Fall der Konvexitét erfolgt in Abschnitt 4.1. Der konvexe Schétzer ist
punktweise asymptotisch normal und erster Ordnung dquivalent zu dem uneingeschrank-
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ten Schétzer. Daraus folgt, dass beide Schétzer dieselben Konvergenzraten und auch die-
selbe Grenzverteilung besitzen. Der Fall der Konkavitat kann analog hergeleitet werden.
Das Vorgehen dazu wird kurz in einer Bemerkung am Ende von Abschnitt 4.1 beschrieben.
An Hand von Simulationen wird in Abschnitt 4.2 das Verhalten des Schétzers in endlich
dimensionalen Stichproben illustriert, indem zunéchst fiir drei verschiedene Regressions-
funktionen die entsprechenden lokal linearen und konvexen Schétzer berechnet und im
Vergleich zu der wahren Regressionsfunktion dargestellt werden. Diesem ersten visuellen
Eindruck folgen Simulationen zu dem mittleren quadratischen Fehler (MSE) des konve-
xen Schétzers im Vergleich zu dem des lokal linearen Schétzers. Der mittlere quadratische
Fehler misst den zu erwartenden Abstand des Schétzers zu der wahren Regressionsfunk-
tion und ist daher ein Qualitdtsmerkmal. Je kleiner der MSE ist, desto besser ist der
Schétzer. Von besonderem Interesse sind Simulationen zum Vergleich des in dieser Arbeit
definierten Schéitzers mit dem konvexen Kleinste-Quadrate Schétzer von Groeneboom,
Jonbloed und Wellner (2001) in Abschnitt 4.2.2. Zum Abschluss des zweiten Teils werden
zwei Datenbeispiele prasentiert bei denen es sinnvoll ist konvexe oder konkave Schéatzer
zu verwenden. Das erste Beispiel zeigt die Call-Preisfunktion einer DAX Option, die nach
den Ausfithrungen in Ait-Sahalia und Duarte (2003) konvex und monoton fallend sein
muss. Als zweites Beispiel dient das Verhéltnis zwischen dem Alter von australischen
Kaninchen und dem Trockengewicht ihrer Augenlinse. Hierbei handelt es sich um einen
konkaven Zusammenhang.

Basierend auf der Inversen des monotonen und des uneingeschriankten Schétzers kann eine
Teststatistik zum Testen auf strenge Monotonie definiert werden. Es wird in Kapitel 5
gezeigt, dass diese Teststatistik strenge Monotonie eindeutig erkennt und in Verteilung
gegen eine Normalverteilung konvergiert. Dazu notwendige, aber in der Literatur bisher
noch nicht vorhandene Sitze iiber die asymptotische Verteilung des L?-Abstands von
Ableitungsschétzern zu der wahren Ableitung werden in Abschnitt 5.2.1 vorgestellt und
lehnen sich an den von Hall (1984) bewiesenen Satz fiir den L?-Abstand des Regressions-
schitzers zu der wahren Regressionsfunktion an. Wie in diesem Zusammenhang iiblich,
héngt die asymptotische Verteilung der Teststatistik von der wahren aber unbekannten
Regressionsfunktion ab. Aus diesem Grund kann sie nicht verwendet werden, um einen
asymptotischen Test auf Monotonie der Regressionsfunktion zu definieren. Fiir Anwen-
dungen wird daher ein Bootstrap-Test vorgeschlagen. Dies ist eine alternative Methode
um Tests zu definieren, ohne unbekannte Grofen wie etwa Regressionsfunktionen in der
asymptotischen Varianz erneut schitzen zu miissen. Das Verhalten des Tests in endlichen
Stichproben wird abschliefsend mit Simulationen illustriert.






Kapitel 1

Nichtparametrisches Regressionsmodell
und Grundlagen der Kernschatzung

1.1 Nichtparametrische Regressionsschatzung

Wie schon in der Einleitung erwdhnt, gibt es in vielen Bereichen der Wirtschaft, der
Natur- und Ingenieurwissenschaften funktionale Zusammenhénge zwischen zwei Messgro-
fsen. In der nichtparametrischen Regression stellt man diesen Zusammenhang durch das
Regressionsmodell

dar. Die Grofen X; heiffen Designpunkte und sind die Punkte, in denen beobachtet wird.
Liegen deterministische Designpunkte vor, so spricht man von einem festen Design. Das
Experiment ist dann wiederholbar. Sind sie zuféllig in dem Sinne, dass sie unabhéingig
identisch verteilt sind, so liegt ein zufélliges Design vor. In diesem Fall kann ein Experi-
ment nicht wiederholt werden, da jedes Mal an unterschiedlichen Stellen beobachtet wird.
In dieser Arbeit wird von einem zufélligen Design auf dem Intervall [0, 1] ausgegangen.
Als Stichprobengrofe bezeichnet man die Anzahl n der Designpunkte. Die Zufallsvaria-
blen ¢; stellen Fehlergrofen dar. Darunter fallen etwa zufallig auftretende Messfehler oder
externe Storungen des Experiments. Sie bewirken also zuféllige Abweichungen von dem
wahren funktionalen Zusammenhang. Ublicherweise werden diese Fehler als unabhiingig
und identisch verteilt und unabhéngig von den Designpunkten angenommen. Desweiteren
nimmt man an, dass die Fehler sich im Mittel aufheben, das heift es gilt E[e1] = 0, und die
Variabilitdt normiert ist (E[¢?] = 1). Die Funktion m : [0,1] — R bezeichnet die Regres-
sionsfunktion, o : [0,1] — R* beschreibt die Standardabweichung der Fehler und damit
der Beobachtungen Y;. Ist o konstant auf [0, 1], so handelt es sich um ein homoskedasti-
sches Regressionsmodell, andernfalls spricht man von heteroskedastischer Regression. Im
weiteren Verlauf wird von dem allgemeineren Fall der Heteroskedastizitit ausgegangen.
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1.2 Kernschatzer

Da die Regressionsfunktion im Allgemeinen unbekannt ist, bendtigt man Schéatzer fiir
diese. In diesem Abschnitt wird die Methode der Kernschatzung an Hand der drei gén-
gigsten Kernschétzer, dem Nadaraya-Watson Schétzer, dem lokalen Polynomschétzer und
dem Gasser-Miiller Schéatzer vorgestellt. Alle Schitzer verwenden einen Kern K, und einen
Glattungsparameter h, € R, die sogenannte Bandbreite. Ein Kern der Ordnung ¢ € N ist
eine Funktion mit den Eigenschaften

| 1 fiir j = 0
/qur(u)du: 0 firj=1,...,q—1 ,
R c#0 firj=gq

Jo K2 (u)du < 0o und limyy| e [u] K (u) = 0.

Nadaraya-Watson Schatzer

Dieser Schétzer wurde unabhéngig voneinander von Nadaraya (1964) und Watson (1964)
vorgeschlagen und ist gegeben durch

i) = i K CERY
iy i ()

Er ist also ein, abhéngig von der Stelle x gewichtetes Mittel der Daten Y; normiert mit
dem Kerndichteschétzer der Designpunkte X;. Datenpaare (X;,Y;), fir die X; nahe bei x
liegt erhalten mehr Gewicht als solche, die weiter entfernt sind. Man erhélt diesen Schétzer
unter anderem durch die gewichtete Kleinste-Quadrate Schatzung

(1.2)

- 1 - X
m(x) = arg min Z(Y; — a)zh—Kr(I - z).
i=1 T T

Fiir jeden Punkt = wird die Regressionsfunktion lokal mit einer konstanten Funktion
approximiert. Aus diesem Grund wird der Nadaraya-Watson Schétzer auch als lokal kon-
stanter Schétzer bezeichnet. Ein Nachteil dieses Schétzers ist der relativ grofse Bias, ins-
besondere am Rand des Beobachtungsbereichs [0, 1] (Hardle, 1995; Kapitel 4.4).

Lokale Polynomschatzer

Diese Schitzer verallgemeinern das zuletzt genannte Prinzip des Nadaraya-Watson Schat-
zers. Ist die Regressionsfunktion k-mal differenzierbar, so kann sie in einer Umgebung von
x durch ein Taylorpolynom p-ter Ordnung, p < k, approximiert werden,
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mit 3; = m(z)/j!. Anstatt eine lokal konstante Funktion an die Daten anzupassen,
verwendet man nun lokal ein Polynom p-ten Grades (p < k). Ein lokaler Polynomschétzer
ergibt sich daher durch die Minimierung

my(z) = argﬁmm Z < Zﬁj r— X >2h%Kr(x ;LrXi>.

Den Nadaraya-Watson Schétzer erhdlt man durch die Wahl p = 0. Gegeniiber diesem
besitzen lokale Polynomschétzer hoherer Ordnung (p > 0) den Vorteil, dass die Anpas-
sung am Rand des Intervalls [0, 1] gewohnlich besser ist (Fan und Gijbels, 1997). Lokale
Polynomschétzer eignen sich aufserdem gut um Ableitungen der Regressionsfunktion zu
schitzen. Ein Schétzer der v-ten Ableitung (v < p) ergibt sich aus der Taylorapproxima-
tion als m, ,(z) = v 13,. Es ist iiblich, die Differenz p — v zwischen Ordnung p und Grad
der Ableitung v ungerade zu wahlen. In diesem Fall erhédlt man einen einfacheren Bias
als fiir eine gerade Differenz. Der gebrauchlichste lokale Polynomschéatzer der Regressi-
onsfunktion ist der lokal lineare Schétzer (p = 1 und v = 0). Dieser hat die geschlossene
Darstellung

i (1) = Sn2(2) T 0(2) = S (€)1 ()
Sr2l2) o) - Sia(e)

(1.3)

mit

Gasser-Miiller Schatzer

Gasser und Miiller (1979) schlagen den Schétzer

n

1 Si T—Uu
w(z) = — / KT(—>qu;

mit S; = (X; + Xi11)/2 und Xy = —oo vor. Im Vergleich zu dem Nadaraya-Watson
Schétzer besitzt dieser Schatzer zwar einen kleineren Bias aber eine grofere Varianz.

In der vorliegenden Arbeit werden im Weiteren der Nadaraya-Watson Schétzer und der
lokale Polynomschétzer behandelt, die in den folgenden Kapiteln beschriebenen Methoden
konnen jedoch auch auf andere Schéitzer wie etwa den Gasser-Miiller Schétzer {ibertragen
werden.



14 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER KERNSCHATZUNG

1.3 Asymptotische Theorie

Geeignete Schitzer konvergieren gegen die wahre Regressionsfunktion, sie sind also kon-
sistent. Der Bias und die Varianz sollten aber auch schon fiir einen endlichen Stichpro-
benumfang nicht zu grofs sein. Fiir Aussagen iiber Konsistenz, Bias und Varianz eines
Regressionsschétzers werden iiblicherweise die folgenden Annahmen getroffen.

(R1) X;,7=1,...,nsind unabhéngig identisch verteilt auf dem Intervall [0, 1] mit Dichte
f

(R2) &;, i = 1,...,n sind unabhéngig identisch verteilt und unabhéngig von der Folge
{X;}, mit E[e;] =0, E[¢}] = 1 und E[e]] < o0

(R3) Die Dichte f ist ¢ — 1-mal stetig differenzierbar (f € C771([0,1]))
(R4) Die Regressionsfunktion ist g-mal stetig differenzierbar (m € C%([0, 1]))
(R5) Die Funktion der Standardabweichung ist stetig (o € C([0,1]))

(K) K., sei ein Kern der Ordnung ¢

Gleichméfige Konsistenz von Kernschétzern wird unter anderem in Mack und Silverman
(1982) oder Stone (1982) behandelt. Das Resultat von Mack und Silverman (1982) fiir
den Nadaraya-Watson Schéitzer sei hier exemplarisch genannt.

Satz 1.1 [Mack und Silverman (1982)]| Es gelten die Voraussetzungen (R1) - (R5) und
(K) und dariberhinaus

(i) sei die gemeinsame Dichte fxy von X undY stetig und erfiille

SUP/ ly|* fx,y(x,y)dedy < oo

fiir ein s > 2,
(i) erfiille der Kern [ |zlog |z||*/?|dK (z)| < oo und sei symmetrisch,
(iii) seien die zweiten Ableitungen von m und f beschrinkt und

(iv) gelte fiir die Folge h, = h,(n) von Bandbreiten fiir n — oo h, — 0 n*"'h, — oo
fiir ein 0 <n <1—s71, h2=o(logh,t/nh,)"? und 3 k2 fir ein A > 0.

Dann ist der Nadaraya-Watson Schditzer auf jedem beschrinkten Intervall J, auf dem f
positiv ist konsistent und es gilt

sup |m(x) — m(x)| = O<M> 2 fos.

zeJ nhr
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Der folgende Satz trifft Aussagen iiber den Bias und die Varianz des Nadaraya-Watson
und des lokal linearen Schétzers (vgl. Hardle, 1995 bzw. Fan und Gijbels, 1997).

Satz 1.2 Die Voraussetzungen (R1)-(R5) und (K) seien erfillt fir r = 2 und es sei
x € [h,1 — h]. Weiter bezeichne

(-1 [* ; oo
ke(K,) = 7 1u K.(u)du und by, = 1KT(u)du.

(i) Fir den Bias und die Varianz des Nadaraya-Watson Schitzers (lokal konstanten
Schatzers) gilt dann

e e D) —mf )
Blin(z)] = m(r) = hing(K,) e
o*(v)

Var(m(z)) = e f (@) br, + 0<7;lr)'

+ o(h?)

(11) Der lokal lineare Schitzer besitzt den Bias und die Varianz

Elin ()] = m(z) = hik (K )m@(z) + o(hf)
o*(x)

Var(my(x)) = o f (@) bk, + O<n}z7ﬂ)'

Eine Schwierigkeit in der Methode der Kernschiatzung besteht in der richtigen Wahl der
Bandbreite. Zwei gebrauchliche Kriterien dazu werden nun vorgestellt.

Aus Satz 1.2 ergibt sich der mittlere quadratische Fehler (MSE) der Schétzer als Summe
aus Varianz und quadriertem Bias,

o2(x m ) D () = m D)2
E((h(z) - m(x))] = nhr;&)bm.+h3qﬁ3<f<r>(( . (f)(a:) =)
2q 1
tolh, )+O<nhr)
Bin(o) = m)P] = b+ R @)+ o120 + o ).

Ein Optimalitédtskriterium fiir die Wahl der Bandbreite A, besteht darin, dass der domi-
nierende Term des MSE minimiert werden soll. Mit diesem Kriterium ist die lokal optimale
Bandbreite des Nadaraya-Watson Schétzers gegeben durch

_ 02(93)510 VR
hr,opt - <2qn((mf)(Q)(x) — mf(Q)(l‘))I{g(Kr)>
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0 200 400 600 800 0 200 400 600 800

Abbildung 1.1: Daten aus Kapitel 4.3.2 mit dem lokal linearen Schétzer (durchgezogene
Linie) und dem Nadaraya-Watson Schétzer (gestrichelte Linie). Die Bandbreite ist durch
Least Squares Cross-Validation (linkes Bild) und die Methode von Rice (1984) (rechtes
Bild) gewéhlt.

und fir den lokal linearen Schatzer durch

h _( UQ(I)bKT >1/2q+1
ropt 2qnm9(x)r2(K,) '

Die optimale Bandbreite hingt von den unbekannten Funktionen m, ¢ und f ab und muss
daher in Anwendungen geschétzt werden. Dazu gibt es verschiedene Ansétze. Rice (1984)
schlagt vor, zunéchst die Varianzfunktion durch

n—1

n—l Z H—l)_

=1

zu schatzen. Dabei bezeichnen Y(yy, ..., Y(,) die zu der Ordnung X(y), ..., X(,) gehorenden
y-Daten. Der Bandbreitenschéitzer wird proportional zu der optimalen Bandbreite als

. 62\ 1/(2¢+1)
hr,opt = (g)
gewdhlt.

Ein weiterer Ansatz ist die Methode der Least Squares Cross-Validation. Hierbei bezeichne
my—i(x), p=0,1 den Nadaraya-Watson (p = 0) oder lokal linearen Schétzer (p = 1) der
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aus den Daten ohne die i-te Beobachtung berechnet wird. Die Bandbreite wird nun so
gewahlt, dass sie den Ausdruck

n

CV(h,) = — Z(Yz - mp,—i(Xz')>2

=1

minimiert. Diese und weitere Methoden zur Wahl der Bandbreite werden ausfiihrlich in
Hérdle (1995) beschrieben.

Abbildung 1.1 zeigt zu den Daten aus Abschitt 4.3.2 sowohl den lokal linearen (durchge-
zogene Linie) als auch den Nadaraya-Watson Schétzer (gestrichelte Linie). Diese Daten
sind Beobachtungen zum Verhéltnis zwischen Alter und Trochengewicht der Augenlin-
se von wildlebenden Kaninchen in Australien. Im linken Bild wurde die Bandbreite mit
Least Squares Cross-Validation gewéhlt. Beide Schétzer passen sich auf weiten Teilen des
Intervalls gut den Daten an und zeigen ein dhnliches Verhalten. Der Effekt der schlech-
teren Anpassung des Nadaraya-Watson Schétzers am Rand wird am linken Rand des
linken Bildes deutlich. Wahrend der lokal lineare Schéatzer dort sehr nah an den Daten
liegt, iiberschétzt der Nadaray-Watson Schéatzer die Funktion erheblich. Wahlt man die
Bandbreite nach der Methode von Rice (1984), so ergibt sich das rechte Bild. Die Anpas-
sung ist in diesem Beispiel mit relativ wenigen Daten schlechter als bei der Least Squares
Cross-Validation. Wiederum zeigt der lokal lineare Schéatzer am linken Rand des Beob-
achtungsbereichs ein besseres Verhalten als der Nadaraya-Watson Schétzer. Es wird an
diesem Beispiel sehr deutlich, wie stark die Giite der Schatzung von der Wahl der Band-
breite abhéngt.

Aus Satz 1.2 erhdlt man mit einem zentralen Grenzwertsatz fiir Dreieckschemata die
asymptotische Verteilung der Schétzer. Das genaue Vorgehen wird zum Beispiel in Miiller
(1987) beschrieben. Im Folgenden bezeichne Z, L. Z die schwache Konvergenz der
Zufallsvariablen Z,, gegen die Zufallsvariable Z und A (u, 7%) eine Normalverteilung mit

Erwartungswert p und Varianz 72.

Satz 1.3 Es gelte fiir die Bandbreite h, — 0, nhi*! — oo und h, = O(n=Y*D) ynd
die Bedingungen aus Satz 1.2 seien erfillt.

(i) Fir den Nadaraya-Watson Schitzer gilt

v@EGM@—WM@—h%A&fmﬁ@gﬁbmﬂwm>lLAKQ%%?WJ'

(it) Fiir den lokal linearen Schitzer gilt

A . ; D o*(x)
V%%M@—Mw—M%MmﬁWm—HN@Vwﬁm)






Kapitel 2

Monotone und konvexe Umordnungen
von Funktionen

In diesem Kapitel wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem eine beliebige Funktion mono-
tonisiert wird, unter der Voraussetzung, dass ihre L2-Norm gleich bleibt (vgl. Bennett und
Sharpley, 1988). Aus dieser Methode wird anschlieftend ein Verfahren hergeleitet, mit dem
aus glatten Funktionen eine ebenfalls glatte Monotonisierung entsteht. Um die Ubersicht
zu bewahren, wird der Fall der isotonen Umordnung ausfiihrlich behandelt, die analoge
Methode der antitonen Umordnung anschliefsend in Bemerkung 2.6 beriicksichtigt. Die
hier beschriebene Methode findet in den folgenden Kapiteln unterschiedliche Anwendun-
gen in der Regressionsschatzung. In Kapitel 3 wird sie verwendet um einen isotonen Schét-
zer einer einmal stetig differenzierbaren Regressionsfunktion zu konstruieren. Kapitel 4
beschéftigt sich mit der Anwendung von monotonen Umordnungen auf Ableitungen von
Regressionsschétzern zur Konstruktion von konvexen und konkaven Schétzern. Schliefslich
wird aus dem inversen isotonen Schétzer und dem zugehorigen uneingeschrankten Schét-
zer in Kapitel 5 eine Teststatistik zum Testen auf strenge Isotonie der Regressionsfunktion
hergeleitet.

2.1 Isotone Umordnungen

Definition 2.1 [Bennett and Sharpley (1988)]

(i) Die Verteilungsfunktion einer Funktion g auf [0, 1] beziiglich des Lebesque-Mafes ist
definiert als

o9)(t) = / (o) <y, +€(0.1)

(11) Die isotone Umordnung einer Funktion g ist definiert als

#(9)”" (z) = inf{t € g([0,1])]6(g)(t) > «}
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Bemerkung 2.2 (i) Fixpunkte des isotonen Umordnungsoperators sind die isotonen
Funktionen, das heift, es gilt fiir isotone Funktionen ¢(g)~' = g. Diese Eigenschaft sieht
man wie folgt. Ist g isoton, so ist die Verteilungsfunktion gegeben durch

o9)(t) = /[ [ H(0(@) < t)de = s € 0, 1lo) < )

Wendet man darauf die verallgemeinerte Inverse an, so ergibt sich die Gleichung

#(g)" (x) = inf{t € g([0, 1])|sup{z € [0, 1]]g(2) < t} <z},

man wihlt demnach das kleinste ¢, so dass das grofite z mit g(z) < ¢ immer noch klei-
ner oder gleich einem vorgegebenen x ist. Der Wert ¢ ist dadurch eindeutig bestimmt als

t=g(x).

(ii) Die isotone Umordnung erhélt die LP-Norm einer Funktion fiir alle p > 0, das bedeutet

/ lg()Pde) /p / 6(0) ™ (x) P w

Zum Beweis dieser Aussage sei g ohne Beschrankung der Allgemeinheit eine Treppenfunk-
tion, die allgemeineren Fille folgen durch algebraische Induktion. Die Verteilungsfunktion
einer Treppenfunktion

k
g(z) = a;Ig,
j=1
mit Konstanten —oo < a; < ... < a; < oo und einer disjunkten Zerlegung Fj, ..., E} des
Intervalls [0, 1] ist gegeben durch
k
3(9)(1) = > m;lla,a,,1)(D),
j=1

mo =0, m; = 25:1 A(E;) und X bezeichne das Lebesgue-Maf. Daraus ergibt sich fiir die
isotone Umordnung die Darstellung

k
“Ha) = Zajj(mj—hmj](x)-
j=1

Beachtet man, dass F;, j = 1,...,k disjunkte Mengen sind und nutzt die Definition der
m; aus, so sind die Normen der wahren Funktion und ihrer isotonen Umordnung gleich,

1|9($)|pdx 1/7’ = k ‘a3|p/\ |a]| A(] m],m] 1) w
(/ )= (2 Z
= / ¢(9) Ipde) "
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g1(x)

Abbildung 2.1: Die Funktionen g, g3 und g4 (gestrichelte Linie) mit ihren Verteilungs-
funktionen (gepunktete Linie) und den isotonen Umordnungen (durchgezogene Linie)

Beispiel 2.3 Dieses Beispiel veranschaulicht an verschiedenen Funktionen das Verhalten
der isotonen Umordnung.

(i) Sehr gut ist das Prinzip der Umordnung bei einer Treppenfunktion zu sehen. Zu der
Treppenfunktion

1 1
gi(@) = 7l puza + 502 + Moy
gehort die isotone Umordnung
1 1 1
o(g1)” (@) = 1oz + Slz + Uiz

Die Blocke der urspriinglichen Funktion werden in der isotonen Umordnung ihrer Héhe
nach angeordnet. Dadurch werden die beiden Blocke der Hohe 1/4 zusammengefasst zu
einem Block der Lange 2/3 und an den Anfang des Intervalls gesetzt. Es folgt der Block
der Hohe 1/2 und zum Schluss der Block der Hohe 1. Dies ist gut im linken Bild von
Abbildung 2.1 zu erkennen. Dort ist die Funktion g; als getrichelte Linie zusammen mit
ihrer Verteilungsfunktion (gepunktete Linie) und der isotonen Umordnung (durchgezogene
Linie) dargestellt. Auch das Prinzip der Normerhaltung wird hieran deutlich. Da es sich
um eine reine Umordnung der Blocke handelt, bleibt die Flache unter dem Graphen der
Funktion und somit auch die LP-Norm gleich.

(ii) Die Funktion
ga(z) = (x —1)%, z €0,1]

ist streng monoton fallend und ihre Verteilungsfunktion daher gegeben durch

P(g2)(t) = /01 H{v > —Vt+1}dv = Vt.
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Daraus erhélt man die isotone Umordnung als

3(g2) " () = 27,
(iii) Die Funktionen
g3(z) = 3(2x — 1)?
und )
ga(z) =+ 1 sin(4mz)

sind weder monoton wachsend noch monoton fallend. Die Verteilungsfunktion von g3 ist
gegeben durch

P(g3)(t) = /I{3(2x—1 <t} = / §>§$§%<1+\/§>}de é

die isotone Umordnung von gs lautet demnach

d(gs) "' (x) = 3z°.

Das mittlere und rechte Bild in Abbildung 2.1 zeigen die wahren Funktionen gs und g4
als gestrichelte Linie mit den zugehorigen Verteilungsfunktionen, dargestellt als gepunk-
tete Linie und den isotonen Umordnungen als durchgezogene Linie. Es fillt auf, dass die
isotone Umordnung von g, auf den Intervallen mit der wahren Funktion iibereinstimmt,
auf denen diese injektiv ist. Weiter ist anzumerken, dass die isotone Umordnung einer
nicht isotonen aber differenzierbaren Funktion nicht mehr notwendig differenzierbar ist.
Diese Eigenschaft ist im Zusammenhang der Regressionsschiatzung nicht wiinschenswert.
Der Schétzer einer glatten Funktion sollte ebenfalls glatt sein. Es ist jedoch moglich, De-
finition 2.1 mit Hilfe einer Kern-Glattung der Verteilungsfunktion so zu verdndern, dass
die isotone Umordnung ebenfalls glatt ist.

Definition 2.4 Sei K, ein positiver, differenzierbarer Kern auf [—1,1] und hq die zuge-
horige Bandbreite.

(i) Die gegléttete Verteilungsfunktion von g beziiglich des Lebesque-Mafes ist definiert

als
(g / / —Kd >dudv
[0,1] hq

(ii) Die geglattete isotone Umordnung von g ist definiert als

Ona(9) " (x) = inf{t € R|en,(9)(t) > x}
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Abbildung 2.2: Die Funktionen ¢; (links), gs (Mitte) und g4 (rechts) (gestrichelte Linie)
mit ihren geglédtteten Verteilungsfunktionen (gepunktete Linie) und den geglétteten iso-
tonen Umordnungen (durchgezogene Linie) zu der Bandbreite hy = 0.05

Das Vorgehen in Definition 2.4 ist dadurch begriindet, dass die Glattung der Verteilungs-
funktion im Gegensatz zu der wahren Verteilungsfunktion durch Differenzierbarkeitsan-
nahmen an die Kernfunktion immer hinreichend glatt gewahlt werden kann und dariiber-
hinaus eine geeignete Approximation der Verteilungsfunktion ist. Aus der geglitteten
Verteilungsfunktion wird im zweiten Schritt die isotone Umordnung berechnet. Diese ist
nun ebenfalls glatt, approximiert die wahre isotone Umordnung jedoch nur. Durch geeig-
nete Wahl der Bandbreite hy kann diese Approximation verbessert werden. Die genaue
Wahl der Bandbreite wird in den folgenden Kapiteln ausfiihrlicher diskutiert. Die Appro-
ximation hat jedoch nun zur Folge, dass die isotone Umordnung einer bereits isotonen
Funktion nicht mehr exakt mit dieser iibereinstimmt. Wie weit die geglittete isotone
Umordnung in diesem Fall von der wahren Funktion abweicht, hangt wiederum von der
Bandbreitenwahl ab. Aus demselben Grund stimmt die LP-Norm der Umordnung nicht
mehr exakt mit der LP-Norm der urspriinglichen Funktion iiberein. Die erste Ableitung
der Verteilungsfunktion ergibt

1 gv) —t
— Kg| —— )dv.
ha 471] d( ha )

Dieser Ausdruck ist positiv, da der Kern K, positiv gewéhlt wird. Die geglittete Ver-
teilungsfunktion ist aus diesem Grund monoton wachsend und sogar streng monoton
wachsend, falls hy klein genug gewahlt wird.

Abbildung 2.2 zeigt die Funktionen g1, g3 und g4 (gestrichelte Linie) aus Beispiel 2.3
zusammen mit ihren geglatteten isotonen Umordnungen als durchgezogene Linie und
den zugehorigen geglétteten Verteilungsfunktionen (gepunktete Linie) fiir die Bandbreite
hq = 0.05. Die isotone Umordnung der stiickweise konstanten Funktion g; in Beispiel 2.3
ist wieder eine stiickweise konstante Funktion. Auf der rechten Seite von Abbildung 2.2
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erkennt man, dass im Gegensatz dazu die gegliattete isotone Umordnung streng mono-
ton wachsend ist. Zwischen der isotonen und der geglatteten isotonen Umordnung der
Funktion g3 in der Mitte von Abbildung 2.2 lassen sich keine wesentlichen Unterschie-
de entdecken. Die isotone Umordnung dieser Funktion ist bereits glatt, eine zuséatzliche
Glattung dndert diese daher kaum. An der geglétteten isotonen Umordnung von g, ist
zu sehen, dass sie auch auf den Bereichen, auf denen die wahre Funktion streng monoton
wachsend und injektiv ist, nicht mehr exakt mit dieser iibereinstimmt. Die Stellen, an
denen die isotone Umordnung nicht differenzierbar ist, werden hier geglittet.

Das folgende Lemma zeigt, dass die geglattete isotone Umordnung einer Funktion fiir eine
monoton fallende Folge von Bandbreiten gegen die isotone Umordnung konvergiert.

Lemma 2.5 Unter der Voraussetzung hqy — 0 gilt fir jede Funktion g und fir alle z €
[0,1]

Dra(9) () = d(9) ' (2).

Beweis Zunéchst wird gezeigt, dass die geglattete Verteilungsfunktion ¢, der Funktion
g gegen die Verteilungsfunktion ¢(g) konvergiert.

Oral9)(t) = / / Ka( 2

= _/ I{g(v <t—|—hd}/ Kd )dudv
g(v)—

_ /[{g( <t—|—hd}/v) o, Falu)dude

= [ oW <t k(o) <0 - haja

1
+/ I{t —hg < g(v) <t+ hg} Ky(u)dudv
0 (g(v)—t)/ha

= [ Hot) < t=napae

1
+/ I{t — hg < g(v) <t+ hg} Ky(u)dudv.
0 (9(v)=t)/ha

Der erste Term konvergiert fiir hy — 0 gegen die Verteilungsfunktion ¢(g), der zweite
Term konvergiert gegen 0. Wegen der Stetigkeit des Funktionals, das eine Funktion auf
ihre verallgemeinerte Inverse abbildet, konvergiert auch die gegléttete isotone Umordnung
gegen die isotone Umordnung.
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n()

Abbildung 2.3: Die isotonen Umordnungen der Funktionen g¢; (links), g3 (Mitte) und
g4 (rechts) (durchgezogene Linie) und ihre geglatteten isotonen Umordnungen zu den
Bandbreiten hy = 0.1 (gestrichelte Linie) hy = 0.05 (Strich-Punkt Linie) und hy = 0.01
(gepunktete Linie)

In Abbildung 2.3 sind die isotonen Umordnungen der Funktionen ¢;, g3 und g4 und ihre
gegliatteten isotonen Umordnungen fiir die Bandbreiten hy = 0.1, 0.05 und 0.01 darge-
stellt. Man erkennt gut die Konvergenz der letzteren gegen die isotonen Umordnungen.
Wiéhrend bei den Funktionen g; und g4 an den Stellen, an denen die isotone Umordnung
nicht differenzierbar ist, noch Unterschiede, bedingt durch die Wahl von hy, zu erken-
nen sind, zeigen die gegléatteten isotonen Umordnungen der Funktion gs fiir verschiedene
Bandbreiten h, ein nahezu identisches Verhalten.

Bemerkung 2.6 (i) Analog zu dem Vorgehen bei der isotonen Umordnung ist die anti-
tone Umordnung einer Funktion g gegeben durch

p(g) " (z) = inf{t € Rp(g)(t) < =}
mit
1
Pt = [ Holw)= v
0
und auch die gegléattete Version lésst sich hier definieren. Es ist dann
na(9) " (x) = inf{t € Rlon, (9)(t) < x}

mit

o0 = [ [ k(S0 e, )

d
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(ii) Die isotonen Umordnungen sind in Definition 2.1 nur fiir das Lebesgue-Mafs formuliert.
Sie kénnen jedoch auch fiir jedes beliebige Mafs p bestimmt werden. Anstatt in der De-
finition der Verteilungsfunktion beziiglich des Lebesgue-Mafes zu integrieren, wird dann
beziiglich des Mafses 11 integriert. Dieser allgemeinere Fall wird in Bennett und Sharpley
(1988) detailliert beschrieben.

2.2 Konvexe Umordnungen

Die Theorie der isotonen Umordnung aus dem vorhergehenden Abschnitt wird hier ver-
wendet, um konvexe Umordnungen von differenzierbaren Funktionen zu definieren. Eine
differenzierbare Funktion m ist genau dann (strikt) konvex, wenn ihre Ableitung (streng)
monoton wachsend ist. Daher wird die konvexe Umordnung einer Funktion definiert iiber
die Stammfunktion der isotonen Umordnung ihrer Ableitung. Nach Bemerkung 2.2 (ii)
besitzt die Ableitung der konvexen Umordnung somit dieselbe LP-Norm wie die Ableitung
der urspriinglichen Funktion.

Definition 2.7 Sei m eine auf dem offenen Intervall (0,1) differenzierbare Funktion.

(i) Fiir a € [0,1] ist eine konvexe Umordnung von m gegeben durch
(x,a) / o(m") " (2)dz + m(a).
(i) Fine geglattete konvexe Umordnung von m ist definiert als

pn,(m)(z, a) / én,(m') " (2)dz + m(a).

Die konvexe Umordnung einer Funktion ist nicht eindeutig bestimmt, sondern héngt von
der Wahl der Integralgrenze a ab. Je nach Zusammenhang und Funktion erweisen sich
verschiedene Grenzen als sinnvoll. Um nicht in jeder Situation neu iiber die Wahl von
a entscheiden zu miissen, ist die Definition einer optimalen konvexen Umordnung hilf-
reich. Als Optimalititskriterium dient hier der L2-Abstand der Umordnung zu der wahren
Funktion. Es sind jedoch auch andere Abstandsmafe denkbar. Folgender Satz liefert eine
geschlossene Formel fiir die L?-optimale konvexe Umordnung.

Satz 2.8 FEs existiert eine L*-optimale (geglittete) konvexre Umordnung, die unabhingig
von der Wahl von a ist und sich berechnen ldsst als

p(m)(z) = p(m)(z,a”) = /O p(m)(z,a)da (2.2)
bzw.

g (m) () = piy(m) (2, 0") = / png(m) (2, a)da. (2.3)
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Beweis Hier wird nur der Fall der konvexen Umordnung betrachtet. Die Aussage fiir
die geglattete konvexe Umordnung folgt analog. Es ist nachzuweisen, dass eine konvexe
Umordnung existiert, die den L?-Abstand

/0 (p(m)(z,a) — m(z))*dx

minimiert. Dazu bezeichne ® die Stammfunktion von ¢(m’)~!. Mit dieser Bezeichnung
lasst sich die konvexe Umordnung schreiben als

p(m)(z,a) = &(z) — &(a) +m(a)
und mit der Bezeichnung A(x) := m(x) — ®(z) ist das Minimum des L?-Abstands
1 1
min / (p(m)(x,a) — m(z))*dz = min / (A(a) — A(z))?dz.
ae[O,l} 0 aE[O,l} 0

Wegen der Stetigkeit von A kann in obiger Gleichung anstatt iiber alle a € [0, 1] auch
tiber alle b € B = A([0, 1]) minimiert werden. Es ist dann

min [ (o)) = i) e = in [ (0= M)

und die Minimalstelle ist offensichtlich

b = /01 A(z)dz.

Erneut wegen der Stetigkeit von A existiert nun mindestens eine Stelle a*, mit A(a*) = b*.
Somit gibt es eine konvexe Umordnung, die den L2-Abstand minimiert. Zum Beweis der
restlichen Aussage beachte man, dass nach obiger Diskussion

p(m)(z,a") = &(x) — ®(a") +m(a”) = Ala”) + ()

= /01 Ala)da + ®(x) = /Ol(A(a) + ®(z))da
= [ ptmiaaa

gilt. Diese Gleichung beweist zum einen, dass die L?-optimale Umordnung unabhingig ist
von der Wahl von a, und liefert zum anderen die Darstellung in (2.2). O

Bemerkung 2.9 Ist eine differenzierbare Funktion bereits konvex, so implizieren die Ei-
genschaften der isotonen Umordnung, dass jede konvexe Umordnung und somit auch die
L*-optimale Umordnung der urspriinglichen Funktion gleicht. Ahnlich wie schon bei den
geglétteten isotonen Umordnungen gilt diese Aussage fiir geglittete konvexe Umordnun-
gen nur noch approximativ.
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Abbildung 2.4: Die Funktion m(z) = (2z — 1)3/2 + 1/2 (durchgezogene Linie) mit vier
konvexen Umordnungen (gepunktete Linien) fiir a = 0, 0.25, 0.5 und 0.75 und der L2-
optimalen Umordnung (gestrichelte Linie)

Beispiel 2.10 Die Funktion

1 1

= (2 -1+ =

m(z) = 122~ 1)7 + 1
ist nicht konvex. Die isotone Umordnung ihrer Ableitung m’(z) = 3(2z — 1)? ist nach
Beispiel 2.3 gegeben durch ¢(m’)~!(z) = 32?. Eingesetzt in die Definition der konvexen

Umordnung ergibt dies
1 1
p(m)(z,a) = 2° — a® + 5(2a —1)%+ 3
Nach (2.2) erhélt man fiir die L?-optimale Umordnung

1
plm) () = + 7.
Die optimale Umordnung erhalt man auch durch die Integralgrenzen aj ~ 0.103741 und

a3 ~ 0.638824.

Abbildung 2.4 zeigt die Funktion m als durchgezogene Linie mit vier konvexen Umordnun-
gen fiir a = 0, 0.25, 0.5 und 0.75 dargestellt als gepunktete Linien und der L?-optimalen
konvexen Umordnung als gestrichelte Linie.

Bemerkung 2.11 Um eine (geglittete) konkave Umordnung zu erhalten wird an Stelle
der isotonen Umordnung die (geglattete) antitone Umordnung aus Bemerkung 2.6 auf die
Ableitung der Funktion m angewandt. Es ist dann

wmmw:/ﬂmw*wm+m@,
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beziehungsweise
o (m)(,0) = [ ) (2)dz + mla).
In Analogie zu Satz 2.8 existiert eine L2-optimale konkave Umordnung gegeben durch

wmwwmmmwﬂ—Ammwmm

beziehungsweise

ong(m)(z) = on,(m)(x,a") = /o on,(m)(x,a)da.






Kapitel 3

Schatzen von 1sotonen
Regressionsfunktionen

In diesem Kapitel wird die Theorie der isotonen Umordnung aus Kapitel 2.1 auf einen
uneingeschrankten Schéatzer der Regressionsfunktion angewandt, um einen isotonen Schét-
zer der Regressionsfunktion zu erhalten. Bezeichnet m den urspriinglichen Schétzer der
Regressionsfunktion, so ist mit den Bezeichnungen aus dem vorhergehenden Kapitel die
(geglittete) Verteilungsfunktion von rm gegeben durch

() = d(m)(t) baw. éy,(t) = ¢(i)(1). (3.1)
Der (geglattete) isotone Schétzer wird im Folgenden geschrieben als
o (x) = o(m) H(x) bazw. ¢l (z) = én, () (@), (3.2)

Die gerade definierten isotonen Schétzer sind daher (geglattete) Umordnungen des unein-
geschriankten Schétzers. Als uneingeschriankte Schétzer der Regressionsfunktion kommen
alle Arten von Schétzern der Regressionsfunktion in Frage. Beispiele dafiir sind Kern-
Schétzer wie der Nadaraya-Watson Schétzer, der Gasser-Miiller Schétzer oder lokale Po-
lynomschétzer, aber auch Schétzer basierend auf Splines, Fourier-Reihen Entwicklung
oder Wavelets sind als Anfangsschitzung denkbar.

3.1 Asymptotik des isotonen Kernschatzers

Im Folgenden wird das asymptotische Verhalten des isotonen gegliatteten Schétzers un-
ter verschiedenen Annahmen an den Grad der Differenzierbarkeit der wahren Regressi-
onsfunktion untersucht. Dabei beschrinken sich die Aussagen auf den Nadaraya-Watson
Schétzer als uneingeschrankte Schiatzung der Regressionsfunktion. Liegt das Regressions-
modell (1.1) vor, so haben Dette, Neumeyer und Pilz (2006) fiir eine streng monoton
wachsende und zweimal stetig differenzierbare Regressionsfunktion m gezeigt, dass der
isotone Schétzer in Verteilung gegen eine Normalverteilung konvergiert.
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Satz 3.1 |Dette, Neumeyer, Pilz (2006)] Es gelte m, f € C%*([0,1]), o € C([0,1]), und
die Bandbreiten erfiillen log h, ' /(nh.h3) = o(1), ha, hy — 0 fiir n — oo.

(a) Existiert dariberhinaus lim,HOOZ—f = c € (0,00], so gilt fiir alle x € (0,1) mit
m/(z) >0

11 , m'(z) o(m"f+2m'f!
Vinha (93, () = me) = ma( Ko emss = (Ko (== ) (@)
> N(0,5*(x),

fiir ko(K,) = %fjl u? K, (u)du und die asymptotische Varianz ist gegeben durch

2 —M w+em!(z)(v—u w u v)dwdudv
(0 = T [ Kot ) (0—0) Kot (1) K (o) ddud. (3.3)

(b) Istlim, o Z—j =0, so folgt fir jedes x € (0,1) mit m’(x) >0

ml/f + 2m/f/
f

und die asymptotische Varianz ist gegeben durch

Vb, (65,1 (@) = mi@) = ra(E)R )@)) = N (0.8 (@))

~2 _ Uz(x) 20 du
o) =5 /Kr( du. (3.4)

Dieser Satz zeigt, dass der isotone Schétzer in der hier betrachteten Situation unter der
Voraussetzung hq/h, — 0 in erster Ordnung asymptotisch dquivalent ist zu dem unein-
geschriankten Schétzer, da der Bias der beiden Schétzer bis auf einen vernachléssigbaren
Term gleich ist und die asymptotischen Verteilungen dieselbe Varianz besitzen. In der Si-
tuation von Teil a) des Satzes ist dies nicht der Fall. Sowohl die Grenzverteilung als auch
die Konvergenzrate der beiden Schéatzer unterscheiden sich in diesem Fall. Die Annah-
me der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit der Regressionsfunktion und der Dichte
wird in dem Beweis von Satz 3.1 an mehreren Stellen verwendet. Das bedeutet, dass auf
Grundlage dieses Satzes asymptotische Verteilungsaussagen des isotonen Schétzers nur
fiir Regressionsfunktionen getroffen werden konnen, die zweimal oder 6fter differenzierbar
sind. Fiir den Nadaraya-Watson Schétzer existieren asymptotische Verteilungsaussagen
auch, falls m nur einmal stetig differenzierbar ist. Im Folgenden wird nun das asympto-
tische Verhalten des isotonen Schétzers untersucht, falls m einmal stetig differenzierbar
ist, und mit der asymptotischen Verteilung des Nadaraya-Watson Schétzers unter dieser
Voraussetzung verglichen. In dieser Situation sei K, ein Kern der Ordnung 1 und ebenfalls
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einmal stetig differenzierbar. Der Kern K sei weiterhin von der Ordnung zwei, symme-
trisch und zweimal stetig differenzierbar auf dem Intervall [—1,1]. Dariiberhinaus gelte
nun noch K4(+1) = 0 und K sei von 0 weg beschrankt. Gilt fiir die Bandbreiten

hyyhg = o(1), nh.,nhg — oo (3.5)
hr = O(hd) (36)
nh? = 0(1) (3.7)
_ 1
nh¥073 = 0(1),0 <6 < D (3.8)
log b1
T = 1 3.9
nhrhz 0( )7 ( )

so kann fiir den isotonen Schétzer asymptotische Normalitdt nachgewiesen werden. Das
Resultat ist in den folgenden beiden Sdtzen zusammengefasst. Es gilt fiir den inversen
isotonen Schétzer ¢, = ¢p, (M)

Satz 3.2 Erfillen die Bandbreiten die Bedingungen (3.5)-(3.9) und ist die Dichte f €
CY([0,1]), so gilt fiir eine streng monoton wachsende Regressionsfunktion m € C'([0,1]),
und fiir alle t € (m(0),m(1)) mit m'(m=(t)) > 0

Viha(fng(t) — m™ () + heage, k, (£) — habr,(t))) — N(0,72(t))

mit

B ! ! m/(m=(t + hgv) + hepu)
ar, K, (t) = /1 Ky(v) /1 ul,(u) (T 1 Fug0) dudv

bi(t) = [ wa(w)(m (4 R

A1) [
i@y ., K

und Konstanten X\, pn € [—1,1].

Beweis Es sei -
g(2) :/ Ky(u)du.
Dann gilt ¢/(z) = —K4(z) und ¢"(z) = —K/(z) und die Differenz ¢y, (t) — m~'(t) kann

wie in Dette, Neumeyer und Pilz (2006) mit Hilfe einer Taylorentwicklung geschrieben
werden als

Qghd(t) —m7t) = —mit) + /01 /T:)_f Ky(u)dudv = —m~'(t) + /019<—m<?;3d_ t)dU
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= O+ o) — o [ (" o) —

ha ha
_2%3/0 K&(g(vf)ld_t>(m(v)—m(v))de

= AP0+ AP0 +550()
mit
ADE) = ¢n,(m)(t) —m™(t)
) B 1/t m(v) —ty\, .
AW = =5 | Kd<h—d>(m(v)—m(v))dv
N _hi?l /O K&(%)du(ﬁz(v)—m(v))%v

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

und [£(v) —m(v)| < |Mm(v) —m(v)|. In einem ersten Schritt wird die Differenz ¢y, (m)(t) —

m~(t) berechnet. Wie in Dette, Neumeyer und Pilz (2006) erhilt man
APD() = G (m)(t) —m (1)

-1

1

Mit partieller Integration und einer Taylorentwicklung ergibt dies
1 1
AO@) = m(t—hy) + (m—l(t—|—hdz)/ Kd(v)dv)‘
. -1

1

+ / Ka(2)m ™ (t + hqz)dz —m ™ (t)
-1

1

= hd/ 2Kq(2)(m 1) (t + ha)z)dz

= bk, (t)
fiir ein A € [0, 1]. Dies ist ein Teil des Bias in Satz 3.2.

(m™ 1Y (t + hgz) / Ky(v)dvdz — m™(t).

(3.14)

Der Term Aq(ll)(t) liefert die asymptotische Verteilung. Um die Aussage zu beweisen, wird

er weiter zerlegt in
AP = (A + AL @) (14 0,(1))

mit

AUD(@) = —nhihd é /0 1 Kd(m(q;l_il—t) KT(U ;fﬁ)m(&;@)m(“)dv

AOD() = _nhihd g /01 Kd<m(1;L)d— t)KT(U ;LX1> a(}f((;))eidu

(3.15)
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Der Erwartungswert von A&}'”(t) ist

E[AGD(#)] = _nhlhd i . [/1 Kd<m(1;3d— t>Kr (v ;LTXZ) m(XiJZ(;)m(v)dv]

B v—y\m(y) —mv)
h hd >K< I ) ) dvf(y)dy
_ th) +hr m(v) —t v —y\m(y) —m(v)
= i / o / o Kd(—hd )5 ( " ) )Wy
_ o m'(m = (t 4+ hav) = hopy)
= —h /_1 » Ka(v)y K, (y) eI Fm™ (4 hqv))
> {1 + hryf (m_ (t + hdv) B hrl/y) }dU

f(m=H(t + hav))

— <t [ Koty [ ™ R S 4 o)

+0<\/717> (3.16)

Die Abschétzung der Varianz von A,(ll'l)(t) kann auch bei nur einmaliger Differenzierbar-
keit der Regressionsfunktion dhnlich wie in Dette, Neumeyer und Pilz (2006) durchgefiihrt
werden. Man erhélt wie dort mit den Substitutionen v = y — h,u im dritten Schritt und
y =m Y (t — hqz) + h,u im vierten Schritt und einer Taylorentwicklung der Ordnung 1

nh%h% v ( /0 1 m(%) K (th; v> (lef( )m(v) )

= nhéh%EK/o Kd<m(1;3d_t>K"<th;U> <X1]2 d”]

-l m(”““f “)-t>m<u>—f€;"<_y’h;>du>2f<y>dy

(m=(t + hq2) + h.(u
hq

t (M7t + haz) + hpw, )ty (m™H(E + haz) + hyu, w)

fm=(t + haz)) f(m=1({E + haz) + he(u — w))

Var(AiLl'l)(t)) =

D=0 K () ()

K
nhd d

xf(m_l(t + hgz) + hyu)

><( )(t—i—hdz Ydudwdz
_ nhdf /Kd )= / K (@)t (m 1 (2), w)dut) (14 o(1)

_ 0<n_hd>
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mit t,,(y,u) = um/(y) + o(1). Im fiinften Schritt wird die Stetigkeit von m, m’ und f und
die Bedingung (3.6) verwendet. Somit gilt

Ag.l)(t) = —h, /_11 Kq(v) /_11 K, (y) ml(ﬂ;/(lg—t(?ﬁ})hgvgﬂy) dydv + OP(\/:LT>
ax, i, (t) + OP(\/%M)

Dieser Term liefert den zweiten Teil des Bias in Satz 3.2, hat jedoch keinen Einfluss auf
die Varianz der asymptotischen Verteilung. Diese wird allein durch den Term A,(lu)(t)

bestimmt. Der Erwartungswert von A2 (t) ist 0, daher erhélt man die Varianz als

Var(A{)(t)) - E[(%ﬁf‘” ()]
- e [ SRR s

= [ st (R ) 28

o f(m=L(t + hgz) + hyu)
fm=Ht + haz)) f(m~H(t + haz) + he(u — w))

et
o? f(m™ Yt + hqz) + hyu)
fm=1(t + hqz)) f(m=Y(t + hgz) + hy(u — w))

1 2
= T +o())

x(m~Y) (t + hgz) dudwdz

X K, (u) K, (w) dudwdz

Im folgenden Schritt wird eine Ljapunov-Bedingung fiir \/nhqu(ll'Q) (t) nachgewiesen. Mit
dem zentralen Grenzwertsatz folgt dann die Konvergenz in Verteilung gegen eine Normal-
verteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz 7%(¢). Es ist mit x;(v) = m™(t + hg2)

n

bl [CR2 ) )]

- W / H / t)Kr(y;—T”’“) f‘iZ’;))a“(y)f(y)dy

_ 51 / Kaly /K wa) Z)))) oz, (v) + hys)

)+ h (u4 —ug)) —t K, (ug)duy,
H / ha ) Fe(v) + hy(ug — uk))]d“‘*dz
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Zum Abschluss des Beweises wird der verbleibende Term A%Q)(t) betrachtet,

AP = ,j Kd(f(”,id‘t)<m<v>—m<v>>2dv

e (1 (5 )) [ (5,) - () e

_ 19 Kd(M)@(m(v) — m(v))*dv(1 + op(1))

hq Ot J, hq
- - / Ky (=0 60) = o) 2o + op(1)
= APY@)(1 + op(1)). (3.17)

Die Bezeichnung Ag'l)(t) ergibt sich aus der vorhergehenden Gleichung. Die dritte Iden-
titat folgt aus der gleichméfig fast sicheren Abschitzung der Argumente in K,

St =t (Sl o)

Da K, gleichméfig stetig ist, gilt auch fast sicher gleichméafig
§v) —t m(v) —t
() (") -,
d hy d ha o(1)
und dieser Term kann aus dem Integral herausgezogen werden. Die vorletzte Identitéit in

(3.17) folgt nun durch Ableiten nach t.

Beachtet man, dass fiir eine einmal stetig differenzierbare Regressionsfunktion der mittlere
quadrierte Fehler des Nadaraya-Watson Schétzers von der Ordnung O(1/nh, + h?) ist, so

erhiilt man fiir AZ (t) ebenfalls mit der Bezeichnung x;(v) = m~1(t + hgz)

BIAPYOI <~ [ 1K) B [0 (o)) — mla(0))] i (w)do
dJ—-1

2
= O(mihd * %) = O<\/7t_hd)

Aus dieser Ly-Konvergenz folgt die stochastische Konvergenz AZ (t) = op(1/+/nhg) und
Satz 3.2 ist bewiesen.

Um von der Verteilung des inversen isotonen Schétzers bei einmaliger Differenzierbarkeit
auf die asymptotische Verteilung des monotonen Schétzers zu schlieken, kann hier nicht
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so vorgegangen werden wie in Dette, Neumeyer und Pilz (2006). Dort wird an mehreren
Stellen des Beweises die zweimalige Differenzierbarkeit verwendet. Im Folgenden wird
daher der Mittelwertsatz der Differenzialrechnung fiir ngﬁh , und die fast sichere Konvergenz
des inversen monotonen Schitzers verwendet, um auf die asymptotische Verteilung des
monotonen Schétzer zu schliefen. Es sei J(6) = [m(0) + §,m(1) — ] mit 6 > 0 derart,
dass fiir alle t € J(0) gilt t + hqv € [m(0), m(1)] fir alle v € [-1,1] und

I(n) = [m™" (m(0) + ) + n,m~" (m(1) — &) — 7).

Dabei sei n := n(hg, h,) > 0 so gewédhlt, dass (ZASF_L;(SB) fir alle x € I(n) und n > ng fast
sicher in J(0) liegt. Eine solche Wahl ist moglich, da nach Lemma A.1 im Anhang die
Statistik ¢y, , Tast sicher gleichmifig gegen m™"' und somit auch é,;l gegen m konvergiert.
Eine Darstellung des isotonen Schétzers mit Hilfe des inversen isotonen Schétzers erhélt
man unter Verwendung des Mittelwertsatzes der Differenzialrechnung fiir qZ; an den Stellen

6y (x) wnd m(x), = € 1(n).

Ona( Dy (2)) = Sra(m(x)) = (65, (&) = m(2))(In,) (éna()) (3.18)
mit &, (x) —m(z)| < |ng5;d1 (x) —m(z)|. (Die Zwischenstelle &, () liegt als Konvexkombi-
nation von m(z) und &gdl (x) ebenfalls fast sicher in J(§)). Da (m™!)" auf [m(0), m(1)] nach
unten beschrénkt ist durch ein o > 0 und nach Lemma A.1 (¢,)" auf J(8) gleichmiRig

fast sicher gegen (m ')’ konvergiert, ist dort (¢j,)’ fiir alle n > ny nach unten beschrénkt
durch ein § > 0. Beachtet man nun die Identitét

Ona( O, (2)) = m™" (m()),
so kann man die Gleichung (3.18) umformen zu
. on,(m(x)) —m (m(z
¢hd1(l,)_m(l,):_ hd( (A ))/ ( ( ))
(Dny)' (Ena())
Satz 3.3 Erfillen die Bandbreiten die Bedingungen (3.5)-(3.9) und ist die Dichte f €

C'([0,1]), so gilt fiir eine streng monoton wachsende Regressionsfunktion m € C([0,1])
und x € I(n) die schwache Konvergenz

Vinha(6y,) () = m(@) = hpag, i, (m(@)m’ (@) + habre, (m(z))m'(x)) = N0, 5*(2))

mit

(3.19)

Sl (t) B /_1 Kd(v) /—1 UKT(ZO ml(ﬁ'(gl—gij)hjvl;;umdudv’ He [07 1]

b, (t) = /_11 uKg(u)(m™1) (t + hgdu)du, X € [0,1]

und

20 _ o’ (x)m'(x) ! 2
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Beweis Konvergiert der Nenner in (3.19) fast sicher und damit stochastisch gegen
(m~Y(m(z)), so folgt dieser Satz aus Satz 3.2 und dem Lemma von Slutsky. Die Dif-
ferenz dieser beiden Ausdriicke ldsst sich durch

(1) (éha(@)) = (m7) (m(@))] < (D) (Ena(@)) = (™1 (€ ()]
+(m™) (& (@) — (m™1) (m()))]

abschitzen. Nach Lemma A.1 konvergieren sowohl
TO() = |on,(t) —m™'(2)]

als auch X
TO() = |(dn,)'(t) = (m™1)'(1)]

gleichméfig fast sicher gegen null. Aus der gleichméfig fast sicheren Konvergenz von
TO(t) auf J(0) folgt auf I(n) die gleichmikig fast sichere Konvergenz von gg,:dl () und
somit von &,,(z) gegen m(z). Unter Beachtung der Stetigkeit von (m™')" erhélt man nun
die fast sichere Konvergenz von (m™1)(&,,(z)) gegen (m=1) (m(x)).

Da nach Voraussetzung &,,(x) € J(9) ist, konvergiert T (&, (z)) fast sicher gegen null
und es ist gezeigt, dass der Nenner aus (3.19) stochastisch gegen (m™')'(m(x)) konver-
giert. Mit Satz 3.2 und dem Lemma von Slutsky folgt die Aussage von Satz 3.3. o

Satz 3.3 zeigt, dass auch fiir eine einmal stetig differenzierbare Regressionsfunktion die Dif-
ferenz zwischen isotonem Schétzer und wahrer Regressionsfunktion gegen eine Normalver-
teilung konvergiert. Aufgrund der Bandbreitenbedingungen (3.5) - (3.9) unterscheidet sich
die Konvergenzrate geringfiigig von der des uneingeschréankten Schéatzers. Der Nadaraya-
Watson Schiitzer besitzt eine Konvergenzrate von v/nh,. Wahlt man fiir A, die optimale
Grokenordnung h, = v,n~'/3, so betrigt die Konvergenzrate n~'/3. Der isotone Schitzer
hingegen besitzt eine Konvergenzrate von /nhy. Die optimale Wahl von hy = ~yqn~ /3
ist wegen den Bedingungen (3.8) und (3.9) nicht moglich. Die Bandbreite hy kann je-
doch beliebig nahe an der optimalen Bandbreite gewédhlt werden. Nach Bedingung (3.8)
ist hg = yan /30 fiir ein 0 < § < 1/12 moglich. Das ergibt eine Konvergenzrate von
n'/3+9/2 Diese weicht nur um ein beliebig kleines § von der des Nadaraya-Watson Schit-
zers ab.

Ein analoges Resultat zu Teil b) von Satz 3.1 kann nicht gezeigt werden. Falls die Band-
breiten die Bedingung hg/h, — 0 erfiillen, ist die Varianz von AS'Q)(t) von der Grofsen-
ordnung O(1/nh,.). Das legt in diesem Fall eine Standardisierung der Differenz zwischen
isotonem Schitzer und wahrer Regressionsfunktion mit v/nh, nahe. Multipliziert man den
Restterm A%z'l)(t) mit v/nh,, so erhilt man

1 \/nhb
Vb AR (t) = 0P<¢m +5).
rlty d

Dieser Ausdruck konvergiert unter der Bedingung hy/h, — 0 nicht gegen 0.
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3.2 Vergleich mit dem isotonen Kleinste-Quadrate
Schatzer

In diesem Abschnitt wird ein weiterer konsistenter isotoner Schétzer beschrieben und
dessen Asymptotik angegeben. Den schon in der Einleitung erwiahnten Kleinste-Quadrate
Schétzer von Brunk (1955, 1958) erhélt man unter anderem durch die Minimierung

5 . e ] . — 2
i (X;) argmzmi;(n Z;)

mit Z2 = {Z € R"|Z; < ... < Z,}. Zwischen den Datenpunkten wird der Schéitzer
linear interpoliert. In Brunk (1970) wird die asymptotische Verteilung dieses Schétzers
angegeben. Ist die Regressionsfunktion m einmal stetig differenzierbar und x € (0, 1), so
gilt
1/3( 2 / 1/3 N D /
n! (o2 @)l (2) (g (@) = m(2) = H'(0),

wobei H(t) die grofte konvexe Minorante von W (t) + t* ist, und {W(¢)|t € R} ist eine
zweiseitige Brownsche Bewegung mit E[W (¢)] = 0, Var(W (t)) = |t| und W(0) = 0 (vgl.
Prakasa Rao, 1969).

Somit besitzt der isotone Kleinste-Quadrate Schétzer rm; nach Brunk (1970) dieselbe
Konvergenzrate wie der Nadaraya-Watson Schétzer im Fall der einmaligen Differenzier-
barkeit und die Rate des isotonen Kernschéatzers q@;dl weicht nur um den Faktor n®/2,
0 < 0 < 1/12, von dieser ab. Letzterer hat den Vorteil, dass er mit der Normalverteilung
eine viel einfachere Grenzverteilung besitzt als der isotone Kleinste-Quadrate Schétzer.
Ein Nachteil des Schétzers m; ist auch, dass fiir die Giiltigkeit der Asymptotik die wahre
Regressionsfunktion einmal stetig differenzierbar sein muss, der Schétzer m; jedoch im
Allgemeinen wegen der stiickweisen Linearitéat nicht iiberall differenzierbar ist.

Sowohl zu dem isotonen Kernschétzer q@,:dl als auch zu dem Kleinste-Quadrate Schatzer
m; wurden Simulationen durchgefiihrt, um das Verhalten der beiden Schétzer in endlichen
Stichproben zu vergleichen. Thr Verhalten hingt sehr von der wahren Regressionsfunkti-
on und der Standardabweichung der Daten ab. Die Abbildung 3.1 zeigt den isotonen
Kernschétzer gg}:dl als durchgezogene Linie zusammen mit 7 (gestrichelte Linie) und der
wahren Regressionsfunktion m (gepunktete Linie). Es wurden n = 100 Daten mit einer
Standardabweichung von ¢ = 0.1 zu den Regressionsfunktionen

1\3 1
my(z) = 4(:10—5) +§
2 — Ba? 4+ Lo fiir z €0, 5]
128 12004, 08 g 1]
o’ — Zrt 4 zo+ 2 fiir v € (5,1]
Eexp(3z) — & fir z € |

ms(x) = .
3(2) { l—loexp(quL%)—%exp(%)—% fir x € (

]

4
301
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Abbildung 3.1: Monotoner Kernschétzer (;AS,:; (durchgezogene Linie) und monotoner
Kleinste-Quadrate Schétzer m; (gestrichelte Linie) zusammen mit den wahren Regres-
sionsfunktionen (gepunktete Linie) m; (links), my (Mitte) und ms (rechts). Die Stichpro-
bengréfe betréagt n = 100 und die Standardabweichung ist ¢ = 0.1. Die obere und untere
Zeile entsprechen 2 verschiedenen Simulationslédufen.

erzeugt. Die Regressionsfunktion m; ist als Polynom dritten Grades beliebig oft differen-
zierbar, erfiillt jedoch trotzdem nicht die Voraussetzungen der Asymptotik des konvexen
Kernschétzers, da die erste Ableitung in © = 1/2 den Wert 0 hat. Die Regressionsfunktio-
nen ms und mg sind nur einmal stetig differenzierbar, die Voraussetzungen der Asymptotik
sind dennoch erfiillt, da einmalige Differenzierbarkeit nach Satz 3.3 geniigt. Man erkennt
gut, dass der Schétzer gggdl im Gegensatz zu dem Kleinste-Quadrate Schétzer glatt ist.
Dariiberhinaus kann man an dieser Abbildung jedoch keine weiteren Aussagen iiber ge-
nerelle Vor- oder Nachteile beziiglich der Approximation der Regressionsfunktion durch
einen der beiden Schétzer treffen. Einen besseren Vergleich liefert Abbildung 3.2 in der der
MSE beider Schatzer dargestellt ist. Die obere Zeile zeigt zu den Regressionsfunktionen m;
(links), mo (Mitte) und mg (rechts) und einer Standardabweichung von ¢ = 0.1 den MSE
des isotonen Kernschétzers q@;dl (durchgezogene Linie) und des isotonen Kleinste-Quadrate
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Abbildung 3.2: MSE des isotonen Schétzers gg,:dl (durchgezogene Linie) und des isotonen
Kleinste-Quadrate Schétzers m; (gestrichelte Linie) aus 2000 Wiederholungen zu den
Regressionsfunktionen my (rechts), mo (Mitte) und mg (rechts). Die Stichprobengrofe
betragt n = 100. Die obere Zeile entspricht einer Standardabweichung von ¢ = 0.1, die
untere einer Standardabweichung von o = 1.

Schétzers my (gestrichelte Linie). Wahrend der MSE des Schétzers QAS,_L; zu der Regressi-
onsfunktion m; in dem Bereich [0.29,0.42] U [0.59,0.71] und am Rand des Intervalls [0, 1]
schlechter ist als der des Schétzers my, zeigt er fiir die Regressionsfunktionen mo und msg
fast auf dem ganzen Intervall Vorteile gegeniiber letzterem. Das legt die Vermutung nahe,
dass eine Verletzung der Voraussetzung m/(z) > 0 nicht nur in der Asymptotik, sondern
auch in endlichen Stichproben Einfluss auf das Verhalten des Schétzers gE;dl hat. Anders
ist die Situation falls die Standardabweichung grofer ist, hier o = 1. Diese Resultate sind
in der zweiten Zeile von Abbildung 3.2 dargestellt. Nun ist der MSE des Schétzers gzg,;dl
fir alle Regressionsfunktionen auf dem ganzen Intervall [0, 1] kleiner als der des Schétzers
my. Fir die Regressionsfunktion m; fillt die Differenz auf dem Intervall [0.2,0.8] jedoch
deutlich kleiner aus als fiir die Regressionsfunktionen ms und ms;.



Kapitel 4

Schatzen von konvexen
Regressionsfunktionen

In dem vorhergehenden Kapitel wurden die isotonen Umordnungen verwendet, um einen
isotonen Schétzer fiir die Regressionsfunktion zu konstruieren. In analoger Weise wird in
diesem Kapitel ein konvexer Schéitzer der Regressionsfunktion definiert, indem die konve-
xe Umordnung aus Kapitel 2.2 auf einen uneingeschrankten Schéitzer angewandt wird. Im
Folgenden wird gezeigt, dass der konvexe Schétzer konsistent, asymptotisch normalverteilt
und in erster Ordnung asymptotisch dquivalent zu dem uneingeschrankten Schétzer ist,
falls die Regressionsfunktion m tatséchlich konvex ist. Analoge Resultate konnen fiir kon-
kave Schétzer gezeigt werden. Dies wird in Bemerkung 4.5 angedeutet. Anschlieffend wird
im Abschnitt 4.2 das Verhalten des Schétzers fiir endliche Stichproben in einer Simulati-
onsstudie untersucht und dieser mit dem Kleinste-Quadrate Schitzer von Groeneboom,
Jongbloed und Wellner (2001) verglichen. Zum Abschluss werden in Abschnitt 4.3 zwei
Anwendungsbeispiele aus der Finanzmathematik und der Biologie préasentiert.

4.1 Definition und asymptotisches Verhalten des kon-
vexen Schatzers

Die Definition der konvexen Umordnung legt das folgende Vorgehen zur Konstruktion
eines konvexen Schétzers nahe. Zundchst wird die Regressionsfunktion mit einem unein-
geschrankten differenzierbaren Schétzer geschatzt. Dazu sei K, ein differenzierbarer Kern
der Ordnung 2. Wie schon im Kapitel zuvor dient hier zur Demonstration der Metho-
de der Nadaraya-Watson Schétzer m, aber sie kann auf jeden anderen differenzierbaren
Kurvenschitzer angewandt werden. Im zweiten Schritt wird nun die gegléttete konvexe
Umordnung auf diesen uneingeschrankten Schétzer angewandt, so dass sich der konvexe
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Schétzer
Png(x,0) = pr, (1) (2, a) = /x Ony (1)~ (2)dz + 1n(a) (4.1)

ergibt. Nach Satz 2.8 existiert dariiberhinaus auch ein L?-optimaler konvexer Schitzer

prale) = la®) = [ inyfoado (42

der Regressionsfunktion. Der folgenden Satz zeigt, dass fiir jede Wahl von a der konvexe
Schitzer, und daher auch der L2-optimale Schitzer fiir n — oo gegen die wahre Regres-
sionsfunktion konvergiert. Ausserdem folgt, dass er dieselbe Grenzverteilung besitzt wie
der uneingeschrénkte Schétzer. Zusétzlich zu den Annahmen an das Regressionsmodell
(1.1) seien die Regressionsfunktion m und die Dichte f dreimal stetig differenzierbar. Die
Funktion K, sei hier ein symmetrischer, dreimal stetig differenzierbarer Kern der Ordnung
3. Der symmetrische Kern K; der Ordnung 2 sei zweimal differenzierbar mit Lipschitz ste-
tiger und von 0 weg beschrinkter zweiter Ableitung. Beide Kerne haben wie bisher den
kompakten Trager [—1, 1]. Fiir die zugehorigen Folgen von Bandbreiten gelte

hg, h, — 0, (4.3)

nhq, nh, — o0, (4.4)

ha/B2? — 0, (4.5)

nh! = O(1), (4.6)

(log h )32 /nh2hy = o(1). (4.7)

Diese Bedingungen sind zum Beispiel alle erfiillt fiir h, = ~,n~ Y7 und hg = ygn = mit

3/14 < a < 2/7.

Satz 4.1 Es sei m strikt konvex und dreimal stetig differenzierbar. Erfillen die Band-
breiten h, und hq die Bedingungen (4.3)-(4.7), so gilt fir alle z € (0,1) mit m"(x) > 0
und jedes a € (0,1)

pry(z,a) —m(x) = m(x) — m(z) + o, <\/%hr>

Mit dem Lemma von Slutsky erhélt man als direkte Folgerung aus Satz 1.3 und 4.1 die
Verteilungskonvergenz.

Folgerung 4.2 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 gilt

Vb (pny(, ) = m(x) = by(x)) = N(0,9%())
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mat
m (3)_m 3)
() = () I ),
2 _ Uz(x) ! 2
7 (z) (o) /_ 1 - (y)dy
und r3(K, —1/3'f1 wK,(u

Beweis von Satz 4.1 Es sei M die Menge aller Funktionen g € C?(R) mit positiver
Ableitung, so dass t im Inneren des Bildes von g enthalten ist. Das Funktional
M - R
v { _
g — g
bildet die strikt isotonen Funktionen aus M auf die zugehorige Inverse ab. Weiter sei die
Funktion ) definiert durch

(10,1 — R
Q: { A = U(g+ Mgz — q1))-

Wie in Dette, Neumeyer und Pilz (2006), Lemma A.1 l&sst sich mit dem Satz tiber implizite
Funktionen zeigen, dass () differenzierbar ist mit

/ . g2 — g1 ° _ 1
OW =~ g @+ A=)

" o —2(g95 — g1) (92 — 91) (g7 + Mgy — g7))
O = Q(A){giﬂLA(gé—gi)Jr (91 + Mg — 91))? }OQM)'

Damit erhélt man mit g; = m/~' und gy = ¢y, (77') fiir den konvexen Schitzer die von-
Mises Entwicklung

pry(x,a) —m(x) = /ﬂﬂ Ap(2)dz + % /ﬂﬁ Bn(2)dz + (m(a) — m(a)) (4.8)

mit

L b () (m (2)) — m/ " (m(z .
M) = s ()0 (9) = ' (), (19)

2(ng (1) — ') (@, (1) — ')’
{(m/ ™+ A= (n, (1)) = m/ 1))}

(g () — 2 4 A (g (1) —

{(m/ ™+ X (o, (1) = m/ 1))}

o \n(2) (4.10)

m/il))// o )\n<z)




46 KAPITEL 4. SCHATZEN VON KONVEXEN REGRESSIONSFUNKTIONEN

und A\, (2) = (m' ™" + X(¢n, (') — m'~"))~(2). Die Betrachtung der Einzelterme in der
Zerlegung (4.8) erfolgt getrennt in zwei Lemmata, die am Ende dieses Kapitels bewiesen
werden.

Lemma 4.3 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 gilt

/j An(2)dz = () — m(z) + op(\/%hr).

Lemma 4.4 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 gilt

/; Bo(2) = op(ﬁ).

Mit Lemma 4.3 und 4.4 und der Zerlegung (4.8) ergibt sich nun die Behauptung des
Satzes. O

Bemerkung 4.5 Wendet man anstatt der konvexen Umordnung die konkave Umordnung
aus Bemerkung 2.11 auf den Schétzer der Regressionsfunktion an, so erhélt man einen
konkaven Schétzer von der Form

bnsf.0) = on, () . ) = | " on(7) " (2)d + i(a)

und den L?-optimalen konkaven Schitzer

1
Ony(T) = 0Ony(7,0") = / On,(x,a)da.
0

Mit dhnlichen Methoden wie im Beweis von Satz 4.1 kann man fiir alle z € (0,1) mit
m”(x) < 0 und jedes feste a € (0, 1) zeigen, dass

On,(z,a) —m(x) = m(z) —m(z) + op <L>’

vnh,

gilt, falls m streng konkav und dreimal stetig differenzierbar ist und die Bandbreiten die
Bedingungen (4.3)-(4.7) erfiillen.

4.2 Simulationen

In diesem Abschnitt wird das Verhalten des konvexen Schétzers fiir verschiedene konvexe
Regressionsfunktionen in endlichen Stichproben untersucht und mit dem des lokal linearen
und des konvexen Kleinste-Quadrate Schétzers von Groeneboom, Jongbloed und Wellner
(2001) verglichen. Dazu werden Daten basierend auf dem Regressionsmodell

}/i:mj(Xi)—f-O'Efi, 1= 1,...,n, ]:1,2,3
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Abbildung 4.1: Die Regressionsfunktionen (durchgezogene Linie) m; (linke Spalte), mso
(mittlere Spalte) und ms (rechte Spalte), der lokal lineare Schétzer (gepunktete Linie)
und die zugehorigen konvexen Schitzer (gestrichelte Linie) aus zwei verschiedenen Simu-
lationsldufen (obere bzw. untere Zeile) mit Stichprobengréfse n = 100 und Standardab-
weichung o = 0.1.

erzeugt. Die Zufallsvariablen X; sind gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1] und die Fehler
g; sind standardnormalverteilt. Fiir die Standardabweichung o wird je nach Situation der
Wert 0.1 oder 1 gewahlt und die Regressionsfunktionen sind gegeben durch

mi(z) = eizp(3(ﬂfI12))
m(@) = g(e=3)

—4r +1 falls Ogazg;ll
ms(r) = 0 falls %1 <zx< %
4r — 3 falls %gxgl

Alle drei Funktionen sind konvex, im Gegensatz zu den ersten beiden ist die dritte an den
Stellen = 1/4 und x = 3/4 nicht differenzierbar und erfiillt somit nicht die Annahmen
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der asymptotischen Theorie in Abschnitt 4.1. Als uneingeschrankter Regressionsschétzer
dient hier im Gegensatz zum vorhergehenden Abschnitt der lokal lineare Schétzer my,
definiert in (1.3), um Randeffekte wie sie beim Nadaraya-Watson Schétzer auftreten zu
vermeiden. Die Kernfunktionen K, und K; werden beide als Epanechnikov Kern gewéhlt,
das heifst

K;i(x) =3(1—12%)/4, j =r,d.

Auferdem wird in allen Simulationen der L?-optimale konvexe Schitzer verwendet, um
Verzerrungen der Ergebnisse bedingt durch die Wahl von a zu vermeiden.

4.2.1 Vergleich mit dem lokal linearen Schitzer

Abbildung 4.1 zeigt fiir jede der drei Regressionsfunktionen den konvexen Schétzer als ge-
strichelte Linie zusammen mit dem zugehorigen uneingeschrénkten Schétzer (gepunktete
Linie) und der wahren Regressionsfunktion (durchgezogene Linie) aus zwei verschiede-
nen Simulationsdurchldufen. Die Standardabweichung ist hier als ¢ = 0.1 gewéahlt und
die Schatzungen basieren auf n = 100 Daten. Die zur uneingeschréinkten Schétzung der
Regressionsfunktion nétige Bandbreite h, wird durch Least Squares-Cross Validation be-
stimmt und die zur Monotonisierung benétigte Bandbreite ist geméaft der Bedingungen
(4.5) und (4.6) hq = h}°®. Wihrend der konvexe Schitzer die Regressionsfunktionen m;
und mey sehr gut approximiert, wird ms in einer Umgebung der Punkte, in denen diese
Funktion nicht differenzierbar ist, schlechter geschétzt. Die Schétzung in den restlichen
Bereichen ist wieder sehr gut. In allen Féllen approximiert der uneingeschrankte Schét-
zer die Regressionsfunktion bereits gut, es wird jedoch deutlich, dass er nicht unbedingt
konvex ist.

Im Folgenden wird der mittlere quadratische Fehler (MSE) aus 2000 Simulationswieder-
holungen geschétzt, um die Qualitdt des konvexen mit der des lokal linearen Schétzers
zu vergleichen. Wiederum werden in jeder Wiederholung n = 100 Daten erzeugt. Die
Bandbreite h, wird nun so gewahlt, dass sie die Bedingung (4.6) erfiillt. Dazu bezeichne
6% den Varianzschitzer

n—

1
62 = ——

1
Vs — Yi)?
1) 1( )~ Yio)

mit den zu der Ordnung X,..., X, gehorenden Y(),...,Y,), wie er in Rice (1984)
vorgeschlagen wird. Die Bandbreite erhilt man daraus als h, = (62/n)"7 (vgl. Kapitel
1). Zur Monotonisierung der Ableitung wird die Bandbreite hy = h'® gewiihlt, so dass die
Bedingungen (4.3) - (4.7) der asymptotischen Theorie erfiillt sind. In den Abbildungen
4.2 und 4.3 ist der geschitzte MSE zusammen mit dem quadrierten Bias und der Varianz,
aus denen er sich zusammensetzt, fiir die drei Regressionsfunktionen und ¢ = 0.1 bzw.
o = 1 dargestellt.
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Ist 0 = 0.1, so erkennt man aus Abbildung 4.2, dass der konvexe Schétzer (durchgezogene
Linie) und der lokal lineare Schétzer (gestrichelte Linie) auch in endlichen Stichproben ein
sehr dhnliches Verhalten aufweisen wie es auf Grund des asymptotischen Resultats in Satz
4.1 zu erwarten ist. In der ersten Zeile zeigt der konvexe Schéitzer der Regressionsfunktion
my beztiglich der Varianz fir x € [0.2,0.6] und am Rand leichte Vorteile gegeniiber dem
lokal linearen Schétzer, aber insgesamt sind beide Varianzen sehr &hnlich. Deutlichere
Unterschiede kann man bei dem quadrierten Bias erkennen. Dieser ist fiir den konvexen
Schétzer fiir x € [0.15,0.4] U [0.9, 1] kleiner und auf dem restlichen Bereich grofer als der
quadrierte Bias des lokal linearen Schétzers. Im wesentlichen dominiert er die Varianz im
MSE. Letzterer ldsst daher Vorteile des konvexen Schétzers im Bereich [0.2,0.4] und am
Rand erkennen. Auf dem restlichen Intervall ist der lokal lineare Schétzer etwas besser.
Ein &hnliches Verhalten ldsst sich fiir die Regressionsfunktion msy in der mittleren Zei-
le von Abbildung 4.2 beobachten. Die Varianzen beider Schétzer sind sehr &hnlich mit
leichten Vorteilen fiir den konvexen Schétzer am Rand und auf [0.2,0.8]. Doch in grofen
Teilen des Intervalls [0, 1] ist der quadrierte Bias des konvexen Schétzers grofer als der des
lokal linearen Schéatzers. Da auch hier dieser den MSE dominiert, lassen sich mit diesem
Kriterium lediglich Vorteile fiir den konvexen Schétzer auf dem Intervall [0.6,0.9] und am
Rand erkennen.

Fiir die Regressionsfunktion mg kommt zusétzlich der Effekt hinzu, der schon bei den
einzelnen Schétzern beobachtet werden konnte. Sowohl die Varianz als auch der quadrier-
te Bias weisen in der Umgebung der Punkte, in denen die Funktion nicht differenzierbar
ist, hohere Werte auf als im restlichen Intervall. Hier hat der konvexe Schétzer jedoch
geringe Vorteile gegeniiber dem lokal linearen Schétzer. Da wiederum der quadrierte Bias
die Varianz im MSE dominiert, zeigt auch dieser das eben beschriebene Verhalten. Dies
belegt die schlechtere Approximation an Stellen, in denen die Regressionsfunktion nicht
differenzierbar ist.

Der Effekt, dass der quadrierte Bias die Varianz im MSE dominiert, kann zum Teil da-
durch erkldrt werden, dass die Standardabweichung sehr klein gew#hlt wurde. Abbildung
4.3 zeigt die Resultate fiir o = 1. Hier ist die Situation beinahe umgekehrt. Fiir die Re-
gressionsfunktionen m; und my dominiert die Varianz offensichtlich den quadrierten Bias
im MSE. Sowohl die Varianz als auch der quadrierte Bias des konvexen Schétzers sind
in grofen Teilen des Intervalls kleiner als bei dem lokal linearen Schétzer. Daher zeigt
hier der MSE eindeutig leichte Vorteile fiir den konvexen Schétzer. Etwas anders ist die
Situation fiir die Regressionsfunktion mgs. Die Varianzen der beiden Schétzer sind hier
nahezu nicht unterscheidbar. Wie schon im Fall o = 0.1 weist der quadrierte Bias jedoch
erheblich hohere Werte in den Punkten auf, in denen die Funktion nicht differenzierbar
ist. Der konvexe Schéatzer zeigt in diesen Punkten wiederum ein etwas besseres Verhal-
ten als der lokal lineare Schitzer. Am Rand des Intervalls [0, 1] wird der MSE durch die
Varianz dominiert, im Inneren des Intervalls kommen jedoch die extrem grofsen Werte
des quadrierten Bias zum Tragen. Insgesamt verhalten sich die beiden Schétzer nach dem
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Abbildung 4.2: Geschétzte Varianz, quadrierter Bias und MSE des konvexen Schétzers
pn, (durchgezogene Linie) und des lokal linearen Schétzers v (gestrichelte Linie) aus
2000 Wiederholungen fiir die Regressionsfunktionen m, (obere Zeile), my (mittlere Zeile)
und ms (untere Zeile). Die Stichprobengréfe ist n = 100 und die Standardabweichung
oc=0.1.
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Abbildung 4.3: Geschétzte Varianz, quadrierter Bias und MSE des konvexen Schétzers
pn, (durchgezogene Linie) und des lokal linearen Schétzers 7 (gestrichelte Linie) aus
2000 Wiederholungen zu den Regressionsfunktionen m, (obere Zeile), my (mittlere Zeile)
und ms (untere Zeile). Die Stichprobengréfe ist n = 100 und die Standardabweichung
o=1



52 KAPITEL 4. SCHATZEN VON KONVEXEN REGRESSIONSFUNKTIONEN

MSE-Kriterium gleich mit leichten Vorteilen fiir den konvexen Schétzer am Rand und in
der Umgebung der Punkte, in denen die Funktion nicht differenzierbar ist.

4.2.2 Vergleich mit einem konvexen Kleinste-Quadrate Schatzer

Eine weitere Moglichkeit eine konvexe Funktion zu schétzen ist durch den konvexen
Kleinste-Quadrate Schétzer von Groeneboom, Jongbloed und Wellner (2001) gegeben.
Um diesen Schétzer zu erhalten wird die Summe

S - (X))

i=1

minimiert iiber alle konvexen Funktionen r, die zwischen den Datenpunkten X;, links von
X1y und rechts von X, linear sind. Die Funktion r, die die Summe minimiert, wird als
konvexer Schatzer m g der Regressionsfunktion verwendet. Nach Konstruktion kann die-
ser Schatzer im Allgemeinen nicht iiberall differenzierbar sein da er stiickweise linear ist.
Theoretisch ist es moglich, {iber eine andere Klasse von konvexen Funktionen zu minimie-
ren, so dass der resultierende Schétzer glatt ist. Je grofer aber die Klasse der betrachteten
Funktionen ist, desto aufwendiger wird die Minimierung. Der konvexe Kleinste-Quadrate
Schétzer mpg besitzt unter der Voraussetzung, dass die Regressionsfunktion m zweimal
stetig differenzierbar ist, eine Konvergenzrate von n?/°. Genauer gilt

n?°d, (m) (s (z) — m(z)) — H"(0)

mit d;(m) = (24/0*m"(z))*/°. Die zufillige Funktion H, deren zweite Ableitung in 0 die
Grenzverteilung darstellt, ist bestimmt durch

o H(t) > fot W(s)ds + t* =Y (t) fiir alle t € R,

e H besitzt eine konvexe zweite Ableitung und ist fast sicher dreimal differenzierbar
in 0, sowie

o [L(H(t)=Y(t)dH®(t) =0,

wobei {W(t)}icr eine zweiseitige Brownsche Bewegung bezeichnet mit E[W(t)] = 0,
Var(W(t)) = [t| und W(0) = 0 (vgl. Prakasa Rao, 1969).

Wihlt man fiir den konvexen Schitzer pj, die optimale Bandbreite h, = O(n=Y7),
so unterscheidet sich dessen Konvergenzrate lediglich um den Faktor n'/3® von der des
Kleinste-Quadrate Schétzers 71r,5. Dieser leichte Nachteil des konvexen Kernschétzers py,
wird durch die erheblich einfachere Grenzverteilung teilweise aufgewogen. Wéhrend der
Kleinste-Quadrate Schétzer in Groeneboom, Jongbloed und Wellner (2001) nur fiir ho-
moskedastische Regressionsmodelle definiert wird, ist ein weiterer Vorteil von p;, dadurch
gegeben, dass er auch in heteroskedastischen Regressionsmodellen verwendbar ist.
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Abbildung 4.4: Die Regressionsfunktionen m; (linke Spalte, gepunktete Linie), mqy (mitt-
lere Spalte, gepunktete Linie) und m3 (rechte Spalte, gepunktete Linie) mit dem konvexen
Kernschétzer pp, (durchgezogene Linie) und dem konvexen Kleinste-Quadrate Schétzer
mrs (gestrichelte Linie). Die Stichprobengrofe ist n = 51, die Standardabweichung be-
tragt o = 0.1.

Es ist nun naheliegend, das Verhalten des Kleinste-Quadrate Schétzers mit dem des in
dieser Arbeit definierten konvexen Schétzers zu vergleichen. Da die Simulationen des
Kleinste-Quadrate Schétzers zeitaufwendig sind, wird hier eine kleinere Simulationstu-
die préasentiert als in Abschnitt 4.2.1. Die Stichprobengréfte wird mit n = 51 gewahlt und
es werden lediglich 100 Simulationslaufe durchgefiihrt. Abbildung 4.4 zeigt beide Schét-
zer fiir die schon in Abschnitt 4.2.1 verwendeten Regressionsfunktionen m; in der linken
Spalte, ms in der mittleren Spalte und ms in der rechten Spalte. Die obere und untere
Zeile entsprechen wiederum zwei verschiedenen Simulationslaufen. Schon diese Abbildung
zeigt, dass die Qualitédt der beiden Schétzer sehr von der zu Grunde liegenden Regressi-
onsfunktion abhéngt. Fiir die Regressionsfunktionen m; (linke Spalte) und my (mittlere
Spalte) verhalten sich beide Schétzer sehr dhnlich. Man erkennt jedoch einige Nachteile
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des Kleinste-Quadrate Schétzers an den Stellen, an denen sich dessen Steigung éndert und
am Rand. Dort ist mpg oft deutlich weiter von der wahren Regressionsfunktion entfernt
als pp,. Anders stellt sich die Situation bei der stiickweise linearen konvexen Funktion mg
dar. Hier kann der Kleinste-Quadrate Schétzer die Punkte, an denen die Steigung wechselt
besser approximieren, da iiber die Klasse der stiickweise linearen Funktionen minimiert
wird, in der auch die wahre Regressionsfunktion liegt. Diesen ersten Eindruck bestéatigt
auch der MSE der beiden Schétzer. Abbildung 4.5 zeigt den aus 100 Simulationsldufen
geschétzten MSE beider Schétzer fiir die drei verschiedenen Regressionsfunktionen. Man
erkennt nun deutlich, dass der Kleinste-Quadrate Schiatzer am Rand die wahre Funktion
erheblich schlechter schétzt als der Kernschétzer py,. Liegt die wahre Regressionsfunktion
my zu Grunde, so ist der Kernschétzer im Bereich [0,0.45] U [0.9, 1] besser und auf dem
Rest lediglich etwas schlechter als der Kleinste-Quadrate Schéitzer. Das wird durch die Do-
minanz des Bias, wie sie schon im Abschnitt zuvor beschrieben wurde verursacht. Aus dem
gleichen Grund ist fiir my der Kernschétzer auf dem Bereich [0.2,0.85] deutlich schlechter
als der Kleinste-Quadrate Schétzer, zeigt am Rand jedoch leichte Vorteile gegeniiber die-
sem. Anders ist die Situation fiir die Funktion ms. Hier ist der Kleinste-Quadrate Schétzer
fast auf dem ganzen Intervall [0, 1] besser als der Kernschétzer. Dieser Vorteil ist in den
Punkten, in denen die Regressionsfunktion nicht differenzierbar ist, besonders deutlich
ausgepragt. Das lasst sich wie schon oben erwdhnt dadurch erkléren, dass die wahre Re-
gressionsfunktion in der Klasse von Funktionen liegt, {iber die minimiert wird, und nicht
in der, auf die der Kernschétzer abgestimmt ist.

Eine deutlich andere Situation ergibt sich bei grofser gewahlter Standardabweichung.
Wahlt man o = 0.5, so ist der MSE des konvexen Kernschétzers py,, fiir die Regressions-
funktionen m; und ms fast auf dem ganzen Intervall kleiner als der des Kleinste-Quadrate
Schétzers. Fiir die Regressionsfunktion mg ergibt sich wieder ein anderes Bild. Wie schon
im Fall 0 = 0.1 zeigt der konvexe Kernschétzer Nachteile in der Umgebung der Punkte,
in denen die Steigung wechselt und Vorteile am Rand des Intervalls. Anders als im oben
beschriebenen Fall sind die Randeffekte des Kleinste-Quadrate Schétzers nun erheblich
grofer als die Effekte des Kernschétzers an den Stellen, an denen die Regressionsfunktion
ms nicht differenzierbar ist.

4.3 Datenbeispiele

Nachdem das Verhalten des konvexen Kernschéatzers fiir realistische Stichprobenumféinge
durch eine Simulationsstudie untersucht wurde, werden nun zwei Anwendungsméglichkei-
ten in der Praxis vorgestellt. Ein konvexer bezichungsweise konkaver Schétzer ist immer
dann sinnvoll anzuwenden, wenn schon vorher aus dem Sachzusammenhang deutlich wird,
dass die wahre Funktion konvex oder konkav ist.
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Abbildung 4.5: Der MSE von py,, (durchgezogene Linie) und 7s (gestrichelte Linie) fir
0 = 0.1 (obere Zeile) und o = 0.5 (untere Zeile) zu den Regressionsfunktionen m; (linke
Spalte), mo (mittlere Spalte) und mg (rechte Spalte), geschétzt aus 100 Simulationslaufen
mit einer Stichprobengréfse von n = 51.

4.3.1 Schitzen von Optionspreisen

Das erste Beispiel stammt aus der Finanzmathematik. Betrachtet werden européische
Optionen, das heifst Optionen, die nur am Falligkeitstermin ausgeilibt werden konnen. Die
Call-Preis Funktion m solch einer Option zum Zeitpunkt ¢ ist bestimmt durch den Wert .S;
des zu Grunde liegenden Wertpapiers zum Zeitpunkt ¢, den Basispreis X, die Restlaufzeit
7, die risikofreie Zinsrate r;, und die Dividendenrendite d,, des Wertpapiers. Genauer
lasst sich die Call-Preis Funktion darstellen als

m(Sy, X, T,7tr,0r) = e”*”/ max{Sr — X,0}p*(Sr|St, 7, 7t+,01..)dST  (4.11)
0

wobei T' =t + 7 den Ausiibungszeitpunkt und p* die State-Price Dichte bezeichnet (vgl.
Breeden und Litzenberger, 1979 oder Black und Scholes, 1973). Ait-Sahalia und Duar-
te (2003) zeigen mit partiellen Ableitungen von m in Richtung X, dass die Call-Preis
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Abbildung 4.6: Der lokal lineare Schitzer (gepunktete Linie) und der L?*-optimale konvexe
Kernschétzer (durchgezogene Linie) der Call-Preis Funktion von drei DAX-Optionen auf-
gefasst als Funktion des Basispreises. Links: 2. Januar 2004, Restlaufzeit 14 Tage; Mitte:
2. Januar 2004, Restlaufzeit 168 Tage; rechts: 9. February 2004, Restlaufzeit 494 Tage.

Funktion in X konvex und monoton fallend sein muss um Arbitrage-Moglichkeiten zu
vermeiden. Ist m lokal nicht konvex in X, resultiert dies in negativen State Preisen, die
der “no arbitrage” Bedingung widersprechen. Ait-Sahalia und Duarte (2003) verwenden ei-
ne Kombination aus einer Kleinste-Quadrate Schatzung auf der Menge aller konvexen und
monoton fallenden Funktionen und einer anschliekenden Kernglattung um die State-Preis
Dichte p* zu schétzen und erhalten anschliefiend durch Einsetzen in (4.11) einen geeigneten
Schétzer der Call-Preis Funktion. Mit pp, erhdlt man hier auch ohne vorheriges Schét-
zen der State-Preis Dichte einen konvexen Schétzer der Call-Preis Funktion. Als Beispiel
dienen Daten von DAX-Optionen, die von K. Pilz (Sal. Oppenheim Bank) zur Verfiigung
gestellt wurden. Die Bandbreite h, der uneingeschrankten lokal linearen Schatzung wird
durch Least-Squares Cross Validation und die zweite Bandbreite als hy = h}® gewihlt.
Der Epanechnikov-Kern wird sowohl fiir K, als auch fiir K; verwendet. In Abbildung 4.6
sind lokal lineare (gepunktete Linie) und L?-optimale konvexe Schitzer (durchgezogene
Linie) zu drei verschiedenen Zeitpunkten beziehungsweise Restlaufzeiten gegeben. Der
lokal lineare und der konvexe Schétzer unterscheiden sich praktisch nicht, da die Daten
bereits arbitragefrei sind, der lokal lineare Schétzer dadurch schon nahezu konvex ist und
die konvexe Umordnung diesen somit kaum verandert.

4.3.2 Schatzen des Alters von australischen Kaninchen

Das zweite Beispiel stammt aus der Biologie und erlaubt die Anwendung des konkaven
Kernschétzers. Dudzinski und Mykytowycz (1961) haben durch ein Experiment mit freile-
benden australischen Kaninchen herausgefunden, dass das Trockengewicht der Augenlinse
ein besserer Indikator fiir das Alter eines Tieres ist als sein Korpergewicht, da letzteres
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Abbildung 4.7: Links: Der lokal lineare Schitzer m (gestrichelte Linie) und der L2-
optimale konkave Kernschétzer g5, (durchgezogene Linie) des Trockengewichts der Au-
genlinse in Milligramm als Funktion des Alters in Tagen, geschétzt aus den Daten von 71
frei lebenden Wildkaninchen. Rechts: Die Ableitung m’ des lokal linearen Schétzers und
ihre antitone Umordnung ¢y, (')~ geméf Definition (2.1).

starker von Umwelteinfliissen beeinflusst wird. In diesem Experiment wurden 71 Tiere,
deren Geburtsdatum bekannt war in einem abgetrennten Bereich unter natiirlichen Be-
dingungen gehalten. Nachdem die Tiere gestorben waren oder getétet wurden, bestimmte
man das Trockengewicht in Milligramm ihrer Augenlinsen. Das zugehorige Alter wurde in
Tagen notiert. Die so erhaltenen Daten verwendet Ratkowsky (1983) zur Schétzung des

Trockengewichts der Augenlinse m als Funktion des Alters z, wobei er das parametrische
Modell

m(z) = aexp (:p_+6'y>

benutzt. Aus dem dort beschriebenen Zusammenhang wird deutlich, dass es sich um
eine konkave Funktion handeln muss. Es macht daher Sinn, den in Bemerkung 4.5 de-
finierten konkaven Kernschitzer auf die Daten anzuwenden. Der Datensatz sowie eine
genaue Beschreibung des Experiments und weitere Literaturhinweise sind im Internet un-
ter http://www.statsci.org/data/oz/rabbit.html zu finden. Abbildung 4.7 zeigt auf der
linken Seite die Datenpunkte zusammen mit dem L*-optimalen konkaven Schiitzer oy,
(durchgezogene Linie) und dem lokal linearen Schétzer (gestrichelte Linie). Der lokal li-
neare Schétzer ist im Bereich [400,860], bedingt durch die wenigen Datenpunkte dort,
noch nicht konkav. In diesem Beispiel stellt die Verwendung des konkaven Kernschét-
zers daher eine Verbesserung im Vergleich zu dem lokal linearen Schétzer dar. Die rechte
Seite von Abbildung 4.7 zeigt zusédtzlich die Ableitung des lokal linearen Schétzers als
gestrichelte Linie und ihre antitone Umordnung (durchgezogene Linie).
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4.4 Beweise

4.4.1 Beweis von Lemma 4.3

Ohne Einschrankung sei a < x. Der Beweis fiir a > z erfolgt analog. Aus Darstellung
(4.9) erhélt man mit

m/(z)

An@) = = [0~ dn om0 (112)

m/(z)
Aale) = = [ o)) = )

die Zerlegung
/ An(2)dz = Ay () + Ana(z).

Setzt man die Definition der isotonen Umordnung ein, so ergibt A, () mit einer dhnlichen
Rechnung wie in (3.10)

Ani() (4.13)

- / h// Kd dudv——// Kd )dudv]dt
m/(a) d

= A(@) + AP()
(4.14)

mit

AW(g) = hid /m / /(Zl_t>(m’(v)—m’(v))dvdt, (4.15)

m/(a)
396 = g [0 [ RO - wopaa.

Diese beiden Ausdriicke werden nun einzeln betrachtet. Dabei erhdlt man aus AS)(:U) die

asymptotische Normalitét, Ag) (x) ist asymptotisch vernachléssigbar. Vertauschen der
Integrationsreihenfolge und eine Substitution in (4.15) ergibt fiir den zuerst genannten
Term

AD(z) = i 1 / m/(x)Kd(#)dt(m(v)—m(v>>'dv

m/(a)

_ / / Tt) /(:) (£)dt((v) — m(v))'dv.
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Nun wird der Integrationsbereich des dufseren Integrals in drei Bereiche aufgeteilt, so
dass in dem ersten beide Grenzen des inneren Integrals fiir hinreichend groftes n auf dem
Rand oder auferhalb des Tréagers von K, liegen und in den anderen beiden Bereichen
jeweils eine Grenze des inneren Integrals im Inneren des Tragers von K, liegt. Es ist fiir
v<m' N (m(x) — hq)

m'(v) —m'(x)

< -1
hq

und fiir v > m'~"(m/(a) + hy)
m'(v) — m'(a)

> 1.
ha

Damit erhalt man

AD(z) = / o / Ka(8)dt(i(v) — m(v))'dv

=1 (m/(a )+hq)
(v) m/(a)

/Om / S Kaltdi(ine) —m(w))do

+

+

/ 1 » / l Ka(t)dt(1in(v) — m(v))dv

’— 1 ’(11) m(ac)

= Al(x )+A”( >+A“”()

Der erste Term in dieser Zerlegung ergibt

B m'” —hq)
AUD(z) = / (m(v) —m(v))'dv (4.17)
m' =t (m/ (a)+hq)

—m)(m' ™ (m(x) = ha)) = (i —m)(m'~" (m(a) + ha))
i —m)(x) = ha(m'™"Y (m'(2)) (i = m)'(x) + 20— m) o m'™)"(C)

— (1 = m)(a) = ha(m'™")'(m'(a)) (i — m) () = SH(( = m) o m'™")"(Ca)

S

(7
(7

mit Zwischenstellen (., z = x,a, fir die |(, — m/(z)| < hy gilt. Man beachte, dass fiir
kleines hy und 0 < a,x < 1 die Ungleichungen

und
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gelten. Fiir AU? und AT bedeutet dies

m’ (v)—m/(a)
h

) = (@) +h) :
AL (z) = / / Ka(t)dt(i — m) (v)d (4.18)
0 —

1

= hq /_1(m/_1)/(m/(a) + hqv) /_j Kq(t)dt(rm — m)’(m/_l(m’(a) + hqv))dv

= hq /_1 Kd(t)/t (m' ) (m (@) + hgv) (e — m) (m'~ (M (@) + hqv))dvdt
1 /= (o (a) +ha)

= / Ky(t )/ S (m —m) (v)dvdt

_ /Kd (1 — m) ('~ (m/ (@) + ha)) — (72— m) ('~ (! (@) + hat))]dt

= (= m)(a) + ha(m"™") (m'(a)) (i — m)'(a) + H (2 = m) o m"™)"(C)

~ [ Rt { (= mta) + o ) o ) 0
B9 ) oY) Yl
h2 *1 "
B (= m) om (G

+% / K q(t)(( —m) om'™)"(Ca)

= ha(m'™) (m/(a)) (i — m)'(a) + !

mit einer Zwischenstelle (,, fiir die |(,; — m/(a)] < hqlt] < hq gilt und
1 1
AL (g) = / / Ka(t)dt (i — m) (v)do (4.19)
m! = (! (2)~hq) J )

_ /_ l(m’_l)’(m’(a:) + hav) / Ka(t)dt (i — m) (m'~ (m () + hav))do

m/ (m +hdt
_ / Ka(t) / m) (v)dudt
-1 1(’m (z)—hq)

= /_1 Ka®){(m —m)(m'~ (m/ () + hat)) — (i — m)(m/~ (m/(z) — hq)) }dt
= /_1 Kd(t){(m —m)(x) + hat(m'™") (m'(x)) (1 — m)'(x)
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9 1 ) oY) Yl
o= m) (o) + B’ () — ) () — () o)
= haln Yl ) =m0~ 5 [ RO =) o o
h?l A 1—1\n
1y —my o))

mit einer Zwischenstelle ¢, ,, fiir die |¢yy — m/(2)] < halt| < hg gilt. Der Term AL (z) hat
damit insgesamt die Darstellung

AP(@) = (i —m)(z) — (m—m)(a) (4.20)
thirz(Ka) (i — m) om'™)"(Cue) — hira(Ka) (i — m) o m'™)"(Co)
Die beiden Restterme in (4.20) sind von der Ordnung o(1/+/nh,.), denn es gilt fiir z = a, x
(e =m) om'™)"(Co) = (™) *(G) (e — m)" (m' 1 (C.,0))
('™ (Co) (i — m) (m' ™ (C))-

Fiir die k-te Ableitung des Nadaraya-Watson Schétzers ist der mittlere quadratische Fehler
von der Ordnung O(1/nh?7*1) (siche Hirdle (1995)). Aus diesem Grund gilt fiir die beiden
Restterme

B | (V/nhehks (Ko = m) o m"ll”@z’t)ﬂ

nhrh§0(i+ ! )

nhy b}
— O(Z—g):oa)

mit z = a,z. Fir AS) (x) ist eine genauere Betrachtung notwendig. Da dieser Ausdruck
von der Zwischenstelle {(v), die im Gegensatz zu m/(v) nicht streng monoton wachsend
sein muss abhéngt, kann hier nicht so leicht substituiert werden wie bei der Abschétzung
von AS)(;(;). Die Aussagen fiir AE?@) sind im folgenden Lemma zusammengefasst.

Lemma 4.6 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 gilt
AP(z) = AFD(@)(1+op(1))
mat

| / " Kg(%)dmw) —m'(v))"dv.
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Beweis Der Kern K, ist nach Voraussetzung symmetrisch und differenzierbar. Diese
Eigenschaft kann wie schon im Beweis von Satz 3.2 verwendet werden, um den Term
AS )( ) umzuschreiben. Es ist

Mﬂwzzglm)/Kgqg”yAw—mwwww

1 m/( 6 f 'U) t / / 2
= _h_d/ Kd< (m (v) —m/(v))“dvdt
(

m/(a) at 0 d

1 @ m'( v)
— _— K _ / 2
me@atod P G () — i (0)

<[ (K&”’Z—ﬂ)l () ()

Aufgrund der gleichméfigen Stetigkeit des Kerns K; und der gleichméfig fast sicheren

Konvergenz
log b1
e r = 1
O( nhghd> or(1)

(M) - ()

ebenfalls gleichméfig fast sicher von der Ordnung o(1). Der Term Ag)(x) kann damit
weiter vereinfacht werden zu

‘f(v)—t B m’(v)—t‘
hq ha

’m’(v) —m/(v)

hq

<

ist die Differenz

AD(z) = ” / ath hd ML G () — o (0) v (1 4 o(1).
_ 3/ /Kd )( '(v) = ! ())?dvdt(1 + o(1))
A (21

= 4y o(1)) £s.
Fiir Ag'l)(x) erhélt man mit Substitution

m’ (x)
AR = - t//})“)w (a1 (0) ' (0) P

_ _i [Kd<m(“>];m'(”“")) Kd(—'(“)};m'(“))](m'@)—m'(v))%zv

- /1@ Y (@) + hav) (it — ') (m' (' (@) + hav))d
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+ /_1 Ka(0)(m/ ™Y (m/ (a) + hav) (! — m")(m' ™' (m/(a) + hqv))dv.

Dies bedeutet fiir den L?-Abstand von Ag'l)(as) zur 0
1
EIAZY (@) < / Kq(v)|(m'™")' (m(z) + hav) | B0 — m/)>(m' ™ (m/ (z) + hav))Jdv
-1
1

+ [ Ka()|(m' ™) (m(a) + hav) | B0 — m/)*(m' ™ (m (@) + hgv))]dv

-1

- ()

da fiir den MSE von m/ gleichméfig beziiglich v gilt
1
A1 oy 21
Bl (v) = m'(2))?) = O(—).

Somit erhélt man die Ordnung

a

Durch die Darstellung in Lemma 4.6 {ibertragt sich die Konvergenzrate von AZY (x) auf

AP (x). Eine Abschétzung des deterministische Terms A, 5(x) beendet den Beweis von
Lemma 4.3. Eine dhnliche Rechnung wie im Beweis von Satz 3.2 zeigt

m! () 1 1
Apa(z) = — / ("Mt — ha) + hy / ('Y (t + ha2) / Ka(v)dvdz — m'~\(#)}dt

m/(a) -1

= - /mm’(w) {m’—l(t — hg) + <m'_1(t + haz) /Z1 Kd(v)dv> ‘1

-1

'(a)
1
+ / Kq(2)m'™ (t + hgz)dz — m'_l(t)}dt
-1
' (2)

= -2 (@(Kd) /

m/(a)

— —hg(@(Kd)< L1 >+0(1)>

m”(x) m/l(a)

(') (#)dt + o(1) )

und somit 2
Vnh A, o(x) = —h—g\/nhZO(l) =o(1)

nach den Voraussetzungen (4.5) und (4.6). Damit ist der Beweis von Lemma 4.3 abge-
schlossen. O
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4.4.2 Beweis von Lemma 4.4

Das Integral iiber B, (z) ldsst sich nach (4.10) und mit den Bezeichnungen
An(z) = (M7 4+ N (g, —m' )7 (2)

und ¥y, = ¢, (') darstellen als

z B T (&hd —m~ 1 (2& 1)/ ) Nds
/a B.(z)dz = 2/a o 7) An(2)d (4.21)
_ (Vn, — m'")2(A1)” o\ (2)dx
A E I
= 2BW(z) — BY(x). (4.22)

Es gentigt daher zu zeigen, dass die Terme \/nhTBff)(x), i = 1,2, fast sicher gegen 0
konvergieren. Wie schon in Kapitel 3 im Beweis von Satz 3.2 gezeigt wurde, lasst sich die
Differenz 1, — m'~! schreiben als

UnPn(2) = (2) = AP (2) + AP (Aa(2)) + AP (A (2) (L + 05(1))

mit

Der Unterschied zu der Zerlegung im Beweis von Satz 3.2 besteht darin, dass die Funktion
m hier durch ihre Ableitung m’ ersetzt wird. Mit diesen Bezeichnungen kann B,(ll)(x)
geschrieben werden als

AP M (2)AY (Aa(2)) = AP (2)AY (M\(2))

(1)(K — z A

B (@) / S T WIS B M) TP WIS B
)

(A1) 2(0(2)) D) 2(0n(2))
“ AP () AT (Aa(2)) T AV ()AL (A(2))
*fa o) 200 (2)) d”/a )2 0nE)
(
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Eine dhnliche Rechnung wie bei der Abschatzung des Terms A, im Beweis von Lemma
4.3 zeigt, dass der Term Aglo)()\n(z)) gleichméRig abgeschétzt werden kann als

AP (Aa(2)) = O(hg), (4.25)

und man erhélt fiir dessen Ableitung
A (M(2) = /_1 Ka(w)(m'™) (A(2) + hav)do — (m"™1)' (Aa(2))
— b /_ ) (Mg} = Ofh). (4.26)

Ein Problem in der Abschétzung der Terme von Br(Ll)(a:) in (4.24) ist die Zwischenstelle
An(z), die im Gegensatz zu ihrem Grenzwert m’ nicht streng monoton wachsend ist.

Ahnlich wie schon in der Abschitzung von Ag)(:v) in Lemma 4.6 gilt hier gleichméfig
fast sicher

AP (a(2)) = AP (m'(2)(1 + 0(1)) und AP (Aa(2)) = AP (m'(2))(1 + 0(1)) (4.27)

fiir 7 = 1, 2. Diese Darstellung wird nun hergeleitet. Wegen der Positivitat von K, ist

200N = 1 [ Ko™ ) - ) (1.25)

 hy ha
m'(v) —m'(z)\\ ! m'(v) — An(2)\ . (m'(v) —m/(2)
e (6 (=) () - () e
Nach Lemma A.3 im Anhang gilt gleichméafig fast sicher in ¢
A . log h,71\1/2
[dra(t) =m0 = O(Z2=) T +0h), (4.29)
5 _ log h-1y\1/2
/ _ 1—1\/ — T
9h,(0) = @] = O(Z )+ ofha) (4:30)

Mit einer Taylorentwicklung fiir die Inverse einer Funktion erhélt man die Darstellung der
Zwischenstelle

Xy =m0’
(=) + (4, — (1Y)

Eine Kombination von (4.29) - (4.31) mit den Bedingungen (4.5) - (4.7) liefert fast sicher
gleichméfig die Ordnung

Ma(2) =m'™H(z) = ((m"™" 4 u(pn, — m'=1))7'(2)). (4.31)

An(2) = mL(z)] = o(%)” "L O(h) = o(hy). (4.32)
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Daraus ergibt sich mit der gleichméfigen Stetigkeit von K|

m'(v) = An(2) m'(v) —m'(2)
Kd(h—d) - Kd(h—d> = O<1)7
und A,(ql)()\n(z)) hat fast sicher die Darstellung
AP = o [ (D o) = et + 1),

Das Vorgehen fiir AY st ahnlich, jedoch ist die erste Ableitung des Kerns nicht iiberall
von 0 verschieden, so dass eine Darstellung wie in (4.28) nicht direkt moglich ist. Statt

dessen wird hier ein Ausweg wie in der Abschéitzung von A () in Lemma 4.6 gewéhlt.
Es gilt

AD (A, (2)) = h12 / 1 Kd(M>(m’@)—m’(v))dv

_ hid Olaau(Kd(%@) u:m/(v))(m’(v)—m’(z}))dv

— hid Ol(m’(v)—m/(v))%<Kd<u_h—T;M>

< () () - (N

Nun folgt aus (4.32) und der gleichméfigen Stetigkeit von K, fast sicher die Darstellung

A (N, (2) = hlZ Kd(%dml@)(m’(v)—m’(v))dv(1+o(1>>-

Mit derselben Rechnung erhélt man fast sicher
1 / o
200w = [ KoL ) - a1 + o),
d

Fiir den Term Ag)/(/\n(z)) wird ausgenutzt, dass K auf [—1, 1] von Null weg beschrankt
und gleichméfig stetig ist. Es gilt dann fast sicher

AP (Aa(2)) = hl3 / KQ’(W)W(U)—W(U))%

- o [ (PO ) - oy

x{1+ (Kg(%w»* W(M) _K&/(W)]}dv

_ h13/ Kg<—/(v)};m/(z)>(m’(v)—m’(v))de(l—i-o(l)).
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Aufserdem gilt nach obiger Diskussion der Zwischenstelle A, (z)

1 _ 1 (m' =) (m/(2)) — (A1) 2(An(2))
WD 2Mal2))  (mm )2 (m/(2)) <1 " (A1) 2(An(2)) (m/=1)2(m!(2)) )
_ ! (14 0(1)) fs. (4.33)

(m/=1)2(m’(2))

Mit den Gleichungen (4.25), (4.26), (4.27), (4.33) und der Substitution z = m/~!(¢) hat
der Term szl)(:c) die Darstellung

@AY @ AR ()

BS)CL‘) = {O(hg)—i-O(hd)/ A/Ti—l)(f()t)dt—FO(hd)/l() mdt (4.34)

m’(a) (m
m/(z) A(l)/(t) m/(z) A(l)(t)A(l)/(Zf)
+ O(h? / n—dt—l—/ A ) [
) | o Ty @™t | @
m'(z) A(2)<t>A(1)/(t) m'(z) A(Q),(t)
+ / TR AVt + O(h? / Sl L SC A
S 0 ) | o G 10
m'(z) A(l)(t)A@)l(t) m’ (z) A(2 (t)A@)/(t)
+/ %dw/ — S —dt ¢ (1+0(1)).
N VIO o ey e

Die Substitution v = m'~(t + hqw) ergibt

1
AD @) = / Ka(w)(m' =Y (t + hqw)d™ (m/~ (t + hqw))dw = O(
-1
mit der Bezeichnung d(x) = m(x) — m(x), und mit einer partiellen Integration gilt
: I
AV = / K(w)(m' =1 (¢ + haw)d™ (m" = (¢ + hgw))dw
dJ-1

= — /1 Ka(w){(m' 1" (t + hqw)d® (m/~ (t + hqw))

+(m/ 72t 4 hgw)d® (m'~1 (t + hqw)) }dw

o )"

(4.36)

Eine genauere Betrachtung des Integrals iiber das Produkt A%l)(t)Ag)/(t) ergibt nun mit
den Bezeichnungen z(t,v) = m/~'(t + hgv) und 2% (t + hgv) = (M~ ®(t + hyv)

m!(z) A (1) (1)
[,
m/(a) (m ) (t)
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_ _/_1 le(U)Kd(UJ)/m/(Z) 2 (t,0)2" (t,w )d(l)( (£.0))dD (=(t, w) )t dvdus

1/ mi@ (M (1)
1 1 m’(z) 2/ w
_/1 » Kq(v)Kq(w )//() (( )/( 1)(/15(’25 ) A0 (2(t, ))dP ((t, w))dtdvdw
- _/11 ,1Kd v)Kaw /m(j 0))dD (= (t,w))2" (¢, w)dtdvdwO(1)

/

_ /1 » Kd(U)Kd(”LU) /tn( j d(l)(z(t’U))d(2)(z(t7’LU))(Z/(t,’LU))thdvdwO(l)

_ log bt
- 0( o )—RnO(l) (4.37)

mit

1 1 m/(z)
Ry — / Ko(v)Kaw) / D (=(¢, 0))d (2t w)) (2 (£, ) 2dtduvdw.

1J-1 m/(a)

Der Restterm R, lasst sich mit einer Taylorentwicklung weiter abschéatzen zu

1 1 m/(z)
R, = /_ Kq(v) Kq(w) / {dD (m/72(t)) + hqvd® (&)}

1J-1 m/(a)

m {120 dD (1 (8)) + hgw[(m' 2 dPY (&) dtdudu
- / 40 (2)d®) (2)d=0(1)

/(:L,
* hd/ / oKalv) Kalw / 24 0 (1) (m' Y d o ') (€))dbdvde
—-1J-1 m/(a

+ hd/ / de Kd ) [2<m/71)/<m/71)//d(2) o mlfl + (mlfl)/B(t)d(:S) om'il]
'(a)

xd® (m/~(t))dtdvdw
m(z)
+ hz/ / Ude Kd )/ [(m/_l),d@)om/_l](gl)
—-1J-1

'(a)
X [2(m/ 71 (m/~1)"d® o m/~* 4 (m/71)2d®) o m/~Y)(&) dtdvdw.

Weiter fiihrt eine partielle Integration fast sicher zu

/ dO(:)dP(2)d:001) = (@ (=) 01) = 0(—10g hgl)

3
nh;

und
-1

Re = O("E00) n0( B0y o (1Bh) o (Bl

3 5 5
nh? nh? nh? 0
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_ O(loghrl) +O<hdloghr1)‘

3 5
nh? nh?

Eingesetzt in (4.37) erhdlt man

@ A ()AL (#) log h ! log h 1
—n \v)=n AV _ - . _ | N
/m’(a) (m/_l ),(t) dt 0 < nh§ > +0 (hd nh? > 0 ( \/’I”L_hr) ( 38)

Fiir den Term A (t) ergibt sich

1

AP() = — [ Kalw){(m ™) (¢4 haw)d™ (' (¢ 4 haw))
+2(m/712(t + haqw)dD (m' = (t + hqw))d® (m/ 1 (t 4+ hgw)) }dw
_ o(%) (4.39)

und schlieftlich
: I
AY® = 4 / K(w){(m )" (¢ + haw)d™ (m' ™ (¢ 4 hgw))
dJ-1
+2(m/ 712 (t + hgw)dW (m' 7 (t + haw))d® (m/ 71 (t + hqw)) Ydw

_ O(IZi:];;). (4.40)

Eingesetzt in (4.34) ergeben (4.28) - (4.40) fiir Bq(zl)@) unter den Voraussetzungen (4.3) -
(4.7) die Ordnung

B — o) +o(MEhy | o(Rulosli Ty o (hilosh, y17

nh3 nhi nhd
1 -1 —1\3/2 -1
o212 o5 o ) ol

ro( (LB IE) o (Ls )
— {o(var () + o g () " i) + o e )

#o(
(
o((5s) (i) Vi) +o(iem) o (555 )
( 1
(

+

@)

+

ogh ' hg log hy ! C1\1/2
>+O<—nh§hd (hylogh;1)12)

log hy 1<10gh 1>1/2(hr10ghr1)1/2>}0<\/i_m>

)

+

nhhqg \ nhb

1
nhT)
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Fir den verbleibenden Restterm B,(f)(m) erhélt man mit denselben Argumenten wie bei
der Herleitung der Darstellung (4.34)

m'(x) m/— 1" m/(z) m/—1)
pow = [ epor s [ apori e
m’(x) (mlfl)//(t) m/(z) (m/ 1)//(t)
(2)($))2 0) (1
+ i (A(1) (m’_l)’3(t)dt+2 . AV (A, ()(m, 1)/3@)

Mit den Abschétzungen (4.25), (4.28) und (4.39) ergibt sich dann fast sicher

BO@) = o(hy+0(*BE) 1 o(MBI) | o(Lalehy

nh3 nhi nh3
h%log h, ! (log h; 1)/
+O< h4 ) +O< 3/2]7”1“1/2 )

= {0((Ggre) Vi) + o) +o (i)
cof () V() ") o () Vi)
oo ()

_ O(J;T)

Damit ist der Beweis von Lemma 4.4 abgeschlossen. O




Kapitel 5

Testen auf strenge Isotonie der
Regressionsfunktion

Auf strenge Isotonie der Regressionsfunktion sollte immer dann getestet werden, falls man
aufgrund der Daten Hinweise auf eine solche Form der Regressionsfunktion erhilt ohne
diese aus dem Sachzusammenhang erschliefen zu kénnen. Entscheidet der Test fiir stren-
ge Isotonie der Regressionsfunktion, kann zur weiteren Datenanalyse ein streng monoton
wachsender Schétzer der Regressionsfunktion verwendet werden. Im Folgenden wird ein
neues Testverfahren basierend auf der Verteilungsfunktion des uneingeschrinkten Schét-
zers m vorgestellt und mit einem bereits existierenden von Bowman, Jones und Gijbels
(1998) verglichen.

5.1 Definition der Teststatistik

In dem Regressionsmodell (1.1) sollen die Hypothesen
Hy : m ist streng monoton wachsend gegen Hy: m ist von anderer Form

getestet werden. Die Teststatistik basiert auf dem Nadaraya-Watson Schétzer

() = nz En: K ;TXi)n/fn(ar>

als urspriinglichen Schétzer der Regressionsfunktion und der Verteilungsfunktion von m
beziiglich des Lebesgue-Mafses

) = Sli)(t) = / I{i(v) < t}dv

beziehungsweise ihrer geglatteten Version

éhd(t) = ¢n,(M)(t) = hid/ol /_too Kd(%d_u)dudv.
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Letztere kann auch als inverser isotoner Regressionsschétzer betrachtet werden (vgl. De-
finition 2.4 und Satz 3.2). In obigen Definitionen bezeichne

o) = R ()

den Dichteschétzer basierend auf der Stichprobe X,...,X,,, K, und K, seien Kernfunk-
tionen der Ordnung 2 und h, und hg seien die zugehorigen Bandbreiten.
Als Teststatistik wird die Statistik

= [t - 2o

bzw. ihre geglattete Form

1
7, = [ Grin(o) — oo
0
verwendet. Ist die wahre Regressionsfunktion bereits monoton, so ist zu erwarten, dass
gzﬁ om bzw. gzﬁh , © m ungefédhr die Identitdt ergeben, die Teststatistik somit nahe bei 0

liegt. In folgendem Lemma wird gezeigt, dass die geglittete Teststatistik T;, asymptotisch
aquivalent ist zu T,,.

Lemma 5.1 FEs sei K; ein positiver Kern mit kompaktem Trc'igerj—l, 1] und der
Nadaraya- Watson Schdatzer sei gleichmdf$ig konsistent. Dann gilt T,, =T, + op(1).

Beweis Die Differenz der Teststatistiken kann abgeschatzt werden durch
1
T,—T, = by ((z)) — ) = (p(m(x)) — )?)d
| (natinte)) = a? = (Gn(e)) = 2)?) o
1
= [ (@) = () = 20 1) = Do) ) o

>
=
S~—
S~—
|
<

Daher reicht es zu zeigen, dass die Differenz ggh A
gegen 0 konvergiert. Es ist

brli(z)) = / / =1 dua,

(m(x)) stochastisch gleichméfig
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1 m(z)
= L 1) < ila) + ha) /

ha Jo i(v)—ha

m(v) —u

K, < > dudv

d

= / I{m(v) < m(z) + hd}/ K(u)dudv
0 (m(v)—m(z))/ha
_ /O H{rm(v) < 1i(x) + ha} I {rm(v) < rin(z) — ha}do

1 1
—i—/ I{m(z) — hg < mv) <m(x)+ hd}/ Kq(u)dudv
0 (m(v)=(x))/ha

_ /0 () < 1n(x) — ha}dv

1 1
+/ I{m(z) — hg < m(v) < m(z) + hd}/ Ky(u)dudv
0 (M(v)—r(z))/ha

und somit gilt fiir die Differenz

R R 1

On, (1)) — o(m(x)) = /0 IH{m(z) = hg < m(v) < m(z)}dv

1
— /1 IH{m(x) — hqg < m(v) < m(z) + hd}/ Kg(u)dudv.
0 (rin(v) —

m(z))/ha

Das erste Integral ist von der Ordnung op(1), da die Indikatorfunktion im Integral wegen
der gleichméfigen Konsistenz des Nadaraya-Watson Schétzers gegen 0 konvergiert. Das
zweite Integral ldsst sich abschéatzen durch

/0 Ii() = ha < (o) < (o) + ha} | K o) dudv

und ist daher ebenfalls von der Ordnung op(1). O

Wiederum wegen der gleichméfigen Konsistenz des Nadaraya-Watson Schitzers konver-
giert die Teststatistik 7, fast sicher gegen ihre deterministische Version

7= /01 (/01 Im(v) < m(2)}dv ) de.

Um zu zeigen, dass die Teststatistik strenge Isotonie eindeutig erkennt, reicht es daher
T fiir streng monoton wachsende und nicht streng monoton wachsende Funktionen m zu
betrachten. Lemma 5.1 garantiert dann, dass die geglidttete Version T, fiir hinreichend
grofes n € N ebenfalls diese Eigenschaft erfiillt.
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Lemma 5.2 FEs sei m stetig. Dann gilt

. 1 1 2
T:/ (/ I{m(v) < m(w)}dv—x) dex =0
0 0
genau dann wenn m streng monoton wachsend ist.

Beweis Da der Integrand nichtnegativ ist, ist 7 genau dann null, wenn der Integrand
fir fast alle  aus dem Intervall [0,1] null ergibt. Es reicht daher zu zeigen, dass fast
iiberall

1
/ I{m(v) <m(z)}dv ==z (5.1)
0
gilt genau dann, wenn m streng monoton wachsend ist.

1

Zunéchst sei m streng monoton wachsend. Dann existiert die Inverse m™" von m und

/0 I{m(v) < m(z)}dv = /0 IH{v < z}dv =z fir z € [0,1].

Es gelte nun die Bedingung (5.1). Im Folgenden werden in einer Fallunterscheidung die
unterschiedlichen Formen von nicht streng monoton wachsenden Funktionen betrachtet
und es wird gezeigt, dass eine Menge A C [0, 1] mit positivem Lebesgue-Maf existiert, so
dass fiir alle x € A die Gleichung (5.1) nicht erfiillt ist.

a) Sei m monoton wachsend, aber nicht streng monoton wachsend. Dann gibt es Intervalle
A, i =1,...,r, r € N, auf denen m konstant ist und Intervalle B;, j = 1,...,s auf
denen m streng monoton wachsend ist. {{A;}i_;, {B;}5_,} ist eine disjunkte Zerlegung
des Intervalls [0, 1]. Dann kann m geschrieben werden als

m(z) = Z mila, () + Z m7 (z)Ip,(z) (5.2)

mit Konstanten m; = m(z) fir x € A;, i = 1,...,r und streng monoton wachsenden
Funktionen m; (z) = m(x) fir x € B;, j =1,...,s.
Fir monoton wachsende Funktionen m und ¢ aus dem Bildbereich von m ist

1
o(t) = / I{m(v) < t}dv = sup{v € [0,1]|m(v) < t}
0
eine Art verallgemeinerte Inverse. Ist z € A;, i = 1,...,r, so gilt ¢(m(x)) > = wegen der

Definition der verallgemeinerten Inversen und ¢(m(z)) > x fiir x aus dem Inneren AY von
A;. Somit gilt ¢(m(z)) —x > 0 fiir © € A7. Diese Menge besitzt positives Lebesgue-Mafs
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und 7T ist grofer als 0. Das schlieRt den Spezialfall einer auf [0,1] konstanten Regressions-
funktion ein.

b) Sei m monoton fallend. Dann existieren wie oben Intervalle A;, i = 1,...,r, auf denen
m konstant ist und Intervalle B;, j = 1,...,s, auf denen m streng monoton fallend ist.
Fiir m ergibt sich die Darstellung

=D _mila(w) + Y my (@), (2)

mit Konstanten m; = m(z) fiir € A; und streng monoton fallenden Funktionen m_*(z) =
m(x) fur x € B;.

d(m(x)) = /0 I{m(v) < m(z)}dv =1—inf{v € [0,1] |m(v) < m(x)}

Ist s > 1, also mindestens ein B; nicht leer, so gilt auf B;, j = 1,...,s ¢(m(z)) = 1—z # x
fiir fast alle x. Somit ist ¢(m(z)) # = auf einer Menge A C B; mit positivem Lebesgue-
Mak und T ist grofer als 0.

c) Es sei nun m weder monoton wachsend noch fallend. Dann existiert eine disjunkte
Zerlegung {{A;}i_1, {Bj}5=1, {Ck}im1 }> 78 = 1 von [0, 1], so dass m auf A; streng monoton
wachsend, auf B; streng monoton fallend und auf Cj, konstant ist (m hat mindestens ein
streng monoton wachsendes und ein streng monoton fallendes Stiick). Wie oben lésst sich
die Funktion m darstellen als

Zm +Zm r)Ip, (v )—I—kalck(x)

und
Z/ I{m{( <t}dv+2/ I{m>( <t}dv+2/ I{my < t}dv
Seien az ), bg bzw. ckl die unteren Grenzen der Intervalle A;, B; bzw. Cj und al("), bgu)

bzw. ¢, ) die oberen Grenzen. Dann ist

o) = 32 ((m7 70 = ) Hm(al?) < ¢ < i)} + (@ — o) 1{m(a®) < 1})
+Z( b = my ) H{m(e) < ¢ <mBO)} + 0 — ) H{m(e) < 1})

+ Z N IH{my <t}
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Abbildung 5.1: Eine mégliche Wahl der Menge A

Sei A; fir ein I € {1,...,7} so gewdhlt, dass m(A;) N m(Bg) nicht leer ist fir ein
ke {l,...,s}, d.h. es wird ein Bereich betrachtet, auf dem die Funktion m streng mono-
ton wachsend ist (m(x) = m; (x)) und dessen Bildbereich einen nichtleeren Schnitt mit
mindestens einem der Bildbereiche der streng monoton fallenden Stiicke hat.

Sei A ein nichtleeres Intervall aus der Menge m =t (m(A;) Nm(By)) N A; so gewihlt, dass
die Regressionsfunktion m auf m=!(m(A)) weder Extremstellen noch flache Stiicke be-
sitzt (solch eine Menge A existiert immer, vgl. Abbildung 5.1). Dann lésst sich ¢(m(z))
auf A darstellen als eine Summe von streng monoton wachsenden Funktionen und einer
Konstanten &,

@) = o i) = Ly (o)
— me lml Zm\ lml (x))+ kK
N Sy i () +

inl

Summiert wird iiber alle ¢ und j, fiir die gilt m(A) C m(4;) bzw. m(A) C m(B;) und
zumindest die Summe {iber jn ist von null verschieden, da nach Voraussetzung m(A) C
m(By) ist. Somit kann ¢ o m auf der Menge A nicht die Identitét sein, denn eine Summe
von streng monoton wachsenden Funktionen gleicht nicht einer Konstanten. a

Bemerkung Zwei ebenfalls plausible Teststatistiken sind durch die Statistiken

/R (1 (1)) — )%l
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und .
/O (b1 () — 1in(x)Pde

gegeben, wobei R den Bildbereich von i bezeichne. Beide sind aber bei niherer Betrach-
tung fiir obige Fragestellung nicht geeignet. Zum einen héngt der Integrationsbereich der
ersten von der zufélligen Funktion m ab. Zum anderen unterscheiden beide Teststatisti-
ken nicht zwischen Monotonie und strenger Monotonie denn fiir eine monotone aber nicht
streng monotone Funktion m und alle ¢ aus dem Bildbereich von m gilt

m(¢(t)) = m(sup{v € [0,1] | m(v) <t}) =t

und fiir alle z € [0, 1]
¢~ () = m(z).

5.2 Asymptotische Verteilung der Teststatistik

In diesem Abschnitt gelten zuséatzlich die folgenden Bedingungen an die Kernfunktionen
und Bandbreiten.

(K1) Der Kern K, sei ein dreimal stetig differenzierbarer Kern der Ordnung 2 mit kom-
paktem Trager [—1,1] und K,(£1) = K/(£1) =0

(K2) Der Kern Kj sei ein zweimal stetig differenzierbarer Kern der Ordnung 2 mit kom-
paktem Trager [—1,1] und Ky4(+1) = Kj(£1) =0

ir n — oo gelte fir die Bandbreiten: h,, hgy — 0, nh,, nhy — oo, h, = O(n""/?),
B) F Ite fiir die Bandb h., h h,., nh h O(n~'/5
h2log ot /hY? — 0 und he*(log h')? /nhd = o(1)

Satz 5.3 FEs ser m wviermal stetig differenzierbar. Die Dichte f sei dreimal stetig dif-
ferenzierbar, auf [0,1] von 0 weg beschrankt und m sei streng monoton wachsend mit
m/(x) > 0 fir alle x € (0,1). Die Kerne und Bandbreiten erfillen die Bedingungen (K1),
(K2) und (B). Weiter sei das vierte Moment pus(X1) = E[(Y1 — m(X1))*| X1] wohldefiniert
mit E[pa(X1)] < oo.
Dann gilt

nhy” 4,2 1 gy 2

s (70 — nimd (K (BY + BE)) 2 N(0,V)

mit
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und asymptotischer Varianz

v = adwa [ Porwomo) ) [ Kwse s ws).

Bemerkung 5.4 Gelten die Voraussetzungen von Satz 5.3 und ist o2 dariiberhinaus
einmal stetig differenzierbar auf [0, 1], so gilt

nh?«/ 2
hy

R 1 ' 02(3:) ~ ' "2
K nh?/o ) ()6 /1& ()dy.

In diesem Fall kann bei der Berechnung des Erwartungswerts eine Taylorentwicklung erster
Ordnung durchgefiihrt werden. Man erhalt

(T - hi3 (KD (B + BE)) 2 N (0,V)

mit

Bl —

nhﬁ ) WK (57 )dy(f( )2 (@)

Q:E //2
- nh5/ I dx/ o

(€)f(&) +o*(&,
nh“ (f ()2 (m(x))°

- nhi/o f(x)m’b’(x)dx/ K +of )

Das zeigt obige Behauptung.

D6 4y,

Bevor Satz 5.3 bewiesen werden kann, benotigt man Aussagen iliber das asymptotische
Verhalten des integrierten quadrierten Fehlers fiir den Schétzer der Regressionsfunktion
und dessen ersten beiden Ableitungen. Diese werden im néchsten Unterabschnitt gegeben.

5.2.1 Asymptotische Verteilung des integrierten quadrierten Feh-
lers des Regressionsschatzers und dessen Ableitungen

Ein Grenzwertsatz fiir den integrierten quadrierten Fehler des Schétzers der Regressions-
funktion ist in Hall (1984) gegeben. Analoge Aussagen fiir Ableitungsschétzer existieren
noch nicht in der Literatur und werden daher an dieser Stelle bewiesen. Dazu wird der
Nadaraya-Watson Schétzer in der Form

m(x) —m(z) = i i (Vi — m(Xi))Kr(w;_fQ)

?) 5.3
) (5.3)
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verwendet. Die Schiitzer f und § sind definiert als

n

]E(a:) _ 1 ZKT<JJ—X1'>

nh, £ h,
ia) = — S o(m(x) — () (1)

mit Bandbreite h, und zweimal stetig differenzierbarem Kern K, mit kompaktem Trager
[—A, A]. Fiir den Kern und dessen Ableitung gelte K,.(+\) = K/ (£A) = 0. Der Schéatzer

der k-ten Ableitung der Regressionsfunktion sei definiert durch

Die Bezeichung T stehe fiir den integrierten quadrierten Fehler des Ableitungsschétzers,

T — /A (2 ® (2) — m® (2))2w(z)da.
Mit

T

S) = [ SOKP (S - ) V@)@ (5

hat m® (z) — m®™(z) fiir k = 0,1,2 eine Darstellung als Linearkombination der S;(z),

B () = m®P(2) = Y ar(@)S(2), (5.5)

und es ist

Tk = Z/akl x)SH(x dx—l—QZ/akl z)agm()w(x) S (x)Sp(x)de  (5.6)

<m

mit stochastisch konvergenten Faktoren

agr(x) = 1, k=0,1,2,

ao(z) = —f'(x)/f(x),

azi(z) = —2f'(z)/f(z) und

aro(x) = —(f'()/f(@)*+ f"(x)/f(x).

Bevor eine Aussage iiber die asymptotische Verteilung von 7P getroffen wird, wird in

dem folgenden Satz die asymptotische Verteilung von fol S%(z)w(x)dxr untersucht.
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Satz 5.5 Es sei A C R kompakt und A® := {x € R|inf,cq |z — a| < e} die Menge aller
x € R deren Abstand zu A kleiner als ein € > 0 ist. Die Varianzfunktion o? sei auf A®
stetig und beschrinkt und die Gewichtfunktion w sei stetig, beschrinkt und nichtnegativ.

Ist die Regressionsfunktion m auf A° (k+ 2)-mal differenzierbar, k € {0,1,2}, die Dichte
f auf A% von 0 weg beschrinkt, gleichmafig stetig und dort (k+ 1)-mal gleichmdfig stetig

3/2+k

differenzierbar und erfillt die Bandbreite h, die Bedingungen h, — 0, nh; — 00 und

nh2+5 = O(1) fiir n — oo, so gilt fiir k =0
(72 o + M) 2 / S3(wyw(z)de — Bl — BE,) -2 N(0,1)
und fiir k =1,2
nhfk“ﬂal_,,lc/?(/AS,f(m)w(x)da: — BE]R Bm ) — N(0,1)

mit

B = e [ B[R9 ()0 ) e

r

azo = 4 [ o*(@)y(@)w (@)

(@) = wa(K) (2 (@) f () + 2m D (@) f D (@)

()

Ein Beweis von Satz 5.5 wird in Anhang A.2 gegeben.

Folgerung 5.6 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.5 und der Bedingung nh? = O(1)
gilt fir 0 <[l <k

1
nh2k+1/2/ S2(z)w(x)dr = Op(h2k-D=1/2)
0

Beweis Durch Einfiigen von Br[f;]l, j =1,2 in obigen Ausdruck erhélt man

1 1
nh?kH/Q/ Sf(x)w(a:)da::nhfkﬂﬂ(/ Sf(m)w(x)dm—Bg]l B[Q]>+nh2k+1/2(B[1}l+B[2})
0

0
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Der erste Term auf der rechten Seite ist nach Satz 5.5 von der Ordnung O p(hQ(k Z)) Weiter

gilt
nh?k—i—l/QB[l]l _ O(h%(k—l)—1/2) = o(1)

und
nhszrl/ZB[?]l _ O(nhf“g/z) = o(1),

da k> 1 und h, = O(n=1/?) ist. a

Satz 5.7 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.5 gilt fir k =0

(™2 g +n hbaze) 2 / ((w) = m(2)w(@)de - B} - BE)) 2> N(0,1)
A

und fir k > 1 falls nh? = O(1)

nh?k+1/2a;11€/2 < / (m® (z) — m® (2))2w(z)dx — BSL) — N(0,1).
A

Beweis Fiir k = 0 ist dies Theorem 4 aus Hall (1984) fiir den eindimensionalen Fall und
folgt direkt aus Satz 5.5. Ist k£ > 0 und nh? = O(1), so gilt B,[i]o = O(hY) = o(1/nh2*11?)
und der Beweis von Satz 5.7 folgt aus Satz 5.5 und Folgerung 5.6 mit der Zerlegung

1 -5l = ([ St@lad - B +Z/sl s (@)l d
+2Z/s, ) (2) Sy () ()0 () . (5.7)

l<m

Multipliziert man den ersten Term der rechten Seite mit nh2Fr12 , SO konvergiert er nach

Satz 5.5 in Verteilung gegen die in Satz 5.7 angegebene Grenzverteilung. In der ersten
Summe auf der rechten Seite ist der Index immer kleiner als k. Daher haben die Sum-
manden nach Folgerung 5.6 die Groéfenordnung op(1/ nhi Y %) wenn als Gewichtfunktion
a1 (z)w(x) verwendet wird. Die zweite Summe wird mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung
abgeschétzt. Die einzelnen Faktoren sind nach Folgerung 5.6 von der Grofenordnung
op(1/nh2"/%)1/2 das Produkt daher von der Ordnung op(1/nhi*'/?).

O

Satz 5.7 bzw. Satz 5.5 konnen auch losgelost von diesem Zusammenhang von Interesse
sein und lassen sich auf andere Ableitungsschétzer als den hier verwendeten iibertragen.
Ist bekannt, dass es sich um eine auf dem Intervall A konstante Dichte handelt, ihre erste
Ableitung demnach 0 ist, so macht es Sinn, Ableitungsschatzer der Form

R I
) = e K (5
T i=1

1=

Vv i)

T
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zu betrachten. Satz 5.7 kommt in diesem Fall ohne die Voraussetzung h, = O(n~'/%) aus
und ist dquivalent zu Satz 5.5.

5.2.2 Beweis von Satz 5.3
Die Teststatistik 7T}, 1asst sich als Funktional

T, = V(g )
mit )
¥(f9) = [ (Flola) s
0
schreiben. Weiter sei P eine Abbildung von [0, 1] nach R mit
P(\) = W(f +Af, 9+ A9).
Sie ist beziiglich A dreimal stetig differenzierbar mit
POO) = 2 [ {F Ao + 2alw) ~ o}
x{3(@) [+ ATV + Agl(@)) + (g + Ag(x)) e,
POO) = 2 [ {a@lr+ AFlg + 2al(w) + Flla+ Adla)) } do

#2 [ {1+ Mo+ 2ale) - o}

@)D+ AFDN[g + Agl()) + 25 ) (lg + Ag)(2)) e,

|
c
S
Il
D
o\
—
N}
—~
=
=
_|._
>
Ry
()
+
>
&
"
S~—
S~—
_|._
pud
()
+
>
Y
"
S~—
S~—
W—/

F@FD + A (lg+ A7) (@) +20(2) [ (g + Ag)()) pda
2 [ {140 + 3il(@) o}

(G @S+ AFDN[g +g)(2) + 28%(@) F2 (g + Ag)(x) b

Damit ergibt sich fiir 7}, mit f = m™!, g = m, f = qghd —m~t und § = 7 — m die von
Mises Entwicklung in A = 0

T, = /o {(ﬁl — m)(m)(m—l)/(m(x)) + (qghd _ m_1)<m($))}2dx N éP(i’))(}\*)
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mit A* € [0,1]. Auch ¢y, (m(z)) lasst sich als ein Funktional ¢y, (1) an der Stelle m/(z)

schreiben mit
Onalf " hg / / >d v

und die von Mises Entwicklung ergibt hier wie in (3.10) die Darstellung

Ona(m(z)) —m™ (m(z)) = AP (m(2)) + A (m(x)) + %Aﬁf)(m(fﬂ))(l +op(1))

mit
AP (m(z)) = ¢p,(m)(m(x)) — m_l(m(x)%
AD(m(z)) = / Ka(0)(m=) (m(z) + hav) (170 — m) (m="(m(z) + hqv))dv,
AP (m(z)) = _h_d/o K(v)(m™1Y (m(z) 4+ hqv) (. — m)*(m™" (m(z) + hqv))dv.

Der Ausdruck Ag)(m(x)) wird mit Hilfe einer Taylorentwicklung von
[(m™) (2 — m) o m™ ] (m(x) + hqv)
um m(z) weiter vereinfacht zu

AP (m(z)) = —(m™") (m(2))(h — m)(x) — hira(Ka)[(m™") (m(2))]* (i — m)"(x)
_Rn(x)

(K, und damit /i sind nach Voraussetzung (K1) dreimal stetig differenzierbar) wobei der
Restterm durch

Ry(z) = hire(Ka)[(m™)® (m(a))(m —m) +3[(m™")" (m™)|(m(x)) (i — m)'(z)]
h3

+2lm ) (= m) 0 m 7 (6 ()

definiert ist. Eingesetzt in die Teststatistik 7T;, fithrt dies zu der Zerlegung
1 1
T, = hari3 (Ko) / [m'(@)]=° () (x) — m? ())*dz + / AV (@)dr+ Q. (58)
0 0
mit

Q. = /011-22( )d:z:—i—jl/l(Anz)(m(x)))zdx
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% /0 Rn<x>A§3>(m(x))d;c} + éP‘B)(A*)-

Der erste Term der rechten Seite von (5.8) konvergiert nach Satz 5.7 mit w(z) = [m/(z)]~°
in Verteilung gegen eine Normalverteilung mit Konvergenzrate nhy/? /hd, genauer

nhy!? 4 9 b 65 (2 2 2 1)y D
T ) ([ @) ) - m® @) e = BY) 0.7

Der zweite Term ist nicht von der Ordnung o(hl/ nhy/?), ergibt aber
1
/ A} (2)dx = hijk3(Kq)BE + o(hY).
0

Der erste Teil wird von der Teststatistik abgezogen und der verbleibende Fehler o(hS) ist
von der Ordnung o(hé/nhg/z).

Zum Abschluss des Beweises wird nun gezeigt, dass nhy/? /h4Q,, stochastisch gegen null
konvergiert, der Restterm @,, also keinen Beitrag zur asymptotischen Verteilung liefert.
Dazu werden die neun Terme von @,, einzeln betrachtet. Die Abschétzung von fol R?(z)dz
erfolgt dhnlich wie die Abschétzung der Restterme im Beweis von Satz 5.7. Mit der Be-
zeichnung d(z) = m(x) — m(z) ist fiir eine hinreichend grofte Konstante C' und Gewicht-
funktionen wi(x) = [(m=")® (m(x))]? und wa(x) = [(m=")® (m(x))(m") (m(x)))*

Cihé i Ry (x)dr < /0 wy (x)d?(x)dx + /0 wy(x)(d'(x))*dx

2

wnd [ (lm™ om0 )

Die ersten beiden Integrale sind nach Folgerung 5.6 von der Ordnung op(1 /nhg/ 2). Der
Integrand des dritten Integrals ist gleichmifig von der Ordnung Op(logh, -t /nhl) und
zusammen mit dem Vorfaktor hZ ergibt das fiir den dritten Term die Ordnung

! 2 h2loght 1 1
2 —1y\/ —11(3 _ 1/2'% T _
hd/o (mYdom™9()) dw = Op(n)/ 5 nh?/2> _oP<W>.
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Fasst man die vorhergehenden Abschatzungen fiir den ganzen Restterm fol R, (x)dx zu-
sammen, so hat dieser die Ordnung

1 h4
2 _ d
/0 R (x)dx = Op(nh2/2>.

Die Abschitzung des zweiten Summanden von @),,,

[ @y
= /01 <hid /11 Ki(v)(m™Y (m(x) + hgv)d*(m ™ (m(z) + hdv))dv>2dm

- / </1 Kaf0)[m1)" (m(z) + hav)(m ™ (m(z) + hav))

£2[(m ) (m(a) + hav) 2d (m ™ (m(2) + hav))d(m ™ (m(z) + hev))| dv)gda:

_ (logh,')*\ hg (logh')? 1/2
N OP( n2h# >_O <nh2/2 nh? o )

hig
op < > )
nhg/ 2
erfolgt iiber partielle Integration unter Beachtung, dass K4(£1) = 0 ist.

Auch der erste gemischte Term von @Q,(z) wird mit Hilfe der partiellen Integration abge-
schatzt,

|~ i) [ @) — ) A )]

= [t | o ()]~ ()0 — ) o) + of) / (= m) o)

1

= |tsca) (1 (@) n )@ ma)) i — ') ()

0

0

—/0 {lm’(2)] 72 (m ™)@ (m(@))} (" — m’)(fﬁ)dfc) +o(1) (i’ —m')(x)

Y / log b, 1\ 1/
< O(hl) sup i (@) = ()| = Op (hi(=oi=) )

h4
5\1/2 —1y1/2) _ d
(nh2)**(h,logh, ) > = Op<nh2/2>.

Auf die restlichen fiinf gemischten Terme wird die Cauchy-Schwarz Ungleichung ange-
wandt. Es ist

g

- Op(

n

2 /01 w?(z)(m® — m(2))(a:)A(x)dx‘
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1/2

< (hg( /0 1 w(@) (i = m2(2)de — BL{Q) /O 1 A2(q;)da:)

1 1/2
+<h§BL1}2/ AQ(x)dx> ,
0

wobei A(x) fiir die Restterme R,,(z) und Ag)(m(x)) stehe und w(z) die Gewichtfunktion
aus (5.8) sei. Aus den vorhergehenden Abschéitzungen und dem Beweis von Satz 5.7 ist
ersichtlich, dass gilt

1 h4
4 ~(2) L (2))2 _oplly
hd</0 w(z)(m m'?)(z)dx Bm?) = Op( h9/2>

niy

4

1
h
2 _ 1/2 d

/ A*(z)dz = Op(h, )0p<nh2/2>

0

und BE}Q = O(1). Daher folgt

, A h4 h4
[ - m®) @A = 0 or( ) + Ohor (i)
hg
P <nh2/2 )
Die folgenden beiden gemischten Terme sind von der Ordnung
0 ha
0 9 1/4 _d ) = —d_
‘/ A(w)da| < O(R)Op (M )0P<n1/zh;‘3/4> - Op(nh2/2>

und der letzte der gemischten Terme in Qn( ) ist offensichtlich von der Ordnung op(hl/ nhy! %),
da sowohl fo R?(z)dz, als auch fo ?(2)dx von dieser Ordnung sind.

Abschliefend muss noch der Restterm P®(\*) diskutiert werden. Dazu werden die fast
sicher gleichméfigen Konvergenzraten fiir den Schatzer ngSh ,(t) und dessen erster bis dritter
Ableitung aus Lemma A.2 im Anhang benotigt.

Mit den Bezeichnungen d(x) = m(z) —m(z) und d; _1(y) = én,(y) —m ' (y) hat P®)(\*)
die Darstellung

PO = 6 [ {a@)lim™) + 2,1+ M) + s (o + A (2)}
< {d(@)m ™) + A )([m + Ad) () + 2d (@) (fm + Ad)(x)) o

+2 /O 1 {[m*1 + Mr_1](fm + Ad)(2)) — x}

< {d@)m ™) + A2 )([m 4+ Ad) () + 2% (@) ([m + Ad) (@) pda
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= 6 / {d@[m™) + A2 )(m + Ad) (@) + dr,-a(fm + Ad)(z)) |
< {d(@)m ™) + A2 ([ + Ad) () + 2d (@) (fm + Ad)(2)) }da
22 [ {at)om Y €@ + My + 2 @)}

x{ d(@)[(m™)D + A ([ + Ad) () + 3¢(2)d (fm -+ Ad) () .

Fiir die oben definierten Differenzen gelten nach Mack und Silverman (1982) und Lemma
A.2 im Anhang die folgenden gleichméfig fast sicheren Konvergenzraten

log h,71\1/2
dz) = O( nh )
log h,71\1/2 )
dﬁ’fll(y) = (nh%“) + O(R2) fiir k =0,1,2

log h, 1\ 1/2
A1) = O(=2=) " + olha).

Damit erhilt man als Abschitzung fiir P®)())

PO = {0n(E2) " [0n(1) + 00 () + 003)] + 00

" {Op(log hT1> |:Op(1) N OP(log hrl)1/2 N O(hg)}

nh, nhd

o) on (1) " o]

+ {0r ()" ot H{on (M) [0+ 0n () 4 ofn)]

on (o (5) o)

nh, nhd
— 0 ( hy ){(hi/QIOghrl)Q nh; (logh,,l)2h1/2+<(1OghT1)>1/2(nh5)1/2h
P nh?? nh log h! nh? " nh} " "
hi/?(log h=1)? (log hr_1>1/2
nhi nhi nh3
he'?(log b 12\ 1 ht'?(log h=1)? b2

/2
h11/21 h—l 1/2 d
i ) logh 2 nht  h,

(h'* log h1)?

+ (R log hy Y)Y (nh?)V? + h2 +

(logh ') 10
—Thr/ +
nhj (
n (hi/z(log ht)?

1/2 3/2 —1y1/2 7/2 ~1
o ) (B2 log h )Y/ + T loghT}
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hg
s}
nhg/ 2
Somit ist gezeigt, dass @, von der Ordnung 0p(h§/nh2/ 2) ist und zusammen mit der
vorhergehenden Argumentation folgt die Aussage von Satz 5.3 a

5.3 Bootstrapverfahren und Simulationen

In diesem Kapitel wird das sogenannte “Wild-Bootstrap”Verfahren verwendet, das erst-
mals von Wu (1986) vorgeschlagen und in Mammen (1993) beschrieben wird um einen
Bootstrap-Test zum Testen auf strenge Isotonie der Regressionsfunktion zu konstruieren.
Zuerst wird aus den Daten die Regressionsfunktion unter der Nullhypothese der strengen
Isotonie geschétzt, das heifst, es wird der isotone Schétzer der Regressionsfunktion é;dl (t)
aus (3.2) bestimmt. Anschlieflend werden die Residuen mit Hilfe des uneingeschriankten
Regressionsschétzers m geschitzt. Man erhalt sie als

Weiter seien ¢y, ..., ¢, unabhingig identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[¢;] = 0,
E[?] = 1 und E[c}] = 1. Hier wird die Verteilung verwendet, die Gewicht (v/5 + 1)/2v/5
auf dem Punkt (1—+/5)/2 und Gewicht (v/5—1)/2v/5 auf (1++/5)/2 legt. Die Bootstrap-
Stichprobe erhélt man als

Y =07 (X)) + cidi.
Daraus wird die Bootstrap-Teststatistik 7)* berechnet. Wiederholt man dieses Verfahren
B-mal, so erhilt man B verschiedene Versionen T%!,... TP der Bootstrap-Statistik.

Die | (1 — a) B]-te Ordnungsstatistik wird als (1 — «)-Quantil der wahren Teststatistik 7'
verwendet.

Die folgenden Ergebnisse stammen aus Simulationen mit 501 Simulationsdurchlaufe. In
jedem Simulationsdurchlauf wird der Bootstrap 500 mal wiederholt. An verschiedenen
Stellen dieses Verfahrens miissen Bandbreiten gewéhlt werden. Zur uneingeschrinkten
Schétzung der Regressionsfunktion aus den wahren Daten wird die Bandbreite h, beno-
tig. Die zur Monotonisierung verwendete Bandbreite hy wird in Abhéngigkeit von h, als
hq = hl? gewihlt. Im Bootstrap werden die Daten mit Hilfe einer isotonen Schiitzung der
Regressionsfunktion erzeugt. Dazu miissen ebenfalls Bandbreiten bestimmt werden. Diese
seien mit f,., und hgp = h)p bezeichnet. Zur Bestimmung der Bootstrap-Teststatistiken
werden wieder die Bandbreiten A, und hy verwendet. Da es sehr zeitaufwendig ist die
Bandbreiten h, und h,; in jedem Durchlauf mit Least Squares Cross-Validation zu be-
rechnen, wird vor der eigentlichen Simulation eine Simulation mit 200 Durchlaufen zur
Bestimmung dieser Bandbreiten durchgefiihrt. Der Mittelwert der so erhaltenen Bandbrei-
ten wird in der darauffolgenden Simulation der Teststatistik verwendet. Die Simulationen
wurden hier zu vier verschiedenen Regressionsfunktionen vom Typ
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Tabelle 5.1: Simuliertes Niveau und Power des Tests auf strenge Isotonie basierend auf
¢n, (Tabelle (a)) und des Tests von Bowman, Jones and Gijbels (1998) (Tabelle (b))
zum Niveau o« = 0.05. Die Regressionsfunktionen sind gegeben durch (5.9). Verschiedene
Stichprobenumfinge n und Standardabweichungen o werden beriicksichtigt.

(a) Test basierend auf T, (b) Bowman, Jones und Gijbels
n n
o 25 50 100 o 25 50 100
a=20 a=0
0.025 0.006 0.009 0.006 0.025 0.002 0.006 0.002
0.05 0.004 0.008 0.004 0.05 0.018 0 0.008
0.1 0.013 0.006 0.006 0.1 0.022 0.008 0.004
a=0.15 a=0.15
0.025 0.012 0.064 0.122 0.025 0.058 0 0.08
0.05 0.034 0.044 0.066 0.05 0.042 0.022 0.052
0.1 0.025 0.034 0.045 0.1 0.026 0.018 0.008
a=0.25 a=0.25
0.025 0.497 0.842 0.982 0.025 0.816 0.926 0.994
0.05 0.275 0.522 0.74 0.05 0.31 0.482 0.748
0.1 0.131 0.211 0.351 0.1 0.088 0.1 0.174
a=0.45 a=0.45
0.025 0.97 1 1 0.025 1 1 1
0.05 0.924 1 1 0.05 0.966 1 1
0.1 0.714 0.914 0.996 0.1 0.374 0.544 0.874
m(z) =1+ 2 — aexp(—50(z — 0.5)?),z € [0, 1] (5.9)

mit a = 0, 0.15, 0.25 und 0.45 durchgefiihrt, um zu verdeutlichen, dass die vorgeschlagene
Teststatistik strenge Isotonie eindeutig erkennt. Fiir a € {0,0.25} sind die zugehorigen
Regressionsfunktionen streng isoton, in den Féllen a = 0.25 und a = 0.45 ist die Null-
hypothese der strengen Isotonie hingegen nicht erfiillt. Die Ergebnisse werden in Tabelle
5.1(a) dargestellt. Zum Vergleich mit einem anderen Testverfahren sind hier in Tabelle
5.1(b) die Ergebnisse von Bowman, Jones und Gijbels (1998) gegeben. Diese Autoren
schlagen einen Bootstrap-Test vor basierend auf der kleinsten Bandbreite, so dass der
Regressionsschétzer monoton ist. Der in dieser Arbeit vorgestellte Test verhélt sich sehr
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Tabelle 5.2: Simuliertes Niveau und Power des Tests auf strenge Isotonie basierend auf ngSh .,
zum Niveau a = 0.05. Die Regressionsfunktionen sind gegeben durch (5.10). Verschiedene
Stichprobenumfinge n und Standardabweichungen o werden beriicksichtigt.

n n
o 25 50 100 o 25 20 100
c=0 c=1/4
0.025 0.006 0.004 0 0.025 0.623 0.647 0.721
0.05 0.014 0.01 0 0.05 0.453 0.513 0.583
0.1 0.014 0.008 0 0.1 0.355 0.453 0.501
c=1/8 c=1/2
0.025 0.246 0.369 0.475 0.025 0932 0.95 0.964
0.06 0.152 0.287 0.339 0.06 0.725 0.776 0.912
0.1 0.112 0.144 0.212 0.1 0.699 0.82 0.84

ahnlich zu dem von Bowman, Jones und Gijbels (1998). Beide unterschétzen das vorge-
gebene Niveau von a = 0.05 fiir die streng monoton wachsende Funktion m(z) = 1 + x.
Bei beiden Tests fallen die Ergebnisse fiir verschiedene Standardabweichungen sehr un-
terschiedlich aus. Wahrend fiir die Regressionsfunktion zu a = 0.15, die ebenfalls streng
monoton wachsend ist, das Niveau fiir ¢ = 0.05 und n = 100 relativ gut eingehalten
wird, wird es fiir 0 = 0.025 bei beiden Tests iiberschétzt. Fiir 0 = 0.1 wird das Niveau
mit dem hier vorgeschlagenen Testverfahren besser eingehalten als mit dem von Bowman,
Jones und Gijbels (1998). Die Power des Tests basierend auf 7T), ist in beiden Féllen einer
nicht isotonen Regressionsfunktion vergleichbar mit der des Test von Bowman, Jones und
Gijbels (1998) oder sogar besser als diese. Anders als der zuletzt genannte Test, ist der
Test basierend auf 7}, ein Test auf strenge [sotonie der Regressionsfunktion. Wahrend der
Test von Bowman Jones und Gijbels die Nullhypothese der Isotonie fiir lokal konstante
isotone Regressionsfunktionen beibehélt, verwirft der hier vorgestellte Test die Nullhypo-
these fiir solche Funktionen. Das Verhalten des Tests basierend auf 7,, fiir lokal konstante
isotone Regressionsfunktionen wird hier mit Simulationen zu vier Regressionsfunktionen
vom Typ

1

52T fir » € [0, 5 — ¢
m(z) = : fir z € [ — ¢, 5+ (] (5.10)
—r— 2% firz e[} +cl]
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verdeutlicht. Fiir ¢ = 1/2 ist hierdurch die auf dem ganzen Intervall konstante Funktion
m(z) = 1/2 gegeben. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.2 dargestellt. Ist ¢ = 0, so handelt
es sich um die streng monoton wachsende Funktion m(x) = x. Hier entscheidet der Test in
den meisten Fallen fiir die Nullhypothese, das Niveau wird jedoch wie schon in den oben
dargestellten Fallen erheblich unterschéatzt. Je grofer der konstante Bereich der Funktion
m ist (¢ = 0.125, 0.25 und 0.5), desto besser erkennt der Test die Verletzung der strengen
Isotonie. Zuletzt sei hier angemerkt, dass fiir den Test auf strenge Isotonie der Regressi-
onsfunktion kein schlechtester Fall der Monotonie, wie er zum Beispiel in Durot (2003)
diskutiert wird existiert. Unter dem schlechtesten Fall der Monotonie versteht man dort
den Fall einer konstanten Regressionsfunktion. Die meisten, in der Literatur angegebenen
Testverfahren approximieren in Simulationen das vorgegebene Niveau in diesem Fall rela-
tiv gut, unterschétzen es jedoch fiir andere monotone Regressionsfunktionen. Bei dem in
dieser Arbeit vorgestellten Test auf strenge Isotonie fillt der sogenannte schlechteste Fall
der Isotonie unter die Alternative. Letzterer weist fiir konstante Regressionsfunktionen
eine sehr hohe Power auf (vgl. Tabelle 5.2 fiir ¢ = 1/2).






Anhang A

Beweistechnische Details

A.1 Gleichmaflig fast sichere Konvergenzraten des iso-
tonen Schatzers

In diesem Kapitel werden gleichméfig fast sichere Konvergenzraten des inversen istotonen
Schétzers und seiner ersten beiden Ableitungen unter verschiedenen Annahmen an den
Grad der Differenzierbarkeit gezeigt.

Konvergenzraten des inversen isotonen Schitzers bei einmaliger Differenzier-
barkeit der Regressionsfunktion

In diesem Abschnitt sei die Regressionsfunktion einmal stetig differenzierbar, K, sei
ein zweimal stetig differenzierbarer Kern der Ordnung 2, dessen zweite Ableitung von
0 weg beschrankt ist und K, sei ein einmal stetig differenzierbarer Kern der Ordnung
1. Die Bandbreiten h, und hy erfiillen die Bedingungen nh? = O(1), hq/h, — oo und
log h ' /nh?hg = o(1)

Lemma A.1 Unter den oben genannten Voraussetzungen sei
J:=J(0)=[m(0)+d,m (1) — ]

mit § == 0 (hq) > 0 derart, dass fir alle t € J(6) gilt t + hqv € [m (0),m (1)] fir alle
v € [—1,1]. Dann gilt

. —1\ 1/2
supldn (0=t (0] = 0 (FER) 0 £
teJ nh,
Y, —1\/ 1 hr_l 1/2
sup (60 O = (Y O = O(TH5) " ot o
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Konvergenzraten des inversen isotonen Schitzers bei viermaliger Differenzier-
barkeit der Regressionsfunktion

Es seien nun m und f viermal stetig differenzierbar, K, und K, seien zweimal stetig
differenzierbare Kerne der Ordnung 2 und Ky(£1) = Kj(£1) = 0. Die Bandbreiten

erfilllen die Bedingungen h,., hg — 0, nh,, nhqg — oo, h, = O(n=1/?), hZlog h;l/hi/2 — 0
und ht?(log ho )2 /nhd = O(1).

Lemma A.2 Unter den oben genannten Bedingungen gilt

sup (61,) 1) — (m 0] = 0( RN o012 fir s =0.1.2

nh%s—i—l
log h, !
nhl

up (6 (0) — (n O] = ()" + o).

Konvergenzraten des inversen isotonen Ableitungsschitzers

In Kapitel 4 wird die gleichméfig fast sichere Konvergenz der Verteilungsfunktion des
Ableitungsschétzers bendtigt. Die Konvergenzraten sind in folgendem Lemma aufgefiihrt.

Lemma A.3 Es seien m und f dreimal stetig differenzierbar, K, und K, seien zweimal
stetig differenzierbare Kerne der Ordnung 2 mit K4(£1) = K,.(£1) = 0. Die Bandbreiten
erfiillen die Bedingungen h,, hq — 0, nh,, nhg — 00, h, = O(n™7), hd/hff/2 — 0 und
(log h71)3/2 /nhShy = o(1). Dann gilt

- log h71\1/2
o1 — T 2
suplin, (1) = m 0] = O]+ 0U)
- ~ log h71\1/2
/ _ 1—1\/ — T
sup 7, (1) = (Y@ = O(=2=) " + olha)

Beweis von Lemma A.1 und A.2 Beide Beweise verwenden dieselbe Zerlegung des
Supremums in

sup |47 (1) — (m ™) ()] < T + 7,
teJ
mit
T = sup|df) (1) — i) (1)
teJ
Y = sup )¢§fd) (t) — (m ™)™ (t)‘ :

s=20,11in Lemma A.1 und s =0,...,3 in Lemma A.2.
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Mit der Zerlegung aus (3.10) erhdlt man fir Tl(s)7 s=0,...,3

76 < A0 | L@

— n 2 n
mit

APO = sup (A1) (1)

teJ

AR = sup|(a2) (1)

teJ

und A (¢), k = 1,2 sind definiert wie in (3.12) und (3.13).
(i) In der Situation von Lemma A.1 erhdlt man eine weitere Abschétzung durch

1 1
]{;73 k’+8—1)
AP < ol / ‘Kfl (v)
d -1

sup (m_l)/ (t+ hdv)‘
teJ

teJ

k
X (sup \(m —m)om ' (t+ hdv)o dv

1

< —/———— sup
= 7kts—1
hy™

z€[0,1]

z€[0,1]

0wW@ﬂ<mwm@—mv0L£V¢“”wwm

Als stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist (m~')" beschrinkt. Fiir den
Nadaraya-Watson-Schétzer gilt wie bei Mack und Silverman (1982), hier jedoch fiir ein-
malige Differenzierbarkeit von m und f unter der Annahme h, = o (log h; ' /nh,)

log h ! ) 12

A f.s.
me@—m@ﬂ=O<nm

zeJ

Damit erhélt man die Ordnung

log ! b
AP = 0 (%) fs. fir k=1,2, s =0, 1.
nh,h,

ist k = 1, so ergibt dies nach Voraussetzung (3.9)

log h71\1/2
ADG) — ( r )
" 0 nh,h%

log h=! log b1\ /2
o2 J=—o22) |
nh, b+ nh,h2

und fir k =2
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Wie in (3.14) erhélt man fiir den deterministischen Teil TQ(O)

10 < ha [ Jul K (] dusup (7Y ()] = 0 (ha. (A1)

zeJ

T2(1) kann abgeschétzt werden durch

ot (hd/ / Kd( >dudv) - (m‘l)/(t)'

= sup|— Kd (%) dv — (m —1)’(75)‘

T2(1) = sup
ted

= stlé?/ Kq(v D't + hav) dv — (m 1),(t)‘
= sup | —Kd() (it + hav) |1 ——/ Ky (v)m™" (t + hgv) dv — (m 1)/(1%)’

= sup|— / K}, (v)dvom~ ()—/_ vK)) (v ){( )(t+hd>\v)—(m—1)’(t)}dv

ted

IN

/ o | K" (v Sup‘ ) (¢ + hav) — (m™Y) ()| dv (A.2)

mit A € [0,1]. Wegen der gleichmifigen Stetigkeit von (m~')" konvergiert die Funktion
(m=1) (t + hg\v) in v gleichmaRig gegen (m~1) (¢) und es ist 74" = o (1).

(ii) Um die Aussage von Lemma A.2 zu beweisen, wird ausgenutzt, dass in dieser Situation
auch der Kern K, und somit der Schétzer m dreimal stetig differenzierbar ist. Damit kann

fiir AE?“S), s =0,...,3 eine partielle Integration durchgefiihrt und so die Konvergenzrate
verbessert werden. Es ist wie bisher
1 ! —t
AV = Kd(%) (n(0) — m(v))dv
d
log h-1y 1/2
_ / Kaw)(i — m)(om™ (¢ + o)) (m Y (¢ + hav)dv = Op (2E1)"
nh,

~

und fiir 1 < s < 3 mit der Bezeichnung d(x) = m(x) — m(x)

g;A;D(t) _ / Kalv {Z ) atjdom ](t+hdv)§;:j(m1)'<t+hdv)}dv

log h,” ) 1/2
= Or ( nh2s+1 )
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denn die einzelnen Summanden sind mit dhnlichen Abschétzungen wie in Mack und Sil-
verman (1982) fast sicher von der Ordnung

o . o, logh 1\V/2
%[d om ](t + hdv) 8t5_j (m ) (t + hdv) = O(m) fur ] = 07 1,
2
@[d om Yt 4+ hgv)(m )V (t + hgv) = dV(x,)21(t + hav) + dP (z,) 20t + hgv)
log h 1\ 1/2
= O(Ogr) fir j =2und s = 2,3
nhd
und
83
@[d om Y (t + hgv)(m Y (t + hqv) = d®(x,)23(t + hqv) + 2dP (2,,) 24 (t + hqv)
+dD () 25(t + hgv)
log h, 1\ 1/2
- O( nh’ )
mit gleichmifig beschrinkten Funktionen z;(z), i = 1,...,5 und z, = m~'(t + hgv).

Somit gilt auch

log h,71\1/2
nh%s+1 )

AW() = 0P<

Weiter ergibt AP (t) mit partieller Integration und den Bezeichnungen aus obiger Ab-
schitzung

AP (t) = hid/_l K4 (0)(m —m)?*(m™ (4 hqv))(m ™) (t + hqv)dv(1 + op(1))  (A.3)

= — | Ki){2d(z,)dY (z,)(m ™) 2(t + hqv) + d?*(x,) (m )P (t + hgv) }dv (A.4)

-1

- o (M) o (Bl

Die Ordnungen der ersten und zweiten Ableitung lassen sich durch Ableiten von (A.4)
bestimmen. Mit den Bezeichnungen aus der Abschéitzung von AP (t) ist zum Beispiel

0

S A1) = _/_1Kd(“){d“)2(xn)y1(t+hdv) + d(2a)d® (2,)y1 (t + hav)

+ d(z)dY (z,)ys(t 4+ hav) + d(z0)ya(t + hqv) }dv

_ 0 (logh;1>_0 <logh;1>1/2
- P a3 ) T U s '
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Eine weitere Ableitung liefert

g_;A1(12)<t) _ OP(loiggl) _ oP(loi:gl)l/Z.

Die Regressionsfunktion ist nach Annahme nur viermal stetig differenzierbar. Daher kann
die Grofsenordnung von Af)’(s)(t) fir s = 3 nicht durch weiteres Ableiten von (A.4)
bestimmt werden. Statt dessen wird nun in der Darstellung (A.3) dreimal abgeleitet. Man
erhalt

a0 = o) =on(Ui)

und zusammenfassend gilt

-1
A@Ls) — OP(log h, )1/2.

" nh2s+1

Bei der Betrachtung des deterministischen Teils ist zu beachten, dass hier eine Taylorent-
wicklung hoherer Ordnung mdoglich ist und es ist

TZ(O) = sup‘h // Kd )dudv— 1(75)’
ted 1 Nd

= sup|m~ (t—hd)—i-hd/( Y (t+ hgz) / Ky(v)dvdz — m™(t)

teJ —1

= B2sup | (m ™) (1) koK) + o(3) = O(h2)

teJ

im Fall s = 0. Ist hingegen s = 1,2, so ergibt sich

T = 2161? /Kd Y (t + hgv)dv — (m _1)’(75))'
= sup| [ K)o )k R = (70

— / W Rs(wdosup [ ™) (0)] + o) = O

teJ

Im Fall s = 3 ist (m~!)® fiir obige Taylorentwicklung nicht mehr hinreichend oft diffe-
renzierbar. Daher zeigt eine dhnliche Rechnung wie in (A.1)

T2( = hdsup‘/ vKy(v W (t 4 hgv)dv| = o(hg)

teJ



A.1. GLEICHMASSIG FAST SICHERE KONVERGENZRATEN 99

Beweis von Lemma A.3 Aus der Zerlegung (4.23) von n , —m/~' und den Abschiit-
zungen (4.25), (4.26),(4.35), (4.36), (4.39) und (4.40) folgt

. . log hity 1/2 log h!
sup [, (1) =m0 = O(=) +0(Z) +Oh3)
t n

h? nhi
log h, 71\ 1/2
= 0(=—) " o).
. _ log h71\1/2 log bt
! . 1—1\/ — T r
sup 9, (1) = (m'~) (1) O<n@ ) +O(mww)+d%)
log h, 71\ 1/2
_ 0( o ) + o(hg)
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A.2 Beweis von Satz 5.5

Um die Rechnungen in diesem Abschnitt tibersichtlicher zu gestalten wird im Folgenden
der Index r bei Kern und Bandbreite weggelassen. Der Beweis folgt der Struktur der
Beweise von Theorem 1 und 4 in Hall (1984). Im ersten Schritt wird das asymptotische
Verhalten des Integrals iiber S2(z)f2(z) mit stochastisch konvergenter Gewichtfunktion
v () bewiesen. Dieses Resultat wird dann auf das Integral iiber S?(z) mit deterministi-
scher Gewichtfunktion w(z) {ibertragen, indem man v, (z) = w(x)/f2(x) setzt.

Das im ersten Schritt betrachtete Integral hat die Zerlegung

/ S2(2) f2 (@) v (2)de = Ly + 2Lno + 2005 + Lng
A

mit

b = s =m0 [ KO (Xt (A5)

T = s S = mX))(; = m(X) [ KO () KO (5 2 o (w)da
o (A.6)

La = = o0 —m(x) [ KO (5250 @)oo (A7)

=1
Iy = /(f](k)(x))%n(x)dx. (A.8)
A
Mit dieser Zerlegung lisst sich das folgende asymptotische Verhalten zeigen. Der Erwar-

tungswert und die Varianz einer Zufallsvariablen Z bedingt auf die Stichprobe X1,..., X,
seien dabei bezeichnet mit Ex[Z] beziehungsweise Vary(Z).

Satz A.4 Unter den Bedingungen aus Satz 5.5 mit einer stochastisch gleichmdfig kon-
vergenten Gewichtsfunktion v, deren Grenzwert v sei gilt fir k=0

/ Sg(a:)f2(a:)vn(x)d:c =Ex[l] + L+ (n’2h’1a1,0 + h4n’104270)1/2Zn
A
und fir k=1 und 2
/ S,z(x)fQ(x)vn(:c)da: = Ex[ln] + Ly + (n72h’1’4ka1,k)1/2Zn
A

mit einer asymptotisch standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z,, und den in Satz 5.5
definierten Konstanten oy und asg.
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Beweis Der Beweis gliedert sich in drei Teile. Im ersten Teil wird gezeigt, dass sich I,,;
als Summe seines bedingten Erwartungswertes und eines asymptotisch vernachléassighbaren
Rests schreiben lésst. Teil zwei und drei widmen sich der asymptotischen Normalitat von
]n2 und In3-

(i) Es ist

W B (T — Ba[Tm))’]
>Un(a:)dx> 2}

= (S0 me ot [0

= S El{0 - m)? - [ (“TXZ')%(IW) .

(A.9)

Falls X; aus der Menge AM = {z € R|infueca |z — a| < Ak} ist (der Kern K besitzt hier
den kompakten Tréager [—A, A]), kann das Integral abgeschétzt werden durch

2T —X; B )2 B
/AK( ) o)z = Op(l)h/AK( 2(2)dz = Op(h)

Da das vierte Moment Ex[{(Y; — m(X;))? — 0%(X;)}?] fiir alle ¢ wohldefiniert ist, erhélt
man durch Einsetzen der vorhergehenden Abschitzung in (A.9)

n* W Ex[(Inn — Ex[Im])?] = Op(nh?)

beziehungsweise
1
Ex[(In1 — Ex[L1])?] = Op <n3h4k+2 ) :

Mit der bedingten Markov-Ungleichung gilt fiir eine Folge {\,}n,en mit A\, — oo fiir
n — oo die stochastische Konvergenz

An 1
| X X)) £ 0p() = 0.

n n—oo

P (|In1 — Ex[ln]]| >

Somit konvergiert auch die unbedingte Wahrscheinlichkeit gegen null und es ist

1 1
L1 = Ex[ln1] + op (W) = BEx[lu] +op ('nh2k+1/2>'

(ii) In diesem Abschnitt wird der Beitrag von I,,5 zur asymptotischen Verteilung bestimmt.
Dazu seien Wp;; und W,,;; definiert als

ij — K(k)<x_T)(i>K(k)(x_Xj)Un(l’)dx

. _ X, _ X,
Wy = K(m(_l' - ’)Kﬁf)(x ]>v(x)dx.
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Beide Zufallsvariablen sind o (X7, ..., X,,)-messbar. Weiter sei die Zufallsvariable Y,,; de-
finiert als

Yoy = (Y5 = m(X;)) p_(¥i = m( X)) Whyj.

Mit diesen Definitionen erhalt man

PR Ly =Yy (Vi mU(Xa) (Y = m(X)) W
1<i<j<n
j—1
= D (Y =m(X;) Y (Yi = m(X,)) W
]:2 =1
= D Y
j=2
Fiir einen festen Index j ist die Zufallsvariable Y;,; messbar beziiglich der von X;,..., X,

und Yj, ..., Y] erzeugten o-Algebra A, ; wobei A, o = o(Xj, ..., X)) sei. Dann ist wegen
der Unabhéngigkeit der Zufallsgrofen (Xi, Y1), ..., (X;-1,Yj-1), X;, ..., Xy

E[Yj[An;1] = E[Y;|X;] = m(X;)
und der bedingte Erwartungswert von Y,; ergibt

7j—1

E[Y; | Anj1] = (BIY;|Anjma] = m(X;)) Y (¥; = m(X;)) Wi = 0.

i=1

Diese Eigenschaft charakterisiert die Folge {(S,; = Z;ZQ Yo Ani),2 < i < n < oo}
als Martingal-Differenzenschema. Es ist das Ziel, auf das eben definierte Schema einen
zentralen Grenzwertsatz (vgl. Hall, Heyde (1980), Corollary 3.2) anzuwenden, um den
Einfluss von I,5 auf die asymptotische Verteilung der betrachteten Statistik zu untersu-
chen. Das weitere Vorgehen teilt sich, bestimmt durch die nachzuweisenden Bedingungen
in zwei Schritte auf. Im ersten Schritt wird gezeigt, dass die bedingte Varianz eines Dia-
gonalelements S,,,, dieser Folge stochastisch konvergiert, wahrend im zweiten Schritt eine
Lindeberg-Bedingung nachgewiesen wird.

Die bedingte Varianz von S, ist gegeben durch

Vo= ZE[YnQﬂATL,j—ﬂ = ZE[(YJ‘ - m(Xj))2|An,j—1]<Z(Yi - m(Xi))ij>2

j—1

— Z o*(X;) ) (Y = m(X;))’ W2,

=1
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+2) oHX;) Y (Y= m(X0) (Vi — m( X)) Waii Wk

= an + Vn27

wobei sich die Bezeichnungen V,,; und V,,» aus der Zerlegung in zwei Summen im vorher-
gehenden Schritt ergeben.

Lemma A.5 Mit den oben genanneten Bedingungen und Definitionen gilt

1
n72h73Vn1 i) Z_lal’k (AlO)
und
n2h W -5 0 (A.11)

fiir n — oo.

Beweis von Lemma A.5 Da v,(z) stochastisch gleichméfig gegen v(x) konvergiert,
reicht es fiir die stochastische Konvergenz von V,,; den Ausdruck

.

n —1
Vor = Y 0%(X)) > (Y —m(X)* W,
=2 i=1

zu betrachten, in dem die stochastisch konvergente Funktion v,,(x) durch ihren Grenzwert
v(x) ersetzt ist. Es ist dann V,,; = f/nl(l—l-oP(l)). Fiir den Term V,,; wird nun nachgewiesen,
dass er stochastisch gegen seinen bedingten Erwartungswert konvergiert und fiir diesen
dann ein Resultat iiber U-Statistiken angewandt um die behauptete Konvergenz zu zeigen.

n

Ex[(Vai — Ex[Vi])? = Ex |:<20-<Xj) i{(yz —m(X;))? - 0-2<Xi)}Wr2n'j>2}

Jj=2

= Ex [(i{(n Sm(X))? - (X)) Y 20wz, ]

= Y Bl m(0)? - ()Y (3 o,

n

- §N4(Xi)< Z 02(X¢)W3ij>2. (A.12)

Jj=i+1
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Die Varianz 0*(X;) ist nach Voraussetzung beschrénkt. Desweiteren kann der Betrag von
Wi abgeschétzt werden durch

il = | [0S0 (s
A

h
/)Km) z
A

IN

Sl (7))
- h/_i|K(’“)(a:)|‘K(k) (ZE—I—#)’U(ZE)CZ:B
— Ko, (A.13)

mit einer Konstanten €', da der abgeleitete Kern nur dann ungleich null ist, wenn X; in
dem Intervall A" liegt. Eingesetzt in die Abschiitzung (A.12) ergibt dies

Ex[(Var — Ex[Via])’] < Cnh® > ua(X0) Y [Wal. (A.14)
Klat et

Beide Summen in (A.14) enthalten hochstens n — 1 Summanden. Daher kann der Erwar-
tungswert abgeschatzt werden durch

E[Ex[(Va1 — Ex[V, (A.15)

sXCn%?’/E/Em ) [ 1w ||K’€>( %Y e f () () dy=
< CQnSh/ dy/ / )| K®) (z + 2)|dedz

= O(n°h’) (A.16)

mit Konstanten C; = C®sup,¢ 4 [v(z)] und Cy = Cy sup,c4- | f(u)]. Die letzte Identitét
gilt wegen der Voraussetzung [,. ua(y)f(y)dy < co. Mit der Eigenschaft der iterierten
Erwartung erhélt man als Darstellung von V,;;

an = E)([an] + Op(n3/2h5/2).
Nun wird der bedingte Erwartungswert mit Hilfe des unbedingten Erwartungswerts aus-
gedriickt. Dazu bezeichne A,, = Ex[V,1] und a,, = E[A,] = E[V,1]. Die Statistik
2

n(n —1)

U, = > H(X:,X;)

1<i<j<n
ist eine U-Statistik mit symmetrischem Kern

H, (X, X;) = 0%(X:)o® (X;) Wi, — Elo?(X:)o (X)W ]

nij
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der Ordnung 2. Definiert man hy(X;) = E[H,(X;, X;)|Xj], so ist die Projektion von U,

gegeben durch

2 n
23
L—
Mit dieser U-Statistik und ihrer Projektion lésst sich die Differenz A,, — a,, schreiben als
Dn:An_an:@Un

und die Projektion ist

D*:"<”_1> =(n—1) Zhl

" 2

Die Ly-Konvergenz von D,, kann nun auf die von D} und D,, — D} zuriickgefiihrt werden,

E[D}] < 2(E[D;] + El(Dn — D;)?))

— 2<(n—1)2E:(ih1(Xi))2:+E[< Z H(X;, X;) —
_ 2<(n—1)2E:(ihl(Xi)>2:+E[< Z H(X;, X))
_ 2((n—1)2E:<ih1(Xz)>2

= 2((n -1y D_EM(X0)+ > Bl (X)] Bl (X))

(A.17)

=3 mx))
-3 me))

=1 j#i

IA
[\)
S
S
w
=
o
s
+
=
5
s
=
5
>
+
S
=
=
e
Z
5
s
=
&
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Die letzte Abschitzung gilt, da die Zufallsvariablen X; fiir ¢ = 1,...,n unabhéngig und
identisch verteilt sind. Die erste noch verbleibende Summe ergibt null, denn

E[h(X1)] = E[E[H (X, X;)|Xi]] = E[H (X, X;)] = 0

nach Definition von H(X;, X;), hi(X;) und der Eigenschaft der iterierten Erwartung. Die
zweite Summe enthélt Summanden, in denen zwei Indizes gleich sind. Aus diesem Grund
ist es hier nicht direkt ersichtlich, dass auch diese Summe null ergibt. Ohne Einschrénkung
seien die Indizes ¢+ und k gleich. Die anderen Félle ergeben sich durch ein Symmetriear-
gument. Es ist

E[(H (X, Xj) — (X)) — h(X;))(H (X3, Xi) = (X)) — ha(X)))]

= E[E[(H (X, X;) — m(Xi) — b (X)) (H (X3, Xi) — ha(X;) — ha(X0))[XG]]

= E[E[(H(X;, X;) — hi(Xi) — b (X)) | X E[(H (X3, Xi) — ha(Xi) — ha(X0))]XG]]

= E[(E[H (X, X;)|Xi] — h(Xi) — E[ (X)) (E[H (X, X0)|Xi] — 7 (Xi) — E[h (X0)))]
= E[h(X;)]E[h(X;)] = 0.

Somit gilt nach (A.17) und obiger Diskussion der Summen
E[(A, —an)’] < n°E[RI(X0)] + 0 B[(H (X1, Xo) — hi(X1) — I (X5))?]
< ClnSE[ H( X0 (X)W
< (Cyn E[WnIQ] (A.18)

wobei die zweite Abschétzung einerseits durch

E[P{(X1)] = E[E’[H(X), X5)|X)]]
E[(Ex[02(X1)02(~X2)W312|X1])2]
Elo!(X1)o" (Xo)W,1]
und andererseits durch

E[(H (X1, X3) — hi(X3) — 7 (X3))?] Cy(E[H?*(X1, X2) + E[h{(X1)] + E[h](X2)]])

<
< 3C4Blo*(X))ot (X)) WA L]

begriindet ist. In der letzten Abschétzung von (A.18) wird die gleichméfige Beschranktheit
von o ausgenutzt. Nun wird der Erwartungswert E[Wm] abgeschatzt,

B[( [ |55 |50 (57 o) |
= h4// |Kk)(x)|‘K <a:+%)‘U(z)dm)élf(y)f(z)dydz
= w0 [ [ (K9@I[KO @+ 2)|ol)de) 1) 0 - h)dyd:

E[W;i.]

IN
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Mit (A.18) ist die Differenz E[(A, — a,)?] von der Grofenordnung O(n’h®). Insgesamt
bedeutet das fiir V,,;

Vi = an + Op(n®2h/?).

Zum Abschluss der Betrachtung von V,,; wird der Grenzwert von a,, bestimmt. Es ist

Za Z (X;)W2)]

o 1) o2 (Xo) W2,

nij

El0?(X,
[ [ 2w ( [ k052 Ke (S )

A
— Snln— D / o*(y)o*(y — h2) f(y) f (y — h2)

—AJ=A

2
n(n —1)
2

1

A 2
% ( K® (@KW (2 + 2)o(y + h@dm) dydz
-\

= %n2h3</:\ L) ()0 / / K®* :c+z)d:c) dz)(1+0(1)).

Somit gilt die Konvergenz

T A %(/_1 ) f2(y)? / / K® (g :1:+z)d1:> dz)

und die erste Aussage von Lemma A.5 ist bewiesen.

Um die stochastische Konvergenz von V5 gegen null zu beweisen wird wiederum die
Eigenschaft der iterierten Erwartung ausgenutzt. Es ist

Ex[V3] = EX[<2i02<Xj> Z (Y;_m(X@'))<Yk_m<Xk)>WnijWnkj)2i|

— 4F. [( Z (Y; — m( X)) (Y — m(Xy) _z: gQ(Xj)WnijWnkj)>2]

S Y e 3 P W)

1<i<k<n—1 j=k+1

- o) Y (Z ” nk]> (A.19)

1<i<k<n—1 j=k+1
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wegen der gleichméfigen Beschranktheit von ¢ und der stochastischen Konvergenz von
vn(z) gegen v(z). Ist 1 < j <k <n—1, so gilt fiir den Erwartungswert der Summanden

E [( Z WnijWnkj>2] <E [( Z |me||Wnk3|>2] (A.20)
j=k+1 j=k+1
= (n = k) E[[Wus Waasl’] + (n — k) (n — k — 1) E[|[Was| [Wazs|[Waral [Waal].

Im Folgenden bezeichne [ das Integral iiber den Bereich [\, \] und die Konstante C' sei
definiert als C' = 1/(sup |v(x)|)*. Der erste Erwartungswert in obiger Formel lisst sich
abschatzen durch

CE[|Wis|*|Wnas|?]

A )
WAV

< o () e (457 o)
/ | (k) |‘K k)( ) ’da:) x1) f(x2) f(x3)dz1drods

) )
- hG/// /|Kk)(:r:)||Kk)(:B+$1)|dx>

/ur DI Oy + 22)ldy) o + han) fy -+ haa) (as)dordada

= O(
der zweite durch

CE[ |Wn13||Wn23||Wn14||Wn24|]

< [ el e 5]
<B[[K0 (5= XﬂHK (“_Xﬁﬂ e [[x (5 < (5]
o (5 i (2
- h4AAAA(/\K(k)(x1)\‘K(k <x1+T>‘f(:c—ha:1)da:1)
< ( / 9| KO (2“2 | £y = Do)z,

X (/|K(k)(x3)|‘K(k) <x3+ y;x>‘f($—hl'3)dl'3>
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« (/|K<k><x4)|(K<k> (s + 5)

Mit der Substitution z = x + ha, y = © + hb und u = x + hb + hc ergibt dies

f(z— h:c4)dw4> dxdydzdu.

CE[|[Wois||Waas| | Waia||[Wiaa]

< h7//// /|K DIE® (@ +a)| (o — hay ),

/yK () KOy + )\ + hb — b))
< ( / 16O g | KW (4 ) F — )z

X ( / K™ ()| K® (24 —a+b+c)|f(x + ha — hx4)dx4> dzdadbdc.
= O(h")
Unter Verwendung von (A.19) und (A.20) bedeutet das
Ex[V3] = Op(n®h® + n*h")
beziehungsweise
El(n~*n"*Voa)’] = B[Ex[(n*h*Vi)*]] = O(n™" + h) = o(1)

und die Aussage von Lemma A.5 ist bewiesen. O

Es fehlt noch der Nachweis einer Lindeberg-Bedingung fiir das Dreiecksschema von Mar-
tingaldifferenzen, welcher in folgendem Lemma gefiihrt wird.

Lemma A.6 Fir alle € > 0 gilt

n=2hp=3 Z Ex[Y2I{|Y,| > enh®?}] £,

Beweis von Lemma A.6 Der Beweis folgt im Wesentlichen dem von Hall (1984) unter
Beachtung, dass die Zufallsvariablen W,,;; und W,;; nicht notwendig positiv sind. Es sei

—_

Zm = (Y m(X ))Wnij>

1

J
dann lasst sich Y,,; schreiben als
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und die Zufallsvariablen Z,,; sind A, ; ;-messbar. Ist [ > 0 konstant und |Y,;| > enh®/?2,
so ist entweder |Y; — m(X;)| > [ oder es folgt im Fall |Y; — m(X;)| <[ die Ungleichung
1|/ Zni| > enh®?. Das bedeutet fiir den bedingten Erwartungswert

EIY2I{|Y,:| > enh®?}| A, 1]
< E[(Y;: = m(X0)*Z2L LY = m(X)| > 1} + I{| Zi| > enh®? [1}]| Ay 1]

= Z{ B0 m(X)HY; = m(X)] > BlAnia] + 0 (X)T{| Zud > enh®2 1)}

Beachtet man, dass die von Xj, ..., X,, erzeugte o-Algebra Teilmenge der o-Algebra A,, ;_;
ist, so lassen sich die Summanden in der Lindeberg-Bedingung abschétzen durch

Ex[Yol{|Yal > enh®?}] = Ex[E[Y,31{|Yni| > enh®?}| A 1]
< Ex[Z]Ex[(Yi — m(X0) 2 I{[Y; — m(X;)| > 1}]
+o (X-) Ex[Z3,1{| Zy| > enh®?)1}]

cl(z W2y ) Bal(Yi = m(X)1{|Y; = m(X,)] > 1)]

+C4 Ex[ Zpi2I{|Z;| > 5nh3/2/l}]a

IN

wobei die Konstante C aus der gleichmiRigen Abschiitzung der Varianz o%(X;) stammt.
Mit der Ungleichung (A.13) im Beweis von Lemma A.5 lisst sich zeigen, dass gleichméfig
in i gilt

[y
[y

11—

i1
Whij = Op(1) Y W, < Op(h) Z | Wi
j=1

1 j=1

71—

J
Aus diesem Grund und den vorhergehenden Abschétzungen reicht es fiir den Beweis von
Lemma A.6 die Konvergenzen

n2hT N B[ Z21{| Zu| > enh®?1}] =5 0 (A.21)

fiir n — oo und jedes £ > 0 und

n

lim sup n~2h 2 ZE[Z]WW\EX (¥ = m(X0)) H{|Y: = m(X0)| > 1}] —0 (A22)

n—00 l—o0

nachzuweisen. Fiir den Beweis von (A.21) wird die Ljapunov-Bedingung

w0y T Ea(Zy] 0
1=2
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gezeigt. Ein Summand der obigen Summe lasst sich abschétzen durch
BxlZ,] = ZEX [(V; = m (X)) | ([Was)*

6> Exl(Y; = m(X)) (Ve = m(X) 2 (Wi ) ((Woain|)?

1<j<k<i—1
= Z/m (Wi )* Y. X)X (Wi )P (Woir)?
1<j<k<i—1
—1 n 1—1
= Z |ij| +OP nh3 Z‘ nzg’
j=1 =2 j=1
Insgesamt erhélt man nun
n n  i—1 n 1—1
B D ExdZi)| = Op(h) DD EBlima(Xp)Wagl] + Op(nh®) Y- 3 EllW]
= i=2 j=1 i=2 j=1
und mit einer Abschitzung wie in (A.15) ergibt sich
n -1
S Byl = 0@k,
1=2 j=1
n 1—1
DD ElWayll = Om*h?).
i=2 j=1

Das bedeutet
S T ExlZE] = Op(n*h?) + Op(n®h®) = n = h ™' Op(n*h®) = op(n'h®)
und beweist die Giiltigkeit von (A.21).

Auch die Aussage (A.22) ist erfiillt, was durch die folgende Abschéitzung deutlich wird.
Die bedingten Versionen der Cauchy-Schwarz- und Markov-Ungleichung liefern

Ex[(Y; = m(X:))*I{|Y; — m(X;)| > 1}]

< (B0~ m(X)PIPOY; — m(X)| > 111, X)) < T

Diese Abschitzung wird in die Summe in (A.22) eingesetzt

n i—1

n2h72 Y N T E[Wai| Bx[(Y: — m(X))*T{]Y; — m(X;)| > 1}]]

1=2 j=1
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n

< l n2h2 ZZE [Waia|o® (X1)]

=2 j=1
< —C’///]K 2)||[K®) (x4 2)|dx f (2, —|—hz)f(:v1)dx1dzl—>0.
und die Aussage von Lemma A.6 ist bewiesen. a

Lemma A.5 und A.6 garantieren, dass die Voraussetzungen von Korollar 3.2 aus Hall
und Heyde (1980) erfiillt sind und somit die Folge {n~'h=%/2S,, },en in Verteilung ge-
gen eine Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz «; 5 /4 konvergiert. Fiir die
Zerlegung des integrierten quadrierten Fehlers bedeutet es nach Konstruktion der Folge
{S,n}, dass 2I,, dasselbe asymptotische Verhalten aufweist wie n='h=2F=1/2q 1/ 2Z mit
einer asymptotisch standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z,.

Dariiber hinaus erhélt man mit denselben Methoden wie in Hall (1984) die stérkere Aus-
sage

|P(A, N {2n ' R2H120 12T, < 2}) — P(A,)®(z)] — 0

fiir alle Ereignisse A,, € A, o und die Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung.
In Worten bedeutet dies, dass die Zufallsvariable I,,5 asymptotisch unabhéngig ist von der
o-Algebra A, o.

(iii) Im dritten Schritt wird gezeigt, dass I,3 nur fiir £ = 0 einen Beitrag zur asympto-
tischen Verteilung des integrierten quadrierten Fehlers liefert. Der Term I3 wird zerlegt
in einen Teil J,;1, in dem §*)(z) durch seinen Erwartungswert 7, () = E[§*)(z)] ersetzt
wird und einen Teil J,5, in dem die Differenz zwischen ¢g*)(z) und ~, x(z) betrachtet wird,

]n3 = Jnl + JnQ

mit
I = ; Y K’“) ) (x)v,(z)dz
nl = nhk+1 Y,k n
=1
PR K’“) )( ) (3) — i (2))on (2)d
n2 nhk“ Yn,k n .

1=

Jeder der beiden Terme wird im Folgenden einzeln behandelt. Zunéchst seien nun die

Hilfsvariablen B
Y, = (Yz‘ - m(Xi)>Zni

und

. _X.
Zm-:/AK(]“)<%>%J€(x)Un(m)dx
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definiert, mit denen sich .J,,; darstellen lasst als

1 n
=1

Lemma A.7 (i) Es sei k = 0. Mit obigen Bezeichnungen gilt in diesem Fall

wt V(3 %) L fso = [ @renir@as
=1

und die bedingte Lindebergbedingung
w08 B VAT Vo] > ent202Y] 5 0
i=1

ist fiir alle € > 0 erfillt.
(i1) Firk >0 gilt
ZY’” = 0p(n1/2h3)

Beweis von Lemma A.7 Die Zufallsvariablen Y,; sind bedingt auf X,..., X,, unab-
hiingig identisch verteilt mit Erwartungswert 0. Der Erwartungswert 7, .(x) von §®*(z)

besitzt unter Beriicksichtigung der Randbedingungen K()(£\) = 0, j = 0,1 eine Ent-
wicklung der Form

k(@) = oy B (2, X))

= i [ KO (L) nty) — ) ) + ) )
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2,2

A k
_ / IO ( ;f )[_hym(k—j—f—l)(x) n hTym(k‘j“)(x) +o(h2)]
x[f9(x) = hy fUHD (x) + o(h)]dy

= WalE) Y () m I @) f @) I ()9 ()] + o)

=0
k—1 .
— B2ho(K) [m(k+2)(x)f(:c) n ( ji 1 )k Zij Qm(kfjJrl)(x)f(jJrl)(x)
=0
+2m 0 (2) {44 (@)] + o(?)
= h’y(z) + o(h?) (A.23)
wobei 7, in Satz 5.5 und Z(z, X;) als
20, x1) = K (* _th)(m(Xl) mfa)) = 3 K ( ’; Y= (2) KO ("”_TXl)<A.24)

definiert ist. Diese Abschéitzung gilt dariiberhinaus gleichméfig in x € A. Desweiteren
sei an dieser Stelle noch einmal darauf hingewiesen, dass ebenfalls v,(r) = v(x) + op(1)
gleichméafig in x gilt. Eingesetzt in Z,,; ergibt das fiir die bedingte Varianz

EX[(iYnz)? = iUQ(Xi)Zm'

- h4i02(Xi)(/AK(k)<x _hXi>’7k(l’)U(l'>dl’>2+Op(nh6)

= h4Mn + Op(nhﬁ).

Nun ist zu entscheiden, welche Grofsenordnung M, in den Féllen £ = 0, 1 und 2 hat. Mit
der Substitution (y, z) = (r — hu,z + h(v — w)) gilt fiir den Erwartungswert von M,

A
E[M,] = nhQ// o (x — hw)) f(x — hu)) K™ (u)
AJ -2
A
X / K® () ye(z + h(v — u)v(z 4+ h(v — u))dvdudz.
-2
Fiir das asymptotische Verhalten dieses Erwartungswerts bedeutet dies im Fall k = 0

E[M,] ~ nhQ/A02(a:)f(a:)7§(x)v(x)dx,
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und E[M,,] = o(nh?) im Fall k& = 1 bezichungsweise k = 2. Desweiteren ldsst sich die
Varianz von M,, abschatzen durch

Var(M,) = nVar(c?(X,) (K(k) (x—T> %(m)v(a:)dw) 2)
nB [0 00 (KO (S5 (et |
(02 )

A= NJa
= nh40/s (/j\ K(k)(x)dx)4dy = O(nh*) = o(n®h?).

IN

IN

Es gilt daher

(%)) = WEL + ontn

- { nh® [, 0*(2) f(@)rg(x)o(w)dz + op(nh®) - fir k=0
op(nh?) firk=1,2 °

Zum Abschluss des Beweises ist die Lindeberg Bedingung in Teil (i) von Lemma A.7
nachzuweisen. Statt dessen kann die einfacher zu handhabende Ljapunov Bedingung

DB = DBV m(X)ZY 0 (A.25)

direkt nachgerechnet werden. Die Zufallsvariablen Zm sind stochastisch beschriankt und
es gilt fiir das Supremum

sup |Zm| < sup/ x)| o, (x)|dx
1<i<n 1<i<n
= Op(hQ)n/ sup K(x_ l))dx
A 1<i<n h

nachdem im letzten Schritt die Definition von ~,o(x) eingesetzt und die gleichméfige
Beschrénktheit von v(x) ausgenutzt wurde. Die Kernfunktion ist auf dem Intervall [— X, ]
beschrankt und man erhélt durch Substitution die Grofenordnung

sup | Zoil = Op(h?).

1<i<n
Eingesetzt in (A.25) bedeutet dies

ZEX[Yfi] = O0p(h"®) Y (X

X,;€A¢E
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Die Summe der p4(X;) wird dhnlich behandelt wie in der Rechnung nach (A.14). Es ist

> Bl =n [ @) sz = o)

i<n
X, €A¢E

und damit

Daraus folgt
Y Ex[Y,i] = Op(nh') = op(n*h'?),
i=1
was den Beweis von Lemma A.7 abschlieft. O

Ubertrigt man die Aussage von Lemma A.7 nun auf die Zufallsvariable J,,;, so erhilt man

2n'/?
ot = N(0,1)

fir k=0und fuir £k =1 und 2

h?F 1
I =or () = or ()

Dariiberhinaus lisst sich fiir k& = 0 zeigen, dass n'/2h=2.J,; asymptotisch unabhingig ist
von jeder Folge von Ereignissen A, € A, . Da dasselbe fiir I,,» gilt, sind I,, und J,;
asymptotisch unabhéngig und fiir die Zerlegung des integrierten quadrierten Fehlers gilt

(n_zh_lal’g + n_1h4oz2,0)_1/2(21n2 + 2Jn1) 2 h1/2 I/Z(QITLQ) + n1/2h 2 _1/2(2Jn1>
2. N, 1).

Lemma A.8 J,, = op(n~'h™2k"1/2)

Beweis Es wird der bedingte Lo-Abstand von J,, zur 0 abgeschétzt, dann erhélt man
mit der iterierten Erwartung und der Tatsache, dass aus Lo-Konvergenz die stochastische
Konvergenz folgt, die Aussage von Lemma A.8. Es ist

Bxl /) = n2h2k+220 x)( / KO (T2 69(@) — ila)on (@)

e 20 ([, [0 (57)

1/2 Tz — X\ [1/2 2
(k) L 5(k) _
KO (F=20) 199 (@) = (@)l () o
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I C By s T
- %(/‘M“(%)‘dm)m (A.26)
mit

(5% () — yo(2))2dz.

w3 ()
i=1

Die erste Zeile riihrt von der Abschéatzung der Varianz durch eine Konstante C' her. In die
zweite Zeile fliefien sowohl die gleichméfige Abschétzung der Gewichte v, (z) als auch die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung ein. Es reicht nun nachzuweisen, dass A,, von der Ordnung
Op(h*?F) ist. Dazu wird zunichst die Differenz (§*)(x) — 4, 1(2))? in einen Ausdruck,
der die Zufallsvariable X; enthélt und einen, der nur von X; unabhéngige Zufallsvariablen
enthélt zerlegt. Es ist wie in (A.23)

§W(2) = Z(z, X))

mit
) - S o (45

p j

Die Differenz zwischen §®) und seinem Erwartungswert kann dargestellt werden als

§9) —usle) = o {20 %) ~ B2 (r, X))

1

~ (K ~(k
= 37(@) ~ B @) +

{Z(z, X;) — E[Z(z, X)]}
mit
1
~ (k) _
1#i
Dann lésst sich die quadrierte Differenz abschétzen durch

22, Xi) | B(Z(x, X0)]

n2 h2k+2 n2 h2k+2

(5P (2) = yi(@)? < 257 (x) — B3 () + 4
und es ist
B ||K® (%) (59(@) = i(2)?] <28 [|KO ( | 167 @) - Bl @)y

s [R5 e 0] e [ (52 it

=)
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Die Ordnung von E[|K® ((z — X;)/h)]] ist leicht zu bestimmen,

HK(’“ (— ( / |KW)(2)|dz = O(h). (A.27)
Weiter erhélt man die Abschéatzung
Bl @) ~ B @D = s 3 B2 Xi) B2, X))
£
1 2
< WE[Z (z, X1)]

A
_ # / {K® @) (m(z — hy) = m(2))

_ ]:Z;; hkfj< ];’ >m(kj)<x>K(j)(y)}2f(x — hy)dy

A 2
= s | KO0 @)+ @)+ ofh)

nh2k—1
— KN i) 1@ oy L
k—j—1 k—j J _
_ ;:0 h ( j >m (x)K (y)} f(x — hy)dy

— 0(#) (A.28)

und
o B[O ()| 2 0] = o). (A.29)

Wie in (A.23) ist der Erwartungswert von Z(x, X;)

BIZ (e, X))
= | KO (E ) lmt) = ml@) o)+ () () Yy
= hWPyu(x) 4+ o(AFT3) = O(hFT3). (A.30)

Eingesetzt ergibt dies

B2[Z(x, X)) = O(h—

n2

1

n2h2k+2

) = o(1). (A.31)

Die Abschétzungen (A.27) - (A.31) zusammengefasst ergeben

B[|K (1556 - (@)




A.2. BEWEIS VON SATZ 5.5 119

- 00(ph) +0( ) + OO (1)

= (0w o) +o ()

— O(#). (A.32)

Wegen der gleichméfigen Stetigkeit von m auf A gilt diese Abschétzung gleichméfig fiir
alle z € A und die Ordnung bleibt erhalten, wenn iiber die linke Seite von (A.32) integriert
wird. Daraus ergibt sich

el = e [0 (5)

und wegen der Positivitit von A, auch A, = Op(h?~?%). Diese Abschitzung wird nun in
(A.26) eingesetzt, man erhalt

(5%9(@) = ua(@))?] = O(n*%)

, h2—2k: 1 1
xl7ial = Or (agamer) = Or (agems) = or (s
und somit die Aussage von Lemma A.8. O

Mit dem Beweis dieses Lemmas ist gleichzeitig der Beweis von Satz A.4 abgeschlossen.O

Bevor aus den bisher getroffenen Aussagen Satz 5.5 folgt, muss noch eine entsprechende
Darstellung fiir die Ausdriicke Ex[/,1] und I,4 gefunden werden. Das geschieht in dem
folgenden Lemma.

Lemma A.9 Es gelten die Voraussetzungen aus Satz A.4 und die Gewichifunktion sei
definiert als v, (x) = w(z)/(f(x))% Dann gilt

Bull] = e > [ B C0RE (S Pl

+Op(n_1h_2k_1/2)

und

(f@) = (E[f@))2-2
= (Elf@)])2+0p(1)|f(z) — E[f(2)] (A.33)
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_,(f (@) — Elf(2)) n (@) — Elf (@)

T @@y Bl @)
+o(lf(e) - BI@IP)
e o) — BLF@) o)
= z -2 = Op(1 r) — T A.34
| (BLf (@) Gy OrOw B sy
B @) 2 = (f@)+0p)|Blf@)] - /()] (4.35)
Mit (A.34) ist
Bxllal = e 270X [ KW(QC;Xi)m[f(x)]r?wwx
‘#Zﬁ(xo J (@) (f (@) = Blf(@)])w(x)de
00 (i) X / KO (252 (@) - B @) s
= By —2By+ Bs.
Fiir die Varianz von B; gilt
VD) = e (B / K <>]>-2w<x>dx)2]
./K () 2w(a)de] }
= ] / / KO @) (Bl (y — b)) 2uly - ha)) dy

/ / K@) (B[ (y — ha)]) *w(y — ha)drdy) )

= O(ﬁ) = O<W>
Daher gilt mit (A.35)

By = E[Bi]+op(n 'h 1)
= —n2h12k+2 ;/AE [0—2()(2-)[((1«)(96 —th)] (f(2)) 2w(z)de

00 () X2 [ B 000 (S5 Bt - ot
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+0p(n71h72k71/2)
:;W%EZJEP%WKW@%&HU@V%@W

+OP h2k+1 / / (x — hy)f(x — hy)K (y)dyO(hQ)w(x)dI

+0P( —1p 2k~ 1/2

= W;/AE 02(Xi)K(k)<x _hXi)](f({L‘))_QUJ(ZL')dIE+Op(n_1h_2k_1/2).

Dies ist der dominierende Term in dem bedingten Erwartungswert Exy[l,1], die anderen
beiden sind von kleinerer Ordnung. Um diese Behauptung nachzuweisen, wird zunéchst
der Ausdruck By zerlegt in

b = n3h2k+3 E/ k)2<
+WZ/ Gl X, 2)6n (X, w)wn () d

s 2, 006 (o)
i

= Lnl + Ln2 + LnS

) s, o)

mit

&l Xia) = (

G(Xuw) = o ( h) [<&WW@%&H
wm>=<X[<m

Der Erwartungswert von L,; und L,3 ist null. Weiter gilt

EﬁﬁuaKW%x;Xﬁ}=:h/:#m—th®%wﬂx—WMy=owm

so dass man

Var(L,;) = n4h4k+4 Z// (60 (Xi, )0 (X5, y)|wn (2)w, (y)dzdy

- n3h4k+4 /// K(ygz>f(z)dzdwdy(1+0(1))
= O(n3h4k+2> <n2h4k+1)
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und

Var(L) = e > [ BI5GBl (X006 (X ) ) (5)

o O / / [Gu(X 2)60 (Xo, )] BIGU(X;, )60 (X ) () ()

i#]

:=%@WELAQLﬂWW%tOMW@7www
([ KR () oot
— ) [ [ ([ e () YA
= n4h4k+3 // / Hax — hz) K )(z)K(k)2(2+y)f(x—hz)dz)

/_A K2)K(z+y)f(x — hz)dz) Wy (2w (z + hy)dyda
+O(m> /A/AA (/1 o2(z — ha) KW (2)K (2 + ) f(z — hz)dz>2

= 0 s) =l

erhélt. Damit sind sowohl L, als auch L,3 von der Ordnung op(n~'h=2*=1/2). Der Er-
wartungswert von L,, hat die Ordnung

ElL.) = WZ | Bl (X )6 (Xe ()

B n2h2k+2 /s / K(k DK (@) f(y)wnly = har)dady + 0<n21h4>

= O(W> - O<W>

fiir die Varianz ergibt sich die Abschétzung

Var(ias) < s D [ BIGKGX60)60 (060 ) (K

= Ol [, e ()< ()

K(x ; Z>K<y ; Z)f(z)dzwn(x)wn(y)d:ﬁdy

= () = ()
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so dass L,s geschrieben werden kann als

1 1 1 1
Lng = E[Lp2] + 0P<W> = O(m) + OP(nthH/z) - OP(nh2k+1/2)‘

Zusammengefasst ist By von der Ordnung op(n~th=2~1/2),
Der letzte Term Bs lésst sich einfach mit der gleichméRig fast sicheren Konvergenzrate
fiir f abschéatzen. Es ist

=00 (82) =0 s ) ok

n2h2k+2 nh2k+1/2 5 }3/2 nh2k+1/2

und damit ist der erste Teil von Lemma (A.9) bewiesen.

Es folgt abschliefend der Nachweis der stochastischen Entwicklung fiir die Zufallsvariable
I,,4. Hierzu wird die Taylorentwicklung (A.33) in die Definition von I,4 eingesetzt,

L= / (6P @) (Elf (@) + 0p(1) / (6P @)?2If (z) = Elf ()] = I + 15,

A

Die Varianz von I,[}i ist

Var(I')) = Var(Ln + Ln2) < Var(Lpi) + Var(Lys)
mit
L., — 1 - / 2l x. F -2 d
= g 2 ), 6 G R B @) ()
1 o
bo = W;57[11]()(1,x)fL”(Xj,flf)(E[f(x)])Qw(ﬂﬁ)dw’
(5]
&[E(XH.%) = Zl(vai)_E[Zl(xﬂXi)]a

wobei die Zufallsvariable Z(x, X;) wie in (A.24) definiert ist. Man berechnet fiir die Vari-
anz von L,

Var(L) =~z SO ([ €206, 0) Bl @) Fuodr) |
— i [ FEPCG ) L) B ) edsdy
— i [ H2 @ X0 20 X0IEF @) B W) () dedy

s [ B2 X0 B2 X B B ) 2wl (s)dody
1 1

- Ol +0li) =i i)
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mit einer dhnlichen Rechnung wie in (A.36). Die Varianz von L, ist

Var(La) = O(mmr) | [ B2 X0 200 XOUBLF @) Fu@yu(o)dody

= O(n2h4k 4> :O<n2h4k+l>
Daher gilt
1 . s _ 1
18 = Bl + or (ers) = [ BIGO@)PIELF@D Ho@)de +op ()

und fiir den Erwartungswert erhélt man

E[(9®(x))*] = EIG} (2)]

n

P e @)

mit
1
Gal(w) = s 20, X)
1
GA(z) = thrlZ(x,Xl),

wobei Z(x, X7) definiert ist wie in (A.24). Der erste Term ist vernachléssigbar, denn mit
einer dhnlichen Rechnung wie in (A.28)

BICY@)] = gy B2, X)) = O )
_ O(W) (A.36)
und nach (A.30) gilt
BIGA@)] = s BIZ (0, X1)] = s (W45 (2) + 0(R49))

hk-i-l hk+1
= O, (A.37)

Unter der Voraussetzung nh?*5 = O(1) ist der Term mit E[G[ ]( )] = E[¢™(z)] asym-
ptotisch nicht vernachléssighar und mit obigen Abschétzungen und der Taylorentwicklung
(A.35) erhilt man

1= [ ) ) d:v+0( )
() /A B @)~ f@)wa)d + op (s
_ /A(E[Q(k)(x)])Q(f(x)) dx+0( ) O + 0p (7773
= [ (BB s+ or (s ). (A:38)
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Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung wird I, [ 4] abgeschétzt durch

18 < 0p( [ @W@yian) " ( [ 1) - lf)Par) "

Der zweite Faktor quadriert ist von der Ordnung

J @) = Bli@)rde = [ MSE(7)dz = 0(o7)

fiir das Quadrat des ersten gilt

/AE[(Q(k)( NHdr = n4h%“f+4 Z/ x, X)) Z(x, X;) Z(x, Xi) Z(x, X;)dx

1,7,k,l

_ O<W> /A B[Z(z, X,)|da
+0 () ([ 1226 X0ldo + [ B2 X0 B12(0 X))
+o(ﬁ) /A BZ2%(x, X)) E2[Z(x, Xl)]dx+0< h;ﬂ) /A B2 (2, X1)]do

- Often) +O{gh) +0(izhes) o0

Eingesetzt in die Zerlegung von ]ﬂ bedeutet dies

1 = (0(amms) + O (amms) + 0 (s +0U9) 0 )
= o)

Diese Abschitzung zusammen mit (A.38) schliekt den Beweis von Lemma A.9 ab. O

Eine Kombination von Satz A.4 mit der Gewichtfunktion v,(z) = w(z)/(f(x))? und
Lemma A.9 ergibt den Beweis von Satz 5.5.
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£€; i-ter Fehler 11
m Regressionsfunktion 11
o Funktion der Standardabweichung von Y; 11
n Stichprobengrofse 11
K., K, Kernfunktionen 12, 22
h,, hq Bandbreiten zur Kernschatzung 12, 22
m Nadaraya-Watson Schétzer der Regressionsfunkti- 12
on
e Lokaler Polynomschétzer der Ordnung p 13
Ke(K,) g-tes Moment des Kerns K, 15
bk, Integral des quadrierten Kerns K, 15
o(g)(t) Verteilungsfunktion der Funktion g 19
d(g)71(t) isotone Umordnung der Funktion g 19
bn,(9)(t) geglattete Verteilungsfunktion der Funktion g 22
(b,jdl (9)(t) geglattete isotone Umordnung der Funktion g 22
01 (g)(t) antitone Umordnung der Funktion g 25
©n, (9)(t) geglattete antitone Umordnung der Funktion g 25
p(m)(z,a) konvexe Umordnung der Funktion m 26
pn,(m)(z, a) geglattete konvexe Umordnung der Funktion m 26
p(m)(x), pn,(m)(z) L*-optimale (geglittete) konvexe Umordnung der 26

Funktion m
o(m)(z,a), on,(m)(z,a) (geglittete) konkave Umordnung der Funktion m 28

o(m)(z), on,(m)(z) L*-optimale (geglittete) konkave Umordnung der 28
Funktion m
o(t), ¢n,(t) (geglattete) Verteilungsfunktion von m 31

o L(t), qggdl(t) (geglatteter) istotoner Schatzer 31



128 SYMBOLVERZEICHNIS
Symbol Bedeutung Seite
AY )(t) Term der Zerlegung von (/B,:dl () im Beweis von Satz

3.2
s2(t), s2(t), 72(t)  Varianzen des (inversen) isotonen Schitzers 32, 33, 38
ar, k. (t), br,( Bias-Terme des (inversen) isotonen Schéatzers 33, 38
my isotoner Kleinste-Quadrate Schéitzer 40
pr,(x,a) konvexer Schétzer der Regressionsfunktion 44
P, (x) L*-optimaler konvexer Schiitzer der Regressions- 44
funktion
v (x) asymptotische Varianz des konvexen Schétzers 44
On, (z,a) konkaver Schétzer der Regressionsfunktion 46
On, () L?-optimaler konkaver Schiitzer der Regressions- 46
funktion
mrs konvexer Kleinste-Quadrate Schéitzer 52
Aslj), Ag)(t) Terme der Zerlegung von qg,:dl(t) im Beweis von 58, 64
Lemma 4.3 und 4.4
fn Kern-Dichte Schatzer 71
T, s I Teststatistiken zum Testen auf Monotonie 72
T deterministische Version von Tn 74
AL Inneres der Menge A; 74
pa(X;) auf X, bedingtes zentriertes viertes Moment von 7
Y;
BT[}], B,[?], BLH Bias-Terme der Teststatistik 7}, 77,78
V asymptotische Varianz der Teststatistik 7, 7
) Schétzer der k-ten Ableitung von m 79
e integrierter quadrierter Fehler des Schatzers der k- 79
ten Ableitung von m
Si(z) Term in der Zerlegung von m*) — m®) 79
Bg’]k, BLQ},C Bias-Terme von Sy 80
i, O Varianz-Terme von Sy, 80
&; Residuen (geschétzte Fehlervariablen) 88
Y Bootstrap-Variablen 88
T j-te Version der Bootstrap-Statistik
Py hap Bandbreiten im Bootstrap 88
I,; Terme im Beweis von Satz 5.5 100
Ex[Z] Erwartungswert von Z bedingt auf X,..., X, 100
Vary(Z) Varianz von Z bedingt auf X,..., X, 100
A, Von Xj,..., X, und Y;,..., Y] erzeugte o-Algebra 102



Literaturverzeichnis

Y. AIT-SAHALIA und J. DUARTE (1998). Nonparametric option pricing under shape re-
strictions. J. Econom. 116, 9-47.

D. ANEVSKI und O. HOSSJER (2006). A general asymptotic scheme for inference under
order restrictions. Ann. Statist. 34, 1874-1930.

Y. BARAUD, S. HUET und B. LAURENT (2003). Adaptive tests of qualitative hypothe-
ses. ESAIM: Probab. Statist. 7, 147-159.

C. BENNETT und R. SHARPLEY (1988). Interpolation of Operators. Academic Press,
New York

F. BLACK und M. SCHOLES (1973). The pricing of options and corporate liabilities,
Journal of Political Economy 81, 637-654.

A.W. BowMAN, M.C. JONES und I. GIJBELS (1998). Testing Monotonicity of Regres-
sion. J. Comput. Graph. Statist. 7, 489-500.

D. BREEDEN und R. LITZENBERGER (1978). Prices of state-contingent claims implicit
in option prices. Journal of Business 51, 621-651 .

H.D. BRUNK (1955). Maximum likelihood estimates of monotone parameters. Ann.
Math. Stat. 26, 607-616 .

H.D. BRUNK (1958). On the estimation of parameters restricted by inequalities. Ann.
Math. Stat. 29, 437-454.

H.D. BRUNK (1970). Estimation of isotonic regression. Nonparametric Techniques in
Statistical Inference . 177-197, Cambridge Univ. Press, London

H. DETTE, N. NEUMEYER und K. P1Lz (2006). A simple nonparametric estimator of
a strictly monotone regression function. Bernoulli 12, 469-490.

J. DOMINGUEZ-MENCHERO, G. GONZALEZ-RODRIGUEZ, M. LOPEZ-PALOMO (2005).

An L, point of view in testing monotone regression. J. Nonparametric Stat. 17, 135-
153.



130 LITERATURVERZEICHNIS

M.L. DUDZzINSKI und R. MYKYTOWYCZ (1961). The eye lens as an indicator of age in
the wild rabbit in Australia. CSIRO Wildlife Research 6, 156-159.

C. DUROT (2003). A Kolmogorov-type test for monotonicity of regression. Stat. Probab.
Lett. 63, 425-433.

R.L. EFROMOVICH (1999). Nonparametric curve estimation: methods, theory, and app-
lications. Springer, New York.

R.L. EUBANK (1988). Spline smoothing and nonparametric regression. Marcel Dekker,
New York.

J. FAN und I. GUBELS (1997). Local polynomial modelling and its applications. Chap-
man & Hall, London.

J. FRIEDMAN und R. TIBSHIRANI (1984). The monotone smoothing of scatterplots.
Technometrics 26, 243-250.

T. GASSER und H.-G. MULLER (1979). Kernel estimation of regression functions.
Smoothing techniques for curve estimation, Proc. Workshop, Heidelberg 1979, Lect.
Notes Math. 757, 23-68.

S. GHOSAL, A. SEN und A.W. VAN DER VAART (2000). Testing monotonicity of re-
gression. Ann. Statist. 28, 1054-1082 .

[. GuBELS, P. HALL, M.C. JONES UND I. KocH (2000). Tests for monotonicity of a
regression mean with guaranteed level. Biometrika 87, 663-673.

P. GROENEBOOM (1985). Estimating a monotone density. Proceedings of the Berkeley
conference in honor of Jerzy Neyman and Jack Kiefer, Vol. II 539-555.

P. GROENEBOOM (1989). Brownian motion with a parabolic drift and Airy functions.
Probab. Theory Related Fields 81, 79-109.

P. GROENEBOOM, G. JONGBLOED und J.A. WELLNER (2001). Estimation of a convex
function: characterizations and asymptotic theory. Ann. Statist. 19, 1653-1698.

W. HARDLE (1995). Applied nonparametric regression. Cambridge Univ. Press.

P. HALL (1984). Integrated square error properties of kernel estimators of regression
functions. Ann. Statist. 12, 241-260.

P. HALL und C.C. HEYDE (1980). Martingale limit theory and its application. Proba-
bility and Mathematical Statistics, Academic Press, New York.



LITERATURVERZEICHNIS 131

P. HALL und N.E. HECKMAN (2000). Testing for monotonicity of a regression mean by
calibrating for linear functions. Ann. Statist. 28, 20-39.

P. HALL und L.-S. HUANG (2001). Nonparametric kernel regression subject to mono-
tonicity constraints. Ann. Statist. 29, 624-647.

D.L. HANSON und G. PLEDGER (1976). Consistency in concave regression. Ann. Sta-
tist. 4, 1038-1050.

C. HILDRETH (1954). Point estimates of ordinates of concave functions. J. Amer. Sta-
tist. Assoc. 49, 598-619.

Y.P. MACK und B.W. SILVERMAN (1982). Weak and strong uniform consistency of
kernel regression estimates. Z. Wahrsch. Verw. Gebiete 61, 405-415.

E. MAMMEN (1991a). Estimating a smooth monotone regression function. Ann. Statist.
19, 724-740.

E. MAMMEN (1991b). Nonparametric regression under qualitative smoothness assump-
tions. Ann. Statist. 19, 741-759.

E. MAMMEN (1993). Bootstrap and wild bootstrap for high dimensional linear models.
Ann. Statist. 21, 255-285.

E. MAMMEN, J.S. MARRON, B.A. TURLACH und M.P. WAND (2001). A general pro-
jection framework for constrained smoothing. Statist. Sci. 16, 232-248.

E. MAMMEN und C. THOMAS-AGNAN (1999). Smoothing splines and shape restricti-
ons. Scand. J. Statist. 26, 239-252.

H. MUCKERJEE (1988). Monotone nonparametric regression. Ann. Statist. 16, 741-750.

H.-G. MULLER (1987). Weighted local regression and kernel methods for nonparametric
curve fitting. J. Amer. Statist. Assoc. 82, 231-238.

E.A. NADARAYA (1964). On estimating regression. Theory Probab. Appl. 9, 141-142.

B.L.S. PRAKASA RAO (1969). Estimating a unimodal density. Sankhya Ser. A 31, 23-
36.

D.A. RATKOWSKY (1983). Nonlinear Regression Modeling. Marcel Dekker Inc., New
York.

J. O. RAMsAY (1998). Estimating smooth monotone functions. J. R. Statist. Soc. B 60,
365-375.



132 LITERATURVERZEICHNIS

J. RICE (1984). Bandwidth choice for nonparametric regression. Ann. Statist. 12, 1215-
1230.

W. SCHLEE (1982). Nonparametric tests of the monotony and convexity of regression.
In: Nonparametric Statistical Inference, 2, Ed. B.V. Gnedenko, M.L. Puri and I.
Vincze, pp. 823-836. Amsterdam: North-Holland.

S.R. SEARLE (1971). Linear models. Wiley, New York.
G.A.F. SEBER (1977). Linear regression analysis. Wiley, New York.

C.J. STONE (1982). Optimal global rates of convergence for nonparametric regression.
Ann. Statist. 10, 1040-1053.

B.W. SILVERMAN (1981). Using kernel density estimates to investigate multi-modality.
J. R. Statist. Soc. B 43, 97-99.

F.T. WRIGHT (1981). The asymptotic behavior of monotone regression estimates. Ann.
Statist. 9, 443-448.

G.S. WATSON (1964). Smooth regression analysis. Sankhya Ser. A 26, 359-372.

C.F.J. Wu (1986). Jackknife, bootstrap and other resampling methods in regression
analysis. Ann. Statist. 14, 1261-1295.

J.-T. ZHANG (2004). A simple and efficient monotone smoother using smoothing splines.
J. Nonparametric Stat. 16, 779-796.



Danksagung

An dieser Stelle bedanke ich mich ganz herzlich bei Herrn Prof. Dr. Holger Dette fiir
die ausgezeichnete fachliche Betreuung. Mein Dank gilt auch allen Mitarbeiterinnen und
Mitarbeitern des Lehrstuhls fiir ihre Hilfbereitschaft und gute Zusammenarbeit. Dariiber-
hinaus danke ich Dr. Kay Pilz fiir die Bereitstellung von Daten der Sal. Oppenheim Bank,
die in dieser Arbeit bendtigt wurden und Prof. Dr. Geurt Jongbloed dafiir, dass er mir
ein R-Programm fiir Simulationen zu dem konvexen Kleinste-Quadrate Schitzer zur Ver-
fiigung gestellt hat. Nicht zuletzt mochte ich ganz besonders meinen Eltern Sigrid und
Reinhard Birke, Simon Konzelmann sowie allen danken, die mich wihrend der letzten
Jahre unterstiitzt und zu dieser Arbeit ermutigt haben.



Dissertation eingereicht am 20. November 2006

Gutachter: Prof. Dr. H. Dette (Ruhr-Universitit Bochum)
Prof. Dr. H. Dehling (Ruhr-Universitit Bochum)
Prof. Dr. M. Denker (Georg-August—Universitiat zu Gottingen)

Miindliche Priifung am 06. Februar 2007




Lebenslauf

Personliche Daten

Name
Geburtsdatum
Geburtsort

Ausbildung

1986 - 1990
1990 - 1999
Juni 1999

1999 - 2003

16.12.2003
Beschiftigung

April 2001 - Dez. 2003
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Lessing-Schule (Gymnasium), Bochum
Abitur
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Bochum

Diplom in Mathematik

Studentische Hilfskraft an der Fakultat fiir Mathematik,
Ruhr-Universitdat Bochum

Wissenschaftliche Mitarbeiterin an der Fakultat fiir
Mathematik, Ruhr-Universitdt Bochum.
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