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Kapitel 1
Einleitung

Heutzutage spielen zeitstetige Modelle eine grofle Rolle in der modernen Finanzmathematik.
Dort werden Aktienkurse oder Zinsdynamiken oft durch Brownsche Semimartingale der Form

t t
Xpa%+/%@+/amm, £>0 (1.1)
0 0

modelliert. Dabei ist W eine Brownsche Bewegung, a eine Driftfunktion und o eine Volatili-
tatsfunktion. Das Intervall [0, 1] reprisentiert gewShnlich einen Handelstag.

Eine entscheidende Grof3e in diesem Modell, die zahlreiche wichtige Anwendungen in der Pra-
xis findet, ist die integrierte Volatilitét. Sie ist definiert als

t
IW:Aaya (1.2)

Intuitiv kdnnen wir uns unter ihr ein Maf fiir die Schwankungsbreite und damit fiir das Risi-
ko eines Wertpapiers vorstellen. Von einem wahrscheinlichkeitstheoretischen Standpunkt aus
betrachtet entspricht /V; der quadratischen Variation des Semimartingals X zur Zeit ¢. Die
Kenntnis der integrierten Volatilitdt wird zum Beispiel bendtigt um den Preis von Derivaten,
wie Optionen oder Swaps, zu bestimmen (siehe, z.B., Duffie und Harrison (1993) oder Howi-
son, Rafailidis und Rasmussen (2004)). Aber auch im Risikomanagement, beim Hedgen und
der Portfoliooptimierung spielt die integrierte Volatilitit eine wichtige Rolle (siehe, z.B., Baks-
hi, Cao und Chen (2000) oder Andersen, Bollerslev, Christoffersen und Diebold (2005)).

Im Verlauf der letzten Jahre, gefordert durch die erhohte Erhiéltlichkeit von Hochfrequenzdaten,
gab es eine Vielzahl von Publikationen, die sich mit der Schitzung der integrierten Volatilitit
beschiftigen. Andersen und Bollerslev (1998) sowie Barndorff-Nielsen und Shephard (2002)

untersuchten die Statistik .
nt

RV, = Z(X

i=1
realisierte Volatilitidt genannt, zur Schitzung von /V,. Die Konsistenz dieses Schitzers ist ei-
ne einfache Konsequenz der Definition der quadratischen Variation. Weiterhin ist gemeinhin

— Xia)? (1.3)

Z
n n
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bekannt, dass die realisierte Volatilitdt der Maximum Likelihood Schitzer der integrierten Vo-
latilitit ist, wenn kein Drift vorhanden ist und die Volatilititsfunktion konstant.

Die theoretischen und empirischen Eigenschaften der realisierten Volatilitit wurden in zahlrei-
chen Artikeln untersucht (sieche, z.B., Jacod (1994), Jacod und Protter (1998), Andersen, Bol-
lerslev, Diebold und Labys (1998) sowie Barndorff-Nielsen und Shephard (2002) neben vielen
anderen). Dariiber hinaus konnte ein Zentraler Grenzwertsatz fiir die Grof3e

VA(RV, — IV;) (1.4)

formuliert werden.

Goncalves und Meddahi (2005) untersuchten zwei Bootstrap Methoden fiir die realisierte Vo-
latilitdt, mit deren Hilfe sich genauere Konfidenzbereiche fiir /V; bestimmen lassen. Im dritten
Kapitel dieser Arbeit werden diese beiden Methoden erweitert, so dass sie sich auf eine brei-
tere Klasse von Statistiken, genannt Power Variation und Bipower Variation, anwenden lassen.
Power und Bipower Variation sind fiir 7, s > 0 definiert als

[nt]

VX, PP =n2 S X — X | (1.5)
1/:1 n n

und

| (1.6)

Barndorff-Nielsen, Graversen, Jacod, Podolskij und Shephard (2006) haben eine asymptotische
Theorie fiir diese wichtige Klasse von Statistiken entwickelt. Ein Vorteil dieser Klasse ist ihre
Robustheit bei Sprungprozessen. Hierbei werden Prozesse der Form

Y, =X+ J; 1.7

betrachtet, wobei X; ein Brownsches Semimartingal und J; ein Sprungprozess ist. Barndorff-
Nielsen und Shephard konnten zeigen, dass eine skalierte Version von V' (X, 1,1)} gegen IV,
konvergiert, wiahrend RV, in Wahrscheinlichkeit gegen die quadratische Variation von Y kon-
vergiert. Robuste Schitzer fiir hohere Potenzen der Volatilitét, wie sie zum Beispiel in Zentralen
Grenzwertsitzen benotigt werden, konnen mit der Verallgemeinerung zur Multipower Variation
konstruiert werden (siehe Barndorff-Nielsen und Shephard (2007)).

In der Praxis gibt es zahlreiche Situationen in denen der Preisverlauf eines Wertpapiers Spriin-
ge aufweist, beziehungsweise wo es zu starken Preisbewegungen kommt. So koénnen zum Bei-
spiel iiberraschende Pressemitteilungen eines Unternehmens, politische Turbulenzen oder ma-
krookonomische Entwicklungen zu plotzlichen und heftigen Preisausschlédgen fiihren. Aus die-
sem Grund macht es Sinn, dem theoretischen Modell eine Sprungkomponente hinzuzufiigen.
Nun stellt sich aber nicht nur das Problem die integrierte Volatilitit unter Spriingen konsistent



zu schitzen, sondern auch zu testen, ob in einem beobachteten Pfad tatsdchlich Spriinge aufge-
treten sind.

Im Laufe der letzten Jahre wurden verschiedene Sprungtests entwickelt (siehe, z.B., Barndorft-
Nielsen und Shephard (2004a, 2006), Ait-Sahalia und Jacod (2008), Lee und Mykland (2007)
oder Fan und Wang (2007)). Erwidhnenswert ist, dass Ait-Sahalia und Jacod Zentrale Grenz-
wertsitze unter beiden Alternativen, Spriinge und keine Spriinge, formulierten.

Eine verlissliche Kenntnis iiber die Sprungstruktur des zugrunde liegenden Prozesses ist fiir die
Praxis hoch relevant. Zum Einen muss eventuell das gewéhlte Modell modifiziert werden, um
Spriinge mit einzubeziehen und zum Anderen ergeben sich, zum Beispiel fiir das Risikomana-
gement, verschiedene Ausgangssituationen je nachdem ob man Spriinge einkalkulieren muss
oder nicht.

Im vierten Kapitel dieser Arbeit wird ein neuer Sprungtest vorgestellt. Er beruht auf der Idee,
dass Zuwichse | X: — Xi-1| nicht beriicksichtigt werden, wenn sie eine bestimmte Schranke
ibersteigen, die mit wachsender Stichprobe gegen 0 konvergiert. Zusitzlich wird in diesem Test
die Idee des wild Bootstraps benutzt, um eine normal verteilte Teststatistik zu konstruieren.
Ein groBer Vorteil dieses neuen Testverfahrens ist, dass es mit leichten Modifikationen auch in
Modellen mit mikrostrukturellem Rauschen eingesetzt werden kann. Dies ist besonders wichtig,
da heute weitgehend akzeptiert ist, dass der beobachtete Preis durch mikrostrukturelle Prozes-
se, wie zum Beispiel gerundete Preise oder die Geld-Brief-Spanne, verunreinigt ist (siche Bay,
Russell und Tiao (2000) fiir eine empirische Studie).

In einem Modell mit Rauschen wird der intuitive Schitzer, RV}, der integrierten Volatilitit
inkonsistent und ausgefeiltere Methoden werden benétigt. Zhang, Mykland und Ait-Sahalia
(2005) betrachteten dass Modell

Yi=Xi +e, (1.8)

wobei X ein Brownsches Semimartingal ist und € ein diskretes u.i.v. Rauschen mit E[e] = 0.
Sie benutzten eine Unterstichprobenstatistik als Schitzer fiir die quadratische Variation von X
und konnten sowohl die Konsistenz des Schitzers zeigen, als auch einen Zentralen Grenzwert-
satz mit der Rate ns beweisen.

Inzwischen wurden in verschiedenen Arbeiten neue Schitzer fiir /V; entwickelt, die die opti-
male Rate von n~1 in Modellen mit Rauschen erreichen (siehe, z.B., Zhang (2006), Barndorff-
Nielsen, Hansen, Lunde und Shephard (2004) oder Podolskij und Vetter (2008)).

Wir mochten dabei den Ansatz von Podolskij und Vetter (2008) herausstellen. Diese Autoren
verwendeten in ihrer Arbeit das Konzept des pre-averaging fiir Bipower Statistiken. Der grofle
Vorteil dieses Ansatzes ist, dass beliebige Potenzen der Volatilitit geschidtzt werden konnen.
Weiterhin ermdoglicht diese Theorie auf Spriinge zu testen.

Trotz der wachsenden Anzahl der Arbeiten zu Modellen mit Rauschen, wird in der Praxis und
in empirischen Arbeiten oft auf eine einfachere Art mit verunreinigten Daten verfahren. An-
statt alle verfiigbaren Daten zu benutzen, wird die Beobachtungsfrequenz verringert. So werden
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Datenfrequenzen von 5-, 10- oder 30-Minuten fiir die Berechnung von Power oder Bipower
Schitzern benutzt und die Daten zwischen diesen Beobachtungen vernachléssigt. Dies soll eine
Balance schaffen zwischen der echten Informationsmenge und mikrostrukturellen Stérungen.
Es ist jedoch offensichtlich, dass es keine optimale Strategie ist vorhandene Daten, also Infor-
mationen, zu ignorieren.

Eine Moglichkeit dieses Vorgehen zu verbessern ist Range-basierte Schitzer zu verwenden. Der
Ansatz die Volatilitdat mit Range-Statistiken zu schitzen geht auf Parkinson (1980) zuriick. Un-
ter den Voraussetzungen, dass kein Drift vorhanden und die Volatilititsfunktion o konstant ist,
zeigte der Autor, dass die normierte tigliche Range ein unverzehrter Schitzer fiir die tiagliche
Volatilitét ist. Zusitzlich wurde gezeigt, dass dieses Vorgehen ungefihr fiinf mal effizienter ist
als die quadrierten inner-Tag Ertrige zu verwenden. Dies lisst sich an der jeweiligen Varianz in
den dazugehorigen Zentralen Grenzwertsétzen ablesen.

Christensen und Podolskij (2006, 2007) fiihrten einen Range-basierten Power Variationsschit-
zer ein, der wie folgt definiert ist

[nt]
RPV(r)p=n2"3" sup |X,— X, re R,. (1.9)

i=1p,g€[=1, 1]

Die Autoren zeigten, dass eine diskrete Version dieses Range-Schitzers, mit der richtigen Ska-
lierung und » = 2, benutzt werden kann um /V; konsistent zu schitzen. Weiterhin wurde ge-
zeigt, dass dieser Schitzer effizienter ist als der gewohnliche Schitzer RV.

Im letzten Kapitel dieser Arbeit nutzen wir die hohe Effizienz der Range-basierten Statistiken,
um mit ihnen einen Test auf die funktionale Form der Volatilitit zu konstruieren. Grundlage ist
dabei die Idee von Dette, Podolskij und Vetter (2006). Dabei werden aber einzelne Komponen-
ten des Tests durch Range-Statistiken ersetzt.

Im Detail soll getestet werden, ob die Volatilititsfunktion o in einem Vektorraum U liegt, der
durch gegebene positive Funktionen

o - 05:00,1] x R — IRy (1.10)

aufgespannt wird. Die Methode basiert auf dem Prozess

2

t d ,
M2 :/ {JQ(S,XS) —Za;“”a?(s,xs)} ds, (1.11)
0 i=1
wobei o™ = (o ... a™™)T definiert ist als
, t d ?
Q™ = argminaeBd/ {02(5, X,) — Z@jojz-(s,Xs)} ds. (1.12)
0 i=1

Es ist offensichtlich, dass H genau dann erfiillt ist, wenn

M? =0, vt € [0,1]. (1.13)



Der Unterschied zu der Methode von Dette, Podolskij und Vetter (2006) wird sein, dass der
Schitzer fiir M, mit Range-Statistiken gebildet wird und somit effizienter ist.

Andere Ansitze, um auf die funktionale Form der Drift- oder Volatilitdtsfunktion zu testen,
konnen in der Literatur gefunden werden (siehe, z.B., Ait-Sahalia (1996), Corradi und White
(1999) oder Dette und von Lieres und Wilkau (2003)).

Diese Arbeit ist folgendermaBen gegliedert. Im zweiten Kapitel fithren wir einige grundlegen-
de Definitionen und Resultate ein, die wir wihrend der gesamten Arbeit benotigen. Im dritten
Kapitel erweitern wir zwei Bootstrap Methoden auf Bipower Variationsstatistiken, wihrend im
dann folgenden vierten Kapitel ein neuer Test auf Spriinge eingefiihrt wird. Im fiinften Kapitel
stellen wir einen Test auf die parametrische Form der Volatilitit vor.
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Kapitel 2
Grundlagen

In diesem Kapitel fithren wir verschiedene Methoden, Modelle und Definitionen ein, die ge-
meinhin in der Literatur verwendet werden. Die hier eingefiihrten Aussagen stellen daher die
Grundlage fiir viele Ergebnisse und Prozeduren dar, die spéter in dieser Arbeit vorgestellt wer-
den.

2.1 Stabile Konvergenz

In diesem Abschnitt fithren wir die stabile Konvergenz einer Folge von Zufallsvariablen ein,

welche ein wichtiges Werkzeug fiir viele Resultate in dieser Arbeit ist.

Definition 2.1.1 Eine Folge von Zufallsvariablen (Y,,),c n, definiert auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (), F, P), konvergiert genau dann stabil in Verteilung gegen die Zufallsvariable Y,
welche auf einer Erweiterung (Y, F', P') von (Q, F, P) definiert ist, wenn die Konvergenz

lim E[Zg(Y,)] = E[Zg(Y)] (2.1)

n—oo

fiir jede messbare und beschrdnkte Zufallsvariable Z auf (2, F, P) und jede beschrinkte und
stetige Funktion g gilt. Wir bezeichnen stabile Konvergenz in dieser Arbeit mit Y,, Py,
Gilt (2.1) nur, wenn Z lediglich G messbar ist, wobei G C F ist, sagen wir, Y,, konvergiert

G-stabil gegen Y. Wir verwenden dafiir die Notation Y, ety

Es ist leicht einsehbar, dass stabile Konvergenz eine stirkere Art von Konvergenz ist als Kon-
vergenz in Verteilung, welche analog mit Z = 1 definiert werden konnte. Weitere dquivalente
Definitionen von stabiler Konvergenz finden sich zum Beispiel in Renyi (1963), Hall und Heyde
(1980) oder Jacod und Shiryaev (2003).
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Im Weiteren fiihren wir einige Eigenschaften der stabilen Konvergenz auf, die in dieser Arbeit

relevant sind.

Lemma 2.1.2 Sei (Y),),cv eine Folge von Zufallsvariablen auf (2, F, P), dann sind folgende

Aussagen dquivalent:

(a) Y, 2Ly

(b) (Yo, 2)T 2% (Y, 2)7 fiir alle F-messbaren Zufallsvariablen Z.
Der Beweis findet sich in Aldous und Eagleson (1978).

Das nichste Lemma zeigt den Zusammenhang zwischen stabiler und stochastischer Konver-
genz und wird fiir den Beweis des darauf folgenden Satzes benétigt.

Lemma 2.1.3 Seien (Y, )new und (Z,)new zwei Folgen von Zufallsvariablen auf (2, F, P).

Angenommen es gelten die folgenden Konvergenzen
Y, 2%Y  wnd 7, D 2, (2.2)

dann gilt auch
(Yo, Zo)" 25 (Y, 2). (2.3)

Informationen zum Beweis finden sich in Jacod (1997).
Mochte man aus der schwachen Konvergenz der Folge /n(Y, — Y') die schwache Konver-
genz von /n(g(Y,) — g(Y")) schlieBen, ist dies im Allgemeinen nicht méglich. Eine Ausnahme

ist der Fall, dass die Zufallsvariable Y deterministisch ist. Der nichste Satz zeigt, dass stabile
Konvergenz dieses Problem l6sen kann.

Satz 2.1 (Die verallgemeinerte A-Methode) Seien (Y,,),cy und Y d-dimensionale Zufallsva-
riablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (§, F, P) mit

vy, —Y) 2y 7. (2.4)
Sei g : IRY — IR eine stetig differenzierbare Funktion mit Gradient ¥V g. Dann gilt

Vilg(Ya) = g(Y)) =5 Vg(Y)Z. (2.5)
Der Beweis findet sich in Podolskij (2006).
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2.2 Bipower Variation

In der modernen Finanzmathematik werden gewohnlich Modelle der Form
t t
Xo=Xo+ [ads+ [oaw, t>0, (2.6)
0 0

definiert auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, (F;):>0, P), benutzt, um den Ver-
lauf von Wertpapieren zu beschreiben. Dabei bezeichnet W = (W, );>( eine eindimensionale
Brownsche Bewegung, a = (a;);>0 ist eine lokal beschriinkte, an (F3);>o adaptierte und vorher-
sagbare Driftfunktion und o = (0;):>0 ist eine Volatilititsfunktion, welche cadlag, an (F3):>¢
adaptiert und nichtnegativ ist. Zur Erinnerung, ein Prozess ist cadlag, wenn er rechtsstetig ist
und linksseitige Grenzwerte besitzt. Prozesse der obigen Form nennt man im Allgemeinen
Brownsche Semimartingale (BSM).

Diese Modelle lassen sich wie folgt interpretieren. Die Driftfunktion kann als fundamental ge-
rechtfertigte Kursbewegung angesehen werden, wihrend das stochastische Integral die zufil-
ligen Schwankungen um diesen gerechtfertigten Preis beschreibt. Somit kann o als MaB fiir
zufdllige Kursschwankungen und daher fiir das Risiko betrachtet werden. Dies erklért auch,
wieso die integrierte Volatilitdt eine KerngroBe ist, an deren verlédsslicher Schitzung man sehr
interessiert ist.

Andersen und Bollerslev (1998) sowie Barndorff-Nielsen und Shephard (2002) untersuchten
die realisierte Volatilitdt, welche wie folgt definiert ist

[nt]
RV, = Z(X% — X%)? (2.7)

i=1
Unter dem obigen Modell ist die realisierte Volatilitét ein konsistenter Schétzer fiir die integrier-
te Volatilitdt. Allerdings ist dieser Schitzer nicht robust gegen Spriinge und um einen Zentralen
Grenzwertsatz fiir die GroBe /n(RV; — IV;) zu konstruieren, muss auch eine hohere Potenz
der Volatilitdt geschitzt werden.
Barndorff-Nielsen und Shephard (2004a) fiihrten darauf hin so genannte Bipower Variations-
statistiken ein, mit denen es sowohl moglich ist beliebige Potenzen der Volatilitit zu schiitzen,
als auch die integrierte Volatilitéit robust gegen Spriinge.
Um diese Klasse von Schitzern formal zu definieren, nehmen wir an, dass dquidistante Hoch-
frequenzdaten auf [0, t] verfiigbar sind, so dass wir inner-Tag Ertrige von X, fiir den Zeitraum

[%, %] bestimmen konnen, das heif3t

A'X =X, — X, (2.8)

n

Weiterhin fithren wir die Konstanten p, = E[|u|"] ein, wobei gilt u ~ N (0, 1).
Mit dieser Vorarbeit definieren wir den realisierten Bipower Variationsschétzer als

- [nt]

TS IARXTAL X[, s > 0. (2.9)
=1

V(X,r,s)f =n
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Dabei definieren wir zusitzlich Aﬁlt] X = Af;t]X .I Barndorff-Nielsen, Graversen, Jacod,

Podolskij und Shephard (2006) haben die, im folgenden Satz gezeigte, Konvergenz in Wahr-
scheinlichkeit von V (X, 7, s)}' bewiesen.

Satz 2.2 Sei X; ein Brownsches Semimartingal und r, s > 0, dann gilt fiir n — oo
V(X,r,8)f 5 V(X7 ), (2.10)

Dabei ist V (X, r, s); gegeben durch

t
V(X,r,s) = ;WS/ 0|7 du. (2.11)
0

Mit Hilfe dieses Satzes ist es nun moglich in Modell (2.6) jede beliebige Potenz der Volatilitét
zu schitzen. Allerdings wird fiir viele Anwendungen auch die asymptotische Verteilung von
Vi (V(X,r,s)f — V(X,r,s);) bendtigt. Um diese jedoch vorstellen zu kénnen, brauchen wir

zunichst noch eine Annahme.

Annahme 2.2.1 Sei X, ein Brownsches Semimartingal. Wir sagen dann der Prozess X, erfiillt

die Bedingung (V), wenn folgendes gilt:
i) o ist iiberall invertierbar
i) 0y =00+ [y udu+ [ 6,dW, + [§ D, dW!.

Dabei sind ¢ = (Gt)1>0, 6 = (6¢)1>0 und 0 = (04)¢>0 adaptierte cadlag Prozesse. Auferdem
ist G lokal beschrinkt und vorhersagbar sowie W' = (W}/)>o eine Brownsche Bewegung unab-
héingig von W.

Mit dieser zusitzlichen Annahme an den Prozess X; formulierten Barndorff-Nielsen, Graver-
sen, Jacod, Podolskij und Shephard (2006) folgenden stabilen Zentralen Grenzwertsatz.

Satz 2.3 Seien r,s > 0 und X, ein Brownsches Semimartingal. Weiterhin sei Bedingung (V)

erfiillt. Dann gilt, wenn n — oo lduft

Va(V(X, 7, s)F = V(X7 s)) 22U, s). (2.12)

'In Wirklichkeit lduft in theoretischen Arbeiten die Summe nur bis [nt] — 1, da es fiir die asymptotische Theorie
keine Rolle spielt ob n oder n — 1 Daten betrachtet werden. Allerdings werden wir im Verlauf dieser Arbeit Erwar-
tungswerte mit endlicher Anzahl von Datenpunkten berechnen, wo bei Vernachldssigung einzelner Datenpunkte
iiberfliissige Fehlerterme in die Rechnung kommen.
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Dabei ist U(r, s); ein Prozess der Form

t ~
U(T, S)t = \/MZTM25 + 20y psplrys — 3:“%:“3%) |O-U|r+deu (2.13)

und W eine eindimensionale Brownsche Bewegung, die auf einer Erweiterung des filtrierten
Wahrscheinlichkeitsraums (2, F, (Fi)i>o0, P) definiert und unabhiingig von der o-Algebra F

ist.

Als Folgerung ist es moglich die folgenden stabilen Zentralen Grenzwertsitze zu formulieren,
die eine Vielzahl von praktischen Anwendungen finden (siehe Barndorff-Nielsen, Graversen,
Jacod und Shephard (2006)).

Satz 2.4 Seien die Bedingungen von Satz 2.3 erfiillt. Dann gilt, wenn n — oo lduft

VR(V(X,rs)p = V(X,r s))
p(’l“, S)t

S, = Dy u (2.14)

und

VR(V(X,rs)p = V(X,r, s)) Dy 1
p(r,5)¢

Dabei ist U eine standardnormalverteile Zufallsvariable, die auf einer Erweiterung des Wahr-

scheinlichkeitsraums (0, F, (F;)i>0, P) definiert und unabhiingig von F ist. Die Groflen p*(r, s);

und p*(r, s)} sind weiterhin gegeben durch

T, = (2.15)

t
PP(1,8)e = (fiorhias + 20t fistos — SHH2) [) o7 du (2.16)
und )
rH2s 2 rHsfr4s _3
P2 (r, ) = Harbtzs & Slinllslivis 7 SHells 1y o) 9 n 2.17)
Hor las

Hier ist erwihnenswert, dass p?(r, s); gerade die bedingte Varianz des Grenzprozesses U (, s);
ist. Die Konvergenz in (2.10) impliziert

p2(r,s)! LN P2 (r,s);. (2.18)
2.2.1 Anwendungen von Bipower Variation

In diesem Abschnitt zeigen wir anhand von zwei Beispielen die Anwendungsmoglichkeiten auf,
die sich durch die Theorie der Bipower Statistiken ergeben.
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Bipower Variation bei der Anwesenheit von Spriingen

Wir nehmen an, dass der Verlauf des Wertpapierpreises nicht stetig verlduft, sondern im Zeit-
verlauf endlich viele Sprungstellen aufweist. Dies a6t sich zum Beispiel durch den Prozess

t t Ny
Xo=Xo+ [ ads+ [[odW,+ Y (2.19)
0 0 i=1

modellieren. Hier ist N = (NN);c[o,1) ein einfacher Zihlprozess mit endlicher Aktivitit und
J = {J:}i=1.. n, ist eine Menge von Zufallsvariablen, die nicht 0 sind. Wenn wir dieses Modell
zu Grunde legen, wird die realisierte Volatilitit ein inkonsistenter Schitzer fiir die integrierte
Volatilitét. Es ergibt sich dann folgende Konvergenz

t N
ngﬁﬁ$+2ﬁ. (2.20)
=1

Um dieses Problem zu 16sen, kann man zur Schitzung der integrierten Volatilitdt die 1,1-
Bipower Variationsstatistik benutzen. Zur Erinnerung, diese ist definiert als

[nt]

pV(XC L)Y = pp? Y |ATX[| AT X (2.21)
=1

Der Grundgedanke bei diesem Vorgehen ist, dass keine zwei benachbarten Datenpunkte Spriin-
ge enthalten, wenn der Sprungprozess endliche Aktivitit hat und die Datenanzahl gegen un-
endlich lduft. Somit konvergieren immer noch alle Summanden gegen 0. Es 146t sich beweisen,
dass 1,1-Bipower auch unter der Anwesenheit von Spriingen ein konsistenter Schétzer der inte-
grierten Volatilitét ist.

Mit diesem Grundgedanken 148t sich auch ein Test auf die Anwesenheit von Spriingen konstru-
ieren. Barndorff-Nielsen und Shephard (2004a, 2006) fiihrten diesen Test ein und bewiesen den
folgenden Satz.

Satz 2.5 Sei X, ein Prozess aus Modell (2.19). Weiterhin gelte Bedingung (V). Dann gilt, wenn
n — oo lduft
V(V(X,2,0)p — pi V(X 1,1)f)
\/KMP‘/(?,l,l,l)J

Dy, (2.22)

wenn N; = 0 ist und

X,2.0)" — u72V(X, 1, 1)
\/ﬁ(v( ) <y O)t Hq V( ) )t ) i) 00, (223)
\/“MPV(?,LLl),t
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sonst. Dabei ist U wie in Satz 2.4 und k = %2 +7m—5~0,6091. MPV} ., ist definiert als

[nt]—3
MPV{i 110y = pitn Z | APX [ A% X [ AR X[ Al X | (2.24)

i=1

Aus diesem Satz ldBt sich nun ohne weiteres eine Teststatistik konstruieren, mit der auf die
Anwesenheit von Spriingen getestet werden kann.

Bemerkung 2.2.2 In Satz 2.5 wird die vierte Potenz der Volatilitiit unter der Anwesenheit von
Spriingen bestimmt. Dies geschieht mit der nahe liegenden Verallgemeinerung der realisierten
Bipower Variation, ndmlich der realisierten Multipower Variation (siehe Barndorff-Nielsen und
Shephard (2007)). Diese ist gegeben durch

" [nt]—k+1 & 1
MPVG, ope=n2"" >0 1 AR X (2.25)
=1 j=17"7j

Dabeiist k € IN, r; > 0 fiir alle j und ry = Z?Zl
Giltr; < 2 fiir alle j, so konvergiert MPV(y ., im Modell (2.19) gegen [s o7 du (Barndorff-

Nielsen und Shephard (2007)). Folglich ist M PV , , ), ein, auch unter der Anwesenheit von

T’j.

Spriingen, konsistenter Schditzer der vierten Potenz der Volatilitdt.

Asymptotische Konfidenzintervalle fiir die integrierte Volatilitiit

Mochte man Konfidenzintervalle fiir die integrierte Volatilitit bestimmen, so ist dies durch die
Anwendung von Satz 2.3 moglich. Allerdings bendétigen wir dafiir einen Schétzer fiir die vier-
te Potenz der Volatilitit. Eine Moglichkeit dafiir ist zum Beispiel V' (X, 4, 0)7. Die Konsistenz
dieses Schitzers wird durch Gleichung (2.10) gesichert.

Somit erhaten wir ein asymptotisches symmetrisches zweiseitiges, beziehungsweise ein rechts-
seitiges 100(1 — a))% Konfidenzintervall fiir die integrierte Volatilitdt durch

2(2,0)7 2(2,0)7
CZSym = <V(Xa 27 0)? - Zl—% Ma V(Xv 2a 0)? + Zl—% p(’)t> (226)
n n
und
2(2,0)7
Cy,p = <0, V(X,2,0)" — 2, M) . (2.27)
n

Dabei sind die z, die kritischen Werte der Standardnormalverteilung fiir ein a-Level.
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Kapitel 3

Bootstrap Methoden fiir Bipower
Variation

Der Bootstrap (Efron (1979)) ist eine resampling Methode, welche in einer Vielzahl von Proble-
men in unterschiedlichster Weise eingesetzt werden kann (siehe Shao und Tu (1995) fiir einen
Uberblick). In diesem Kapitel erweitern wir zwei Bootstrap Methoden, die urspriinglich von
Gongalves und Meddahi (2005) fiir die realisierte Volatilitit eingefiihrt wurden, um genauere
Konfidenzintervalle fiir /V; zu berechnen. Wir benutzen ebenfalls den u.i.v. Bootstrap und den
wild Bootstrap (siche Wu (1986)), allerdings beweisen wir ihre erste-Ordnungs Giiltigkeit! fiir
allgemeinere Statistiken, ndmlich fiir Bipower Variationsprozesse. Auflerdem vergleichen wir
mit Hilfe von Edgeworth expansions und Monte Carlo Simulationen die Genauigkeit im Ver-
gleich zu anderen bestehenden Verfahren.

In diesem gesamten Kapitel nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass dqui-
distante Daten A?X = X.: — X1 auf [0, 1] beobachtbar sind und X, ein Brownsches Se-
mimartingal aus Modell (2.%) ist. Dat =1 gilt, unterdriicken wir im Folgenden den Zeitindex
t.

3.1 u.l.v. Bootstrap

Um den u.i.v. Bootstrap zu konstruieren, fiihren wir zuerst die Notation b} = |A? X|"|A}, | X |*
ein. Dabei unterdriicken wir jedoch bei 0]' die Abhiingigkeit von r, s > 0 zur Vereinfachung der

"'Wir lehnen uns an Horowitz (2001) an und sprechen von einer asymptotischen Verbesserung der Ordnung
O(h™) fiir ein » > 0, wenn die Bootstrap Verteilung der betrachteten Statistik korrekt ist bis einschlieBlich zu
Termen der Ordnung O(h"). Dies bedeutet gleichzeitig, dass der Schitzfehler von Ordnung o(h") ist. Fiir r =
1/2 bedeutet dies, dass der erste Term einer Edgeworth expansion getroffen wird. In diesem Fall sagen wir der

Bootstrap hat eine Giite zweiter Ordnung.
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Notation. Das u.i.v. Bootstrap Analogon von b} bezeichnen wir mit 0}"*. Die Bootstrapdaten b}
berechnen wir nach folgender Regel

b* = by, I; ~ u.i. gleichverteilt auf {1,--- , n}. (3.1)

Die resultierende Bootstrap Statistik ist dann definiert als

VA(X, 7 s) =0T Y b 3.2)
=1

Der Erwartungswert dieser Bootstrap Statistik ist folglich gegeben durch?

EX(V*(X,r,s)") = E* (ﬂs—l Zb?*) =T Eb) = V(X,r,s)" (3.3)
=1

Gleichung (3.3) kann leicht nachgerechnet werden, da b}* eine u.i.v. Stichprobe aus (b7);—1._
ist.? Zusitzlich erhalten wir die Gleichung*

p2(r,s)  =Var*(vnV*(X,r,s)") = nVar* (njsl > bf*)
i=1
=n " Var () = V(X,2r,25)" — [V(X,r,s)"]*. (3.4)

Wir benutzen
p*Q(T, s)" =V*(X,2r,2s)" — [V*(X,r, s)”]2 (3.5)

als konsistenten Schiitzer fiir p*2(r, s).
Die u.i.v. Bootstrap Analogons zu (2.14) und (2.15) sind dann durch

(VX rs)" = VI(X,r s)")

e 7 (rs) 0
und
T — (VX r )" = V(X,r, s)") 37)
n p* (7”, S)n :
gegeben.

Nun wire es natiirlich wiinschenswert, dass diese beiden Ausdriicke ebenfalls gegen die Stan-
dardnormalverteilung konvergieren. Dann wire es ndmlich, intuitiv gesprochen, denkbar, dass
die Verteilung von S}, beziehungsweise 17, als Approximation der Grenzverteilung von (2.14),
beziehungsweise (2.15), geeignet ist. Mit der obigen Notation und der Annahme, dass X; ein
Brownsches Semimartingal ist, konnen wir in der Tat folgenden Satz beweisen, der die Grund-

lage fiir die u.i.v. Bootstrap Methode fiir Bipower Variation darstellt.

2 E* bezeichnet den Erwartungswert der u.i.v. Bootstrap Statistik, bedingt auf die originale Stichprobe.
3Zur Erinnerung, wir hatten A, X := A”X definiert.
4V ar* bezeichnet die Varianz der u.i.v. Bootstrap Statistik, bedingt auf die originale Stichprobe.
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Satz 3.1 Sei X, ein Brownsches Semimartingal, Z ~ N(0,1) und ®(x) = P(Z < x). Dann

gilt fiirmn — oo

sup | P* (T < ) — ®(z)| > 0. (3.8)
zeR

Sei zusdtzlich Bedingung (V) erfiillt. Dann gilt fiir n — oo
PYT; <z)— P(T, <z)=o0p(1). 3.9

Beweis: Der Beweis gliedert sich in zwei Teile. Zuerst beweisen wir das Resultat fiir 5. Dann
geniigt es zu zeigen p*(r, s)" LN p*(r, s).

1. Teil

Wir definieren

r+s—1
2 (b — B (b
=" (’* ) (3.10)
pr(r, s)
und
sh=> 7. (3.11)
i=1

E*(zF) = 0. (3.12)

Weiterhin gilt
1
Var*(zf) = n" "1 p2(r, s)Var(b*) = —. (3.13)

n

Die letzte Gleichung liefert folglich

Var* (i: zf) = 1. (3.14)
i=1

Die Gleichungen (3.12) und (3.14) ermoglichen uns nun Berry-Esseen’s Schranke (siehe Katz
(1963) fiir mehr Details) zu benutzen. Es existiert ein ¢ > 0 und eine Konstante 0 < K < oo,
so dass

V4

i1 % = 9
sup | P* =1 <z | —®x)| < KN Efz*Te. 3.15
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Nun miissen wir zeigen, dass die rechte Seite in Wahrscheinlichkeit gegen Null konvergiert. Wir
erhalten

n
ZE*|Z;|2+E :nE*|Z;<’2+e
i=1

(r+s)(2+€)—e

= 0 () OB (- B ER)

(r+s)(24e)—e
2

< 2|p*(r,8)]"**n E[(b7)*]

=2|p*(r,8)| " FIMTV(X,r(2+¢€),5(2+ €))7 = Op(n?). (3.16)
Dies geniigt fiir die Konvergenz, da bereits die Konvergenzen

1
VX, r,s)" B V(X7 s) = ,WS/ o+ du (3.17)
0

und )
1 1
p(r, s) B ugrugs/ lou| P2 du — (/ |cru|r+sdu) >0 (3.18)
0 0

bekannt sind.
2. Teil
Nun bleibt uns noch zu beweisen, dass
* n P* «
p(r,s)" = p*(r,s) (3.19)

erfiillt ist. Zu diesem Zweck miissen wir

Bias(p*(r,s)") = E*(p*(r,s)") — p*(r,5) 2 0 (3.20)

und
Var*(p*(r,s)") 2 0 (3.21)
nachweisen. Dies geschieht in Lemma 3.5.3 und vervollstindigt den Beweis. U

3.2 Wild Bootstrap

Der wild Bootstrap basiert auf einem anderen Prinzip als der u.i.v. Bootstrap. Er benutzt die
gleichen Summanden wie die originale Statistik V' (X, r, s)", allerdings werden alle Ertrige
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einzeln mit einer externen Zufallsvariablen modifiziert. Wir definieren den wild Bootstrap fiir
Bipower Variation durch
VVB(X, rs)" = n'5 LS p?|APX|T|AT, X ]2, (3.22)

=1

Die (7;)i=1.... » sind dabei u.i.v. externe Zufallsvariablen, die unabhingig vom zugrunde liegen-
den Prozess sind. Wir benutzen die Notation

pn® = E|n|™, (3.23)

um das m-te absolute Moment von 7); zu bezeichnen. Wir nehmen zusétzlich an, dass die exter-
nen Zufallsvariablen so gewihlt sind, dass die auftretenden Momente existieren.
Der Erwartungswert der wild Bootstrap Statistik kann leicht nachgerechnet werden’

EVE(VIYE(X r,s)") = py PV (X, 8)". (3.24)
Die Varianz von /nVWB(X r, s)" ist gegeben durch®

P, ) = VarB(aV B (X, 7, 5
_ n[EWB ((VWB(X, r, S)n)2) . (EWB<VWB<X, T S)n))

2

)
= (P = (' P)?) Y IATXPT|AY, X

=1
= (g " = (ny'P)?) V(X, 2r, 2s)". (3.25)

Wir verwenden die folgende Statistik als konsistenten Schéitzer des Varianz Terms p3, 5(r, s)

2 n NXVB — ('ugVB)Q r+s—1 . AN 2r n 2s
pwp(r:s)" = VB n Z n; | AT X[ [AL, X[ (3.26)
4 i=1

Nun konnen wir ein wild Bootstrap Analogon zu Satz 3.1 formulieren und beweisen.

Satz 3.2 Sei X, ein Brownsches Semimartingal, 11,/ ? < 00, ¢ = 2(2 + €) und ®(x) = P(Z <
x) mit Z ~ N (0, 1). Wir definieren weiterhin

V(VWE(X r s)" — PV (X7, )")

SWB —
" PwWB (T’ 5)

(3.27)

und

VA(VVE(X,r, )" — il BV (X, 7, 5)")

TWB —
" PWB (7“, S)n

(3.28)

> EWB bezeichnet den Erwartungswert der wild Bootstrap Statistik, bedingt auf die originale Stichprobe.
8V ar™' B bezeichnet die Varianz der wild Bootstrap Statistik, bedingt auf die originale Stichprobe.
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Dann gilt fiirn — oo

sup |[PVE(TVE < z) — o(z)| 2 0. (3.29)
z€R

Sei zusdtzlich Bedingung (V) erfiillt. Dann gilt fiir n — oo

PVB(TWE < 2) — P(T, < z) = op(1). (3.30)
Beweis: Der Beweis dhnelt dem von Satz 3.1. Zuerst zeigen wir wieder, dass die Aussage fiir
SWB stimmt. Dann bleibt uns noch zu beweisen, dass die Varianz im richtigen Sinne konver-
giert.

1. Teil

Wir definieren zuerst s
T S—

2 — uBY)ATX|T| A, X |
xi — n 2 (nl /‘LQ )l 1 ’ ’ ’L+1 ’ ) (3'31)
pwB(T,s)
Wir erhalten natiirlich £"2(z;) = 0. Zusitzlich ergibt sich
r+s—1(, WB __ WB\2 AT X 2r A? X 2s

Var"B(z;) = n (1 (N; JIAFX[* AL X (3.32)

P (T, s)

und folglich
Var'"? (Z x2> =Y VarVP(z;) = 1. (3.33)
i=1 i=1

Nun konnen wir wieder Berry-Esseen’s Schranke benutzen. Der Rest dieses Schritts ist analog
zu dem im Beweis von Satz 3.1. Wir erhalten

Dol T - =
sup |PVB =1 <z ) -0@)|<KY EVPzP T =0,(n7). (3.34)
sup| < Nt > (@) < K BV Fja 2 = 0,(n¥)
2. Teil

Im zweiten Schritt berechnen wir zuerst

EWB 2 ny __ MXVB_(IM;/VB)Z r4+s—1 - EWB 4 A" X 2r A" X25 2
(pwp(r,s)") = n Z () [AF X ALL X = piyp(r, s).

A i=1
(3.35)

Andererseits bekommen wir fur die Varianz

Var'®(piyp(r,s)") = BV Pl(piy p(r, 9)")’] = BV P (pily 5 (r, 5))*. (3.36)
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Nun miissen wir die einzelnen Erwartungswerte in diesem Ausdruck berechnen. Wir erhalten

2
EWB[( 2 ( )n)2] - NXVB - (ﬂz 3)2 n2rt2s—2pWB AnX|4T|A |4s
Pwp\T, S = VB 2771 i+l

=1

n—1
+227I?77?+1|ARX|2T|AZH |2T+2S|Az+2 %
=1

Y mmAIX AL XA X AL, X )

GAii1,i—1

(3.37)
und
BB (gl (1, 5))* = (i — (g B)2 2 2(21 ARX[MAL, X
+2 Z A7 X |AT XA X
i=1
£3 z |A“X|2T|Az+l 2 A AL, ).
i
(3.38)
Die Differenz ist
EYP[(piyp(r, )"l = BV (ply (r, 5))°
_ (NZVB _WEZgVBP) j Brp2r2s- QZ AP X4 AR X |t
227
T RS XA X = 0 (1) 639)
Somit ist der Beweis vollstindig. U

Bemerkung 3.2.1 Die Sditze 3.1 und 3.2 konnen fiir Range-basierte Schditzer (siehe, z.B., Chris-
tensen und Podolskij (2006, 2007)) erweitert werden.



26 KAPITEL 3. BOOTSTRAP METHODEN FUR BIPOWER VARIATION

3.3 Zweite-Ordnungs Giite des Bootstraps

In den beiden letzten Abschnitten haben wir gezeigt, dass beide Bootstrapverfahren erste-
Ordnung giiltig sind. Das heif3it, die Statistiken in Gleichungen (2.15) und (2.14) haben die
gleichen Grenzverteilungen wie ihre Bootstrap Analogons. Es wére nun noch wiinschenswert,
wenn die Verteilungen von 7, und S,, durch die Bootstrap Analogons besser approximiert wer-
den konnten als durch die Standardnormalverteilung.

In der Tat weisen die Simulationsergebnisse in Abschnitt 3.4.1 darauf hin, dass dies tatsdchlich
der Fall ist. Dort zeigt sich, dass Konfidenzintervalle fiir verschiedene Potenzen der Volatilitit,
die mit den Bootstrap Methoden ermittelt werden, priziser sind als solche, die mit Hilfe der
Normalverteilung berechnet werden. Um diese Beobachtungen erkldren zu konnen, die auch
Goncalves und Meddahi (2005) bei dem weniger allgemeinen Fall machten, wird die folgende
zweite-Ordnung Edgeworth expansion der Verteilung 7, betrachtet (siehe, z.B., Hall (1992),
Seite 48)

P(T} < 2) = ®(x) + 0~ bas (2)d(x) + O (i) | (3.40)

Dabei ist ®(z) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung, ¢(x) die Dichtefunktion
der Standardnormalverteilung und die Grof3e ¢; ist gegeben durch

1 1
a(e) =~k — chy(a® = 1)+ 0 (n) , (3.41)
wobei gilt
LT — _ ke 1
ki(T,) = E(T,) = NG +0 (n) (3.42)
und

+0 (i) . (3.43)

Bemerkung 3.3.1 Wir geben an dieser Stelle keinen Beweis fiir die Giiltigkeit der Edgeworth
expansions. Fiir unsere Zwecke ist es ausreichend, sie als formale Ausdriicke zu behandeln.
Dieses Vorgehen ist iiblich, wenn diese formalen Ausdriicke fiir Untersuchungen, welche die
Giite hoherer Ordnungen betreffen, benutzt werden (siehe, z.B., Mammen (1993) oder Davidson
und Flachaire (2001)).

Bemerkung 3.3.2 Fiir die Verteilungen von T und TV definieren wir die Edgeworth expan-

sions analog.
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Zur Berechnungen der Kumulanten verwenden wir die folgende Notation

V(p?(r,s)" — p*(r, s))

Un = 20s) : (3.44)
Damit folgt 1 1
T, =8, <’m> =5, (1 + 5%) By (3.45)
Mit Hilfe einer Taylor Entwicklung fiir f(z) = (1 + x)_g um 0 erhalten wir
flx)=1- ];:c + O(2?). (3.46)

Nun kénnen wir 7% umschreiben zu

— k. ~
Tj:Sﬁ(H\%) :Sﬁ—gs\n/gn-l-()(;) =: 5+O(i). (3.47)

Um die nun folgenden Ergebnisse zu entwickeln, benotigen wir zwei weitere Annahmen. Die
erste davon ist eine sehr starke Einschriankung. Wir setzen ndmlich voraus, dass o0, = 0 > 0
konstant ist. Die zweite Annahme, a, = 0, ist weniger restriktiv, da der Driftprozess a eine
kleinere Ordnung, im Vergleich zu der Volatilititsfunktion o, hat. Daher ist der Driftprozess,
wenn die Daten bei hohen Frequenzen beobachtet werden, ohnehin vernachléssigbar (siehe,
z.B., Andersen, Bollerslev und Diebold (2002)).

Letztendlich erhalten wir das vereinfachte Modell

Xt = XQ ‘l— UWt. (348)

Bemerkung 3.3.3 Ist o, = o konstant, so erhalten wir

N

3|

n

AIX = [ 0udW, = o(Wy = W) = ou, (3.49)

Folglich sind die Zuwdichse A X wu.i.v. mit gemeinsamer Verteilung N (0, "—:) wobei gilt v; =
Wi — Wiz ~ N(0, %)

n

Unter dem vereinfachten Modell konnen wir im Weiteren folgende Abschitzung fiir den u.i.v.
Bootstrap zeigen’

plim,, . |¢7 () — 1 (2)| < |qa()]. (3.50)

Dies zeigt, dass, asymptotisch betrachtet, der Fehler der Bootstrap Methode kleiner oder gleich
dem Fehler ist, der mit der Approximation durch die Normalverteilung gemacht wird.

"plim bezeichnet hier den Grenzwert, der in Wahrscheinlichkeit angenommen wird.
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Fiir den wild Bootstrap konnen wir sogar eine noch stirkere Aussage beweisen. Wenn ndmlich
die Verteilung der 7); passend gewihlt ist, gilt

WB(z) — qi(z)| = 0. (3.51)

n— 00 |q1

plim
Dies bedeutet, dass wir eine zweite-Ordnungs Verbesserung erhalten.

Bemerkung 3.3.4 Fiir den u.i.v. Bootstrap gilt nur plim,,_.__|q;(z) — q1(z)| = 0, falls r=2 und
s=0 (siehe Gongalves und Meddahi (2005) sowie Tabellen 3.1 und 3.2).

Bemerkung 3.3.5 Auch wenn o nicht konstant ist, zeigen die Simulationsergebnisse, dass beide
Bootstrap Verteilungen die Verteilung von T,, besser approximieren als die Normalverteilung

(siehe Gongalves und Meddahi (2005) oder Tabellen 3.3 - 3.18).

Lemma 3.3.6 Sei o konstant. Dann ergeben sich im vereinfachten Modell (3.48) die folgenden

Resultate
a) ky(T,) = 1 <—Al( + + -3 )03(7“*3)) +0 (1>
1I\Ln \/ﬁ 2,03(7", 8) H3rH3s Hor s r42s Hr 25 2745 Hor s hor 2 n
PS
(3.52)
Dabei ist
rfM2s 2 rMsHr4+s T 3 212
Al — 2y 42 + Moy s [+ o o . (353)
Hor b2
. 1 0.3(r+s) - )
b) k3(Tn) = = <_14/L7~/Lsﬂ2rﬂ2s — 1203 pugs i s flrs — 12000 fLig flyy s plor fr 425
Ve L203(r, s) par o

v

g

A28 sy sfizs o ys — V20015 ey ofion s + 181 st 1 + 1842 i3 tor f1r 42

3,2 2 l
FA8p; pu phasptorts + 1200 (ftor fhoshiefbs — Aftarfizslorfias) | +O -

ks

(3.54)
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) i(T3) = = ( 5y (VX 3,38)" = 3V(X, s V(X 20200 + 2V (X)) )
1
+0p (n> (3.55)
d) k3(T7) = 1n (p*ng 3 (V(X,3r,35)" — 3V (X, r,s)"V(X,2r,2r)" + 2(V(X, s)")3)>
K
1
+0p (n) (3.56)

e) ];WB(TWB) _ L K Mg/B - MgVBMXVB ) V(X,3r,3s)" ] Op <1>
o Vi N2V B — (i B)2)z VB ) (V (X, 2r, 25)7)3

~ /

~~
wB
kl

(3.57)

DRI -

Si-

VOIS 2 S i) V], (1)
1
2

3 3 -
(V(X,2r,2s)")2 (P — (n"P)?)> (P — (s P)?) n
kerB

~

(3.58)

Beweis: Die benotigten Werte fiir £(S}), E(S?), E(S3), E(SU,), E(S2U,) und E(S3U,)
finden sich in Lemma 3.5.2 und werden mit Hilfe der Ergebnisse aus Lemma 3.5.1 fiir die
Gleichungen

(3.59)

B(S)) = niE <V(X,r, 5)" — V(X,r,s)) |

p(r,s)
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o (V(X,r,s)" = V(X,r,s))?
B(S2) = nE ( i ) | (3.60)
E(S3) =n>E (MX’ - SZ;(; SV)(X’ - S))3> ) (3.61)
E(S,U,) =nE (MX’ o) V(X;;}Ts )2)('02(T’ SRSy S))) : (3.62)

E(S?LU,L) _ n%E <(V(X> r,s)" = V(X,r, S))Q(p2<7a> s)" — pQ(r’ 3))) (3.63)

p(r, s)
und
(50 =t (WOEL S VOGP = PlE))
p>(r,s)
entwickelt.

Die entsprechenden Resultate fiir den u.i.v. Bootstrap finden sich in Lemma 3.5.3 und Lemma
3.5.4 bzw. in Lemma 3.5.6 fiir den wild Bootstrap. Eine Kombination aus diesen Ergebnissen
liefert die Behauptung. 0

Als niichstes betrachten wir die Grenzwerte von ¢;" ” und ¢, (z). Ziel dabei ist es, die Verteilung
der 7; so zu wihlen, dass die Differenz zwischen ¢'? und ¢;(z) verschwindet. Dazu ist es
notwendig ein Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und 3 Variablen zu 16sen. Um genau
zu sein, es miissen folgende Gleichungen erfiillt sein

k= kP (3.65)

und
ks = ki P, (3.66)
wobei VB, VB und p’ P die Variablen sind. Es ist leicht einsehbar, dass dieses Gleichungs-

system unendlich viele Losungen besitzt.

Bemerkung 3.3.7 Wenn wir die Verteilung der n; so wéihlen, dass das Gleichungssystem gelost
ist, haben wir eine Verteilung gefunden, die eine zweite-Ordnungs Verbesserung liefert. Fiir
r=2 und s=0 findet sich ein Beispiel fiir eine korrekte Spezifikation in Gongalves und Meddahi
(2005). Fiir r=1, s=1 konnen wir zum Beispiel die Verteilung n; = 0, 828838488 mit Wahr-
scheinlichkeit p = 0, 778271187 und n; = 1,44869881 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p benutzen.
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Fiir r=4, s=0 ist eine mogliche Verteilung n; = 1, 353047 mit Wahrscheinlichkeit p = 0, 268306
und n; = 0,833891 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p. Beide zuletzt genannten Beispiele liefern eine

zweite-Ordnungs Verbesserung.

Bemerkung 3.3.8 Die Einschrdinkung auf zwei-Punkt Verteilungen ist nicht notwendig und er-
folgt nur zur Vereinfachung.

Als Konsequenz aus Lemma 3.3.6 erhalten wir, unter gleichen Annahmen wie in Lemma 3.3.6,
folgende Ergebnisse.

Korollar 3.3.9
plim,__|q; (x) — qi(x)] < |qi(x)]. (3.67)

Korollar 3.3.10 Falls die Verteilung der n; so gewdhlt ist, dass sie die Gleichungen (3.65) und
(3.66) lost, gilt
plim,_a"? (x) — qi(2)] = 0. (3.68)

Bemerkung 3.3.11 Die Beweise der Korollare sind nicht schwierig aber sehr lang und un-
libersichtlich. Sie folgen direkt aus Lemma 3.3.6 und den technischen Resultaten in Abschnitt
3.5.

Bemerkung 3.3.12 Die folgenden Tabellen 3.1 und 3.2 enthalten Werte fiir ki, |k1 — ki|, ks,
und |ks — k%| gemdf3 Lemma 3.3.6 fiir einige Werte von r und s. Dies illustriert die Aussage von
Korollar 3.3.9.
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r/s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0,16 0 0,09 | 0,15 | 0,19 | 0,21 | 0,22 | 0,22 | 0,22 | 0,22
1 10291 | 0,2 | 0,05 | 0,14 | 0,32 | 0,47 0,6 0,69 | 0,75 | 0,79
2 0,2 02 | 0,05 | 0,21 | 0,54 | 0,88 1,2 1,49 1,73 1,92
3 0,05 | 0,05 | 0,13 | 0,49 | 0,99 | 1,57 2,2 2,8 3,38 | 391
4 0,14 | 0,21 | 0,49 | 1,01 | 1,76 | 2,69 | 3,775 | 487 | 6,02 | 7,14
5 032 | 0,54 | 0,99 | 1,76 | 2,87 | 43 6 7,91 9,95 | 12,08
6 047 | 0,88 | 1,57 | 2,69 | 43 | 642 | 9,03 | 12,08 | 15,51 | 19,24
7 0,6 1,2 22 | 3,75 6 9,03 | 12,88 | 17,54 | 22,97 | 29,1
8 0,69 | 1,49 | 2,81 | 487 | 791 | 12,08 | 17,54 | 24,36 | 32,56 | 42,13
9 0,75 | 1,73 | 3,38 | 6,02 | 9,95 | 15,51 | 22,97 | 32,56 | 44,45 | 58,75

—_
(en)

0,79 | 1,92 | 391 | 7,13 | 12,08 | 19,24 | 29,1 | 42,13 | 58,75 | 79,3
r/s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0,7 1.4 2,7 4,9 9 16,4 30 55 100,7 | 184.9
1 1,6 2,7 4,5 7.9 142 | 258 | 474 | 87,1 | 160,1 | 2944
2 2,7 4,6 8 14,1 | 254 | 464 | 853 157 289 | 531,7
3 4,5 8 14,1 | 254 | 46,1 | 84,6 | 155,6 | 286,5 | 527,5 | 970,8
4 7,9 14,1 | 254 | 46,1 | 84,2 | 154,77 | 284,9 | 524,8 | 966,3 | 1778

5 14,1 | 254 | 46,1 | 84,2 | 154,5 | 284,1 | 523,1 | 963,2 | 1773 | 3262

6 25,8 | 46,4 | 84,6 | 154,7 | 284,1 | 522,5 | 961,6 | 1770 | 3256 | 5988

7 47,4 | 85,3 | 155,6 | 284,9 | 523,1 | 961,6 | 1768 | 3253 | 5982 | 10998
8 | 87,11 | 157 | 284,5|324,8 | 963,2 | 1770 | 3253 | 5979 | 10992 | 20203
9 |160,1 | 289 |527,5|966,3 | 1773 | 3256 | 5982 | 10992 | 20198 | 37115
10 | 294,4 | 531,7 | 970,8 | 1778 | 3262 | 5988 | 10998 | 20203 | 37115 | 68187

Tabelle 3.1: Der obere Bereich dieser Tabelle zeigt einige Werte von |k, — k| gemdfs Lemma
3.3.6 fiir verschiedene Kombinationen von r und s. Der untere Bereich dieser Tabelle zeigt

einige Werte von ki gemdf} Lemma 3.3.6 fiir verschiedene Kombinationen von r und. s.
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r/s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0,99 0 0,56 | 0,92 1,15 1,28 1,34 1,36 1,34 1,29
1 0,85 0,2 0,46 | 0,96 1,27 1,43 1,48 1,47 1,43 1,36
2 0,2 0,03 0.4 0,88 1,24 1,45 1,52 1,5 1,44 1,36
3 0,46 0,4 0,59 | 0,93 1,25 1,45 1,53 1,51 1,44 1,34
4 096 | 0,88 | 093 | 1,12 1,34 1,5 1,56 1,54 1,45 1,34
5 1,27 | 1,24 | 1,25 | 1,34 1,48 1,58 1,61 1,57 1,48 1,35
6 1,43 | 1,45 | 1,45 1,5 1,58 1,65 1,66 1,6 1,5 1,38
7 1,48 | 1,52 | 1,53 | 1,56 1,61 1,66 1,66 1,61 1,52 1,39
8 1,47 1,5 1,51 | 1,54 1,57 1,61 1,61 1,58 L5 1,39
9 143 | 1,44 | 144 | 1,45 1,48 1,51 1,52 1,5 1,45 1,36
10 | 1,36 | 1,36 | 1,34 | 1,34 1,35 1,38 1,39 1,39 1,36 1,3
r/s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 -3 -6 -10 -20 -35 -65 -119 -219 -402 -739
1 -6 -10 -17 -31 -57 -104 -191 -350 -642 -1179
2 -10 -18 -31 -56 -103 -188 -345 -633 -1162 -2133
3 -17 -31 -56 103 -187 -343 -630 | -1156 | -2122 -3897
4 -31 -56 | -103 | -187 | -343 -628 | -1153 | -2117 | -3888 -7140
5 -57 | -103 | -187 | -343 | -628 | -1152 | -2115 | -3883 | -7130 | -13094
6 -104 | -188 | -343 | -628 | -1152 | -2114 | -3881 | -7125 | -13084 | -24028
7 -191 | -345 | -630 | -1153 | -2115 | -3881 | -7124 | -13079 | -24017 | -44106
8 -350 | -633 | -1156 | -2117 | -3883 | -7125 | -13079 | -24014 | -44095 | -80977
9 -642 | -1162 | -2122 | -3888 | -7130 | -13084 | -24017 | -44095 | -80970 | -148695
10 | -1179 | -2133 | -3897 | -7140 | -13094 | -24028 | -44106 | -80978 | -148695 | -273064

Tabelle 3.2: Der obere Bereich dieser Tabelle zeigt einige Werte von |ks — k3| gemdfs Lemma

3.3.6 fiir verschiedene Kombinationen von r und s. Der untere Bereich dieser Tabelle zeigt

einige Werte von ks gemdf} Lemma 3.3.6 fiir verschiedene Kombinationen von r und. s.
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3.4 Konfidenzintervalle

Im letzten Abschnitt haben wir unter starken Annahmen gezeigt, dass beide Bootstrap Metho-
den die Verteilung von 7;, besser approximieren als die Standardnormalverteilung. Eine wichti-
ge Anwendung dieses Ergebnisses ist die Konstruktion von Konfidenzintervallen fiir V (X, r, s).
Ein symmetrisches zweiseitiges 100(1 — )% Konfidenzintervall, welches aus (2.15) folgt, ist
gegeben durch

2(7.’ S)n

2 n
CQ,sym - <V(X7 T, S)n —Z1-g & 7V(Xa T, S)n + R1-2 p<r,8)> : (3.69)

n n

Ein rechtsseitiges 100(1 — )% Konfidenzintervall, das auch aus (2.15) folgt, konnen wir kon-

struieren durch
2 n
O,y = <o, V(X,7,8)" — 24 p(rns)> . (3.70)

Dabei sind die z,, die kritischen Werte der Standardnormalverteilung fiir ein a-Level.
Benutzen wir die oben eingefiihrten Bootstrap Methoden, so erhalten wir andere Konfidenzbe-
reiche. Es ergibt sich dann

2 n 2 n
CQBoot _ <V(X, r, S)n _ fo_wgt m’ V(X, r, 5)” — yBoot p(?”,S)) (3.71)
2 n 2 n

und

CPot = <o, V(X rs)" — 25 W) : (3.72)
Hier ist 27°°" das a-Quantil der entsprechenden Bootstrap Verteilung 7%, also TBt = T'*
oder T'Boot = TWB,

Simulationsergebnisse fiir r=2 und s=0 finden sich in Gongalves und Meddahi (2005). In dieser
Arbeit prisentieren wir Resultate fiir r=4, s=0 und r=1, s=1. Diese beiden Statistiken haben, wie
bereits erwihnt, eine Vielzahl von Anwendungen in der Praxis. 1,1-Bipower ist robust gegen
Spriinge und kann zur Konstruktion von Sprungtests bei Wertpapierverldufen verwendet werden
(siehe Barndorff-Nielsen und Shephard (2006) oder Christensen und Podolskij (2006)). 4,0-
Bipower wird in Zentralen Grenzwertsétzen, die integrierte Volatilitdt betreffend, benutzt, um
die Varianz zu schitzen (Barndorff-Nielsen und Shephard (2004b)).

Bemerkung 3.4.1 Barndorff-Nielsen und Shephard (2002) fiihrten eine logarithmierte Version
der Konfidenzintervalle C' , und Cs g, ein. Natiirlich ist es moglich, analoge Intervalle auch

fiir CP° und CP°" zu konstruieren.
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3.4.1 Ergebnisse endlicher Stichproben

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Verhalten der Bootstrap Methoden fiir r=4, s=0 und
r=1, s=1 bei endlichen Stichproben (siehe Tabellen 3.3 - 3.18). Wir berechnen sowohl ein- als
auch zweiseitige 95%-Konfidenzintervalle fiir konstante Volatilitdt und ein 2-Faktor-Modell.
Letzteres ist spezifiziert durch

dX, = pdt + o, dW,, (3.73)
or = exp(fo + Bie), (3.74)
dry = andt + dBy, (3.75)
corr(dWy, dBy) = p. (3.76)

Wir haben die Parameter gewéhlt als 5y = 0,3125, 51 = 0,125, a = —0,025 und p = —0, 3.
Zusitzlich untersuchen wir den Einfluss der Driftfunktion. Aus diesem Grund haben wir im ers-
ten Durchgang ;1 = 0 gewdhlt. Danach haben wir im zweiten Durchlauf p = 0, 03 gesetzt. Das
2-Faktor-Modell findet sich auch in den Arbeiten von Barndorff-Nielsen, Hansen, Lunde und
Shephard (2006) und Podolskij und Vetter (2006). Fiir jede Simulation haben wir 1000 Durch-
laufe mit jeweils 600 Bootstrap Wiederholungen berechnet. Die Verteilung des wild Bootstraps
haben wir gemif3 Anschnitt 3.3 gewibhlt.

Die Resultate finden sich in den Tabellen 3.3 - 3.18. Dort haben wir die Abkiirzung Nor fiir das
Level, welches sich mit der Normalverteilung ergab, benutzt. Analog stehen die Abkiirzungen
u.i.v. Boot und WB fiir die Level, welche sich mit der u.i.v. Bootstrap Verteilung und der wild
Bootstrap Verteilung ergaben. Die Endung -log symbolisiert die Level, die wir mit der logarith-
mierten Version der jeweiligen Verteilung erhielten.

In den meisten Simulationen scheinen die Intervalle zu wenig Fille abzudecken. Besonders
grof} ist diese Diskrepanz, wenn die Stichprobe nur wenig Daten umfasst. Es ist allerdings
offenkundig, dass die Bootstrap Intervalle akkurater sind als die Intervalle, die sich mit der
Normalverteilung ergeben. Besonders bei kleinen Stichproben beobachten wir eine signifikante
Verbesserung. Im Fall r=4, s=0 verbessern die logarithmierten Versionen die Genauigkeit noch
einmal. In der Situation r=1, s=1 ist dies nicht der Fall, da die Intervalle der Bootstrap Metho-
den ohnehin schon sehr genau sind. Dies gilt auch fiir kleine Datensétze. AuBBerdem fillt auf,
dass die zweiseitigen Konfidenzintervalle akkurater sind als die einseitigen. Zusitzlich zeigen
die Simulationen, dass die Ergebnisse robust gegen Drifteffekte sind.

Fiir r=4, s=0 liefert der u.i.v. Bootstrap die besten Ergebnisse, gefolgt vom wild Bootstrap. Fiir
den Fall r=1, s=1 sind die Ergebnisse beider Bootstrap Methoden gleich gut. Dabei sind sie
aber, gerade bei kleinen Datenmengen, den Konfidenzintervallen der Normalverteilung iiberle-
gen. Bei grolen Datenanzahlen liefern jedoch alle Methoden gute Ergebnisse.



36

KAPITEL 3. BOOTSTRAP METHODEN FUR BIPOWER VARIATION

Anzahl von Daten | Nor | Nor-log | u.i.v. Boot | u.i.v. Boot-log | WB | WB-log
50 73,8 | 81,1 86 93,9 80,2 | 87,6
100 80,1 | 85,2 89,3 94,2 85,1 91,3
200 85,9 | 88,8 91,8 95 90,1 93,7
500 89,6 92 93,7 95,3 929 | 948
1000 88,7 | 90,4 92,5 93,8 91,7 934

Tabelle 3.3: Simulationsergebnisse fiir einseitige 95%-Konfidenzintervalle mit konstanter Vola-

tilitiit sowie r=4, s=0 und p = 0.

Anzahl von Daten | Nor | Nor-log | u.i.v. Boot | u.i.v. Boot-log | WB | WB-log
50 78,8 | 83,8 90,1 92,5 80,8 85,4
100 84,2 | 87,8 91,6 93 87,5 89,2
200 88,9 | 914 93,6 93,2 91,8 | 92,1
500 922 933 93,8 94,5 93,3 93,9
1000 91,7 92,8 93,1 94,2 92,8 | 943

Tabelle 3.4: Simulationsergebnisse fiir zweiseitige 95%-Konfidenzintervalle mit konstanter Vo-

latilitit sowie r=4, s=0 und p = 0.

Anzahl von Daten | Nor | Nor-log | u.i.v. Boot | u.i.v. Boot-log | WB | WB-log
50 748 | 824 87,7 95,5 81,2 | 90,5
100 81,4 | 86,6 90,1 94,4 86,6 | 91,9
200 84,9 | 88,2 90,4 94 89,4 | 93,1
500 89 91,1 93,1 95,2 92 94,4
1000 90,1 | 91,1 92,6 94,7 92,3 94

Tabelle 3.5: Simulationsergebnisse fiir einseitige 95%-Konfidenzintervalle im 2-Faktor-Modell
sowie r=4, s=0 und p = 0.
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Anzahl von Daten | Nor | Nor-log | u.i.v. Boot | u.i.v. Boot-log | WB | WB-log
50 79,5 | 853 92,2 92,6 82,4 86
100 85,2 | 889 93,2 93,7 88,6 | 90,3
200 88,1 | 89,1 92,3 92,8 90 90,2
500 91,4 | 93,1 94,5 94,9 93,4 | 94,6
1000 92,1 93,5 94,2 94,3 93,4 | 93,7

Tabelle 3.6: Simulationsergebnisse fiir zweiseitige 95%-Konfidenzintervalle im 2-Faktor-Modell

sowie r=4, s=0 und p = 0.

Anzahl von Daten | Nor | Nor-log | u.i.v. Boot | u.i.v. Boot-log | WB | WB-log
50 76,1 82,7 88 94,3 81,4 | 899
100 82,6 | 875 91,3 95,3 88,4 94
200 89,2 | 884 91,3 95,2 89,7 | 92,6
500 889 | 914 93,2 95,9 928 | 95,2
1000 923 | 93,6 95 95,6 944 | 95,8

Tabelle 3.7: Simulationsergebnisse fiir einseitige 95%-Konfidenzintervalle mit konstanter Vola-

tilitit sowie r=4, s=0 und p = 0, 03.

Anzahl von Daten | Nor | Nor-log | u.i.v. Boot | u.i.v. Boot-log | WB | WB-log
50 79,9 | 86,3 91,5 94 82,6 | 87,5
100 86 90,7 93,6 93,4 89,7 91
200 88,8 | 90,9 93,3 94,8 91 93,3
500 92 93,8 95,2 93,4 94 93
1000 944 |1 949 94.3 94 94,5 939

Tabelle 3.8: Simulationsergebnisse fiir zweiseitige 95%-Konfidenzintervalle mit konstanter Vo-

latilitit sowie r=4, s=0 und ;1 = 0,03.
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Anzahl von Daten | Nor | Nor-log | u.i.v. Boot | u.i.v. Boot-log | WB | WB-log
50 75 82,4 88,6 94,7 81 89,1
100 82,6 | 87,8 92 95,2 88,1 93,2
200 84,8 | 88,8 91,7 95 89,9 | 935
500 87,9 90,3 92,8 95,1 914 | 944
1000 91,3 | 929 94,4 95,7 943 | 95,2

Tabelle 3.9: Simulationsergebnisse fiir einseitige 95%-Konfidenzintervalle im 2-Faktor-Modell

sowie r=4, s=0 und ;1 = 0, 03.

Anzahl von Daten | Nor | Nor-log | u.i.v. Boot | u.i.v. Boot-log | WB | WB-log
50 79,3 | 85,8 92,6 93,7 81,8 87
100 86,4 | 904 94 92,3 89,4 | 90,3
200 88,8 | 91,3 94,2 94 91,71 92,6
500 91 92,4 94,5 94,2 93,1 93,5
1000 93 93,2 93,8 94,1 929 | 935

Tabelle 3.10: Simulationsergebnisse fiir zweiseitige 95%-Konfidenzintervalle im 2-Faktor-
Modell sowie r=4, s=0 und 1. = 0, 03.

Anzahl von Daten | Nor | Nor-log | u.i.v. Boot | u.i.v. Boot-log | WB | WB-log
50 88,2 | 91,2 92,8 96,2 93,6 | 97,2
100 91,0 | 939 94,3 96,3 94,5 | 96,5
200 91,7 93,5 94,1 95,2 94,7 | 95,8
500 93,7 949 95,5 96,6 954 | 96,2
1000 954 | 958 96,1 96,7 95,9 | 96,6

Tabelle 3.11: Simulationsergebnisse fiir einseitige 95%-Konfidenzintervalle mit konstanter Vo-

latilitdt sowie r=1, s=1 und p = 0.
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Anzahl von Daten | Nor | Nor-log | u.i.v. Boot | u.i.v. Boot-log | WB | WB-log
50 90,9 | 94,1 94,8 95,6 943 | 945
100 93,6 | 943 94,6 95,1 94,6 | 94,6
200 94,5 | 94,7 95,2 94,8 94,7 | 94,8
500 95,71 954 95,2 95,6 95,6 | 955
1000 95,8 | 96,3 96,1 95,6 95,8 | 954

Tabelle 3.12: Simulationsergebnisse fiir zweiseitige 95%-Konfidenzintervalle mit konstanter Vo-

latilitit sowie r=1, s=1 und ;1 = Q.

Anzahl von Daten | Nor | Nor-log | u.i.v. Boot | u.i.v. Boot-log | WB | WB-log
50 88 91,7 93,7 96,5 942 | 96,8
100 89 91,8 93 96 93,8 | 964
200 922 | 93,7 93,9 95,6 94,4 96
500 93,3 | 93,8 94,2 94,8 942 | 949
1000 949 | 954 95,6 95,9 95,71 95,9

Tabelle 3.13: Simulationsergebnisse fiir einseitige 95%-Konfidenzintervalle im 2-Faktor-Modell

sowie r=1, s=1 und ;1 = 0.

Anzahl von Daten | Nor | Nor-log | u.i.v. Boot | u.i.v. Boot-log | WB | WB-log
50 90,7 | 93,6 95 94,8 93,6 94
100 92,3 | 942 95,6 95,8 94,7 | 94,5
200 93,8 | 94,2 94,7 95,6 94,2 | 94,6
500 93,2 | 932 93,1 92,8 93 93,1
1000 95,5 | 95,1 95 94,6 94,8 | 949

Tabelle 3.14: Simulationsergebnisse fiir zweiseitige 95%-Konfidenzintervalle im 2-Faktor-

Modell sowie r=1, s=1 und ;1 = 0.
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Anzahl von Daten | Nor | Nor-log | u.i.v. Boot | u.i.v. Boot-log | WB | WB-log
50 86,3 | 90,6 92 95,6 92,2 96
100 90,6 | 93,2 94 96 94,51 96,5
200 92,7 94 94,2 95,6 94,6 | 96,1
500 942 | 953 95,3 96,3 95,5 97,2
1000 93,5 94,5 94,3 95,2 943 | 95,6

Tabelle 3.15: Simulationsergebnisse fiir einseitige 95%-Konfidenzintervalle mit konstanter Vo-
latilitit sowie r=1, s=1 und ;1 = 0, 03.

Anzahl von Daten | Nor | Nor-log | u.i.v. Boot | u.i.v. Boot-log | WB | WB-log
50 89,8 | 92,5 93,6 95,8 92,5 95
100 92,8 | 932 94,4 93,4 93,6 | 92,7
200 944 | 94,8 95,1 94,8 949 | 94,6
500 96 95,7 95,9 95,9 96,2 | 95,8
1000 942 | 944 94,6 94,6 944 | 94,6

Tabelle 3.16: Simulationsergebnisse fiir zweiseitige 95%-Konfidenzintervalle mit konstanter Vo-

latilitdt sowie r=1, s=1 und . = 0, 03.

Anzahl von Daten | Nor | Nor-log | u.i.v. Boot | u.i.v. Boot-log | WB | WB-log
50 89,1 | 92,2 93,2 96,4 94 96,8
100 91 93,6 94,1 96,4 95,1 96,8
200 92,1 | 94,8 94,7 96,5 95,3 | 96,8
500 92,3 | 938 93,8 95 94,1 95,3
1000 93 93,4 93,9 94,7 94,1 94,8

Tabelle 3.17: Simulationsergebnisse fiir einseitige 95%-Konfidenzintervalle im 2-Faktor-Modell

sowie r=1, s=1 und ;. = 0, 03.
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Anzahl von Daten | Nor | Nor-log | u.i.v. Boot | u.i.v. Boot-log | WB | WB-log
50 91,2 933 94,4 96,1 93,7 95,1
100 92,4 | 93,7 95,1 95,7 94,6 | 94,8
200 94,6 | 94,6 95,1 95,3 94,3 | 94,7
500 94 93,6 94,9 94 93,9 | 94,2
1000 94,6 | 94,6 95 94,8 94,5 | 94,7

Tabelle 3.18: Simulationsergebnisse fiir zweiseitige 95%-Konfidenzintervalle im 2-Faktor-

Modell sowie r=1, s=1 und ;. = 0, 03.

3.5 Technische Ergebnisse

Fiir die Beweise in Abschnitt 3.3 miissen wir zahlreiche Momente berechnen. Diese Berechnun-

gen sind vom Prinzip einfach, jedoch duBerst langwierig. Sie dhneln auBerdem den Berechnun-

gen in Gongalves und Meddahi (2005). Aus diesem Grund geben wir nur die Beweise einiger

Ergebnisse an, damit die Ideen nachvollzogen werden kdnnen.

Im vereinfachten Modell (3.48) und mit den Annahmen von Lemma 3.3.6 ergeben sich die

folgenden Resultate.

Lemma 3.5.1 Unter den gleichen Annahmen wie in Lemma 3.3.6 erhalten wir die folgenden

Ergebnisse.

(a) EV(X,r,s)") =V(X,rs)

(b) E([V(X’ rvs)n]Q) = (V(X7 Ty S))2 +

p2(7,’ 8) N 2Mzuga2(r+s) _

2y splr fhsO

(3.77)

2(r+s)

n

n2

(3.78)



42 KAPITEL 3. BOOTSTRAP METHODEN FUR BIPOWER VARIATION

3 s sHrfMs 6 r4s 2 2_9 3,,3
(C) E([V(X’ T, S)n]3) — 0.3(r+s)[lu§lu§ + Moy [2sfbr fbs =+ Ofbry sy g g

n

H3r3s + 3,“27"—&—5/117",“/23 + 3#25—1—7’”27’”3 - 9#27’,“7"#3”23 + 6/%2«+5,urﬂs

+ 2

263 102 — 304ty s i pi2 1
+ My s H’-l—l’brus]_'_O( )

= = (3.79)
(d)  E(p*(rs)") = p(r;s) (3.80)
(e)  E(V(X,r,s)"p*(r,s)") = V(X,r,5)p"(r,5)
A, o) Farkas T Barllsliri2s T frftashizr s = Shr fs o [2s
n
LA, 2phor st fbs — HrHr+si2s — Horf2stribs (3.81)

n2

2,2
2 TTSH'Ts T S
(1) BV 2020, 8)7) = 08 A2y Lt Dbl

b3y f3s e fbs + 2fbrp2sflorfiefls + 2fiortsilashlofls — VZIE Hor s
n

_|_

+,u47’,u4s + 2/~’L2T+28/J’27‘/J’28 - 3#%“&%5 + 2#3r+s,u3sﬂ’r + 2/~1’T+38/J’37"/J’S
TL2

+2MT+SN2T+SNTM28 + 2 sy 2sflor s + 22 fsflry2sfirfbs — O3, (35 s
n2

26,“2r,u25,u$,u§ - 10,“/7",“/3,“27",“7‘+25 - 10#3#3#2#5#23 - 10,U/r+s,us,ur,u2r,u23 10 1
* n? I+ n3

(3.82)
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—18 3,3 s
(9) E(V(X,r,8)" 0% (r,8)") = 0°0 ) Ay 1 12 prop s + HrPsHtar 112

+3u§u§u2r+suzs + 3pp 113 b 252 4 B2 1E oy skl s+ B3, M i s
n

+3u3u§u3russ N 119723 13 puoy pras — 36143 12 iy sping — 361213 by 2512,
n n?

6N$NT+SN8N2SN2T+S B 72M$M§U2TU2SNT+S + 6M§UT+S/MN2TNT+28 B 27:”%7”:“%5“%“8

+ 2

L2y ot fhshlorflos — 2T P22 3y f3s + Oflys flyt2s o s fh2r 4 Oyt os horisirfis

+ 2

+6N2r+sﬂr+sﬂgﬂsﬂ2$ + 4//‘37'”35#27’”25 + 3,“47“,“/43/%",”3 + 3,ur+2s,U/gT,U/2$,U/s
n2

3/L2T+3/,627~,LLT/L%S + 6/'1’7‘+8/'L37‘/'L3S,u1",U/S + 3/”’2T+8M2T‘MT‘M%S + 3”r+2sﬂ§ru23ﬂs
n2

+

+

6”2r+2sﬂ2rﬂrﬂ25ﬂs + 6,“37“+s/%2~,u35,us + 6Mr+35/l3r/lr/i§ 1
n? 0 n3

(3.83)

Beweis:

0 B(V(X,r,s)"P) = B(lnF 1 Y0 |APX AL, X )

i=1

n n—1
=B |ATX AT, X 2 Y [ATX AL X AL X
i1 =1

+ z; Zl [AFXT AL XPIAT X AT XT)
i= j=

JAi—1,ii+1
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2(r+s) 2(r+s)

_ nr+s—2<nﬂ2rﬂ2sg + 2(” - 1)“?“/‘5“7%80
o nr—i—s nr—i—s

+ 2(n—=2)+(n—2)(n — 3)]M2M§02(T+s)>

nr+s

. 80.2(T+S) + 24, g Ll SO.Q(T—i—s) — 32 20,2(r+3)
= M3M§U2(T+S) _I_ ’u2 IUQ lu :u :u + /’LT‘/’LS

n
2021 2020t8) — 9p g1, 2T ES)
RS Pt 17 (3.84)
n
[

Lemma 3.5.2 Unter den gleichen Annahmen wie in Lemma 3.3.6 erhalten wir die folgenden

Ergebnisse.
(@) E(S.)=0 (3.85)
1
2y —_
b E(S>) =140 (n) (3.86)

0.3(r+s)
(C) E(‘Sg) - m(ﬂf&rﬂ% + 3#27’—&—5”1’,“/25 + 3#25—}—7‘,“27‘/15 - 9,“27',“7‘/145/125

1
+6M3+s/~‘rﬂs - 24/%-&-5:“3”3 + 20”?”3) + ) (3) (387)
nz

A 0-3(T+S) T S + TMSHT S + T S r4+s 3 TH'S T S
(d) B(S,U,) = 1 (11301135 + por it MPJ:;?T S)M H2sfhor+ [hrfhsflorfi2s) L0 (

n

(3.88)

(e) E(S,iUn):()( ) (3.89)
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3 _ o7 % A 3 3 3 2 2 3
(f) IEOSnUh)———4?;i;4§747(27uru5ﬂaruzs—-9ﬁwﬁgﬁmr+su23—-9urusur+%¢@r

_18M2ﬂiﬂr+sﬂ2ru25 + 6#r+sﬂr+25ﬂrﬂ2rﬂ§ + 6,“7"—%5,“27“—}—5,“2,“5#25
+3,U/3T,U/3SM2TN2S + 6,ur+s,u?)r,ui’)s/1¢r,U/s + 3,“21“—1—5,“/27",“/7“:“%3 + 3,U/'I“+2s,ugr,uslfl2s

1
—&@@wmfﬂﬁﬁmmw+OQJ (3.90)

Beweis:

(d)  E(S.Un)

=nk
" P(rs)
= (7;7 3 (B(V(X,r,8)"p%(r, )") = V(X, 7, 8)p%(r, 5))
— A10_3(r+s) H3rit3s + Horfhstbry2s + frfh2sfhorts — B,UT,US,UQr,UQS L0 (1>
p3 (7’, S) n
U
Lemma 3.5.3 Fiir den u.i.v. Bootstrap erhalten wir die folgenden Resultate.
(@)  E*(V'(X,r9)") =V(X,rs)" (3.92)
V(X,2r,2s)" — V(X n)2

(b) E*([V*(X, T78)n]2) — [V(X, ns)n]Z 4 ( y 4T S) - [ ( 7T7S> ]

(3.93)

(C) E*([V*(X’ Ty S)n]g) = (V(X7 T S)n)3

+?)V(X, 2r, 25)"V (X, r,s)" — 3(V(X,r,s)")3
n
+V(X, 3r,3s)" — 3V(X,2r,2s)"V (X, r,s)" + 2(V(X,r,s)")3

n2

(3.94)

<V(X, r,8) 2 (r,s)" — V(X,r,8)"p%(r,s) — V(X,r, 8)p*(r,s)" + V(X,r,s)p*(r, s)>

(3.91)
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d)  E(V(X,r8)"") = (V(X,rs)")!
L OV, 20,29)" (VX 1, ") = 6(V(X, 7, 9)")!

n
1(V(X,7,s)")* + 4V (X, 3r,35)"V (X, r, s)" — 18V (X, 2r,25)"(V (X, r, 5)")?
+ 2
3(V(X,2r,28)")? V(X 4r,4s)" —6(V(X,r,s)")*
+ 2 + 3

N 12V (X, 2r,25)"(V(X,r, 5)")? — 4V (X, 3r, 35)"V (X, r, s)" — 3(V (X, 2r, 2s)")?

n3

(3.95)

(e)  E([VY(X,r,9)"°) = (V(X,r,s)")°
+10V(X, 2r,2s5)"(V(X,r,s)")® — 10(V(X,r,s)")°

n
35(V(X,r,s)")° + 10V (X, 3r,3s)"(V(X,r,s)")?
+ 2
15(V (X, 2r,28)")2V (X, 7, s)" — 60V (X, 2r,25)"(V (X, 1, s)")3
+ 2
S5V (X, 4r, 48)"V (X, r,s)" — 50(V (X, r,s)")°
+ 3
N 10V (X, 3r, 35)"V (X, 2r, 2s)™ — 30V (X, 3r, 3s)"(V (X, r, 5)")?
n3

110V (X, 2r, 28)"(V (X, 7, 8)")3 — 45V (X, r, s)"(V (X, 2r, 25)")?
+ 3
+V(X, 5r,58)" 4+ 24(V (X, 1, 8)")5 — 5V (X, 4r,45)"V (X, r, s)"

n4

N 30(V(X,2r,2s)")?V(X,r,s)" — 10V (X, 3r,3s)"V (X, 2r, 2s)"

4

n

N 20V (X, 3r,3s)"(V(X,r,s)")* — 60V (X, 2r,2s)"(V(X,r,s)")?

4

n
(3.96)
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(f)

N V(X,3r,3s)" = V(X,r,s)"V(X,2r,2s)"

(9)

EX[VX(X,r s)"V*(X,2r,2s)"] = V(X,r,s)"V(X,2r,2s)"

(3.97)

n

EX[(V*(X,r,s)")*V*(X,2r,25)"] = V(X,2r,28)"(V(X,r,5)")?

N (V(X,2r,25)")? 4+ 2V (X, 3r,3s)"V (X, r,s)" — 3V (X, 2r,25)"(V(X,r, 5)")?

n

+V(X, 4r, 4s)" — (V(X,2r,25)")% + 2V (X, 2r,25)"(V (X, r,s)")% — 2(V (X, 2r, 25)")?

(h)

n2

(3.98)

EX[(V*(X,r, s)")*V*(X,2r,25)"] = (V(X,r,5)")*V(X,2r,2s)"

N 3(V(X,2r,28)") 2V (X, r,s)" —6(V(X,r,s)")3V (X, 2r,2s)"

_|_

n

3(V(X,r,s)")*V (X, 3r,3s)" N 1(V(X,r,s)")3V (X, 2r,2s)"

n n?

+3V(X, r,s)"V (X, 4r,4s)" + 4V (X, 2r,25)"V (X, 3r, 3s)"

n2

9V (X,2r,28)")*V(X,r,s)" +9(V(X,r, s)")*V (X, 3r, 3s)"

n2

+V(X, 5r,55)" — 6(V (X, 1, 8)")3V (X, 2r,25)" — 3V(X, 4r, 45)"V (X, r, s)"

+6(V(X, 2r,25)" )2V (X, 1, s)" + 6(V (X, r,s)")?V (X, 3r, 3s)"

n3

4V (X, 2r,2s)"V (X, 3r,3s)"

n3

(3.99)

E*(p*(r,s)") & p*(r, 5) (3.100)

Var*(p*(r, s)") 2 0 (3.101)
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Beweis:

b) B (VA (X7, 8)"F) = E* (723 b )

i=1

nr—i—s—QE* Z bn* + Z Z bn*bn* — r+s—2(nE* [b?*]Q + n(n _ 1)E* [b?*]Q)
i=1j5=1
J#i

n r ] r+s 1 & n s
=n""" 2ZIA XA X 47 nZ\A XA X

1=1
r4+s— 1 1 & n s\2
S ATXTT AL X )
=1

V(X,2r,25)" — [V(X,r,s)"|?

= [V(X,r,8)"]?
V(X )]+ -
(3.102)
O
Lemma 3.5.4 Fiir den u.i.v. Bootstrap erhalten wir die folgenden Resultate.
(a)  E*(S5;)=0 (3.103)
(b)  E(S?) =1 (3.104)

V(X,3r,3s)" — 3V(X,2r,2s)"V(X,r,s)" + 2(V(X,r,s)")?

©  BSY)= )

(3.105)

V(X,3r,35)" — 3V(X,r,s)"V (X, 2r,2s)" + 2(V(X,r,s)")3
p*3(71’ 8)

d)  EY(S.U,) =

O, (i) (3.106)
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(e)  E*(S*U’) = Op (%) (3.107)

V(X,3r,3s5)" — 3V(X,r,s)"V(X,2r,2s5)" + 2(V(X,r,s)")?
p*B(T, S)

(f)  EX(SPUy) =3

L0, (711) (3.108)

X n __ X n n
() HZV( .31, 3s)" — V(X, 7, 8)"V (X, 2, 25) 109

n

V (X, 4r,4s)" — (V(X, 2r,25)")? — 2V (X, 3r,35)"V (X, r, s)"

n2

(h)  It=

n n\2
+2V(X, 2r, 23)n2(V(X, r,s)") (3.110)
(V(X,3r,3s)" — V(X,2r,25)"V (X, r, s)")(V(X,2r,25)" — [V(X,r,5)"]?)

n2

(@) I}=3

+O0p (7;) (3.111)

V(X,3r,3s)" — 3V(X,r,s)"V(X,2r,2s)" + 2(V(X,r,s)")?

GG) L= ; (3.112)
n
3[V(X,2r,25)" — (V(X,r,s)")?]?
k) [22:[( ) 2(( ")
n
V (X, 4r,4s)" — 4V (X, 3r,3s)"V (X, r, s)" + 12V (X, 2r, 25)"(V (X, r, 5)")?
+ 3
X n\4 n\2
_6<V( 7T7 8) ) + 3(V<X7 2r7 28) ) (3113)

n3
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10[V (X, 3r,3s)" — 3V (X, 2r, 25)"V(X,r, s)" + 2(V (X, 7, 5)")%]

() I;= m;
n __ n\2
LV X 2r 26" = (VX)) (14) (3.114)
n n
(m) I} = _QV():L”)R (V(X, 2r,25)" — (V(X, 7, 5)")2) (3.115)
(n) IZ = W[V(X, 3r,3s)" — 3V (X, 2r,2s)"V(X,r,s)"
+2(V(X,r,5)")?] (3.116)
B —6V(X,r,s)" n " 1
() = VX,20,28) = (VX 1) + Op (ng)
(3.117)
Beweis:
D E(s = (DT 2V Y () Vo))
" p2(r, s)
(VX s)"? n[V(X,r,s)"?
o (o)
~ n[V(X,r, )" L VX 229 — V(X " VX )
() p*3(r, s) (s
(3.118)
O

Bemerkung 3.5.5 Die Terme Iij ergeben sich durch folgende Gleichung.
2 (r,8)" — p*(r,s) = V*(X,2r,25)" — (V*(X,r,5)")* — V(X, 2r,25)"
+HV (X, 7, 5)")? = V*(X,2r,28)" — V(X,2r,25)" — [V*(X,r,s)" — V(X,1,5)"]

=2V(X, 7, s)" [V (X,r,s)" = V(X,r s)"]. (3.119)
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Folglich erhalten wir

E[(VHX,r,8)" = V(X 7, 8)") (0 (r,5)" — p™(r, 5))]

— E*[(V*(X,r,8)" = V(X,r, )" (V*(X,2r,25)" — V(X,2r, 25)")]
—E*[(VH(X,r,8)" = V(X, 7, 8)")*]

—2V(X, 7, 8)"E*[(V*(X,7,8)" = V(X,r,s)") 1

= 17— ¢ 1L, (3.120)

Lemma 3.5.6 Fiir den wild Bootstrap erhalten wir die folgenden Resultate.

(a)  EVBSVE)=0 (3.121)

(b)  EVB(S2WE) =1 (3.122)

(C) EWB(SSWB) _ i V(X7 3T7 Ss)n M‘G/VB — 3ME/BM‘2/VB + 2(MI2/I/B)3
n 3 3
Vi (V(X,2r,25)")2 (% = (u3"P)%)%
(3.123)
3r43s
(d)  BVE(SVEUNE) = n P (Wl )R
&5 c n— n | AT 3s
e SIS AT [P A X[ — P S | ARX || A7, X P
R (3.124)
PwB\T,
SQWBUWB 1
(e) EWP (”\/7_1“> = Op <n> (3.125)

() BV (SleBUXVB) _ L 3w = g Py ) V(X 3, 3s)"
v VP (P = (' P)2)z (V (X, 2, 25)")

3
2

(3.126)
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Beweis:
B EVESE)
_ nEWB <(VWB(X7 r, 5>n)2 B ZMgVBV(X7 T, S)nVWB(X7 T, S)n + (:ugVB>2(V(X> r, S)n)2>
p%/[/BOn? 3)
v (n””(zz;l RIAPX AL, XI)? — (P2 (VX s>">2>
p%/VB(Ta S)

(m“-%XV P [APXPrIAT X2 — o2 (g )2 S0 [ATX AR, X |25>
p%VB(n 8)
(ui"" — (1 P)*)V (X, 2r, 25)"

= =1 12
ol 5) (.127)




Kapitel 4

Testen auf Spriinge - Ein wild Bootstrap
Ansatz

In diesem Kapitel stellen wir eine neue Klasse von Teststatistiken vor, mit der untersucht wer-
den kann, ob ein an diskreten Zeitpunkten beobachteter zufilliger Prozess Spriinge beinhaltet
oder nicht. Dabei wird die Idee des wild Bootstraps aus dem letzten Kapitel, gemeinsam mit
abgeschnittenen Power Variationsstatistiken, benutzt. Unser Test ist sowohl in Semimartingal
Modellen als auch bei Semimartingal Modellen mit Rauschen einsetzbar. Die Teststatistik kon-
vergiert stochastisch gegen unendlich, wenn Spriinge vorliegen und sonst schwach gegen eine
Standardnormalverteilung.

Wir prisentieren weiterhin Simulationsergebnisse fiir endliche Stichproben unter verschiedenen
Modellen. Dort zeigt sich, dass der Test eine groflere Power hat als die Tests von Barndorff-
Nielsen und Shephard (2006) und Ait-Sahalia und Jacod (2008)

4.1 Einleitung

Die Fragestellung, zu entscheiden ob ein zeitstetiger Prozess, der zum Beispiel Wertpapier-
verldufe modelliert, Spriinge beinhaltet oder nicht, ist ein wichtiges Problem in der modernen
Finanzmathematik. Durch die breite Erhiltlichkeit von Hochfrequenzdaten ergeben sich neue
Ansatzmoglichkeiten fiir Tests, die dieses Problem behandeln.

Ist der Kursverlauf eines Wertpapiers beeinflusst durch wichtige Ereignisse, wie zum Beispiel
Notenbankentscheidungen, duBert sich dies meistens durch heftige Kursbewegungen. Diese
groBBen Spriinge lassen sich durch einen einfachen Blick auf den Kursverlauf erkennen. Die
Situation wird schwieriger, wenn entschieden werden soll, ob kleine oder mittlere Spriinge auf-
getreten sind. Hier ist ein schneller Blick auf die Daten meistens nicht ausreichend.

Modelle mit und ohne Spriinge haben durchaus verschiedene mathematische Eigenschaften und
somit auch verschiedene Konsequenzen fiir die Finanzwelt. Wegen der Vielzahl und Wichtigkeit
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der praktischen Anwendung dieser Modelle sollte Sicherheit vorliegen, ob das angenommene
Modell Spriinge aufweist oder nicht. Insbesondere fiir das Risikomanagement, das Preisen von
Optionen oder das Hedgen ist es wichtig verlidssliche Methoden fiir das Testen auf Spriinge zu
haben (siehe, z.B., Merton (1976), Bakshi, Cao und Chen (1997, 2000) oder Duffie, Pan und
Singleton (2000)).

Es gibt bereits einige Arbeiten, die sich mit dem Testen auf Spriinge beschiftigen. Barndorff-
Nielsen und Shephard (2004a, 2006) benutzten Bipower Variation um eine Teststatistik zu
entwickeln, die Spriinge erkennt. Ait-Sahalia und Jacod (2008) konstruierten einen Test, der
darauf beruht Power Variationsstatistiken mit unterschiedlichen Stichprobenfrequenzen zu ver-
gleichen. Sie bewiesen Zentrale Grenzwertsétze unter beiden Alternativen, Spriinge und keine
Spriinge. Lee und Mykland (2007) verglichen inner-Tag Ertrige mit einer konsistenten Schiit-
zung der lokalen Volatilitit um einen nichtparametrischen Test zu erhalten. Weitere Tests finden
sich unter anderem bei Ait-Sahalia (2002), Carr und Wu (2003), Fan und Wang (2007) oder Ji-
ang und Oomen (2005).

In diesem Kapitel stellen wir einen neuen Test vor, der die Ideen des wild Bootstraps (siche
Abschnitt 3.2 oder Wu (1986)) und der abgeschnittenen Power Variationsstatistiken benutzt.
Letztere sind urspriinglich von Mancini (2001, 2004) eingefiihrt worden. Unsere Teststatistik
konvergiert stochastisch gegen unendlich, wenn Spriinge auftreten und sonst schwach gegen
eine Standardnormalverteilung. Weiterhin ist der Test, mit kleinen Modifikationen, auch in
Modellen mit Rauschen, welche aktuell intensiv in der 6konometrischen Literatur behandelt
werden (siehe, z.B., Zhang, Mykland und Ait-Sahalia (2005) oder Hansen und Lunde (2006)),
einsetzbar.

Die neue Methode hat zwei gro3e Vorteile. Zum Einen ist sie fiir alle Itd6 Semimartingale an-
wendbar und benotigt keine weiteren Annahmen beziiglich des Volatilitdtsprozesses. Zum An-
deren ist die Power des neuen Tests viel hoher im Vergleich zu den Tests von Barndorff-Nielsen
und Shephard (2006) und Ait-Sahalia und Jacod (2008). Dabei ist die Approximation des Levels
nicht schlechter als bei diesen Verfahren.

4.2 Betrachtetes Modell und das statistische Problem

Wir betrachten ein Semimartingal (X;);>¢ der Form

t t
X, = X, + [) asds + [) TodW + (21 pay1) * (1t — 1) + (@) * 1, 4.1)

definiert auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, (F;):>0, P). Dabei ist W eine
eindimensionale Brownsche Bewegung, a eine lokal beschrinkte, adaptierte und vorhersagbare
Driftfunktion, o ein adaptierter Volatilitdtsprozess, der cadlag ist, ;4 ein Sprungmal und v sein
vorhersagbarer Kompensator. Weiterhin machen wir eine Annahmen beziiglich des Kompensa-

tors v.
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Annahme 4.2.1 Wir sagen der Kompensator v erfiillt die Annahme (H), wenn folgendes gilt. v
ist von der Form
v(dt,dx) = dt Fy(dx)

und [(1 A z*)dF;(z) ist dabei ein lokal beschriinkter und vorhersagbarer Prozess.

Wir beobachten den Prozess X iiber ein gegebenes Intervall [0, ¢] zu dquidistanten Zeitpunkten
t; = +,i=1,..., [nt]. Basierend auf den diskreten Beobachtungen (X : (w))o<i<[ny Wollen wir
entscheiden, ob der unbeobachtete Pfad (X (w))scpo,q stetig ist oder nicht. Wie bereits in Ait-
Sahalia und Jacod (2008) ausgefiihrt wurde, konnen wir nur statistische Entscheidungen iiber
den speziellen (unbeobachteten) Pfad (X (w))se[gvt] treffen. Im Fall eines Sprungprozesses mit
endlicher Aktivitit ist es uns nicht moglich zu entscheiden, ob das Modell des Semimartingals
Spriinge erlaubt oder nicht. Dies liegt daran, dass eine positive Wahrscheinlichkeit existiert, dass
der Pfad (X,(w))scpo, keine Spriinge enthilt, obwohl das Modell (4.1) dies erlauben wiirde.
Folglich wollen wir entscheiden, zu welcher der folgenden zwei komplementdren Mengen der

Pfad (X,(w))sefo,q gehort:

[ = {w : s+ X (w) ist unstetig auf [0,t]}
{ (4.2)
L ={w: s X (w)ist stetig auf [0,t]}.

4.3 Testprozedur fiir Prozesse ohne Rauschen

In diesem Abschnitt fithren wir die neue Klasse von Sprungtests fiir Brownsche Semimartingale
ohne Rauschen ein und beweisen einen Zentralen Grenzwertsatz fiir die Nullhypothese, dass
keine Spriinge vorhanden sind.

4.3.1 Abgeschnittene realisierte Power Variation

Um im Folgenden eine neue Klasse von Teststatistiken zu konstruieren, benutzen wir das Kon-
zept der realisierten Power Variation und der abgeschnittenen realisierten Power Variation. Die
realisierten Power Variationsstatistiken des Prozesses X, welche eine Teilmenge der realisierten
Bipower Variationsstatistiken darstellen, sind gegeben durch

[nt]

V(X.p)p =nt 1Y JATXP. 4.3)
=1

Es ist bekannt (siehe, z.B., Barndorff-Nielsen, Graversen, Jacod, Podolskij und Shephard (2006)),
dass

t
V(X,2)?L[X]FA olds+ Y |AX[? (4.4)

0<s<t



56 KAPITEL 4. TESTEN AUF SPRUNGE - EIN WILD BOOTSTRAP ANSATZ

gilt, mit AX, = X, — X,_. Andererseits ergibt sich

|{ Hp f(f |‘78|pd3 auf €)f,
V(X,p)r L , (4.5)
[ oo auf €,

falls p > 2 ist.
Die abgeschnittene realisierte Power Variation, urspriinglich eingefiihrt von Mancini (2001,
2004), ist gegeben durch

[nt]

V(X,p)p =n2" Y |APX PLjanx <o) (4.6)
=1

Dabei ist ¢ > 0 und w € (0, 1/2). Die Schranke im Indikator in (4.6) eliminiert die Zuwichse
AT'X, welche einen Sprung beinhalten, wihrend die Zuwichse (asymptotisch) nicht von der
Schranke beeinflusst werden, falls kein Sprung in dem Intervall [%, %] vorhanden ist. Folglich
ist V(X, p)? robust gegen Spriinge, das heift

t
VX, p) 2, /O o, |Pds 4.7)

fiir jedes p > 2 (dies ist eine gradlinige Erweiterung von den Resultaten in Jacod (2008) sowie
Cont und Mancini (2007)). Zuséitzlich erhalten wir, unter weiteren Annahmen an die Aktivitit
der Sprungkomponente von X (und an den Parameter @), dass die Effizienz von V (X, p)? die
gleiche ist wie von V(X p)}* (siche wieder Jacod (2008)).

Die Resultate in (4.4), (4.5) und (4.7) weisen darauf hin, dass die Statistiken V (X, p)} —

V(X,p)? (oder ;gi ;Z — 1) fiir p > 2 benutzt werden konnen, um zu entscheiden, ob der

Prozess X Spriinge aufweist oder nicht. Nichtsdestoweniger stellt sich heraus, dass die Ent-
wicklung einer asymptotischen Theorie (auf €)) fiir die obigen Statistiken eine sehr schwierige
Aufgabe ist.

4.3.2 Definition der Teststatistiken

Inspiriert durch den wild Bootstrap aus Kapitel 3 fithren wir nun externe (d.h. unabhingig von
F) positive u.i.v. Zufallsvariablen (1;)1<;<[ng mit E[n;] = 1 und E[n?] < co ein. Dann definie-
ren wir eine neue Klasse von Teststatistiken durch

[n1]

T(X,p)} = n'z > |A?X|p<1 — 77i1{|A?X|§cn—W}>- (4.8)
=1

Die Wahl der Verteilung von 7 beeinflusst entscheidend die Level und Power Ergebnisse der
Teststatistik 7'( X, p)}*. Wir werden daher im néchsten Abschnitt diskutieren, wie die Verteilung
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gewihlt werden sollte.

Alle Prozesse definieren wir nun auf einer kanonischen Erweiterung (2%, F*, (F;)>0, P*) des
originalen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraums (€2, F, (F;);>0, P), welche auch die Zufallsva-
riablen (7);)1<i<[ny tragt.

Der nichste Satz sichert die stabile Konvergenz von 7'(X, p); auf 2f und Q.

Satz 4.1 Wir nehmen an, dass Bedingung (H) erfiillt ist und E||n;|**°] < oo fiir ein § > 0. Fiir
jedes p > 2 und alle t > 0 erhalten wir die folgenden Ergebnisse.

(i) Auf QS gilt
t /
T(X.p)} 2 Varlndpg, [ lo.Pai;. (49)

Dabei ist W' eine weitere Brownsche Bewegung, die auf einer Erweiterung (', F', (F!)i0, P’)
des Wahrscheinlichkeitsraums (Q0*, F*, (F )0, P*) definiert und unabhiingig von F*

ist.

(ii) Auf QY gilt

T(X,p)} 5 oo. (4.10)
Beweis: Siehe Abschnitt 4.8.

Wir mochten darauf hinweisen, dass die Zufallsvariable im Grenzwert in (4.9) gemischt nor-
malverteilt ist mit F-bedingter Varianz

t
p*(p): = Varlnp, [ o[ ds (@.11)

Durch Gleichung (4.7) erhalten wir einen gegen Spriinge robusten Schiitzer von p?(p);. Dieser
ist gegeben durch

PA(p)y = Var[V (X, 2p)7 2 p*(p):- (4.12)
Letztendlich definieren wir die standardisierten Statistiken
. T(X,p)} & (X, p)}
S(p)y = M , S(p)y = (7} (4.13)
p(p)e p(p)i

Mit Hilfe der Eigenschaften der stabilen Konvergenz erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 4.3.1 Wir nehmen an, dass Bedingung (H) erfiillt ist und E|[|n;|**°] < oo fiir ein
0 > 0. Fiir jedes p > 2 und jedes t > 0 erhalten wir die folgenden Resultate.
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(i) Auf Q% gilt
S(p)r L5 U, Sp)r L U. (4.14)

Dabei ist U eine standardnormalverteilte Zufallsvariable, die auf einer Erweiterung (Y, F', (F])i>o0, P’)
von (05, F*, (F})i>0, P*) definiert und unabhcingig von F* ist.

(ii) Auf QY gilt
S 00, S(p)r £ oo, (4.15)

Indem wir wieder die Eigenschaften der stabilen Konvergenz nutzen und Korollar 4.3.1 anwen-
den, konnen wir folgern, dass

P (S(p) > c1_a| Q) — a (4.16)

und R 4
P*(S(p)p > c1-a| Q) — 1 4.17)

gilt. Dabei ist ¢;_,, das (1 — «)-Quantil der Standardnormalverteilung.

4.3.3 Die Wahl der Verteilung der externen Zufallsvariablen

Wie bereits in Abschnitt 4.3.1 erwiéhnt, ist es naheliegend die Statistik V' (X, p)} — V(X, p)}?
mit p > 2 zu verwenden, um zu testen, ob X Spriinge aufweist oder nicht. Da jedoch die
asymptotische Verteilung dieser Statistik unter / nicht erhéltlich ist, bendtigen wir eine kleine
kontrollierte Storung der Zuwichse dieser Statistik. Daher empfehlen wir (m)lgg[m} aus der
Verteilung

1
]D77 = 5(51_7— + 51+7) (418)

zu ziehen. Dabei bezeichnet ¢, das Dirac Mal3 im Punkt z. Weiterhin raten wir die Konstante 7
relativ klein zu wihlen, also zum Beispiel 7 = 0, 1 oder 7 = 0, 05. Mit dieser Wahl von 7 sind
die Statistiken T'(X, p)? sehr nahe an \/n(V (X, p)? — V(X, p)?). Diese Eigenschaft sichert die
gute Power Performance von unserem Test.

Andererseits zeigt sich die Symmetrie der Verteilung von 7; um 1 verantwortlich fiir die gu-
te Level Approximation von unserem Test. Dies lésst sich teilweise durch folgendes Lemma

begriinden.
Lemma 4.3.2 Wir nehmen an, dass X, = oW, gilt. Dann ergibt sich fiir jedes p > 2
P (S(p); <) = ®(z) + O(n"). (4.19)

Dabei bezeichnet ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.
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Beweis: Siehe Abschnitt 4.8.

Wir mochten darauf hinweisen, dass in Gleichung (4.19) der Term der Ordnung n~1/2 fehlt.
Dies bedeutet, gemil} der Betrachtung aus Kapitel 3, eine zweite-Ordnungs Verbesserung.

4.4 Vergleich zu anderen Testprozeduren mit Hilfe von loka-
len Alternativen

In diesem Abschnitt diskutieren wir das Verhalten der Statistik 7°(X, p)}* unter lokalen Alterna-
tiven und vergleichen es mit dem, der Tests von Barndorff-Nielsen und Shephard (2006) sowie
Ait-Sahalia und Jacod (2008). Aus diesem Grund wiederholen wir kurz die Ideen dieser beiden
Verfahren.

Barndorff-Nielsen und Shephard (2006) benutzten 1,1-Bipower Variation, das heif3t

[nt]

V(X,1,1)7 =Y JATX||A} X, (4.20)
=1

um einen Sprungtest zu konstruieren. Wenn Annahme (H) gilt, ist V(X 1, 1)? in der Tat robust
gegen Spriinge des Prozesses X (siehe, z.B., Ait-Sahalia und Jacod (2008)) und es gilt

t
VX, 1,1 2 ,ﬁ/ o2ds. 4.21)
0
Somit schlugen die beiden Autoren vor, die einfache Statistik
TP(X)} = Vn(V(X,2)} — u *V(X, 1,1)7) (4.22)

zu benutzen, um zu entscheiden, ob der Prozess X Spriinge hat oder nicht. Mit der zusitzlichen
Annahme (V) (sieche Abschnitt 2.2) konnten sie weiterhin einen stabilen Zentralen Grenzwert-
satz (auf €27) beweisen. Auf ()¢, falls Annahme (V) erfiillt ist, gilt ndmlich fiir jedes ¢ > 0

T55(X)}

Fst
- LNy 4 (4.23)
VEMPVE 1y,

Dabei ist U definiert wie in Korollar 4.3.1, k = %2 +m—5und MPV, ), ist gegeben durch

[nt]-3

MPVE oy, =nut Y [ATX[|AY X A7 X||AT, 5 X (4.24)
=1

Auf Q{ konvergiert die Statistik in (4.23) andererseits stochastisch gegen unendlich.
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Bemerkung 4.4.1 Tatsdchlich empfahlen Barndorff-Nielsen und Shephard (2006) die Quotien-
tenstatistik

2V (X,1,1)7
\/ﬁ(l — VX2 >

HIHaX{ AJPVHJJJLt 1
(1 2V(X,1,1)p)20 ¢

TEST (X)) = (4.25)

zu verwenden, um auf Spriinge zu testen. Es zeigt sich ndamlich, dass diese Statistik bessere Er-
gebnisse bei endlichen Stichproben liefert. Unter lokalen Alternativen hat diese Statistik das
gleiche Verhalten wie T55 (X)7.

Ait-Sahalia und Jacod (2008) verglichen V (X, p)? (mit p > 3) bei verschiedenen Stichpro-
benfrequenzen, um auf Spriinge zu testen. Im Speziellen analysierten sie das Verhalten von der
Statistik 2
2V (X, 4);
TAJ X n _ ) t -9

Auf Qf, falls Annahme (V) erfiillt ist, gilt fiir jedes ¢t > 0
TTAJ X)\n
TR 7,y 4.27)

A /‘/;n

Dabei ist U definiert wie in Korollar 4.3.1 und th ist gegeben durch

(4.26)

Srmo ‘/()(78)?
K na 29

mit k' = 3—72 Auf Q{ bewiesen Ait-Sahalia und Jacod (2008) auch die stabile Konvergenz der

Statistik (4.26), wenn 2 als Zentrierung in der Definition von 74/ (X )" durch 1 ersetzt wird.

Nun betrachten wir lokale Alternativen der Form
t t
XM = X, + / auds + / AW, + 1. (4.29)
0 0

Dabei ist J; ein compound Poisson Prozess und -, ist eine Folge mit ,, — 0. Wir erhalten den
folgenden Satz.

Satz 4.2 Fiir jedes t > 0 gelten die folgenden Resultate.

(i) Es gelten die gleichen Annahmen wie in Satz 4.1. Auflerdem sei vy, = n~'% . Falls <
-1 . .
pQ—p ist, gilt
t /
X p)p 2 Narlnli [ loafaW,+ 3 |ALE @30
0<s<t

fiir jedes p > 2 und t > 0.
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(ii) Es gelte die Annahme (V). Auflerdem sei y,, = n=1. Dann gilt

TES(XMr T e 4 ST AT (4.31)

0<s<t

Hier ist U¢ der stabile Grenzwert von TP (X ™) wenn J = 0 ist und gegeben durch

t
Ue =[x / otds U. (4.32)

Dabei ist U wie in Korollar 4.3.1 definiert (siehe Barndorff-Nielsen und Shephard (2006)
fiir mehr Details und den Beweis im stetigen Fall [d.h. wenn J = 0 ist]).

(iii) Es gelte die Annahme (V). Auflerdem sei vy,, = n~=s. Dann gilt

2 Y 0<sct [A]*
3[totds

TA (X My Zet, e 4 (4.33)

Hier ist U,° der stabile Grenzwert von T (X (™) wenn J = 0 ist und gegeben durch

/et t .8
U;c — MU (4.34)

pa Jo oids

U ist dabei wie in Korollar 4.3.1 definiert (siehe Ait-Sahalia und Jacod (2008) fiir den

Beweis im stetigen Fall).

Beweis: Siehe Abschnitt 4.8.

Wir mochten darauf hinweisen, dass sich die Rate, mit der unsere Klasse von Teststatistiken
die lokalen Alternativen aufdeckt, zwischen v,, = n~'/* (fir p = 2) und ~,, = n~'/? (fiir
p — 00) schwankt. In diesem Sinne hat (X ™, p)? eine bessere Performance als 725 (X (™)»
fir p > 2, withrend fiir p > 4 T(X®™ p)” auch eine bessere Performance als 747 (X (™)»
liefert.

Neben diesem asymptotischen Argument gibt es einen weiteren Grund fiir die bessere Power un-
serer Teststatistik 7'(X, p)}* (siehe die folgenden Simulationsergebnisse). Bei moderaten Stich-
probengroBen hingt die Power des Tests stark von der Robustheit der Statistik V' (X, p)? ab,
welche implizit benutzt wird, um 7'(X, p)?" zu konstruieren. Sobald die Schranke in der De-
finition von V (X, p)? einen Sprung aufdeckt, wird dieser durch die Indikatorfunktion sofort
eliminiert. Die Teststatistiken von Barndorff-Nielsen und Shephard (2006) und Ait-Sahalia und
Jacod (2008) haben diese Eigenschaft nicht.
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4.5 Testprozedur fiir Prozesse mit Rauschen

In diesem Abschnitt prisentieren wir eine Erweiterung unserer Theorie fiir Semimartingale mit
Rauschen. Dazu nehmen wir als erstes an, dass das Semimartingal X aus (4.1) auf einem filtrier-
ten Wahrscheinlichkeitsraum (Q°, F°, (F?)s>0, P°) definiert ist. Jedoch beobachten wir nicht
direkt den Prozess X, sondern einen Prozess Z, der durch Rauschen gestort ist. Beim Model-
lieren des Rauschens folgen wir Jacod, Li, Mykland, Podolskij und Vetter (2007). Wir nehmen
an, dass wir den Prozess Z zu Zeitpunkten %,i =0,1,---, [nt] beobachten und dieser durch

Zt = Xt + € (435)

gegeben ist. Dabei sind die €, die Fehlerterme, die, bedingt auf X, zentriert und unabhéngig
sind.

Formal konnen wir dies wie folgt konstruieren. Fiir jedes ¢ > 0 betrachten wir die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit Q;(w’, dz) von (Q2°, F°) nach IR. Wir statten den Raum Q! = R[> mit
der Produkt (Borel) o-Algebra F! aus. ( €t)1>0 betrachten wir dabei als den kanonischen Prozess
auf diesem Raum. Das WahrscheinlichkeitsmaB Q(w®, dw?) ist durch das Produkt ®,;>0Q;(w°, -)
gegeben. Der filtrierte Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, (F;):>0, P), auf dem der Prozess Z lebt,
ist dann definiert als

Q=0"%xQ, F=F"xF',  F=NaFxFL, (4.36)
P(dw®, dw') = P(dw®)Q(w?, dwt). '
Zusitzlich nehmen wir an, dass
/th(wo,dz) = X, (w?) (4.37)
gilt und
o} (w°) = E[Z}|F) (W) — X7 (w°) (4.38)
cadlag ist. Letztendlich definieren wir den Prozess
Ni(q) = / 12]7Q (W0, d2). (4.39)

Bemerkung 4.5.1 Typische Beispiele eines Prozesses Z, der die obige Konstruktion und Be-
dingungen (4.37) und (4.38) erfiillt, sind die folgenden zwei.

(i) (Additiver u.i.v. Prozess) Sei
Zi:Xl—I—el, (440)

wobei (€1 ); ein u.i.v. Prozess mit Erwartungswert 0 und Varianz o? ist, dann sind Bedin-
gungen (4.37) und (4.38) natiirlich erfiillt.
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(ii) (Additiver u.i.v. Prozess mit Rundung) Wir betrachten den Prozess

Xi+es
7 = 7[7} (4.41)
" g
Hier ist vy > 0, (€1 ); ist definiert wie in (i) und dabei gleichverteilt U([0,~]). Dann ist
X X2
2 _ 2 )t At
ot = (13 -15) “42)

und Bedingungen (4.37) und (4.38) sind erfiillt, wobei {x} den gebrochenen Teil von x

bezeichnet.

Da der zu untersuchende Prozess X durch Rauschen verunreinigt ist, miissen wir die Daten fiir
eine Untersuchung vorbehandeln. Zu diesem Zweck folgen wir dem Vorgehen von Jacod, Li,
Mykland, Podolskij und Vetter (2007) sowie Podolskij und Vetter (2008).

Zuerst wihlen wir eine Folge k&, von natiirlichen Zahlen und eine Zahl 6 € (0, co) so, dass

kon Y2 =0+ o(n_1/4) (4.43)

gilt. Weiterhin wihlen wir eine reellwertige Funktion g : IR — IR, die nicht 0 ist und die
folgenden Bedingungen erfiillt

(i) g verschwindet auBerhalb (0, 1)
(i) g ist stetig und stiickweise C*
(iii) Die Ableitung ¢’ ist stiickweise Lipschitz.

Wir ordnen ¢ die folgenden GroBen zu

1 1
= [ (g@)du, = [ (g(w)’du. (4.44)
Zusitzlich definieren wir die Grof3e
- kn—1 j
Zr =3 g(—)A?ﬂ-Z. (4.45)
=Lt

Nun wihlen wir die Konstanten ¢ > 0 und w € (0, 1/4). Letztendlich fithren wir externe, das
bedeutet unabhéngig von F, positive u.i.v. Zufallsvariablen (Th‘)gsl‘g[nﬂ ein. Fiir diese externen
Zufallsvariablen soll auBerdem E[n;] = 1 und E[n?] < oo gelten.

Mit dieser Vorbereitung konnen wir eine neue Klasse von Teststatistiken im Modell mit Rau-
schen konstruieren. Wir definieren

[nt]—kn+1
TRauschen(Z’ p)? — n(p—Q)/4 Z |ZZ |p(1 — 777;1{|7?|§cn*w}) , p > 2. (446)
=0



64 KAPITEL 4. TESTEN AUF SPRUNGE - EIN WILD BOOTSTRAP ANSATZ

Offensichtlich hat THauscher( X p)n die gleiche Struktur wie T'(X, p)?.
Alle Prozesse sind auf einer kanonischen Erweiterung (Q*, F*, (F;)i>0, P*) des originalen
Wahrscheinlichkeitsraums (2, F, (F;)>0, P) definiert, welche ebenso die externen Zufallsva-

riablen (7;)o<i<[ns trégt.

Bemerkung 4.5.2 Falls V ein stetiges Semimartingal ist oder ein Prozess mit Rauschen, wie
wir ihn oben konstruiert haben, gilt (siehe, z.B., Jacod, Li, Mykland, Podolskij und Vetter (2007)
fiir mehr Details)

Vi =0,(n7'". (4.47)

Dies erkldirt die Bedingung an w, also w € (0,1/4).

Um die theoretischen Resultate formulieren zu konnen, miissen wir die folgenden Mengen ein-
fithren

QA =0xQ"  und Q) =) x Q! (4.48)

mit
Q)¢ = {0 s — X,(w°) ist stetig auf [0, 7]}, (4.49)
QP = {w°| s — X, () ist unstetig auf [0, ]} (4.50)

Nun konnen wir den Schitzer

[nt]—kn+1

D(p)y = Varlg]n® 272 3" |Z7 PPl ey (4.51)
=0

definieren und setzen

TRauschen VA n

SRauschen( );L — ( ’p)t
I'(p)?
Das Hauptresultat in diesem Abschnitt ist der folgende Satz.

(4.52)

Satz 4.3 Wir nehmen an, dass die Bedingung (H) erfiillt ist und E[|n;|**°] < oo fiir ein § > 0.
Weiterhin setzen wir voraus, dass der Prozess N;(q), der in (4.39) definiert ist, lokal beschriinkt

ist fiir ein q > I_QZW. Dann erhalten wir fiir jedes p > 2 und jedes t > 0 die folgenden Resultate.

(i) Auf Y gilt
SRauschen(p)? &) U. (453)

Hier ist U eine standardnormalverteilte Zufallsvariable, die auf einer Erweiterung des
Wahrscheinlichkeitsraums (S, F*, (F; )i>0, P*) definiert und unabhéiingig von F* ist.
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(ii) Auf QY gilt

SRauschen(p)? 5. (4.54)
Beweis: Siehe Abschnitt 4.8.
Aus Satz 4.3 konnen wir
pr(gHauschen(pyn ) L] QF) — a (4.55)
und .
PSRt (p) > e1a] Q) — 1 (4.56)

folgern. Dabei ist ¢;_,, das (1 — «)-Quantil der Standardnormalverteilung.

Bemerkung 4.5.3 Wie in Abschnitt 4.3.3 beschrieben, raten wir die externen Zufallsvariablen
(ni)lgig[nt] gemdyf3 der Verteilung

1
P = 5(51—7 + 014-) 4.57)

zu generieren. Dabei sollte T wieder relativ klein (d.h. T = 0,1 oder 7 = 0, 05) sein.

4.6 Die Wahl der Schranke

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Wahl Schranke. Sie hat groBen Einfluss auf die Er-
gebnisse bei endlichen Stichproben. Von daher ist es sehr wichtig die Konstanten ¢ und @
verniinftig zu wéhlen.

Modell ohne Rauschen

Obwohl die asymptotischen Ergebnisse fiir alle ¢ > 0 und w € (0, 1/2) giiltig sind, ist es sehr

wichtig fiir die Performance bei endlichen Stichproben, dass beide Werte angemessen gewéhlt

werden. Es muss, bei endlicher Stichprobengrofle, ein Mittelweg bei der Schranke gefunden

werden, so dass Spriinge eliminiert werden, gro3e inner-Tag Ertrdge jedoch nicht. Hier stellen

wir eine sehr einfache, aber effektive, Wahlmoglichkeit fiir ¢ und @ vor.

In einem ersten Schritt berechnen wir einen robuster Schitzer fiir die integrierte Volatilitit
¢ o2ds. Dazu bietet sich p; 2V (X, 1,1)7 an (siehe (4.21)). Dann wihlen wir

c=2,3/V(X,1,1)2

Dabei ist 2, 3 ungefihr das 99%-Quantil der Standardnormalverteilung. 1/V' (X, 1, 1)} entspricht
dem durchschnittlichen Wert der Volatilitit. Deshalb erwarten wir, dass die meisten Zuwichse,



66 KAPITEL 4. TESTEN AUF SPRUNGE - EIN WILD BOOTSTRAP ANSATZ

die keinen Sprung enthalten, die Schranke cn~'/2 nicht iibersteigen.

Die Konstante w kontrolliert offensichtlich die Konvergenzrate der Schranke. Dies bedeutet,
je groBer w ist, desto schneller konvergiert die Schranke gegen 0. Folglich werden Spriinge
schneller eliminiert, wenn w grof§ gewdhlt wird. Auf der anderen Seite fiihren aber zu grof3e
Werte fiir o dazu, dass die Wahrscheinlichkeit wichst, einen Zuwachs ohne Sprung filschli-
cherweise zu entfernen. Als Mittelweg zwischen diesen beiden Effekten raten wir @ = 0,4 zu
setzen.

Modell mit Rauschen

Die Wahl der Konstanten im Modell mit Rauschen ist etwas schwieriger. Es besteht eine starke
Abhiingigkeit zwischen benachbarten Z!’s. Folglich besteht eine hohe Wahrscheinlichkeit mehr
als einen Summanden zu eliminieren, wenn die Schranke filschlicherweise einen Zuwachs aus
dem stetigen Anteil des Prozesses als Sprung klassifiziert. Aus diesem Grund miissen wir die
Schranke sehr sorgfiltig wihlen.

Wir empfehlen folgendes Vorgehen. Zuerst wihlen wir

c= 2,3\/u1 2BT(1,1)r + L2 YRR (4.58)
mit
L [nt]—2kp+1 B B
BT(L1){ =n"2 > |Z}Z},] (4.59)
=0
und V(Z,2,0)"
NV = Viz,2,0)f (4.60)
2n

Die Struktur von c dhnelt der im Fall ohne Rauschen. Mit Hilfe der Resultate von Podolskij und
Vetter (2008) erhalten wir

py?BT(1,1)" + 121 Ny 2 /(eww +d;1 2)ds. (4.61)

Andererseits ist die GroBe Z asymptotisch n~1/4 N (0, 0%0 + d’l ) verteilt, falls Z auf dem

Intervall [Z ”j”] nicht springt. Folglich, wenn Z keine Sprunge hat sollten die meisten Z"
die Schranke cn~'/* nicht iibersteigen. Mit den gleichen Uberlegungen wie im Modell ohne
Rauschen raten wir o = 0, 17 zu wihlen.

4.7 Ergebnisse bei endlichen Stichproben

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Performance von verschiedenen Teststatistiken bei
endlichen Stichproben. Als erstes vergleichen wir unsere Teststatistik S(p);* mit p = 2 und



4.7. ERGEBNISSE BEI ENDLICHEN STICHPROBEN 67

p = 4 mit den Teststatistiken T2%(X)?, TP5"(X)? von Barndorff-Nielsen und Shephard
(2006) und der Teststatistik 747(X)" von Ait-Sahalia und Jacod (2008). AnschlieBend be-
trachten wir das Verhalten von unserer Teststatistik S7“*" (p)" (mit p = 2) in Semimartingal
Modellen mit Rauschen.

Wir nehmen an, dass alle Prozesse auf dem Intervall [0, 1] leben. Wir betrachten zwei verschie-
dene stetige Semimartingal Modelle. Das erste Modell ist ein Brownsches Semimartingal mit
konstanter Volatilitat o = 2, d.h.

Zusitzlich betrachten wir das 2-Faktor-Modell aus dem letzten Kapitel. Zur Erinnerung, es ist
gegeben durch

dX; = pdt + oy dWy, (4.63)
oy = exp(Bo + Pime), (4.64)
dr = arydt + dB; (4.65)
und
corr(dWy, dBy) = p. (4.66)

Wir haben die Parameter wieder gewéhlt als 5, = 0, 3125, 51 = 0,125, a = —0,025, p = —0, 3
und ¢ = 0. In diesem Modell variiert der Volatilitdtsprozess ungefahr zwischen 1,4 und 2,1.
Zusitzlich haben wir die u.i.v. externen Zufallsvariablen (7;)1<;<, gemil der Verteilung (4.18)
mit 7 = 0, 05 generiert.

Wir betrachten drei verschiedene Typen von Sprungmodellen.

(i) Ein Sprung mit fester GrofBe
(i) Zwei Spriinge mit fester Grofe
(iii) Drei Spriinge mit zufilligen N (0, a?)-verteilten GroBen

Alle Sprungzeiten sind unabhingig und U (0, 1]) verteilt. AuBerdem haben wir die genauen
Sprunggroflen dem jeweiligen Modell angepasst, um sie mit der Groe des Volatilititsprozes-
ses o vergleichbar zu machen.

Um die Performance der Teststatistik SR““SChe”(p)?, welche in (4.52) definiert ist, bei Se-
mimartingalen mit Rauschen zu untersuchen, betrachten wir ein u.i.v. Modell fiir den Prozess
des Rauschens ¢, welchen wir als unabhingig vom Semimartingal annehmen. Diese Zufalls-
variablen (e, ) generieren wir gemiB einer N(0,0,0005%) Verteilung. Zusitzlich wihlen wir
g(x) = (mi;l(:v, 1 —z))" und = 1/3, wie es in Jacod, Li, Mykland, Podolskij und Vetter
(2007) vorgeschlagen wurde.

Wir fithren 10000 Simulationsldufe fiir jedes Modell durch. Die Simulationsergebnisse finden
sich in den Tabellen 4.1-4.10.
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a Test | n=100 | n=200 | n=500 | n=1000 | n=3000 | n=10000
1% | T85(x)r | 57 | 393 | 277 | 223 | 201 1,5
1% | 785 (X | 236 | 19 | 1,79 | 1,53 | 1,57 1,37
1% S | 468 | 302 | 245 | 1,78 | 141 1,38
1% S@r | 421 | 275 | 2,16 | 1,71 1,2 1,26

1% | T4(X)» | 035 | 038 | 056 | 0,71 0,96 0,86
2,5% | TBS(X)r | 7,78 | 5,81 | 439 | 3,75 3,48 2,99
2,5% | TPS"(X)r | 4,01 | 342 | 3,1 2,9 3,02 2,64
25% | S(2) 594 | 437 | 3,58 | 3,13 2,53 2,61
2,5% | S(4) 538 | 3,93 | 345 | 287 2,46 2,55
2,5% | TA(X)r | 1,05 | 1,1 1,35 | 1,88 2,04 2,06
5% | TES(X)r | 11,37 | 9,05 | 7,32 | 6,65 6,42 5,71
5% | TPS™(X)p| 7,02 | 64 | 571 | 5,62 5,77 541
5% S(2)7 8,65 | 6,78 | 599 | 541 4,93 5,01
5% Sy 8,26 | 6,65 | 6,06 | 535 4,99 521
5% | TA7(X)™ | 3,18 | 33 | 3,69 | 4,27 4,35 4,37
10% | TPS(X)» | 17,1 | 1441 | 12,88 | 11,58 | 11,51 10,58
10% | TPS7(X)r | 12,86 | 11,76 | 11,18 | 10,54 | 1091 10,19
10% S(2)7 13,67 | 11,72 | 10,65 | 9,94 | 10,14 9,74
10% Sy 14,53 | 12,18 | 114 | 10,37 | 10,14 | 10,16
10% | TA7(X)r | 8,77 | 8,62 | 936 | 945 9,62 9,19
25% | TBS(X)r | 30,83 | 29,12 | 27,54 | 25,76 | 2621 | 25,77
25% | TBS"(X)p | 28,55 | 27,52 | 26,54 | 2521 | 25,72 | 25,53

25% ) | 2827 | 26,75 | 25,89 | 24,75 | 2528 | 24,51
25% S(4)r | 3047 | 27.85 | 26,8 | 2579 | 2539 | 24,72
25% | TAY(X)r | 27.41 | 2599 | 26,38 | 25,19 | 2443 | 25,09

Tabelle 4.1: Diese Tabelle zeigt simulierte Level Ergebnisse fiir das Modell mit konstanter Vo-

latilitdit und ohne Rauschen.
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a Test | n=100 | n=200 | n=500 | n=1000 | n=3000 | n=10000
1% | TBS(X)r | 666 | 6,07 | 971 | 161 | 4917 | 97,09
1% | 78S (X)r | 292 | 32 | 653 | 1315 | 4603 | 96,78
1% S(2)n 86 | 1524 | 56,6 | 9511 | 100 100
1% Sr | 805 | 148 | 5627 | 95.1 100 100
1% | T4 (X)r | 042 | 1,05 | 565 | 2649 | 8734 | 99,89
25% | TBS(X)r | 95 | 86 | 1381 2217 | 59,18 | 984
2,5% | TBS"(X)r | 495 | 555 | 1069 | 19,08 | 56,68 | 9828
25% | S | 9.8 | 1637 | 5724 | 9518 | 100 100
25% | SMA)r | 931 | 158 | 56,82 | 9514 | 100 100
2,5% | TAY(X)" | 126 | 246 | 957 | 3424 | 8991 | 99,93
)n

5% | TBS(X)r | 133 | 13,01 | 1998 | 31 | 69,06 | 99.23
5% | TBSr(X)n| 879 | 948 | 16,89 | 28,05 | 67,55 | 99,19
5% S@)r | 12,73 | 18,76 | 58,29 | 9528 | 100 100
5% S | 12,06 | 1837 | 58,02 | 9527 | 100 100
5% | TAYX)r | 355 | 534 | 1514 | 4321 92 99,96
10% | TBS(X)r | 19,61 | 20,04 | 2928 | 42,71 | 78,81 | 99,68
10% | TS (X)» | 15,15 | 16,75 | 26,61 | 40,78 | 77,97 | 99,68
10% | S | 17.34 | 23.05 | 60,63 | 9555 | 100 100
10% | Sy | 18,05 | 23,74 | 60,69 | 9561 | 100 100

10% | T4(X 9.44 | 12,21 | 2491 | 53,62 | 93,79 99,97

)
25% | TBS(X)r | 35,09 | 36,85 | 4841 | 63,83 | 91,07 | 99,94
25% | TBSr(X)r | 32,79 | 35,03 | 47.53 | 63,09 | 9091 | 99,94
25% | S(2)r | 31,18 | 3594 | 66,7 | 9628 | 100 100
25% | S(4)r | 32,7 | 37.66 | 6803 | 964 | 100 100
25% | TA7(X)r | 28,83 | 3226 | 4521 | 7038 | 9621 | 99,99

Tabelle 4.2: Diese Tabelle zeigt simulierte Power Ergebnisse fiir das Modell mit konstanter
Volatilitit und ohne Rauschen. Der Prozess enthdilt einen Sprung der Grofse 0, 4.
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a Test | n=100 | n=200 | n=500 | n=1000 | n=3000 | n=10000
1% | TBS(X)r | 588 | 54 | 7.1 | 1244 | 4124 | 9565
1% | TBS"(X)r | 246 | 2,81 | 468 | 959 | 3836 | 9527
1% S | 609 | 744 | 2418 | 685 | 9995 | 99,99
1% S@r | 561 | 701 | 2381 | 6831 | 99,95 | 99,99
1% | TA7(X)r | 029 | 058 | 149 | 7,11 | 73,07 | 99.86
25% | TBS(X)r | 839 | 7,76 | 104 | 1739 | 508 | 9741
25% | TBS"(X)r | 427 | 488 | 7.81 | 1488 | 4828 | 97.23
25% | S2)r | 727 | 826 | 251 | 6886 | 9995 | 99,99
25% | S | 673 | 824 | 2473 | 68,72 | 9995 | 99,99
25% | TA(X)r | 095 | 1,52 | 2,81 | 112 | 78,11 | 99,89
5% | TBS(X)r | 1192 | 11,82 | 1577 | 2506 | 618 | 9877
5% | TBST(X)r| 7,66 | 849 | 1296 | 2247 | 60,03 | 9873
5% S | 982 | 11,02 | 26,86 | 69,63 | 99,95 | 99,99
5% S@r | 926 | 10,78 | 26,81 | 69,57 | 99,95 | 99,99
5% | TAY(X)r | 331 | 393 | 639 | 17,60 | 8333 | 99,92
10% | TBS(X)r | 17.84 | 18,13 | 2424 | 36,18 | 7372 | 99,62
10% | TBS(X)r | 13,82 | 15,13 | 21,72 | 34,07 | 72,73 | 99,58
10% | S(2) 1496 | 15,75 | 30.81 | 71,1 | 99,95 | 99,99
10% | S(4) 15,1 | 1642 | 31,19 | 71,49 | 99,95 | 99,99
10% | TA7(X)» | 921 | 996 | 134 | 2847 | 83,04 | 99,93
)TL

25% | TBS(X)r | 3247 | 3442 | 43,16 | 56,77 | 885 | 99,92

25% | TBS™(X)r | 303 | 32,59 | 422 | 56,19 | 883 | 99,92

25% 5(2)r | 29,55 | 30,02 | 42,1 | 75,83 | 9997 | 99,99

25% 5(4)r | 31,25 | 31,75 | 4346 | 76,46 | 99,95 | 99,99
J

25% | TA7(X)r | 28,32 | 28,58 | 34,87 | 52,16 | 93,26 99,96

Tabelle 4.3: Diese Tabelle zeigt simulierte Power Ergebnisse fiir das Modell mit konstanter Vola-
tilitiit und ohne Rauschen. Der Prozess enthdilt zwei Spriinge der Grofie ++/0, 08 und —+/0, 08.
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a Test | n=100 | n=200 | n=500 | n=1000 | n=3000 | n=10000
1% | T8S(X)r | 63 | 641 | 1009 | 1737 | 3788 | 64,97
1% | TP (X)r | 238 | 385 | 7.68 | 1503 | 362 | 6441
1% S@)r | 814 | 1407 | 33,02 | 535 | 8098 | 946
1% S | 767 | 1374 | 32,84 | 5327 | 80,81 | 94,64
1% | TA7(X)r | 04 | 098 | 512 | 1585 | 5049 | 83,57
2,5% | TBS(X)» | 8,66 | 897 | 13,7 | 21,80 | 42,76 | 68,98
2,5% | TBS"(X)» | 45 | 583 | 11,07 | 19,53 | 4148 | 6836
25% | S(2)r | 944 | 1524 | 3394 | 5409 | 8144 | 94,68
25% | S | 879 | 1482 | 3368 | 53.8 | 81,02 | 94,69
25% | TA(X)r | 138 | 222 | 797 | 1956 | 54,19 | 8505
5% | TBS(X)r | 12,5 | 13,37 | 19,18 | 28,09 | 4922 | 73,78
5% | TBST(X)r| 805 | 964 | 1652 | 2596 | 564 | 7325
5% S | 12,36 | 17.38 | 35,56 | 55,11 | 82,51 | 94,78
5% S@r | 11,55 | 17,09 | 3549 | 55,19 | 81,5 | 9475
5% | TAX)r | 382 | 523 | 1227 | 252 | 5894 | 86,79
10% | TBS(X)r | 1896 | 19.66 | 2695 | 36,85 | 57,11 | 7882
10% | TBS"(X)r | 1435 | 16,51 | 24,77 | 3507 | 71,1 | 7851

10% 2)r | 17,05 | 21,85 | 3895 | 57,5 | 8257 | 94,99
10% 5(4)7 17,6 | 22,31 | 39,18 | 57,79 | 8246 95

10% | TA7(X)» | 9,88 | 11,63 | 1996 | 3342 | 64,62 | 88,78
25% | TBS(X)r | 33,52 | 363 | 44,11 | 5404 | 7147 | 86,84
25% | TBSr(X)" | 30,95 | 34,58 | 43,18 | 5341 | 80,82 | 86,77
25% | S@2)r | 3123|3447 | 49 | 6502 | 8557 | 9573
25% | S(4)r | 3353|3651 | 4982 | 6522 | 8556 | 9574

25% | TA7(X)r | 298 | 31,23 | 39,14 | 51,47 | 751 | 9224

Tabelle 4.4: Diese Tabelle zeigt simulierte Power Ergebnisse fiir das Modell mit konstanter
Volatilitiit und ohne Rauschen. Der Prozess enthdilt drei Spriinge, die N (0, %) verteilt sind.
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a Test n=100 | n=200 | n=500 | n=1000 | n=3000 | n=10000
1% | TBS(X)P | 5,56 4 2,69 | 2,07 1,85 1,35
1% | TP5"(X)p| 229 | 19 | 1,65 | 1,37 1,5 1,1
1% S(2)r 508 | 3,79 | 2,71 1,97 1,68 1,25
1% S(4)y 44 | 351 | 2,32 | 1,68 1,37 1,37
1% | TA7(X)r | 037 | 041 | 047 0,6 0,7 1,13
2,5% | TBS(X)r | 7,6 59 | 449 | 3,67 3,25 2,67
2,5% | TPS™(X)p | 393 | 349 | 3,12 | 2,85 2,9 2,44
2.5% | S(2)r 6,63 | 491 | 391 | 3,14 2,78 2,4
2.5% | S(4)r 569 | 4,57 | 3,73 | 3,06 2,5 2,54
2,5% | TA(X)r | 1,1 1,17 | 1,27 | 1,53 1,6 2,29
5% | TES(X)r | 10,99 | 9,17 | 7,23 | 6,98 5,95 5,19
5% | TBS"(X)r | 6,92 | 628 | 569 | 5,83 5,45 4.9
5% S(2)7 924 | 74 | 653 | 521 4,95 4,9
5% Sy 8,74 | 7,09 | 627 | 548 4,91 4,86
5% | TA7(X)" | 3,33 | 3,62 | 3,6 3,78 3,74 4,6
10% | TPS(X)» | 163 | 14,83 | 12,43 | 11,74 | 11,46 | 10,37
10% | TPS7(X)r | 12,55 | 12,22 | 10,9 | 1092 | 10,88 | 10,06
10% S(2)r 14,48 | 12,14 | 11,39 | 10,12 | 9,84 9,92
10% Sy 15,1 | 12,56 | 11,34 | 10,57 | 9,74 9,93
10% | T47(X)r | 93 | 983 | 9,1 9,1 8,88 9,55
25% | TBS(X)r | 30,9 | 29,29 | 27,22 | 26,7 | 2595 | 25,18
25% | TPS"(X)r | 28,57 | 27,52 | 26,43 | 2599 | 256 25,03
25% S(2)7 | 29,58 | 26,66 | 25,62 | 25,12 | 24,63 | 2491
25% S(4)r | 3123 | 27,9 | 26,63 | 2586 | 24,82 | 24,78
25% | TA(X)r | 28,36 | 28,03 | 25,62 | 258 | 25,68 25,1

Tabelle 4.5: Diese Tabelle zeigt simulierte Level Ergebnisse fiir das 2-Faktor-Modell ohne Rau-

schen.
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a Test | n=100 | n=200 | n=500 | n=1000 | n=3000 | n=10000
1% | T8S(X)r | 661 | 6,11 | 839 | 1469 | 4141 | 92,03
1% | 7B (X)r | 262 | 333 | 602 | 1185 | 3852 | 9145

1% S@2r | 7.83 | 1341 | 4841 | 90,1 100 100
1% S@r | 757 [ 1301 | 4812 | 90,06 | 100 100
1% | TA(x

71 037 | 082 | 5,13 21,3 81,54 99,81

2,5% | TBS(X)r | 896 | 907 | 12,1 | 20,12 | 50,80 | 94,67
2,5% | TBS"(X)r | 494 | 551 | 952 | 1723 | 4858 | 9439
25% | S | 903 | 1463 | 4902 | 903 | 100 100
25% | S | 852 | 1406 | 48,88 | 90,12 | 100 100

2,5% | TA(X)? 1,08 1,87 8,13 28,06 84,87 99,85
)n

5% | TBS(X)r | 12,74 | 13,09 | 18 | 2798 | 61,15 | 96,87
5% | TBSr(X)n| 825 | 974 | 152 | 2566 | 5964 | 96,7
5% S@)r | 11,57 | 16,78 | 504 | 90,54 | 100 100
5% S@r | 11,13 | 1643 | 50,32 | 90,4 100 100

5% | TA(X)r | 36 | 473 | 1337 | 3682 | 88,19 | 99,94

10% | T55(X)r | 18,81 | 19,59 | 26,66 | 3922 | 72.28 | 9831

10% | TBS*(X)r | 14,64 | 1672 | 2453 | 3722 | 7138 | 983

10% | S@2)7r | 1668 | 2121 | 5296 | 91,04 | 100 100

10% | S | 1715 ] 21,51 | 5325 | 91,04 | 100 100

10% | T47(X)r | 1026 | 10,98 | 21,59 | 4745 | 91,18 | 99,96
)n

25% | TPS(X)r | 33,81 | 36,09 | 4557 | 59,48 86,85 99,52
25% | TPST(X)7 | 31,83 | 34,45 | 44,75 | 58,78 86,64 99,51
25% §(2)? 30,73 | 34,39 | 60,66 | 92,52 100 100
25% §(4)? 32,74 | 35,54 | 61,54 | 92,97 100 100

25% | TA7(X) | 30,98 | 30,83 | 42,2 | 65,11 94,66 99,97

Tabelle 4.6: Diese Tabelle zeigt simulierte Power Ergebnisse fiir das 2-Faktor-Modell ohne
Rauschen. Der Prozess enthdilt einen Sprung der Grifie 0, 26.
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a Test | n=100 | n=200 | n=500 | n=1000 | n=3000 | n=10000
1% | TBS(X)r | 6,15 | 547 | 687 | 11,14 | 345 89,2
1% | TBS"(X)r | 243 | 292 | 476 | 888 | 31,69 | 88,55
1% SR | 626 | 79 [ 2084 | 57.82 | 99,84 100
1% S@r | 571 | 7,56 | 20,61 | 57.64 | 9984 100
1% | 7A7(X)r | 033 | 061 | 1,54 | 586 | 61,82 | 99,61
25% | TBS(X)» | 824 | 792 | 971 | 163 | 4305 | 92,79
2.5% | TBS(X)n | 455 | 502 | 765 | 13,6 | 4082 | 9241
25% | S@2)r | 736 | 922 | 21,76 | 5837 | 99,85 100
25% | S(Ar | 678 | 878 | 21,46 | 5816 | 99,84 100
25% | TA(X)r | 1,15 | 1,73 | 291 | 935 | 68,18 | 99,71
5% | TBS(X)r | 11,92 | 12,03 | 14,94 | 22,95 | 5341 | 95,58
5% | TBST(X)r| 78 | 857 | 123 | 20,78 | 51,75 | 954
5% S(2 9,93 | 11,56 | 23,7 | 5937 | 99,86 100
5% S(4 9,68 | 11,35 | 23,61 | 5948 | 99,84 100
5% | TAX)r | 347 | 43 | 629 | 1539 | 746 | 9977
10% | TBS(X)r | 17,69 | 1847 | 22,87 | 32.86 | 6588 | 97,94
10% | T2S*(X)r | 138 | 1533 | 20,72 | 3097 | 6492 | 97,85
10% 2)r | 1482 | 1636 | 27,77 | 61,83 | 99,86 100
10% 4)r | 1558 | 1635 | 28,29 | 62,09 | 99,85 100
10% | TA7(X)" | 936 | 994 | 1299 | 2523 | 81,16 | 99,82
25% | TBS(X)r | 32,7 | 3436 | 41,99 | 53.68 | 8236 | 99.47
25% | TBSr(X) | 30,22 | 32,82 | 40,82 | 53,07 | 82,17 | 99.46
25% (2) 29,08 | 30,26 | 39,49 | 68,29 | 99,87 100
25% (4) 31,13 | 31,55 | 40,54 | 69,19 | 99,89 100
25% | TAY(X)" | 28,65 | 2944 | 343 | 4787 | 89,57 | 99,93

Tabelle 4.7: Diese Tabelle zeigt simulierte Power Ergebnisse fiir das 2-Faktor-Modell ohne
Rauschen. Der Prozess enthdilt zwei Spriinge der Grifie 4++/0,262 /2 und —+/0, 262 /2.
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a Test | n=100 | n=200 | n=500 | n=1000 | n=3000 | n=10000
1% | TBS(X)r | 655 | 648 | 964 | 1527 | 3494 | 60,08
1% | T8 (X)r | 277 | 359 | 739 | 1322 | 3351 | 5924
1% S@r | 814 | 1298 | 29,72 | 50,57 | 79,03 | 934
1% Sy | 752 | 12,64 | 29,37 | 5033 | 78,98 | 93,44
1% | TA7(X)" | 034 | 0,89 | 442 | 13,89 | 46,56 | 79,57
2,5% | TBS(X)» | 8,74 | 9,02 | 12,69 | 19,65 | 4027 | 64,42
2,5% | TBS(X)» | 4,75 | 5.86 | 1037 | 17,39 | 38.88 | 63,89
25% | S©2)r | 927 | 14,03 ] 3054 | 5135 | 7924 | 93,52
25% | S | 869 | 13,59 | 30,32 | 50,89 | 7922 | 93,54
2.5% | TA7(X)r | 097 | 1,95 | 674 | 17,59 | 50,79 | 81,21
5% | TBS(X)r | 1223 | 13,17 | 17,59 | 258 | 46,87 | 6941
5% | TBSr(X)n| 831 | 9.86 | 1518 | 2391 | 4594 | 69,03
5% S | 11,37 | 16,13 | 32,05 | 5272 | 79,7 | 93,74
5% Sy | 11,22 | 1635 | 32,06 | 5259 | 79.86 | 93,68
5% | TAY(X)r | 338 | 459 | 109 | 23,02 | 5564 | 83,28
10% | TBS(X)r | 18,17 | 1937 | 25 | 34,04 | 5503 | 7542
10% | TBS"(X)r | 14,03 | 164 | 22,98 | 3249 | 54,11 | 7524
10% 5(2)r | 16,52 | 20,72 | 3585 | 5532 | 80,84 | 94,12
10% 5(4)r | 16,53 | 21,41 | 36,11 | 5557 | 81,05 | 94,04
10% | TA7(X)» | 925 | 11,02 | 1847 | 31,13 | 61,73 | 856
25% | TBS(X)r | 32,96 | 36,06 | 42,74 | 52,01 | 69,74 | 84,39
25% | TBS"(X)" | 30,66 | 344 | 41,85 | 5141 | 69,53 | 84,33
25% 5(2)r | 31,03 | 34,69 | 4596 | 63,07 | 84,02 | 95,08
25% S(4)r | 32,79 | 3577 | 4736 | 6347 | 84,6 | 94,98
25% | TAT(X)r | 28,92 | 30,36 | 38,21 | 4943 | 73,14 | 90,25

Tabelle 4.8: Diese Tabelle zeigt simulierte Power Ergebnisse fiir das 2-Faktor-Modell ohne

Rauschen. Der Prozess enthdilt drei Spriinge, die N (0, %) verteilt sind.
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a Test n=100 | n=400 | n=900 | n=1600 | n=2500 | n=4900 | n=10000 | n=22500
1% | SRauschen(oyn | 171 | 374 | 403 | 326 | 2.8 1,91 1,41 1,18
2,5% | Shauschen()n | 306 | 496 | 513 | 45 397 | 306 | 254 2,53
5% | SRewschenon | 579 | 744 | 77 | 706 | 639 | 559 | 471 4,97
10% | SReuschen(2yn | 1082 | 1224 | 12,69 | 11,73 | 112 | 10,87 | 10,03 | 1023
25% | SRauschen(9)n | 26,05 | 27,23 | 2748 | 2646 | 2566 | 26,13 | 24,12 | 254
a Test n=100 | n=400 | n=900 | n=1600 | n=2500 | n=4900 | n=10000 | n=22500
1% | SRauschen(o)n | 282 110,43 | 2342 | 313 | 39,05 | 6327 | 84,64 | 9785
2,5% | SRauschen()n | 423 | 11,66 | 2434 | 32,18 | 39,83 | 64,19 | 8533 | 9797
5% | Shauschen()n | 694 | 1394 | 2635 | 34,13 | 4136 | 6526 | 86,16 | 98,1
10% | SRauschen(yn | 12,01 | 18,66 | 30,42 | 37,75 | 4447 | 6735 | 87,04 | 9827
25% | Ghauschen()n | 2685 | 3242 | 42,14 | 4805 | 53,73 | 72,94 | 89,58 98,7
a Test n=100 | n=400 | n=900 | n=1600 | n=2500 | n=4900 | n=10000 | n=22500
1% | SReuschen(oyn | 214 | 6,63 | 11,02 | 13,09 | 1539 | 26,12 | 4273 | 7236
2,5% | SRauschen(yn | 337 [ 768 | 12,08 | 14,07 | 16,68 | 2734 | 4422 | 7328
5% | SRauschen()n | 564 [ 10,19 | 1426 | 16,16 | 18,87 | 29,05 | 46,52 | 74,58
10% | SRauschen(oyn [ 1072 | 14,59 | 18,83 | 20,89 | 23,14 | 32,92 | 4984 | 76,58
25% | Shauschen()n | 2621 | 28,88 | 32,57 | 34,25 | 3593 | 43,79 | 5895 | 81,13
a Test n=100 | n=400 | n=900 | n=1600 | n=2500 | n=4900 | n=10000 | n=22500
1% | SRauschen(oyn | 253 | 989 | 1834 | 2237 | 2588 | 3508 | 4244 | 5436
2,5% | Shauschen()n | 391 | 1128 | 1934 | 2338 | 26,73 | 36,07 | 4361 | 5526
5% | SRauschen()n | 651 | 137 | 2149 | 2525 | 28,53 | 37,68 | 4542 | 56,83
10% | SReuschen(oyn [ 1172 | 1824 | 2596 | 29 | 32,64 | 4123 | 4839 | 5928
25% | SRauschen()n | 2678 | 32,64 | 3829 | 41,17 | 43,58 | 51 57,15 | 66,16

Tabelle 4.9: Diese Tabelle zeigt Level (oberster Bereich) und Power (Bereiche zwei bis vier)

Ergebnisse fiir das Modell mit konstanter Volatilitit und Rauschen. Wir haben zuerst einen
Sprung der Grofse 0,4 hinzugefiigt. Danach zwei Spriinge der Grofie ++/0,08 und —4/0, 08,

sowie abschliefend drei N (0, O’gﬁ) verteilte Spriinge.
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o} Test n=100 | n=400 | n=900 | n=1600 | n=2500 | n=4900 | n=10000 | n=22500
1% SRauschen(9yn |1 98 4,42 | 495 4,35 2,96 2,69 1,69 1,46
2,5% | SRauschen(9yn | 3 3] 5,66 6,08 5,52 4,1 4,11 2,93 2,68
5% SRauschen(9)n | 6,16 8,1 8,41 7,93 6,59 6,66 5,43 5,16
10% | SRauschen()n | 10,99 | 13,11 | 13,22 | 12,84 11,3 11,56 10,35 10
25% | Sftauschen(9)n [ 2562 | 27,89 | 27,08 27,3 25,99 26,07 24,68 24,84
o Test n=100 | n=400 | n=900 | n=1600 | n=2500 | n=4900 | n=10000 | n=22500
1% SRauschen(9yn | 2 6 9,86 | 20,88 | 27,14 33,1 53,65 74,48 93,75
2,5% | SRauschen()n 1399 | 11,07 | 21,88 | 28,08 33,96 54,88 75,45 94,02
5% SRauschen(yn | 674 | 13,33 | 23,74 | 29,78 35,63 56,35 76,85 94,48
10% | SRauschen(yn | 11,74 | 17,66 | 27,92 | 33,26 38,91 58,74 78,45 95,12
25% | SRauschen()n | 2624 | 31,76 | 39,83 | 44,76 | 4891 65,7 82,12 96,07
@ Test n=100 | n=400 | n=900 | n=1600 | n=2500 | n=4900 | n=10000 | n=22500
1% SRauschen(9yn | 2 23 6,41 | 10,33 | 11,52 13,61 21,17 35,15 60,13
2,5% | STauschen(gyn | 33 7,62 | 11,53 | 12,66 14,73 22,46 36,66 61,25
5% SRauschen(9yn 1 598 | 10,01 | 14,12 | 15,01 16,74 24,6 38,81 62,99
10% | SBauschen()n | 11,08 | 14,69 | 18,62 | 19,54 20,86 28,51 42,6 65,81
25% | SRauschen()n | 26,62 | 29,21 | 32,25 | 32,89 34,54 | 40,58 52,02 71,86
o Test n=100 | n=400 | n=900 | n=1600 | n=2500 | n=4900 | n=10000 | n=22500
1% SRauschen(9yn | 2 82 8,99 | 16,54 19,9 22,61 31,73 38,89 50,49
2,5% | SRauschen(9)n | 416 10,2 | 17,42 | 20,92 23,69 32,86 40,02 51,3
5% G Rauschen(9yn | 6 5] 12,4 | 19,06 22,8 25,81 34,96 41,95 52,87
10% | SHauschen(yn | 11,91 | 17,26 | 23,35 | 26,89 29,81 38,43 45,05 55,66
25% | STauschen(9yn | 26,52 | 30,46 | 36,71 | 38,44 | 41,41 48,9 54,49 63,25

Tabelle 4.10: Diese Tabelle zeigt Level (oberster Bereich) und Power (Bereiche zwei bis vier)

Ergebnisse fiir das 2-Faktor-Modell mit Rauschen. Wir haben zuerst einen Sprung der Grifie
0,26 hinzugefiigt. Danach zwei Spriinge der Grifie +4/0,262/2 und —,/0,262/2, sowie ab-
schlieffend drei N (0, %) verteilte Spriinge.
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4.7.1 Level Ergebnisse

Wir beginnen mit den Semimartingal Modellen ohne Rauschen. Wir vergleichen die Level Er-
gebnisse fiir verschiedene Niveaus (o = 1%, 2.5%, 5%, 10%, 25%) und unterschiedliche Stich-
probengroflen (n = 100, 200, 500, 1000, 3000, 10000). Die Level Ergebnisse finden sich in Ta-
belle 4.1 (fiir das Modell mit konstanter Volatilitit) und Tabelle 4.5 (fiir das 2-Faktor-Modell).
Es stellt sich heraus, dass die Teststatistiken 775 (X)?, TP (X )" von Barndorff-Nielsen und
Shephard (2006) und unsere Teststatistiken 5(2)7, S(4)" das wahre Level ein wenig iiber-
schiitzen, wihrend es die Methode 747 (X)" von Ait-Sahalia und Jacod (2008) unterschiitzt.
Die genaue Performance hingt von der Stichprobengréfe ab. Wihrend die Quotientenstatis-
tik 7597(X )" von Barndorff-Nielsen und Shephard (2006) und die Teststatistik 747 (X )? von
Ait-Sahalia und Jacod (2008) bessere Resultate fiir kleine Datensitze liefern, schneiden unsere
Statistiken S(2)? und S(4)” am besten ab, wenn viele Daten vorhanden sind ( 7 > 1000). Da-
bei ist 5(4)7 ein wenig besser als 5(2)7. Wie dem auch sei, alle Methoden liefern gute Level
Ergebnisse.

Nun betrachten wir Semimartingale mit Rauschen. Die Ergebnisse fiir STeus¢hen(2)% finden sich
in den Tabellen 4.9 und 4.10. Wir kdnnen beobachten, dass die asymptotische Theorie erst bei
relativ groBen Datensétzen (n > 1600) zum Tragen kommt. Dies ist jedoch nicht iiberraschend,
da der Prozess durch Rauschen gestort ist und wir daher eine langsamere Konvergenzrate er-
warten. Es ist jedoch sehr interessant zu sehen, dass die Performance von SFeuschen(2)n fijr
sehr wenig Daten sehr gut ist. Dies kommt daher, dass sich verschiedene Effekte, wie sie bei
endlichen Stichproben auftreten, gegenseitig eliminieren. Dies wurde bereits von Podolskij und
Vetter (2006) festgestellt.

4.7.2 Power Ergebnisse

Wir beginnen wieder mit den Fillen ohne Rauschen. Der stetige Anteil des Semimartingals
wurde gemidll den Modellen (4.62) und (4.63) erzeugt. Folgende Sprungprozesse haben wir
hinzugefiigt: (i) einen Sprung der GroBe 0,4 fiir (4.62) und 0,26 fiir (4.63), (i1) zwei Spriin-
ge mit GroBen /0, 08 und —+/0, 08 fiir (4.62) und /0, 262/2 und —,/0, 262 /2 fiir (4.63), (iii)
drei Spriinge mit N (0, %5°) verteilter GroBe fiir (4.62) und mit N (0, %) verteilter Grofe fiir
(4.63). Alle Sprungzeiten sind unabhingig und U([0, 1]) verteilt. Wir mochten darauf hinwei-
sen, dass die quadratische Variation der Spriinge (ungeféhr) gleich gehalten worden ist (0, 16
fiir das Modell (4.62) und 0, 262 fiir das Modell (4.63)). Die jeweiligen Power Ergebnisse finden
sich in den Tabellen 4.2 - 4.4 und 4.6 - 4.8.

Die Resultate sind sehr gut. Unsere Statistiken 5(2)7 und S(4)” liefern die mit Abstand bes-
ten Power Ergebnisse bei allen Modellen. Schon bei relativ kleinen Datenanzahlen (d.h. n =
500, 1000) findet unser Test Spriinge, wohingegen die Methoden von Barndorff-Nielsen und
Shephard (2006) und Ait-Sahalia und Jacod (2008) recht groBe Datenmengen benétigen (d.h.
n = 3000, 10000).

Abschlieend betrachten wir Semimartingale mit Rauschen. Dabei werden die gleichen Model-
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le wie zuvor verwendet. Die Power Ergebnisse der Teststatistik S7#@s<hen(2)" finden sich in den
Tabellen 4.9 und 4.10.

Wir konnen feststellen, dass es viel schwieriger ist Spriinge zu finden, wenn die Daten durch
Rauschen verunreinigt sind. Dies liegt vor allem an der langsameren Konvergenzrate der Schran-
ke. Folglich bedarf es viel mehr Datenpunkten um Spriinge zu finden. Unser Test liefert gute Re-
sultate fiir den Fall eines groen Sprungs, wenn die Stichprobe gro8 ist (d.h. n = 4900 —22500).
Falls die Spriinge klein sind, benotigen wir extrem viele Datenpunkte um sie zu finden.

4.8 Beweise

Durch den Einsatz von standard Stopptechniken (siehe, z.B., Barndorff-Nielsen, Graversen,
Jacod, Podolskij und Shephard (2006)) konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, dass die Prozesse a und o beschrinkt sind. Weiterhin bezeichnen wir alle Konstanten,
die in den Beweisen auftreten, mit C' oder Cj,, wenn sie von einem zusitzlichen Parameter p
abhédngen.

Im Folgenden werden wir oft die Ungleichung

E[|APX)] < Cm2,  1>0 (4.67)

benutzen. Hier bezeichnet X den stetigen Teil von X . Diese Aussage ldsst sich von der Burk-
holder Ungleichung ableiten (siehe Jacod (2008)).

Beweis von Satz 4.1:
(i) Zuerst nehmen wir an, dass der Prozess X keine Spriinge im Intervall [0, ¢] hat, dass heifit
der beobachtete Pfad gehort in die Menge €2¢. Es ist ausreichend zu zeigen, dass

Sp)r Lu U (4.68)

gilt (siehe (4.14) in Korollar 4.3.1). Dann erhalten wir ndmlich durch die Eigenschaften der
stabilen Konvergenz auch

t !
Var[n] iz, /) o |PAWV.. (4.69)

Mit Hilfe von Ungleichung (4.67) erhalten wir

[nt] [nt]
1 —1
n T Y |AIX Pl arxsen-=y < Cn'T TF ST |ANX Py = Op- (n'EV2TY2) - (4.70)
i=1 =1

fiir jedes [ > 0. Indem wir [ > 51

#1/2) wihlen, erhalten wir die Approximation

[ )
T(X,p)p =0T S |AIXP(1 =) +0p- (1) = T(X, p)} + 0p-(1). 4.71)

i=1
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Aus Satz 3.2 folgern wir, dass

P (p(p)t <a|F) L o) 4.72)

gilt. Hier ist ® die Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen und
p(p)¢ istin (4.11) definiert. Wir setzen

T(X,p)}
p(p):

und betrachten eine F-messbare Variable Z. Dann erhalten wir, wenn n — oo lduft

Y, = (4.73)

E*[l{Yngz,ZSz}] = E*[l{Zgz}P*(Yn S l" .F)] — (I)(.Z')P(Z S Z) = PI(U S x, A S Z).

(4.74)
U 1st hier definiert wie in Korollar 4.3.1. Per Definition folgt die Konvergenz
S(p)r L5 U (4.75)

Dies vervollstindigt diesen Beweisschritt.

(i1) Mit den Ergebnissen in Ait-Sahalia und Jacod (2008) erhalten wir unter Annahme (H) fiir

jedes p > 2
[nt]

Z |A?X|p<1 - 77i1{|A?X|§cn*W}> i Z |AX|P. (4.76)
=1 0<s<t
Deshalb gilt auf (2}
T(X,p)} — oc. 4.77)
Dies vervollstindigt den Beweis von Satz 4.1. 0

Beweis von Lemma 4.3.2:
Nach Voraussetzung gilt X = oIV und die Verteilung von 7 ist durch (4.18) gegeben. Wie im
Beweis von Satz 4.1 erhalten wir die Approximation

A

e e arxp(1-n)
S(p)f =

y/ Var[ni]V (X, 2p)?

auf Q)f. Fiir die Kumulanten von S (p)} folgern wir die folgenden Gleichungen

+ Op-(n~Y) = S(p)¥ + Op-(n7Y) (4.78)

ky = plim,__vnE[S(p)r|F] =0, (4.79)

ks = plimn%o\/ﬁ(E[(g(p)?)?’lf] = 3B[(S(p)?)*|FIEI(S (p)1)|F] +2(E[(§(p)?)|f])3)

= 0. (4.80)
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Dabei ergibt sich die zweite Gleichung aus der Tatsache, dass 7 eine symmetrische Verteilung
um 1 hat. Indem wir eine standard Edgeworth expansion (siehe Hall (1992), Seite 48) benutzen,
folgern wir

P(S()f < 2| F) = ®(x) + Ra(w). (481)

Dabei erfiillt R, (x) die Gleichung E[|R,(x)|] = O(n~!). Nun nehmen wir den Erwartungswert
und erhalten 3
P (S <) = 0(x) +0(n™). (4.82)

Dies vervollstindigt den Beweis von Lemma 4.3.2. U

Beweis von Satz 4.2:
Zuerst fithren wir die Zerlegung

X" = xe+ x7™ (4.83)

ein. Dabei ist X¢ der stetige Teil von X" und X7 = ~,J,.

—1
(1) Wir setzen v, = n~ "% . Dann ergibt sich

p—1 n n
T(X, )7 = 27 Y AIXOP (1= nilyapxecon-=y) 4.84)
iEIn
Fon Y A OP (L= s =) (4.85)
ie(lp)e

Dabei gilt folgende Notation I = {i| der Prozess J springt auf [*=1, £]}. Dabei konnen wir
feststellen, dass die erste Summe fast sicher endlich ist, da J ein compound Poisson Prozess ist.
Aus Satz 4.1 kdnnen wir

p—1

P2 n n Fst t !
T Y AP (L= mil g oigonney ) T Narlplan, [ lordw, @86)

ie(Ip)e
folgern. AuBlerdem erhalten wir, da @ < % gilt,
T Y AIXOP (1= il gapxocon-=y) o 0 IALP. (4.87)
i€l 0<s<t

Folglich gilt
t !
T(X™, p)r 224 Nari] iz, /0 o AW, + 3 AL (4.88)

0<s<t

fiir jedes p > 2und ¢ > 0.

(i1) Wir setzen v,, = n~3 und erhalten mit 4.67)
T (X)) = (VX 2)" — u2V(Xe 1, 1) + V(X5 2)) + op.(1). (4.89)
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Wie zuvor erhalten wir
TES (XM I U+ S AP, (4.90)

0<s<t

wobei Uf wie in Satz 4.2 definiert ist.

(i11) Wir setzen -y,, = n~%.Da J nur endlich viele Spriinge hat, folgern wir aus (4.67)

2V (X<, 4)1? V(X3 2)n/?
TAY XY = o =t —2) 42 dnt -(1). 4.91
XN =V ) R e g P (D 49D
Folglich erhalten wir
/ Z <s< |AJS|4
TAJ X(n) n Fst e £L0<s<t |78l 4.92
wobei U,¢ wie in Satz 4.2 definiert ist. U

Beweis von Satz 4.3:

Da der Prozess (oz? ), welcher in (4.38) definiert ist, per Annahme cadlag ist, konnen wir ohne
Beschriinkung der Allgemeinheit annehmen, dass (a?) beschrinkt ist.

Es gilt die Gleichung

kn—1 . kn—1 .

7S S ) o e oy

Durch die Burkholder Ungleichung erhalten wir
E[ X< < Cn~ 9" (4.94)

fiir alle ¢ > 0 und zwar gleichméBig in 7 (X bezeichnet den stetigen Teil von X'). Andererseits
konnen wir die folgende Ungleichung fiir den Prozess des Rauschen folgern, indem wir die
rechte Seite von (4.93) benutzen, falls der Prozess N;(2p) lokal beschrénkt ist

E[|er|9] < Cn~9/4, (4.95)
Dies gilt fiir alle ¢ < 2p und gleichmaBig in <.

(i) Wir nehmen nun an, dass X (w) keine Spriinge aufweist, das heiBt der Pfad gehort in Q.
Durch die Ungleichungen (4.94) und (4.95) erhalten wir die Approximationen (siche den Be-
weis von Satz 4.1 (1))

[nt]—kn+1
auschen n — Zn ~Rauschen n
R (Z ) =AY Z0 (1= ) 4 op (1) = TN (Z ) + o (1)

i=0
(4.96)
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und
[nt]—kn+1 o -
T(p)} = Var[n]n®=2/2 S | ZV1% + 0p, (1) = T(p)} + op.(1). (4.97)
i=0
. ~Rauschen = . .
Weil Var(T (Z,p)?] }") = I'(p)y gilt, folgern wir
P* <SRauschen(p)? < ZIZ" :,t') i) (I)(LC) (4.98)

Hier ist ® die Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen (dies folgt
mit Hilfe der gleichen Methoden, die im Beweis von Satz 3.2 verwendet werden). Die Argu-
mente aus dem Beweis von Satz 4.1 liefern

SRauschen(p>;L &) U. (499)

Dabei ist U wie in (4.53) definiert. Dies vervollstindigt diesen Beweisschritt.

(i) Mit den Resultaten aus Podolskij und Vetter (2008) (siehe dort insbesondere den Beweis
von Lemma 1) erhalten wir unter Annahme (H) fiir jedes p > 2

1 [nt]—kn+1 . - 1
— Y Iz (1= 0z en = ) —% gw)Pdu S |AX,JP (4.100)
n im0 0<s<t
und .
* p
T(p); — Var[m]Mp/ (%90? + 2%91043) ds. (4.101)
0
Deshalb haben wir auf )/
Ghauschen (pyn 22, 00, (4.102)

Dies vervollstindigt den Beweis von Satz 4.3. U
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Kapitel 5

Ein Range-basierter Test auf die
parametrische Form der Volatilitat

In diesem Kapitel stellen wir einen neuen Test auf die parametrische Form der Volatilitit vor.
Dabei betrachten wir ein stetiges Diffusionsmodell vom Typ dX; = a(t, X;)dt + o(t, X;)dW,.
Unser Ansatz verwendet Range-basierte Schitzer fiir die integrierte Volatilitdt und die integrier-
te vierte Potenz der Volatilitit, welche benutzt werden, um die Teststatistik zu konstruieren. Wir
zeigen unter relativ schwachen Annahmen die schwache Konvergenz unserer Teststatistik ge-
gen eine zentrierte Normalverteilung. Als Konsequenz erhalten wir einen Test, der fiir jede feste
Alternative konsistent ist.

Weiterhin préisentieren wir eine parametrische Bootstrap Methode, welche eine verbesserte Ap-
proximation der Teststatistik liefert. AbschlieBend demonstrieren wir mit Hilfe von Monte Carlo
Simulationen, dass der Range-basierte Test eine hohere Power hat als der Test, der auf inner-Tag
Ertrigen beruht, wenn sie auf der selben Stichprobenfrequenz verglichen werden.

5.1 Einleitung

Zeitstetige stochastische Prozesse sind grundlegende Werkzeuge fiir das theoretische Bewerten
von Wertpapieren und Optionen. Ito Diffusionen, die die stochastische Differentialgleichung

dXt = a(t,Xt)dt + O'(t, Xt)th, te [O, 1] (51)

losen, wobei das Intervall [0, 1] typischer Weise einen Handelstag reprisentiert, bilden eine
gemeinhin verwendete Klasse von Prozessen, um die Dynamiken von Wertpapierpreisen oder
Zinsen zu modellieren. Dabei bezeichnet W eine Brownsche Bewegung, a eine Driftfunktion
und o die Volatilititsfunktion. Wir nehmen auflerdem an, dass der Prozess X = (X;);cpo,1) an
dquidistanten Zeitpunkten ¢; = i/N,7 =0, ..., N beobachtet wird.
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In den letzten Jahrzehnten sind eine Vielzahl von unterschiedlichen parametrischen Model-
len vorgeschlagen worden, um verschiedene Typen von Optionen zu modellieren (siehe, z.B.,
Black und Scholes (1973), Vasicek (1977), Cox, Ingersoll und Ross (1985), Karatzas (1988)
oder Constantinides (1992) neben vielen anderen). Eine angemessene Modellierung der Vo-
latilitdtsfunktion o in Gleichung (5.1) ist duBerst wichtig fiir die Optionsbewertung und eine
fehlerhafte Spezifikation fiihrt zu erheblichen Fehlern in der Analyse der Daten.
Erstaunlicherweise gibt es nur wenig theoretische Resultate beziiglich der parametrischen Form
der Volatilitit unter Beriicksichtigung von Hochfrequenzdaten (siehe Corradi und White (1999),
Dette und von Lieres und Wilkau (2003), Dette, Podolskij und Vetter (2006) sowie Dette und
Podolskij (2008)). Im Folgenden prisentieren wir einen konsistenten und Range-basierten Test
fiir die Nullhypothese, dass die wahre Volatilitétsfunktion 0% in dem Vektorraum U liegt, der
durch die gegebenen Volatilitdtsfunktionen

0f,...,05:[0,1]]x R— IR (5.2)

aufgespannt wird. Dabei basiert der Test auf Hochfrequenzdaten X;, . Die KerngroBe in unse-
rem Ansatz ist

1 d 2
M?= " min / (O’Q(S,XS> -> Osz'JZ»(S, XS)) ds, (5.3)
0 =

die den £?-Abstand zwischen o und U misst. Wir konstruieren einen Range-basierten Schiitzer
M3, von M? und entwickeln einen Zentralen Grenzwertsatz fiir eine standardisierte Version von
M?%. Die Nullhypothese lehnen wir fiir groBe Werte von M3 ab.

Grundlage fiir unseren Test ist die Idee von Dette, Podolskij und Vetter (2006). Sie schiitzten )/>
mit Hilfe von Statistiken, die auf inner-Tag Ertrdgen beruhen (siehe auch Dette und Podolskij
(2008) fiir einen Ansatz mit empirischen Prozessen). Praktiker benutzen gewohnlich moderate
Frequenzen, zum Beispiel 5- oder 10-Minuten Frequenzen, bei der Verwendung von inner-Tag
Ertragen. Dies liegt daran, dass mikrostrukturelles Rauschen den wahren Preisprozess verunrei-
nigt. Hansen und Lunde (2006) zeigten allerdings empirisch, dass mikrostrukturelles Rauschen
vernachlissigt werden kann, wenn moderate Frequenzen benutzt werden. Wir empfehlen nun,
anstatt 5- oder 10-Minuten Ertrige, 5- oder 10-Minuten Ranges zu benutzen, da dieses Vorgehen
effizienter ist. Somit erwarten wir, dass unser Test eine grof3ere Power hat, als jener bei Dette,
Podolskij und Vetter (2006). Weiterhin konstruieren wir einen Test fiir Abstandshypothesen,
welcher den £2-Abstand zwischen o2 und U/ statistisch quantifiziert.

5.2 Voraussetzungen und Testprozedur

Zuerst definieren wir einen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, (F3)sc(o0,1), P). Wir neh-
men in diesem gesamten Kapitel an, dass die stochastische Differentialgleichung (5.1) eine ein-
deutige starke Losung X = (Xt)te[o,l] mit deterministischem Startwert X, besitzt, die zu der
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Filtration (]:t)te[o,l] adaptiert ist (siehe, z.B., Karatzas und Shreve (1991), Seite 289, fiir hinrei-
chende Bedingungen fiir Existenz und Eindeutigkeit einer starken Losung). In diesem Fall 146t
sich X wie folgt reprédsentieren

t t
Xt:XoJr/ a(s,Xs)ds+/ o(s, X )dW,,  tel0,1]. (5.4)
0 0

In diesem Kapitel konstruieren wir einen neuen Test fiir die Hypothese, dass die wahre Vola-
tilitdtsfunktion o2, entlang des beobachteten Pfades (X;(w)):cpo,1), als Linearkombination der
Funktionen o7, . .., 03, welche durch die Gleichung (5.2) gegeben sind, représentiert werden
kann. Dies bedeutet

d
o’(t, X)) =Y ool (t, Xy), Vitelo1], (5.5)
j=1

fiir gewisse o = (ay, ..., aq)! € R4

Bemerkung 5.2.1 Wenn wir die ideale Situation haben und den Pfad (X.).cpo1) vollstindig
beobachten konnen, sind wir natiirlich in der Lage zu entscheiden, ob Gleichung (5.5) wahr ist
oder nicht. Allerdings ist es uns im Allgemeinen nicht moglich zu entscheiden, ob die Funktion
o2 auferhalb der Menge { X,(w)| t € [0,1]} als Linearkombination der Funktionen 0%, . .., o3
dargestellt werden kann. Wenn allerdings die Funktionen o* o3, --- 03 nicht von t abhiingen
und analytisch auf IR sind, ist es ausreichend (5.5) zu verifizieren, um zu schlieflen, dass die
entsprechende Annahme fiir alle x € IR gilt, wenn der beobachtete Pfad von X nicht konstant
ist.

Es ist erwihnenswert, dass die Reprisentation (5.5) genau dann gilt, wenn M/? = () entlang des

beobachteten Pfads (X;(w))¢cjo,1) erfiillt ist. Folglich definieren wir die Nullhypothese und die
Alternative als

Hy:we Qy={we M*(w)=0} und Hi:weQ ={weQ M*(w) >0}
(5.6)

Bevor wir fortfahren die Testprozedur zu diskutieren, miissen wir einige Voraussetzungen fest-
legen, die notwendig sind, um die asymptotischen Resultate dieses Kapitels zu beweisen.

(A1) Die Prozesse a; = a(t, X;), oy = o(t, Xy), 010 = o1(t, Xy), ..., 00 = 04(t, X;) sind
stetig.

(A2) Die Annahme (Al) gilt und 0,04,...,04 € C*?([0,1] x IR). Das heiBt, die Funktio-
nen sind einmal stetig differenzierbar in ¢ und zweimal stetig differenzierbar in z. Zusitzlich
diirfen die Prozesse oy, 014, - - - , 04 nicht verschwinden.
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(A3) Die Funktionen 0%, . . ., 02 sind linear unabhéngig auf [0, 1] x [a, b] fiir alle a < b.

Als niichstes formulieren wir eine dquivalente Darstellung der GroBe M2, wie sie in (5.3) ge-
geben ist. Aus diesem Grund definieren wir das innere Produkt fiir quadratisch integrierbare
Funktionen f, g : [0,1] x IR — IR durch

1

Fog) = [ Fs X)g(s, Xo)ds. (57
Wir méchten darauf hinweisen, dass M? der von [-, -] induzierte £-Abstand zwischen der
Funktion 02 und dem Vektorraum, der von 0%, ..., 02 aufgespannt wird, ist. Mit Hilfe von

Standardargumenten der Hilbertraumtheorie (siehe, z.B., Achieser (1956)) erhalten wir sofort
die Identitit
M? =Cy— (Cy,...,Cq)D™HCy,...,Cy)T. (5.8)

Dabei sind die GroBlen Cy, C1, ..., Cqund D = (D;;)1<; j<a gegeben durch

1
Cy= [02,02] = / 04(5,X8)ds,
0

1
C; = [07,07] :[) o2(s, Xs)o2 (s, X,)ds,  1<i<d,

1
D;; = [o},07] = A o7 (s, X)o7 (s, Xs)ds, 1<i,5<d. (5.9
Voraussetzung (A3) impliziert die Invertierbarkeit der Zufallsmatrix D, wenn der Prozess X
mit positiver Wahrscheinlichkeit nicht konstant ist.

Im Folgenden benutzen wir die Range-basierten Methoden, die in Christensen und Podolskij
(2006, 2007) diskutiert wurden, um empirische Analogons zu den in (5.9) definierten Termen

zu konstruieren. Wir wiederholen nun kurz die grundlegenden Ideen dieses Konzeptes.

5.2.1 Range-basierte Schitzung

Wir definieren N = nm wobei n und m zwei natiirliche Zahlen sind. Weiterhin definieren wir
die beobachtete Range des Prozesses X auf dem Intervall [%, %] als

Sinm = sup | X — Xl (5.10)

site[=L, LNy

Dabei gilt Iy = {j/N|j = 0,..., N}. Wir schreiben s; ,,,(X), wenn wir die Abhingigkeit
vom Prozess X herausstellen wollen. Die Statistik s; ,, ,, basiert auf m + 1 Beobachtungen aus
dem Intervall [%, ] und wir erhalten die absoluten inner-Tag Ertrige, wenn m = 1 gilt.
Das Kernstiick des Range-basierten Ansatzes ist die Klasse der Range-basierten Power Variati-
onsstatistiken. Diese sind fiir ein » > 0 definiert als

RPV(r)nm=n2">"sl, .. (5.11)

i=1
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Satz 5.1 Wir nehmen an, dass (A1) gilt. Dann erhalten wir, wenn n — oo lduft

1
sup |RPV (1) pm — )‘r,m%) lo(s, Xs)["ds £50. (5.12)

Hier sind die Konstanten )\, ,,, definiert als
Ao = E[ sup  |[W, — W] (5.13)

s,t€[0,1]N I,

Beweis: Fiir einen Beweis siehe Christensen und Podolskij (2006).

Bemerkung 5.2.2 Nach unserem Wissen gibt es keine explizite Darstellung fiir A, ,,. Jedoch
lassen sich diese Grofien leicht durch Simulationen bestimmen. Wenn ,,m = oo “gilt, entspricht
die Konstante \, = lim,,,_,o, A, Offensichtlich dem r-ten Moment der Range der Brownschen
Bewegung auf dem Intervall |0, 1]. Feller (1951) zeigte, dass die Dichte der Funktion R =
Sup, yepo,1) [We — Wil als

=8 Z D E2 (k) (5.14)
reprdsentiert werden kann. Dabei bezelchnet ¢ die Dichte der Standardnormalverteilung. Mit

dieser Formel konnen wir folgern, dass A\, < oo ist, fiir alle r € IR. Fiir r > 1 erhalten wir

weiterhin

2B 1) — 1y & (=D)L
A = v r( 5 )kzl ) r>1, (5.15)

A= & (5.16)

NZS
Wir verweisen auf Podolskij (20006) fiir einen detaillierten Bewelis.

Satz 5.1 gibt bereits einen Hinweis, wie die Schitzer der in (5.9) definierten GréBen spiter
konstruiert werden. Zusitzlich benodtigen wir noch ein Resultat iiber stabile Konvergenz, um
einen Test auf die parametrische Form der Volatilitit entwickeln zu konnen.

Satz 5.2 Wir nehmen an, dass (A2) gilt. Dann gilt, wenn n. — oo lduft und m fest ist

Va(RPV(r),, )\rm/ (s, X,)7ds ) 25 Doy — Tm/ o (s, X)"dW!.  (5.17)

Hierbei bezeichnet W' eine weitere Brownsche Bewegung, die auf einer Erweiterung des filtrier-
ten Wahrscheinlichkeitsraums (2, F, (Fi)icp0,1), P) definiert und unabhdingig von der o-Algebra
F ist.
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Beweis: Ein Beweis findet sich in Christensen und Podolskij (2006).

Obwohl wir den Satz 5.2 fiir feste m formuliert haben, gilt er auch, wenn ,,mm = oo*gilt.
Wir mochten darauf hinweisen, dass Annahme (A2) zusammen mit Ito’s Formel impliziert, dass
der Volatilititsprozess (o) eine Ito diffusion ist, was eine standard Voraussetzung fiir stabile
Zentrale Grenzwertsitze bei Hochfrequenzszenarien ist (siehe, z.B., Barndorff-Nielsen, Gra-
versen, Jacod, Podolskij und Shephard (2006) oder Christensen und Podolskij (2006, 2007)).
Aus Satz 5.1 konnen wir schlieBen, dass die Statistik Ay L RPV(2),,. ein konsistenter Schiitzer
der GroBe [ o2(s, X,)ds ist. Satz 5.2 liefert dann den Zentralen Grenzwertsatz fiir diese Sta-
tistik.
Nun wollen wir die Effizienz des Range-basierten Schitzers mit der, des gewohnlichen Schiit-
zers der integrierten Volatilitit, vergleichen. Zur Erinnerung, die realisierte Volatilitét ist defi-
niert als "

RV, =3 (Xi— Xi)™ (5.18)

i=1

Mit Hilfe von Barndorff-Nielsen, Graversen, Jacod, Podolskij und Shephard (2006) sowie Satz
5.2 folgern wir die folgenden Zentralen Grenzwertsitze

ViRV, - Al o (s, X.)ds) 2 MN(O,%1 o' (s, X.)ds ), (5.19)

A — A

1 1
V(AL RPV () - / 02 (5, X,)ds ) 2% MN(O,TM /O o' (5, X,)ds ).
2m

0
(5.20)

Hier bezeichnet M N (0, n?) die gemischte Normalverteilung mit bedingter Varianz 1. In Chris-
tensen und Podolskij (2007) wurde gezeigt, dass

2
. A4,77’1, - A277’)/),
lim ————>—

/\4,m - /\% m 5o
—g < 2 fiirallem (5.21)
2,m

~ 0,4 und
gilt. Dies bedeutet, dass der Range-basierte Schitzer A, }HRPV(Q)n,m effizienter ist als RV/,.

Wir mochten dennoch darauf hinweisen, dass, statistisch gesehen, der obige Vergleich unfair
ist. Die Statistik )\i }nRPV(Q)n,m beruht auf nm Beobachtungen, wihrend RV,, nur n Daten
verwendet. Trotzdem hat der Range-basierte Schitzer A\, }nRPV(2)n7m einige praktische Vor-
teile. Es ist gemeinhin in der 6konomischen Literatur akzeptiert, dass der Preisprozess X durch
mikrostrukturelles Rauschen gestort ist (siehe, z.B., Barndorff-Nielsen und Shephard (2007)).
Dies bedeutet, dass die realisierte Volatilitdt ein ungenaues Maf fiir die integrierte Volatilitit
wird, wenn hohe Frequenzen, beziehungsweise alle Daten, benutzt werden. Aus diesem Grund
verwenden Praktiker moderate Frequenzen, wie z.B. 5- oder 10-Minuten Frequenzen, um die
realisierte Volatilitit zu bestimmen. Bei diesen Frequenzen kann der Einfluss des Rauschens
vernachlissigt werden (siehe Hansen und Lunde (2006) fiir eine empirische Rechtfertigung die-
ses Vorgehens). Christensen und Podolskij (2007) haben empfohlen 5- oder 10-Minuten Ranges
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anstatt 5- oder 10-Minuten Ertridge zur Konstruktion von Schétzern der integrierten Volatilitit
zu verwenden (siehe auch Martens und van Dijk (2007) fiir einen empirischen Vergleich dieser
beiden Vorgehen). Der obige Zentrale Grenzwertsatz bestitigt die Vorteile der Range-basierten
Methode.

5.2.2 Testprozedur

Nun sind wir so weit konsistente Schitzer der Groen Cy, ', ..., Cy und D, wie sie in (5.9)
definiert sind, zu konstruieren. Wir betrachten die Statistiken

Co™ =N Y Sk (5.22)

k=1

n,m -1 < 2 k—1 2 .
Ci™ = Agm > 0 ( - s X521 )S) s 1<i<d (5.23)
k=1

und 1 & k—1 k—1
D?jzﬁkgcﬁ( — Xea)oj (o Xa),  1<ij<d (5.24)
Unter der Annahme (A1) konvergieren Ci*™", C1""™, ..., C;"™ und D" jeweils in Wahrschein-

lichkeit gegen Cj, C', ..., Cy und D. Somit erhalten wir durch

Mz =Cy™ — (o™, ..., Cym™(Dm~Her™, ..., o™t (5.25)

einen konsistenten Schitzer des DistanzmaBes M 2. Der nichste Satz sichert die stabile Konver-
genz des Vektors \/n(Cy™ — Co, C1"™ — O, ..., C7™ — Cy)T.

Satz 5.3 Wir nehmen an, dass die Bedingungen (A2) und (A3) gelten. Dann gilt, wenn n — oo
lauft und m fest ist

D" — D =o,(n"?) (5.26)
und
Co™ =Gy
cym™—-C 11
vo| 8 T By / S2dw. (5.27)
: 0
Cg’m - Cy
Dabei ist ¥ eine (d + 1)-dimensionale Matrix. Sie ist gegeben durch
v(s) i) va(s)
vi(s) wii(s) -+ wvia(s)

Xs = : S : (5.28)
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mit
Mgy — A2
o(s) = 8A44m o8 (s, X,), (5.29)
Moo — Ao A
(s) = IS G2 s X )% (s, X, L<i<d (5.30)
und
M — A2
vii(s) = TM 07 (s, X)o7 (s, X)ot (s, Xy), 1<i,j<d. (5.31)
2,m

W' ist dabei eine (d + 1)-dimensionale Brownsche Bewegung, die auf einer Erweiterung des
filtrierten Wahrscheinlichkeitsraums (S0, F, (F;)cjo1), P) definiert und unabhdngig von der o-
Algebra F ist.

Beweis: Als erstes stellen wir fest, dass wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit anneh-
men konnen, dass die Prozesse a; = a(t, X;) und 0, = o(t, X)), 01, = 01(t, Xy), ..., 0 =
o4(t, X;) beschrinkt sind. Dies lidsst sich mit Hilfe von Stopptechniken und Voraussetzung
(A1) folgern (siehe Barndorff-Nielsen, Graversen, Jacod, Podolskij und Shephard (2006) fiir
eine Rechtfertigung dieser Annahme). Weiterhin bezeichnen wir alle Konstanten, die im Be-
welis auftreten, mit C.

In Dette, Podolskij und Vetter (2006) wurde bereits gezeigt, dass

D" — D = o0,(n"?) (5.32)

gilt. So bleibt uns nur noch den stabilen Zentralen Grenzwertsatz in Satz 5.3 zu beweisen.
Dazu approximieren wir die GroBe s; 5, ,,, (X ) durch |oi-1]s; ,, ,, (). Christensen und Podolskij
(2006) haben in diesem Zusammenhang bereits unter der Voraussetzung (A2) folgende Aussage
gezeigt

S i (600 — BIES I Fi])
g G| | (65 = Flein i ) .
Ci™ = Ca L (69, - B, 7))
mit
&) = Zija‘* Stm(W), (5.34)
¢k ”1/20,3’110%133, mW), k=1,...d (5.35)
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Weiterhin konnen wir folgern

En:( 1nm znm’:’r ] [gznm f‘” ] [gznm F%]) i} Al Z’;+17l+1d8 (536)

=1
fir 0 < k,l <d,und

B[l 1 Fima] < k=0,....d, (5.37)

B‘Q

da die Prozesse oy, 014, ..., 04 beschriankt sind. Als nidchstes mochten wir darauf hinweisen,
dass die Identitit
k
B[ (W

i,m,m P

W) (W

— W) Fi] =0, k=0,...,d, (5.38)

— Wizi)und s}, (W) (Wi — Wi

n n n

1) beide ungerade

gilt, weil die Funktionale s? o (

in W sind.

AbschlieBend nehmen wir an, IV sei ein beschrinktes Martingal auf (€2, F, (F)icoq, P), das
orthogonal zu W ist. Dies bedeutet fiir die Kovariation < N, W >,= 0 fast sicher. Dann folgern
wir

3l

Bl (N

i,n,m L
n

— Na)|Fi] =0,  k=0,....,d, (5.39)

was bereits in Christensen und Podolskij (2007) gezeigt wurde. Der Rest der Aussage von Satz
5.3 folgt nun aus (5.33)-(5.39) und Theorem IX.7.28 in Jacod und Shiryaev (2003). ]

Wir konnen den stabilen Limes in Satz 5.3 auch anders identifizieren. Er ist ndmlich gemischt
normalverteilt mit bedingter Varianz fol Y¢ds. Mit Hilfe der A-Methode fiir stabile Konvergenz
(siehe Podolskij (2006) oder Abschnitt 2.1) kdnnen wir das folgende Ergebnis formulieren.

Korollar 5.2.3 Wir nehmen an, dass die Bedingungen (A2) und (A3) erfiillt sind. Wenn n — o0
lduft und m fest ist, dann gilt

V(Mg - m?) B O_—Q@AV.WCQMTJ)AfzédWZ. (5.40)

Dabei ist W' wieder eine (d + 1)-dimensionale Brownsche Bewegung, welche auf einer Erwei-
terung des Wahrscheinlichkeitsraums (2, F, (Ft)tcoq, P) definiert und unabhdngig von der
o-Algebra F ist.

Nun zeigen wir, wie Korollar 5.2.3 angewendet werden kann, um einen standard Zentralen

Grenzwertsatz zu erhalten. Wir mochten darauf hinweisen, dass der stabile Limes in (5.40)
gemischt normalverteilt ist mit bedingter Varianz

T

pQ:(L—Qalw.wChﬂ)1)412ﬂs@ﬁ—2ﬁh,“,GﬁDg . (5.41)
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Indem wir wieder eine Variante von Satz 5.1 benutzen, erhalten wir
2 n,m mn,m n\—1 mn,m mn,m ny—1 T
o= (L—2(Cpm, . ™D S (1 —2(CE L O (542)

als konsistenten Schiitzer fiir p?. Dabei ist ¥y gegeben durch

UN /L):{V « e Uév
N N N
vy U1 o Vg
Xy = S . (5.43)
N N N
Vg Ug1 " Ugq
mit
/\8 _ /\2 n
oV = T TSN S (5.44)
>\4»m)\87m kil o
A6.m — M A " k—1 .
UlN _ \6m 4,mA2;m 9 O'f( aXb)Sg,n,mv 1 <i<d, (5.45)
)\4,m)\2,m)\6,m k=1 n "
Aim — A3 nooLk—1 k—1
N m 2,m 2 2 4
vy = ————20n o (—— Xi-1)o? Xk-1)s 1<4,5<d
Y NomAam = i n o’ Tl) i n 1) Sknm: J

(5.46)

Die Eigenschaften der stabilen Konvergenz implizieren direkt die folgende stabile Konvergenz

(s )
PN

Mit diesem Ergebnis konnen wir nun auf die parametrische Form der Volatilitit testen. Die
Nullhypothese Hj : w € )y wird auf dem Level a verworfen, wenn

M2
VnMy > Clea, (5.48)
PN

Doty (5.47)

wobei ¢;_,, das (1—«)-Quantil der Standardnormalverteilung ist. Die Unabhiingigkeit zwischen
W’ und F impliziert die folgende Konvergenz

P(\/EM?V

> Cl—a|QO) — Q.
PN

Andererseits gilt auch

M2
P(ﬁ N cl_a\m) 1 (5.49)
PN

Folglich ist der obige Test konsistent gegen jede feste Alternative.
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5.2.3 Abstandshypothesen

In der Praxis ist es relativ unrealistisch zu erwarten, dass die wahre Volatilititsfunktion o2 als
Linearkombination der gegebenen Funktionen o7, . . ., o2 reprisentiert werden kann. Eine inter-
essantere Fragestellung ist, wie nah o2 dem Vektorraum ist, der durch o%, ... 03 aufgespannt
wird. Wir miissen jedoch darauf hinweisen, dass die GroBe M? kein adiquates MaB fiir dieses
Problem ist. Wir miissen sie zuerst in Relation zu der Norm von ¢ setzen, welche durch |-, ]
induziert wird. Dann erhalten wir die prdzisen Abstandshypothesen

Hy:w e Qe) = {w e Q] m <€} (5.50)
und )
lewEQl(e):{w€Q|m>e}. (5.51)

Hierbei ist 0 < € < 1 eine gegebene Konstante. Auflerdem wollen wir darauf hinweisen, dass
[02,0% = Cy = [ otds ist. Hypothesen dieser Form sind, in einem klassischen Szenario, von
Hodges und Lehmann (1954) diskutiert worden.

Mit Hilfe von Satz 5.3 und der A-Methode fiir stabile Konvergenz erhalten wir

MZ o MP
com O,

\/ﬁ( ) De, MIN(0, 2), (5.52)

mit

-9 (Cl,.. .,Cd)D_l(Cl,.. .,Od)T —2(01,...,Cd)D_1 1
— > .
7= o , o ) [ s 553)

Ci,...,Cq)D7YC,,...,Cy)T —=2(Cy,...,Cy) D I\T
(( 1, 3 d) 2( 1, ; d) : ( 1, ) d) ) ' (554)
Co Co
Als konsistenten Schiitzer fiir die bedingte Varianz p* benutzen wir
g = ({07 GO CET GV ACT - Gy
v G | G
((C’?’m, N O [0 10 It (O O/ KIS (G Cg’m)(D”)‘1>T
X n,m Y n,m °
(Co™)? Co’
(5.55)
Folglich wird die Nullhypothese Hy : w € Q(€) zu einem a-Level verworfen, wenn
ﬁ(é\fifﬁ — e)
. > Cla- (5.56)

PN
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Die Unabhingigkeit zwischen W’ und F impliziert wieder

MY My M2
P(\/ﬁ<(§1’: ) > e1al(e)) < P(ﬁ<cgg; &) > eal(e)) o (557)
und »
P(ﬁ(cﬁ“m ~ > c1ali(e)) = 1. (5.58)

PN
Als Konsequenz der letzten Konvergenz erhalten wir, dass der Test konsistent gegen jede Alter-
native ist.

5.3 Parametrischer Bootstrap und Eigenschaften bei endli-
chen Stichproben

In diesem Kapitel fiihren wir einen parametrischen Bootstrap ein und untersuchen die Perfor-
mance unserer Methode bei endlichen Stichproben.

5.3.1 Parametrischer Bootstrap

Um die Performance bei endlichen Stichproben zu verbessern, fithren wir nun ein parametri-

sches Bootstrapverfahren ein. Immer wenn wir dieses Bootstrapverfahren benutzen, nehmen wir

an, dass die Funktionen o2 0%, ..., 02 nicht von ¢ abhiingen und analytisch auf IR sind. Wei-

terhin betrachten wir den Koeffizientenvektor ™" = (o' ... «om™)T welcher wie folgt
definiert ist

. 1 d 2
A" = argmin e, ... agrems A (025, X.) = Y- ajo(s, X)) ds. (5.59)
j=1

Indem wir Argumente aus der Hilbertraumtheorie anwenden, erhalten wir die Darstellung
Q™ = D‘l(C’l, . ,C’d)T. (5.60)

Die GroBen hier sind in (5.9) definiert. Folglich erhalten wir einen konsistenten Schitzer von
a™" durch
ay™ = (DM)H e, e (5.61)

In einem zweiten Schritt generieren wir Daten X *j (¢2=20,...,N,5 = 1,...,B) aus der
N
stochastischen Differentialgleichung

dX, = Zaj}@”a] (t,X)dW,,  telo,1]. (5.62)
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Hierbei mochten wir daran erinnern, dass die Driftfunktion die asymptotische Verteilung nicht
beeinflusst. Als nichstes berechnen wir die Bootstrap Analogons

VnM2(1) VM3 (B) (5.63)

pn(1) 77 pn(B)

der Statistik \/n M3 /py. AbschlieBend vergleichen wir den Wert von /n M3 /py mit den ent-
sprechenden Quantilen der Bootstrap Verteilung. Wir mochten darauf hinweisen, dass die Boot-
strap Prozedur gerechtfertigt ist, da die Funktionen 02, 0%, ..., 0% unabhiingig von ¢ und auf IR
analytisch sind.

Im Folgenden vergleichen wir die Performance bei endlichen Stichproben von dem Range-
basierten Test mit der Methode, welche von Dette, Podolskij und Vetter (2006) vorgeschlagen
wurde. Wir mochten deshalb kurz wiederholen, wie der Test in jenem Artikel konstruiert wurde.

Dort wird das AbstandsmaB3 M? mit Hilfe von Ertrags-basierten Statistiken geschiitzt

My =Cy—(Cr,...,Cp (DM CY, .. ), (5.64)
mit
Cr =23 (Xe — Xima)", (5.65)
33 "
Cr =3 o Xe)(Xx = Xim)?,  1<i<d (5.66)
k=1 n n n

Wir mochten nochmals darauf hinweisen, dass die Grofe Mﬁ auf der moderaten Frequenz 1/n
beruht und nicht auf 1/N, da die Ertrags-basierte Statistik bei Hochfrequenzmessungen inad-
dquat wird. Dette, Podolskij und Vetter (2006) haben gezeigt, dass \/E(Mg — M?) asymptotisch
gemischt normalverteilt ist mit bedingter Varianz

e = (1, —2(Ch, .., (Jd)D—l) Al isds(L —2(Ch, . .. ,Cd)D‘1>T. (5.67)

Dabei ist 2, wie folgt definiert

S = : A (5.68)
0a(s) Va1(s) Daa(s)
mit
o(s) = 33208(3, Xy), (5.69)
0i(s) = 402(s, X)0% (s, X,), 1<i<d, (5.70)

0ij(s) = 207(s, Xs)o2 (s, Xs) o' (s, Xs), 1<id,j<d. (5.71)
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Indem sie einen Ertrags-basierten Schitzer ,5?;6 vonp>¢ konstruierten, konnten Dette, Podolskij
und Vetter (2006) den folgenden standard Zentralen Grenzwertsatz formulieren

T2 As2
\/ﬁ(MT M)LN
Pr,

(0,1). (5.72)

Mit diesem Zentralen Grenzwertsatz war es ihnen dann moglich einen Test fiir die Nullhypothe-
se zu konstruieren. Zusétzlich fiihrten Dette, Podolskij und Vetter (2006) einen parametrischen
Bootstrap ein, der dem oben vorgestellten gleicht. Auch sie bezweckten damit die Performance
bei endlichen Stichproben zu verbessern.

5.3.2 Monte-Carlo Simulationen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Performance der Bootstrap Prozedur fiir das Problem
auf diverse lineare Hypothesen zu testen.
Zuerst demonstrieren wir das simulierte Level des Range-basierten Tests, indem wir den para-
metrischen Bootstrap anwenden. In den Tabellen 5.1-5.3 prisentieren wir die Resultate fiir die
Nullhypothese

Hy: o*(t, X;) = aX? (5.73)

und verschiedene Driftfunktionen a(t, z). Wir generieren den Prozess X durch die stochasti-
sche Differentialgleichung (5.1) mit 02(¢, #) = z* und dem Startwert X, = 1. Diese Wahl des
Startwerts gilt fiir den gesamten Abschnitt. Die Stichprobengréfe, oder genauer die Anzahl von
Ranges ist n = 100, 200, 500, wihrend die Anzahl an Beobachtungen, um die jeweilige Ran-
ge zu berechnen, m = 10, 20, 50 ist. Wir benutzen 1000 Simulationsdurchldufe und B = 500
Bootstrap Wiederholungen, um die Wahrscheinlichkeiten einer filschlichen Ablehnung zu si-
mulieren. Wir beobachten eine ziemlich akkurate Approximation fiir alle Driftfunktionen, sogar
fiir kleine Datenmengen. Uberraschenderweise hingen die Ergebnisse nicht wesentlich von m
ab. In Tabelle 5.7 priasentieren wir die Level Approximation fiir den Ertrags-basierten Test von
Dette, Podolskij und Vetter (2006), welcher dem Fall m = 1 entspricht. Wir beobachten hierbei
dhnliche Ergebnisse wie sie in den Tabellen 5.1-5.3 zu finden sind.

Nun présentieren wir Ergebnisse fiir die Nullhypothese

Hy: o*(t, X;) = ag + an X7 (5.74)

Dabei wird der Prozess X durch die stochastische Differentialgleichung (5.1) mit o2(¢, ) =
1 + 22 erzeugt. In den Tabellen 5.4-5.6 finden sich die Simulationsergebnisse fiir das Level des
Range-basierten Tests, wihrend Tabelle 5.8 die Ergebnisse des Ertrags-basierten Tests enthilt.
Auch hier zeigt sich, dass das Level nicht entscheidend von m abhéngt.

Als néchstes demonstrieren wir die Power der Bootstrap Methode. In den Tabellen 5.9-5.11
prasentieren wir die simulierten Wahrscheinlichkeiten die Nullhypothese einer konstanten Vo-
latilitdt abzulehnen, wobei wir verschiedene Alternativen betrachten. Die Driftfunktion haben
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wir als a(t,z) = (2 — x)/10 gewihlt und das tibrige Simulationsdesign ist wie oben. Wir be-
obachten eine sehr hohe Power des Range-basierten Tests sogar fiir n = 100. Weiterhin wichst
die Power mit m. Um diese Ergebnisse vergleichbar zu machen, zeigen wir in Tabelle 5.15
die entsprechenden Resultate fiir den Ertrags-basierten Test. Auch in dieser Tabelle zeigt sich
eine gute Power, wobei sie bei allen Frequenzen nicht grofler ist als bei der Range-basierten
Methode. Dies ist jedoch nicht iiberraschend, da der Ertrags-basierte Ansatz dem Fall m = 1
entspricht.

Dieser Sachverhalt dndert sich, wenn wir die Power fiir die Nullhypothese

Hy: o*(t, X;) = aX} (5.75)

betrachten. In den Tabellen 5.12-5.14 konnen wir beobachten, dass die Power des Range-Tests
sehr stark von der Alternative abhingt. Wahrend wir sehr gute Ergebnisse fiir die Alternative
o?(t,r) = 1 erhalten, ist die Power fiir den Test gegen die Alternative o%(¢, z) = 5|x|>/? ziem-
lich niedrig und @hnliches gilt auch fiir den Ertrags-basierten Test, dessen Performance sich in
Tabelle 5.16 findet. Wie dem auch sei, die niedrige Power fiir die Alternative o2 (¢, 7) = 5|x|3/2
ist nicht liberraschend. Natiirlich entdeckt der Test fiir kleine Werte von X, zur Erinnerung es
gilt Xy = 1, nur sehr schwierig Unterschiede zwischen Volatilititsfunktionen der Form |x|%/2
und z2. Weiterhin wollen wir erwihnen, dass die Power in m wiichst, was impliziert, dass der
Range-Test mehr Power hat als der Ertrags-basierte Test.

Abschlieend demonstrieren wir das Level und die Power fiir den Abstandstest. Als erstes miis-
sen wir darauf hinweisen, dass wir die Bootstrap Methode nicht anwenden konnen, da wir die
Daten nicht unter Hy : w € y(€) generieren konnen. Deshalb benutzen wir den Zentralen
Grenzwertsatz aus Abschnitt 5.2.3 als Approximation fiir die Verteilung von % In den Ta-
bellen 5.17 und 5.18 prisentieren wir Ergebnisse fiir die Nullhypothese

Hy <0,1 (5.76)

X
mit 0?(t,z) = (1 + )%, a(t,z) = 0 und o%(¢,r) = 2% Wir benutzen 5000 Simulationsliufe
um die Ablehnwahrscheinlichkeiten zu simulieren. In jedem Durchgang miissen wir zuerst be-
rechnen, ob die Nullhypothese gilt, was einer Level Simulation entspricht, oder nicht, was dann
einer Power Simulation gleichkommt. Unsere Wahl von ¢ = 0,1 stellt sicher, dass ungefihr
die gleiche Anzahl von Level und Power Simulationen vorkommen. Die Anzahl an Ranges und
deren Grofle haben wir wie oben gewihlt. Wie durch Ungleichung (5.57) erwartet, ist das Ver-
halten des Tests eher konservativ fiir alle Datenmengen. Weiterhin sinkt das simulierte Level
sowohl in m als auch in n. Die Power Ergebnisse sind jedoch verniinftig und wachsen in m
und n. Jedoch mochten wir darauf hinweisen, dass die entsprechenden Ergebnisse der Boot-
strap Methode fiir die Hypothese H, : M? = 0, zu finden in Tabellen 5.12-5.14, etwas besser
sind, als die Ergebnisse in Tabelle 5.18. Dies kann mit der besseren Performance der Bootstrap
Methode, im Vergleich zu der Approximation mit der Normalverteilung, erklért werden.
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Tabelle 5.1

o?(t,r) =2? | n=100,m =10 | n = 200,m = 10 | n = 500, m = 10

a(t, x) 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%

0 20,1 | 12,0 | 7,0 21,5 10,9 | 45| 20,8 | 9,8 | 4,8

0,2 20,7 1 11,3 152 (21,9 | 11,8 | 69 | 21,9 | 11,3 | 6,4

z/10 21,6 | 109 | 54| 20,2 | 10,1 | 5,6 | 20,3 | 10,0 | 5,3

(2—x)/10 [ 20,6 | 9,6 |50 | 19,1 | 99 | 4,1 {227 | 12,6 | 6,4

tx 258 | 13,8 | 74 | 23,7 | 12,5 7,1 | 23,5 | 12,3 | 7,1
Tabelle 5.2

o*(t,z) = x* | n=100,m =20 | n =200,m =20 | n = 500, m = 20

a(t, x) 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%

0 174 1 10,1 | 5,3 | 19,0 | 9,7 | 55| 19,7 | 10,1 | 5,5

0,2 21,6 | 11,5 | 6,5 | 22,8 | 12,1 | 6,1 | 204 | 11,2 | 6,6

x/10 1791 9,7 | 51229 | 11,553 |22,7 | 11,6 | 64

(2—2)/10 | 20,7 | 109 |51 | 228|126 | 6,8 |21,2| 11,4 | 6,6

tx 26,4 | 14,1 | 7,7 | 25,7 | 12,5 1 6,4 | 20,5 | 11,1 | 5,8
Tabelle 5.3

o?(t,r) = 2? | n=100,m =50 | n = 200,m = 50 | n = 500, m = 50
a(t, x) 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%

0 179 | 96 |54 |21,0 10,2 | 531|205 | 104 | 4,8

0,2 19,8 | 10,1 | 5,1 | 21,7 | 11,6 | 5,8 | 20,0 | 10,1 | 5,3
z/10 245 | 11,5 16,2 (239 | 124 | 731199 | 114 | 6,3
(2—x)/10 |20,5| 10,3 | 48 | 21,2 | 10,2 |5,5|20,8 | 10,1 | 3,9
tx 245 | 142 | 7,4 | 25,1 |1 13,0 | 7,3 1220|112 |54

Tabellen 5.1-5.3: Simuliertes Level des parametrischen Bootstrap Tests basierend auf der Sta-
tistik \/nM?%/py fiir die Hypothese Hy : o*(t,X;) = aX? mit n = 100,200,500, m =
10, 20, 50 und verschiedenen Driftfunktionen.
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Tabelle 5.4

o?(t,r) =1+2* | n=100,m =10 | n =200,m = 10 | n = 500, m = 10

a(t, x) 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%

0 186 95 | 41208 | 95 |54 21,1 | 10,1 |59

0,2 224 112,01 6,3 | 19,7 | 10,0 | 56 | 24,1 | 11,2 | 6,5

z/10 21,0 | 10,5 | 5,0 19,8 | 10,2 | 54| 19,0 | 9,8 | 5,0

(2—1x)/10 204 | 104 | 5,6 | 20,4 | 10,3 | 5,2 | 20,3 | 10,2 | 4,7

tx 21,0 | 10,2 | 54| 23,512,370 203 | 94 |45
Tabelle 5.5

o?(t,z) =1+ 2% | n=100,m =20 | n=200,m =20 | n = 500, m = 20

a(t, x) 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%

0 20,7 1 10,2 | 5,0 | 19,8 | 9,6 | 50| 21,0 | 10,7 | 54

0,2 20,51 10,2 | 50| 21,2 | 11,1 | 6,1 | 21,1 | 11,2 | 6,3

x/10 20,9 | 10,2 | 5,21 20,7 | 10,6 | 54 | 194 | 10,2 | 4,3

2-2)/10 |17,7] 7.6 | 35| 17,6 | 81 | 49| 20,1 | 100 | 6,2

tx 2301|114 | 6,6 | 21,6 | 11,6 | 59 | 25,7 | 12,8 | 6,2
Tabelle 5.6

o?(t,r) =1+2* | n=100,m =50 | n =200,m =50 | n = 500, m = 50

a(t, x) 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%

0 20,21 99 |56 189 95 |53]222]| 11,6 | 6,1

0,2 224 1 10,8 | 6,0 | 20,1 | 11,1 | 54 | 21,5 | 10,5 | 5,2

z/10 18,8 | 81 | 4,1 (21,1 114 |58 ]209 ]| 106 |69

(2—1x)/10 1951 93 | 55189 | 86 |38|19,1| 9,8 |4,7

tx 25711391 6,5|239 11,6 | 6,6 | 21,4 | 11,7 | 5,1

Tabellen 5.4-5.6: Simuliertes Level des parametrischen Bootstrap Tests basierend auf der Sta-
tistik \/nM3% /py fiir die Hypothese Hy : 02(t,X;) = a; + axX? mit n = 100,200, 500,
m = 10, 20, 50 und verschiedenen Driftfunktionen.
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Tabelle 5.7
o’(t,r) = x? n = 100 n = 200 n = 500
a(t, x) 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%
0 19,8 | 11,8 | 6,9 | 21,0 | 12,1 | 5,8 | 20,2 | 10,5 | 5,8
0,2 224 | 11,3 1551202 | 88 | 50230 11,4 ]6,2
z/10 226 | 114 (59 ]21,3] 9,8 |48 ]20,1| 104 |5,5
(2—x)/10 [ 209|102 |51 | 18,8 | 9,8 | 431|224 | 125 |6,2
tr 26,6 | 14,7 | 8,4 | 23,8 | 134 | 83 | 23,1 | 124 | 6,3

Tabelle 5.7: Simuliertes Level des parametrischen Bootstrap Tests basierend auf der Statistik
/nM?/p,, fiir die Hypothese Hy : o2(t, X;) = aX? mit n = 100, 200, 500 und verschiedenen
Driftfunktionen.

Tabelle 5.8

o?(t,z) =1+ 2* n = 100 n = 200 n = 500
a(t, x) 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%
0 194 | 86 |43 ]203| 9,1 [4,6]204 10,2 5,3
0,2 2241129169 193 | 11,0 | 6,7 | 23,5 | 11,2 | 5,8
x/10 21,7 1 11,1 | 53 1 21,3 | 10,6 | 49 | 21,4 | 10,2 | 5,3
(2-2)/10 | 224|109 |58 20,1 | 99 |49 | 184 | 93 | 48
tx 219 | 123 (6,8 | 23,2 | 13,3 | 7,1 | 22,2 | 10,7 | 5,6

Tabelle 5.8: Simuliertes Level des parametrischen Bootstrap Tests basierend auf der Statistik

\/ﬁMZ/ﬁnﬁir die Hypothese Hy : o*(t, X;) = ay +ap X? mit n = 100, 200, 500 und verschie-
denen Driftfunktionen.
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Tabelle 5.9
a(t,z) =(2—x)/10 | n=100,m =10 n = 200, m = 10 n = 500, m = 10
o’ (t, ) 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%
1+ 22 93,0 | 88,4 | 84,77 | 96,9 | 95,1 | 93,0 | 98,9 | 98,0 | 97,2
z? 99,4 | 98,3 | 97,2 | 999 | 99,9 | 99,8 | 100,0 | 100,0 | 100,0
5|3/ 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0
5|z 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0
(1+z)? 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0
Tabelle 5.10
a(t,z) =(2—x)/10 | n=100,m =20 n = 200, m = 20 n = 500, m = 20
o’(t, ) 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%
1+ 22 942 | 89,7 | 86,2 | 96,7 | 95,2 | 929 | 99,6 | 99.4 | 98,2
z? 99,8 | 99,5 | 98,6 | 99,8 | 99,7 | 99,7 | 100,0 | 100,0 | 100,0
5|3/ 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0
5|z 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0
(1+z)? 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0
Tabelle 5.11
a(t,z) =(2—x)/10 | n=100,m =50 n = 200, m = 50 n = 500, m = 50
o’ (t, ) 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%
1+ 22 94,1 | 90,8 | 883 | 97,5 | 95,8 | 93,9 | 99,5 | 98,8 | 97,8
z? 99,6 | 99,1 | 98,8 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0
5|3/ 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0
5|z 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0
(1+z)? 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0

Tabellen 5.9-5.11: Simulierte Power des parametrischen Bootstrap Tests basierend auf der Sta-
tistik \/nM%, / py fiir die Hypothese Hy : o*(t, X;) = o mit n = 100, 200, 500, m = 10, 20, 50
und verschiedenen Alternativen.
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Tabelle 5.12

a(t,z) =(2—x)/10 | n=100,m =10 | n=200,m =10 | n = 500,m = 10

o*(t, ) 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%

1+ a2? 69,8 | 55,3 40,5 | 68,2 | 54,4 | 46,3 | 72,7 | 61,1 | 55,6

1 91,9 | 86,6 | 79,8 | 95,9 | 92,2 | 88,4 | 98,4 | 97,0 | 95,3

5|32 33,8 | 18,5 | 11,1 [ 39,0 | 20,0 | 11,5 | 42,0 | 23,3 | 12,4

5|z 55,3 | 38,3 | 22,6 | 63,1 | 44,4 | 30,0 | 79,0 | 61,8 | 45,1

(1+ x)? 68,4 | 50,1 | 33,4 | 759 | 60,6 | 48,2 | 79,2 | 68,3 | 57,1
Tabelle 5.13

a(t,z) = (2—x)/10 | n=100,m =20 | n=200,m =20 | n = 500,m =20

o?(t,r) 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%

1+ 22 69,6 | 53,6 | 40,3 | 68,8 | 57,6 | 48,6 | 73,5 | 65,2 | 57,3

1 92,51 87,6 | 82,6 | 97,1 | 94,0 | 91,6 | 99,2 | 98,4 | 96,7

5|z |32 340 | 18,1 | 9,5 | 34,6 | 20,6 | 10,5 | 36,2 | 19,7 | 9,7

5|x| 55,1 | 34,7 | 20,8 | 63,5 | 45,8 | 29,3 | 79,0 | 61,9 | 46,3

(14 x)? 70,4 | 50,4 | 34,3 | 74,5 | 60,3 | 44,6 | 80,3 | 67,9 | 56,0

Tabelle 5.14

a(t,z) = (2—x)/10 | n=100,m =50 | n=200,m =50 | n=>500,m = 50
o*(t, ) 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%

1+ 22 69,1 | 55,2 | 44,3 | 71,0 | 59,6 | 49,0 | 73,5 | 64,8 | 57,5

1 95,3 1 90,0 | 85,0 | 97,7 | 94,9 | 92,8 | 99,5 | 98,6 | 97,9

5|[3/2 31,6 | 166 | 7,6 | 333 | 16,0 | 81 | 359 | 207 | 11,5

5|z 49,3 | 32,2 | 17,6 | 63,2 | 46,9 | 30,7 | 77,0 | 62,7 | 47,8

(1+ x)? 72,1 | 51,3 | 33,1 | 76,8 | 63,8 | 50,0 | 79,7 | 69,9 | 60,3

Tabellen 5.12-5.14: Simulierte Power des parametrischen Bootstrap Tests basierend auf der
Statistik \/nM% /py fiir die Hypothese Hy : o*(t, X;) = aX? mit n = 100,200,500, m =
10, 20, 50 und verschiedenen Alternativen.
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Tabelle 5.15
a(t,z) = (2 —x)/10 n = 100 n = 200 n = 500
o’ (t, ) 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%
1+ 22 80,5 | 73,3 | 679 | 88,0 | 84,0 | 80,2 | 94,1 | 924 | 90,3
z? 943 | 91,4 | 889 | 989 | 97,6 | 96,4 | 100,0 | 99,6 | 99,4
5|3/ 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0
5|z 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0
(1+x)? 99,8 | 99,6 | 98,8 | 100,0 | 100,0 | 99,9 | 100,0 | 100,0 | 100,0

Tabelle 5.15: Simulierte Power des Parametrischen Bootstrap Tests basierend auf der Statistik
/M3 | py, fiir die Hypothese Hy : o*(t, X;) = a mit n = 100,200, 500 und verschiedenen

Alternativen.
Tabelle 5.16
a(t,z) = (2 —x)/10 n =100 n = 200 n = 500
02(15, x) 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%
14 22 58,8 | 44,5 | 35,6 | 58,3 | 46,4 | 39,0 | 65,8 | 56,8 | 51,5
1 80,7 | 73,1 | 67,2 | 86,6 | 82,0 | 77,8 | 94,0 | 90,6 | 88,0
5\x|3/2 36,0 | 20,2 | 11,7 | 37,0 | 20,0 | 10,2 | 36,4 | 20,2 | 12,2
5|z 51,2 | 344 | 24,3 | 54,2 | 34,8 | 25,0 | 60,3 | 45,3 | 35,4
(1+ )2 57,0 | 39,7 | 28,9 | 64,0 | 47,8 | 37,7 | 66,0 | 55,5 | 48,6

Tabelle 5.16: Simulierte Power des parametrischen Bootstrap Tests basierend auf der Statistik
V/nM?/ p, fiir die Hypothese Hy : o*(t, X;) = aX}? mit n = 100, 200, 500 und verschiedenen

Alternativen.
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Tabelle 5.17

a(t,z) =0 n =100 n = 200 n = 500
o?(t,x) = (L+x)* | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%
m=10 84 | 44 127 7,1 | 3,1 | 14| 44 | 2,0 | 1,1
m=20 80 | 38 [ 1,5 60 | 24 | 1,1 | 49 | 1,6 | 0,6
m=50 69 | 33 |16 64 | 26 [ 13| 38 | 14 |05

Tabelle 5.17: Simuliertes Level des Abstandtests fiir die Hypothese H : % < 0,1 mit
oi(t,z) = 22, n = 100, 200, 500 und m = 10, 20, 50.

Tabelle 5.18
a(t,z) =0 n =100 n = 200 n = 500
o’(t,r) = (1+x)* | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5% | 20% | 10% | 5%
m=10 46,6 | 36,7 | 31,1 | 56,2 | 45,3 | 38,6 | 69,6 | 61,9 | 55,8
m=20 48,7 1 39,2 |1 32,9 60,9 | 51,2 | 44,3 | 69,7 | 61,3 | 55,0
m=50 52,7 | 43,1 | 359 | 61,6 | 52,2 | 45,1 | 73,5 | 65,8 | 59,5

Tabelle 5.18: Simulierte Power des Abstandtests fiir die Hypothese H, % < 0,1 mit
o2(t,x) = 2, n = 100, 200, 500 und m = 10, 20, 50.
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Kapitel 6

Appendix

Symbolverzeichnis

Symbol Bedeutung Erstes Auftreten

Xy Brownsches Semimartingal zur Zeit ¢ Seite 5

a Driftfunktion Seite 5

o Volatilititsfunktion Seite 5

w Brownsche Bewegung Seite 5

1V, Integrierte Volatilitét Seite 5

RV, Realisierte Volatilitit Seite 5

V(X,r)} Power Variationsstatistik Seite 6

V(X,r, s)} Bipower Variationsstatistik Seite 6

J Sprungprozess zur Zeit t Seite 6

€t Prozess des Rauschens zur Zeit ¢ Seite 7

RPV (1)} Range-basierter Power Variationsschitzer Seite 8

M? Prozess zur Abstandsmessung Seite 8

Qmm Vektor, der M} minimiert Seite 8

Dt , Lot Zeichen fiir stabile Konvergenz Seite 11

£, Konvergenz in Wahrscheinlichkeit Seite 12

Vg Gradient von g Seite 12

(Q,F, (Ft)e>0, P) Filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum Seite 13

A'X Inner-Tag Ertrag von X, fiir den Zeitraum [, Z] Seite 13

. r-tes absolutes Moment einer standardnormalverteilten ZV Seite 13

V(X,r, ) Grenzwert von V (X, 7, s)} Seite 14

U(r,s): Grenzprozess im ZGWS von /n(V (X, r, s)} — V(X,r,s);) Seite 14

p*(r, s); Bedingte Varianz von U (r, s); Seite 15

p*(r, s)1 Schitzer von p?(r, s); Seite 15

ST, Normierte Versionen von /n(V (X, r,s)! — V(X,r,s);) Seite 15

N, Zihlprozess zur Zeit t Seite 16

M PV(’;U_. Y Realisierte Multipower Variationsstatistik Seite 17

Cir, Cosym Rechts- bzw. symmetrisches zweiseitiges Konfidenzintervall Seite 17
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Symbol Bedeutung Erstes Auftreten
VX, 7, s)" i.i.d. Bootstrap Version von V' (X, 7, s)" Seite 20
p*2(r, s) i.i.d. Bootstrap Version von p*(r, s) Seite 20
p*2(r, s)" i.i.d. Bootstrap Version von p*(r, s)" Seite 20
Sy i.i.d. Bootstrap Version von .S, Seite 20
T 1.1.d. Bootstrap Version von 7, Seite 20
VWB(X r s)" Wild Bootstrap Version von V (X, r, s)" Seite 23
pip(r,s) Wild Bootstrap Version von p?(r, s) Seite 23
prp(r, s)" Wild Bootstrap Version von p?(r, )" Seite 23
SWB Wild Bootstrap Version von S, Seite 23
TWE Wild Bootstrap Version von 7, Seite 23
n Externe ZV Seite 23
s m-tes absolutes Moment der externen ZV Seite 23
O (x) Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung Seite 26
o(x) Dichtefunktion der Standardnormalverteilung Seite 26
q1, ko, k3 Konstanten in der Edgeworth expansion Seite 26
plim Grenzwert in Wahrscheinlichkeit Seite 27
1 Sprungmal} Seite 54
v Kompensator von g Seite 54
X Linksseitiger Grenzwert von X zur Zeit s Seite 56
V(X,p)p Abgeschnittene realisierte Power Variation Seite 56
T(X,p)} Neue Klasse von Teststatistiken fiir Spriinge Seite 56
0*(p): Bedingte Varianz in ZGWS von T'(X, p)?* Seite 57
% (p) Schitzer von p?(p); Seite 57
S(p)r, S(p)y Normierte Versionen von 7'(X, p)} Seite 57
U Standardnormalverteilte ZV Seite 58
P Verteilung der externen ZV Seite 58
) Dirac Maf3 Seite 58
TE(X)p Teststatistik fiir Spriinge (Barndorff-Nielsen und Shephard) Seite 59
TBSm(X)s Teststatistik fiir Spriinge (Barndorff-Nielsen und Shephard) Seite 60
TA(X)n Teststatistik fiir Spriinge (Ait-Sahalia und Jacod) Seite 60
Y Folge mit v, — 0 Seite 60
Zy Semimartingal mit Rauschen Seite 62
z7" Statistik um verunreinigte Daten vorzubehandeln Seite 63
THauschen (7 pyn Analogon zu T'(X, p)} im Modell mit Rauschen Seite 63
C(p)} Varianzschitzer im Modell mit Rauschen Seite 64
S Rauschen ()n Normierte Version von TTeuschen( 7 pyn Seite 64
BT(1,1)} Bipower Schitzer im Modell mit Rauschen Seite 66
NV Schitzer fiir die Varianz des Rauschens Seite 66
T(X,p)} T(X,p)y ohne den Indikator Seite 79
S(p)? S(p)? ohne den Indikator Seite 80
T (7 p)n THauschen (7 )" ohne den Indikator Seite 82
T(p)p I'(p)? ohne den Indikator Seite 83
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Symbol Bedeutung Erstes Auftreten

ch? Fkt. ist ein- bzw. zweimal stetig differenzierbar (1. bzw. 2. Variable) Seite 87

[f, 9] Inneres Produkt fiir quadratisch integrierbare Funktionen Seite 88

Co, Cs, D GroBen um M? darzustellen Seite 88

Sin.m Range von X; im Intervall [%, %] Seite 88

Arm Diskretes r-tes absolutes Moment der Range einer Br. Bewegung Seite 89

MN(0,n%) Gemischte Normalverteilung mit Varianz n? Seite 90

Co™", C7™, DY Schitzer von Cy, C;, D;; Seite 91

M% Schitzer von M? Seite 91

p? Bedingte Varianz des Limes von /n(M% — M?) Seite 93

P Schiitzer von p? Seite 94

P Bedingte Varianz im ZGWS fiir Abstandshypothesen Seite 95

D3 Schiitzer von p? Seite 95

Qi Schitzer von ™" Seite 96

X *ﬁj Bootstrapdaten Seite 96

M2 Cr Cr Ertrags-basierte Analogons zu M3, Cy™, C/"™ Seite 97

pHe Ertrags-basiertes Analogon zu p? Seite 97

p2c Schitzer von p*¢ Seite 98
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