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KAPITEL 1

Einleitung

Seit Mitte des vergangenen Jahrhunderts beherrschen elektronische Rechner
bzw. integrierte Schaltkreise in zunehmendem Mafle unser alltégliches Le-
ben. Besonders aufgrund einer rasanten Entwicklung und Miniaturisierung
der zugrunde liegenden Hardware ist nahezu jeder Bereich von Automatisie-
rungen betroffen. Neben der konventionellen Rechnerarchitektur — basierend
auf der Berechnung in silico — etablierten sich in den letzten Dekaden zu-
nehmend alternative Berechnungsparadigmen. Ausgehend von der Charakte-
risierung der Konzepte und Mechanismen natiirlicher Abldufe basieren diese
insbesondere auf biochemischen, neuronalen und physikalischen Prozessen.
Diese Methoden, zusammengefasst in dem Gebiet des Natural Computing,
kénnen dabei aufgrund unterschiedlicher Konzepte in verschiedene Teilberei-
che gegliedert werden. Das Teilgebiet des molekularen Rechnens beschreibt
formal die Mdglichkeit zum Rechnen mit Molekiilen unter Anwendung mole-
kularbiologischer, also biochemischer Operationen. Modelle des molekularen
Rechnens werden einerseits zur Modellierung und Analyse von Abldufen in
lebenden Zellen andererseits als unkonventionelle Rechenmodelle zur Losung
anwendungsspezifischer Aufgabenstellungen genutzt.

Im DNA-Computing, dem prominentesten Vertreter des molekularen Rech-
nens, wird das Erbmolekiil Desoxyribonukleinsdure (DNS bzw. DNA) als
Datentréiger sowie die in der Natur existierenden, teils enzymatischen, bio-
chemischen Reaktionen und physikalischen Abldufe auf DNA-Molekiilen als
Operationen genutzt. Vorteile dieses Berechnungskonzeptes ergeben sich u. a.
durch eine hohe Datendichte, die Langlebigkeit der Molekiile und damit der
Persistenz der Daten sowie einer massiven Datenparallelitit, da eine Ope-
ration gleichzeitig auf eine Vielzahl von DNA-Stringen angewendet werden
kann. Eine kurze Einfithrung in das Gebiet des DNA-Computing sowie dessen
Bezug zu Eigenschaften der in dieser Arbeit vorgestellten verteilten Splicing-
Systeme wird in Abschnitt 1.1 gegeben.

Die im nachfolgenden Abschnitt ndher beschriebene Rekombinationsmdoglich-
keit von DNA wurde erstmals von T. Head in [Hea87] als Splicing-Operation
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sprachtheoretisch formalisiert. Sie bildet die Grundlage der in dieser Arbeit
analysierten und verifizierten ausgewéhlten verteilten Splicing-Systeme. Un-
ter Ausnutzung der massiven Datenparallelitét beschreiben diese Systeme
alternative Berechnungsmodelle, etwa zur effizienten Losung kombinatori-
scher Suchprobleme, oder sie werden zur Modellierung biochemischer Pro-
zesse genutzt. Wihrend die verteilten kommunizierenden Splicing-Systeme —
kurz TT-EH-Systeme — (u. a. in [CKP96],[Pau97],[PRM9IS],[SHO1],[HS04]) in
Kapitel 3 und die zeitgesteuerten verteilten Splicing-Systeme mit dynami-
schen Splicing-Regeln — TVDH-Systeme — (u. a. in [Pau97],[MRV03],[Ver04b)]
oder [MVRO5]) in Kapitel 4 die Berechnung in wvitro, also im Reagenzglas
ausfiihren, basieren die in Kapitel 5 vorgestellten Splicing-Membran-Systeme
— oder kurz ESP-Systeme — ([Pau98],[DP98],[Pau02],[VerO4a],[VMO05] etc.)
auf dem Berechnungskonzept in vivo, d.h. in der lebenden Zelle. Allen drei
Systemparadigmen ist indessen gemein, dass eine Berechnung der Generie-
rung einer formalen Sprache entspricht. Dies wird durch sukzessive Anwen-
dung der Splicing-Operation auf eine initial gegebene Axiomenmenge mit ei-
ner zwischengeschalteten Verteilung der jeweils erzeugten Sprachen erreicht.

Neben der Definition von Systemen zur Losung spezifischer Aufgabenstel-
lungen nimmt die Entwicklung von Systemen mit universeller Berechnungs-
stérke einen wichtigen Punkt ein. Dabei sind die in dieser Arbeit betrachteten
universellen verteilten Splicing-Systeme in ihren Komponenten unterspezifi-
ziert, so dass die zu losende Aufgabenstellung, kodiert als Chomsky-Typ-0-
Grammatik, dem System als Parameter iibergeben wird.

Die Vollsténdigkeit und Korrektheit von entsprechenden Systemen wird je-
doch nicht durch die formale Notation der mathematischen Definition gesi-
chert. Ebenso kann die Fehlerfreiheit nicht unmittelbar aus Simulationen der
molekularbiologischen Abldufe oder Laborimplementationen abgeleitet wer-
den. Bereits die 6konomischen Aspekte in Bezug auf Labor- und Materialkos-
ten bedingen die Abwesenheit von Inkorrektheiten. Weiterhin erfordert die
Modellierung und nachfolgende Analyse von biochemischen Abléufen in der
lebenden Zelle bzw. der Dynamik entsprechender biomolekularer Zellsysteme
ebenfalls die Anwendbarkeit formaler Methoden, z. B. der in Abschnitt 1.2
beschriebenen.

Bisherige Arbeiten zur formalen Analyse und Verifikation auf dem Gebiet des
molekularen Rechnens beschéftigten sich einerseits mit der formalen Verifika-
tion anwendungsspezifischer Systeme des DNA-Computing andererseits mit
der formalen Analyse unter Verwendung ausgesuchter Verifikationsmethoden
im Gebiet des Membrane-Computing. So wird beispielsweise in [PS02] mit-
tels Induktionstechniken jeweils die Vollstéandigkeit und Korrektheit zweier
auf dem Sticker-Modell beruhender Systeme bewiesen. Sie beschreiben DNA-
basierte polynomielle Losungsalgorithmen fiir das Untermengensummen- so-



wie das Rucksackproblem. Sowohl in [GMP02] als auch in [MAHRO04] wur-
de die durch Lipton eingefiihrte DNA-basierte Losung des SAT-Problems in
dem restriktiven Modell nach Lipton bzw. Adleman durch Spezifikation und
Verifikation mithilfe der Theorembeweiser PVS bzw. ACL2 als korrekt und
vollstédndig nachgewiesen. In [GP05a] bzw. [GP05b] wird durch Abstrakti-
on und Formalisierung molekularbiologischer Operationen im Sticker-Modell
mittels PVS und mithilfe der Floyd-Hoare-Logik zum Nachweis partieller
Korrektheit ein Framework zum Beweis von speziellen Programmen in diesem
Modell definiert. Anschlielend wird ein Algorithmus zur Losung des Problems
der exakten Uberdeckung bzw. des Pairwise-Disjoint-Families-Problems spe-
zifiziert und verifiziert.

In [PPS03a] wird ein Membran-System mit unstrukturierten Symbolobjekten
— auch als Transitions-P-System bezeichnet — zur Berechnung der Menge der
Quadratzahlen {n?|n > 1} und in [PPS03b] der Menge {2" +n%+n|n > 1}
beschrieben, wobei das jeweilige Ergebnis einer Berechnung durch die Anzahl
der Objekte in einer Ausgabemembran bestimmt wird. Durch anschliefende
Analyse, sowohl von Invarianten als auch des Inhalts jeder Membran in jeder
erreichbaren Konfiguration des jeweiligen Systems, kann die Korrektheit und
Vollstandigkeit gezeigt werden. In [PS03] wird eine Familie von Transitions-
P-Systemen zur Losung des SAT-Problems der Aussagenlogik mit linearem
Zeitaufwand definiert, wobei mithilfe der Definition und dem Beweis von
Invarianten der Systeme die Korrektheit und Vollstandigkeit bewiesen wird.
Eine Familie von Transitions-P-Systemen zur Losung des Rucksackproblems
in linearer Zeit wird in [PR04] inklusive eines Korrektheitsbeweises angeben.

Alternativ zur Untersuchung spezieller Membran-Systeme zur Lésung spezifi-
scher Aufgabenstellungen wird u. a. in [PP99] eine Kodierung von Membran-
Systemen im Ambienten-Kalkiil angegeben, wodurch ein gegebenes System
unter Anwendung von Formalismen dieses Kalkiils, z. B. des in [CDG"03]
beschriebenen Model-Checking, analysiert werden kann. Finen wiederum an-
deren Ansatz beschreibt die in [ACLO5] definierte natiirliche algebraische
Spezifikation von Membran-Systemen mit Symbolobjekten und Membranauf-
16sung. Mithilfe des MAUDE-Systems erméglicht diese das Linearzeit-Model-
Checking beziiglich endlicher Teilzustandsrdaume. Fiir die gleiche Systemklas-
se wird in [ALCO06] bzw. in [ACLO06] eine strukturelle operationelle Semantik
spezifiziert, welche den deduktiven Charakter von Membran-Systemen aus-
nutzt. Eine Transition besteht darin aus einem maximal parallelen Rewriting-
schritt, einem Kommunikations- und einem Membranauflosungsschritt und
wird durch entsprechende Inferenzregeln abgeleitet. Ein Interpreter sowie das
LTL-Model-Checking wird durch eine Implementation in MAUDE ermdglicht.
Eine Uberarbeitung der strukturellen operationellen Semantik aus [ALCO6]
bzw. [ACL06] ist in [ACLO7] einschlielich des Beweises der operationellen
Korrespondenz gegeben. Weiterhin ist eine Spezifikation und Interpretati-
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on von Membran-Systemen mit Symport/Antiport-Regeln unter Verwendung
der Rewriting-Logik von MAUDE in [QFSY04] beschrieben.

Insbesondere auch im Gebiet der Systembiologie besitzt der Einsatz von for-
malen Verifikationsansétzen eine fundamentale Bedeutung. Die in [CMO06]
und [RGB106] beschriebenen Ansitze wurden in diesem Rahmen entwickelt.
In [CMO6] wird unter der Annahme, dass biologische Prozesse nur mit parti-
ellem Wissen modelliert und simuliert werden kénnen, eine Logik zum Ablei-
ten von Informationen auf partiellen Informationen verschiedener Beobachter
eines Systems eingefiihrt. Beispielsweise fiir die Modellierung der Virenab-
wehr als offenes System ermdoglicht diese dynamisch, epistemische und rdum-
liche Logik den Beweis von bestimmten Eigenschaften. In [RGB 06] wurde
ein Ansatz zum probabilistischen Model-Checking von speziellen Membran-
Systemen mit Protein-Protein-Interaktionsregeln mittels PRISM gegeben und
am Beispiel des Zellzyklus in Eukaryoten demonstriert.

Fiir eine restriktive Klasse von Membran-Systemen mit Symbolobjekten wird
in [DILX05] die Entscheidbarkeit des Model-Checking-Problems fiir zwei ver-
schiedene in der Arbeit eingefiihrte temporale Logiken untersucht. Mittels
SPIN wurde weiterhin ein Beispielsystem verifiziert. Fiir Systeme mit Promo-
toren wird in [LDIY05] die Entscheidbarkeit des Model-Checking-Problems
in Bezug auf verschiedene temporale Logiken untersucht. Indessen erlaubt
die in [FQY04] eingefiihrte Kodierung von Symbolobjekt-Membran-Systemen
im m-Kalkiil ohne kommutative Parallelkomposition die Anwendung forma-
ler Methoden der Prozesstheorie. Wie in [QYMO4] beschrieben, lassen sich
ebenfalls die theoretischen Konzepte und praktischen Werkzeuge der Petri-
Netze durch Simulation von Membran-Systemen einsetzen. Ebenso mittels
Petri-Netzen werden in [Fri06] Symbolobjekt-Membran-Systeme mit maxi-
maler Parallelitdt und Prioritdten studiert.

Ein automatentheoretischer Ansatz wird beispielsweise in [CGO06a] durch die
Definition von Multimengen-Mealy-Automaten, kurz MMA, verfolgt. Diese
beschreiben zustandsbasierte Systeme, die auf Multimengen von Objekten
arbeiten und mit ihrer Umgebung interagieren. Neben der Definition von
Bisimulationen zwischen zwei MMA und dem beobachtbaren Verhalten ei-
nes entsprechenden Automaten wird ferner eine koalgebraische Betrachtung
vorgestellt. Die MMA aus [CG06a] werden in [CGO6b] in ihren Kommu-
nikationsmoglichkeiten erweitert, wobei die maximale Parallelitdt und der
Nichtdeterminismus separat behandelt werden.

Obgleich diese Arbeiten bereits ein breites Spektrum abdecken, existieren bis-
lang jedoch keine entsprechenden Verifikationsansétze fiir DNA-Computing-
Systeme, die auf der Anwendung der Splicing-Operation basieren. So ermog-
licht die Definition von strukturellen operationellen Semantiken analog zu



[ALCO06], [ACLO6] bzw. [ACLO7] eine genaue formale Analyse der durch ver-
teilte Splicing-Systeme erzeugten Worter und somit von formalen Sprachen.
Mithilfe der Definition von Simulations- oder Bisimulationsrelationen ergibt
sich fiir zwei gegebene Systeme die Aquivalenz der jeweils erzeugten Spra-
chen, falls beide Systeme bisimular sind, d.h. wechselseitig die entsprechen-
den Ausgaben simulieren konnen. Auflerdem kénnen durch die entsprechende
Untersuchung temporaler Eigenschaften eines Systems die im Labor oder in
der Zelle ablaufenden Prozesse analysiert werden. Von besonderer Bedeutung
ist die Analyse zweier Systeme mit verschiedenen zugrunde liegenden Berech-
nungsparadigmen. Der Nachweis der Aquivalenz eines in-vitro- sowie eines
in-vivo-Systems erlaubt somit die Simulation von Abldufen in der lebenden
Zelle im Reagenzglas. Ein Beweis von Sicherheitseigenschaften ist mit die-
sen Methoden jedoch nur fiir Systeme mit endlichem Zustandsraum moglich.
Ebenso fehlt die Moglichkeit des Nachweises der Korrektheit von gramma-
tikbasierenden Systemen mit moglicherweise universeller Berechnungsstérke.
Dabei ist durch Spezifikation eines entsprechenden Systems, welches fiir jede
Chomsky-Typ-0-Grammatik G die Wortableitung beziiglich G simuliert, zu
zeigen, dass jedes Wort, das durch das auf G basierende System erzeugt wird,
zu der durch G beschriebenen Sprache gehort.

Bislang existieren allerdings keine entsprechenden allgemeinen Verifikations-
ansétze fiir grammatikbasierende DNA-Computing-Systeme mit universel-
ler Berechnungsstérke sowie zum Nachweis von Sicherheitseigenschaften. Die
Korrektheit und Vollstédndigkeit entsprechender Systeme mit universeller Be-
rechnungsstérke ergibt sich zwar unmittelbar aus den Universalitdtsbeweisen,
diese werden jedoch in der Literatur ausschlieBlich konstruktiv gefiithrt. Durch
Sperzifikation eines entsprechenden Systems, welches fiir jede Chomsky-Typ-
0-Grammatik G die Wortableitung beziiglich G simuliert, wird gezeigt, dass
jedes Wort der Sprache, die durch G beschrieben wird, auch durch das auf G
basierende System erzeugt werden kann. Es ergibt sich damit die Vollstandig-
keit des universellen Systems. Um die Korrektheit eines entsprechenden Sys-
tems zu zeigen, wird jede mogliche Ableitung des zu untersuchenden Systems
betrachtet. Ausgehend von einem Axiom des Systems, welches die Startvaria-
ble der Grammatik reprisentiert, wird dieser Top-Down-Ansatz angewandst.
Aufgrund der Komplexitét der universellen Systeme, insbesondere aufgrund
der massiv parallelen Anwendung der Splicing-Operation, ist dieser Ansatz
jedoch, wie in dieser Arbeit gezeigt werden kann, fehleranfillig.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert. In Kapitel 2 werden zunéchst
notwendige elementare Notationen und Definitionen eingefithrt. Neben den
Grundlagen der formalen Sprach- und Prozesstheorie wird die Abstraktion
der in Abschnitt 1.1 beschriebenen molekularbiologischen Rekombination als
Splicing-Operation auf formalen Sprachen definiert.

o
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Die verteilten kommunizierenden Splicing-Systeme werden in Kapitel 3 for-
mal definiert. Dabei werden jeweils zwei verschiedene Splicing- und Filterpa-
radigmen beschrieben sowie drei Systeme mit universeller Berechnungsstérke
eingefiihrt. Nachfolgend wird eine strukturelle operationelle Semantik fiir die-
se TT-EH-Systeme definiert und Simulationsbeziechungen zwischen Systemen
untersucht. Mittels des in Abschnitt 3.4 eingefiihrten Tableaubeweisverfah-
rens wird der Nachweis von Sicherheitseigenschaften ermoglicht. Eine Er-
weiterung zum Beweis der Korrektheit von grammatikbasierenden verteilten
kommunizierenden Splicing-Systemen wird im Anschluss eingefiihrt. Die Un-
tersuchung dieser Klasse von Splicing-Systemen wird durch die Korrektheits-
und Vollstédndigkeitsbeweise von zwei der eingefiithrten Systeme (TT2 und
TT6) abgeschlossen.

In Kapitel 4 werden die zeitgesteuerten verteilten Splicing-Systeme mit
dynamischen Splicing-Regeln vorgestellt. Anschlieend wird das universelle
TVDH-System aus [MRV03] eingefiihrt. Die im Folgenden definierte struktu-
relle operationelle Semantik dieser Systemklasse ermoglicht u. a. die Analyse
temporaler Eigenschaften und Abh#ngigkeiten zwischen Systemen. Entspre-
chend Abschnitt 3.4 wird ein Tableaubeweisverfahren fiir TVDH-Systeme ein-
gefiihrt und als addquat bewiesen. Eine entsprechende Erweiterung erlaubt
die Verifikation grammatikbasierender kommunizierender verteilter Splicing-
Systeme mit dynamischen Splicing-Regeln. Angewandt auf das universelle
System aus [MRV03] kann abschliefend die Korrektheit dieses Systems be-
wiesen werden.

Die Splicing-Membran-Systeme werden in Kapitel 5 formal eingefiithrt und
im Anschluss wird in Abschnitt 5.2 das in [Pau02] definierte universelle Sys-
tem ELSPa(spl,in, (1,2,2,1)) vorgestellt. Analog zu den Kapiteln 3 und 4
wird nachfolgend zunéchst eine strukturelle operationelle Semantik fiir eine
Klasse von Splicing-Membran-Systemen definiert und danach ein Tableau-
beweisverfahren zum Nachweis von Sicherheitseigenschaften eingefiihrt. Eine
Erweiterung dieses Beweisverfahrens ermdoglicht fiir bestimmte grammatikba-
sierende Splicing-Membran-Systeme den Nachweis oder die Widerlegung der
Korrektheit. Fiir das System ELSPy(spl, in, (1, 2,2, 1)) kann beispielsweise in
Abschnitt 5.5 die Inkorrektheit gezeigt werden. Eine korrigierte Version dieses
Systems, einschliellich eines Korrektheitsbeweises, beschlieit dieses Kapitel.

Eine kurze Zusammenfassung und Bewertung der Ergebnisse wird in Kapi-
tel 6 gegeben.



1.1 DNA-COMPUTING

1.1 DNA-Computing

Im interdisziplindren Gebiet des DNA-Computing wird, wie bereits erwahnt,
die Desoxyribonukleinsidure als Datentriager eingesetzt. Bausteine der DNA
sind Nukleotide, die jeweils aus einer Phosphorsiure, einem Zuckermolekiil —
der Desoxyribose — und einer der Basen Adenin, Cytosin, Guanin oder Thy-
min zusammengesetzt sind. Da Nukleotide aufgrund ihrer gebundenen Base
unterschieden werden, haben sich die Abkiirzungen A (Adenin), C (Cytosin),
G (Guanin) und T (Thymin) etabliert. In Abbildung 1.1 ist die Struktur eines
Nukleotids mit der Base Adenin als Teil eines DNA-Strangs skizziert. Dabei
wird von links nach rechts die Phosphatgruppe POy, die Desoxyribose und die
Base Adenin spezifiziert. Wegen ihrer Bindungen werden die fiinf Kohlenstoff-
atome des Zuckermolekiils mit 1’ bis 5’ markiert, wobei die Phosphatgruppe
an das 5’-Kohlenstoffatom und die Base an das 1’-Kohlenstoffatom gebunden
sind.

Abbildung 1.1: Darstellung eines Nukleotids in einem DNA-Strang aus [HS04]

Das ebenfalls in der Abbildung markierte Sauerstoffatom der Phosphatgrup-
pe ist wiederum an die Desoxyribose eines weiteren Nukleotids gebunden,
wodurch ein DNA-Einzelstrang gebildet wird. Das 3'-Kohlenstoffatom eines
Zuckermolekiils kann beispielsweise durch eine Hydroxylgruppe OH belegt
oder mittels einer Phosphatgruppe an das 5-Kohlenstoffatom eines weite-
ren Nukleotids im Strang gebunden sein. Aufgrund dieser Bindungen spricht
man von einem 3’- und einem 5-Ende eines Nukleotids bzw. eines Strangs.
Es ergibt sich damit fiir jeden DNA-Einzelstrang eine Leserichtung vom 5'-
zum 3’-Ende.

[~3
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Die Nukleotide A und T bzw. C und G sind jeweils paarweise zueinander
komplementér ( Watson-Crick-Komplementaritit von DNA). Aufgrund des-
sen kann sich unter bestimmten Bedingungen aus zwei benachbarten, an-
tiparallel komplementéiren DNA-Einzelstriangen unter Bildung von Wasser-
stoffbriickenbindungen zwischen den einzelnen Basenpaaren doppelstringige
DNA bilden. Fiir die Base Adenin werden dafiir beispielsweise die in Abbil-
dung 1.1 markierten Stickstoff- und Wasserstoffatome der Base genutzt.

Fiir einen DNA-Doppelstrang existieren genau zwei Enden, welche mogli-
cherweise Einzelstrangiiberhénge besitzen. Ein Ende wird genau dann sticky
genannt, falls ein Einzelstrangiiberhang an diesem Ende existiert, ansonsten
blunt.

Im Gebiet des DNA-Computing wird zwischen der Betrachtung von Pro-
zessen in der lebenden Zelle, der Berechnung in vivo, und der Berechnung
in vitro, d.h. im Reagenzglas unterschieden. Die im Folgenden aufgefiihr-
ten molekularbiologischen Operationen auf DNA-Molekiilen entsprechen den
Abléufen in Zellen, sind jedoch analog im Reagenzglas ausfiihrbar.

Unter Annealing versteht man die bereits beschriebene Bildung von Was-
serstoffbriickenbindungen zwischen zwei antiparallel komplementéiren DNA-
Einzelstringen oder DNA-Einzelstrangiiberhéingen zu DNA-Doppelstriangen.
Durch Temperaturerhohung kénnen DNA-Doppelstringe in die enthaltenen
DNA-Einzelstrange aufgespalten werden. Dieser Prozess wird als Melting
bzw. Denaturierung bezeichnet. Die durch Enzyme, die sogenannte Liga-
se, gesteuerte Reaktion Ligation realisiert die Verkettung von DNA-Doppel-
stringen, falls die entsprechenden Enden kompatibel sind. Zwei blunt-Enden
sind generell kompatibel. Zwei sticky-Enden sind genau dann kompatibel,
wenn die jeweiligen Einzelstrangiiberhéinge die gleiche Lénge besitzen und
komplett antiparallel komplementér sind. Ebenfalls enzymatisch lduft die Re-
striktionsspaltung bzw. Digestion ab. Unter Verwendung von Restriktionsen-
zymen wird ein DNA-Doppelstrang an allen durch das Enzym spezifizierten
Teilsequenzen zerschnitten. Abhéngig vom jeweiligen Restriktionsenzym ent-
stehen somit neue sticky- oder blunt-Enden. In der Polymerisation werden
die 5’-Enden eines DNA-Doppelstranges zu blunt-Enden aufgefiillt und ent-
sprechende 3'-Einzelstrangiiberhiinge abgebaut, so dass alle resultierenden
DNA-Doppelstringe zwei blunt-Enden besitzen. Die Polymerase Kettenre-
aktion — kurz PCR — ist eine zyklische Abfolge der biochemischen Reaktio-
nen Melting, Annealing und Polymerisation zur Vervielfaltigung von DNA.
Weitere mogliche Operationen sind u.a. das Labeling, die Affinity Purifica-
tion, die Vereinigung, die Gel-Elektrophorese oder die Aliquotierung. Eine
ausfiihrlichere Beschreibung der Operationen und mdoglicher Seiteneffekte ist
in [HS04] bzw. [PRS98| gegeben.



1.1 DNA-COMPUTING

Eine initiale Adaption der Rekombinationsmoglichkeiten von DNA wurde
in [Hea87] durch die in einem Splicing-System angewandte Splicing-Operation
definiert. Die Rekombination basiert auf der sequentiellen Anwendung der
Digestion, Annealing und Ligation, so dass beispielsweise aus den zwei DNA-
Stréngen

C|C|C|C|C||IT||C||G|AJC|C|C|C|C AJAJAJAIA]G|C|G|CIAAJAJAJA
AN N
G|G|G|G|GJA|G||C|T|G|G|G|G|G T\ T T|T|TC|G|C|G|T|T|T|T|T

mit Einwirkung der beiden Restriktionsenzyme Taql und SciNI

>

c[c|clc|c|T LCJLGJ

c[ccc]|c NANAAE @@JCAAAAA
N NA
GGGGGAH@ T|G|G|G|G|G T|7|T|T|T|lc G

T\T||TT)T

entstehen. Durch Annealing und Ligation mit einer geeigneten Ligase kénnen
sich nun alle vier Strénge paarweise anlagern, so dass die folgenden vier DNA-
Doppelstringe moglich sind.

C|C|C|C|C||T||C||G|C|AJAAIAIA AJAJAJAJA]G|CIG|A|C|C|C|C|C
NAAINA A
G|G|G|G|GJA|G|C|G|T|TT|T|T T|T|T|T|T|C|G|C|T|G|G|G|G|G
C||C||C|C|C|T|C|G|A|C|C|C|C|C AJAJAJAJA|IG|C|G|CAJAIAIAIA
A NI
G||G||G|G|G|A|G|C||T|G|G|G|G|G TITITT|TC|G|C|G|T|T|T|T|T

Erweiterungen, u.a. durch [Pau96] mit Splicing-Regeln als Worter formaler
Sprachen, fiihrten zu der Definition in [PRS98] bzw. [HS04], welche in Ab-
schnitt 2.3 beschrieben wird. Eine Modifikation der Splicing-Operation wird
beispielsweise in [Loo06] vorgeschlagen.

Unabhéngig von der sprachtheoretischen Formalisierung der Splicing-Ope-
ration gilt L. Adleman mit einer molekularbiologischen Losung eines kom-
binatorischen Suchproblems in vitro in [Adl94] als Begriinder des DNA-
Computing. In dieser Arbeit konnte durch geeignete Kodierung von Knoten
und Kanten eines gegebenen gerichteten Graphen mithilfe von DNA-Stringen
unter Anwendung der vorgestellten Operationen eine Instanz des gerichteten
Hamilton-Pfad-Problems in linearer Zeit gelost werden. Gleichzeitig wurde
damit der Nachweis der Praktikabilitdt im Labor gezeigt.

Neueste Arbeiten befassen sich u.a. mit der Optimierung und der prak-
tischen Anwendung entsprechender problemspezifischer Algorithmen unter
Nutzung physikalischer und biochemischer Abldufe, so z. B. der Losung des
Untermengensummenproblems in [PS02], des 3-SAT-Problems in [Joh06], des

[©
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Rucksackproblems ([HBK'07]) oder auch dem Einsatz in der Kryptographie
([APRS02]). In [LPJT03] wird iiberdies ein Ansatz zum parallelen Theorem-
beweisen unter Ausnutzung der massiven Parallelitit molekularer Reaktio-
nen vorgestellt. Neben diesen Arbeiten steht insbesondere die Entwicklung
universeller, d. h. zu Turingmaschinen dquivalenter, in-vitro-Systeme im Vor-
dergrund. Ansétze sind u. a. das Filtering-Modell von Adleman, Lipton und
Amos, DNA-Pascal, die Insertion-Deletion-Systeme und die Splicing-Systeme
(u.a. in [PRS98], [HS04] oder [RS97a]). Eine Erweiterung dieser beschreibt
die Klasse der verteilten Splicing-Systeme, zu der die in dieser Arbeit unter-
suchten verteilten kommunizierenden Splicing-Systeme und die zeitgesteu-
erten verteilten Splicing-Systeme mit dynamischen Splicing-Regeln gehéren.
Erstere bestehen aus einer endlichen Anzahl von Reagenzglisern, in denen die
Splicing-Operation durch die Abfolge der Digestion, des Annealing und der
Ligation ausgefiihrt wird. Mittels Filterstufen wird eine Verteilung von Teil-
ergebnissen zwischen den Reagenzglidsern ermoglicht. Erstmals in [CKP96]
definiert, konnte in dieser Arbeit die universelle Berechnungsstéirke dieser
Systeme mit endlichen Axiomen- und Splicing-Regelmengen gezeigt werden.
Dafiir sind mit einem Terminalalphabet ¥, | 3| 4+ 8 Komponenten, also Rea-
genzgliaser, notwendig. Fiir eine feste, vom Terminalalphabet unabhingige
Anzahl mit zehn in [ZFM97], neun in [FMZ00], sieben in [Pau97], sechs
in [SHO1] sowie eine korrigierte Version in [HS04], drei in [PRM98] und letzt-
endlich zwei Komponenten konnte dieses Ergebnis verbessert werden. Ein auf
einer alternativen Filtermethode definiertes System ist in [CVV06] gegeben.

Die zeitgesteuerten verteilten Splicing-Systeme mit dynamischen Splicing-
Regeln, oder kurz TVDH-Systeme, bestehen ebenfalls aus einer endlichen
Anzahl von Reagenzglésern. Eine Kommunikation ist jedoch nur zyklisch
zwischen aufeinander folgenden Reagenzglisern moglich. Die biochemische
Grundlage dieser Systeme bilden die Reaktionsbedingungen von Enzymen
und Ligasen, welche zu verschiedenen Zeitpunkten aktiv oder passiv sein
konnen. Somit ist zu einem bestimmten Zeitpunkt nur eine Teilmenge der
Splicing-Regeln anwendbar. TVDH-Systeme wurden in [Pau97] eingefiihrt.
Die Universalitit dieser Systemklasse mit einer endlichen Anzahl von Kom-
ponenten wurde u.a. in [PRS98] fiir sieben Komponenten bewiesen. Durch
wiederholte Einschrinkung der Komponentenanzahl konnte beispielsweise
in [MRV03] fiir TVDH-Systeme mit zwei und durch Simulation dieser Syste-
me in [MRV04] mit einer Komponente die Turingméchtigkeit gezeigt werden.
Eine ausfiihrliche Zusammenfassung ist u.a. in [MVRO05] und eine Erweite-
rung in [Ver05] gegeben.

Im Unterschied zu den in-vitro-Systemen des DNA-Computing abstrahieren
die erstmals in [Pau98| definierten Splicing-Membran-Systeme von Prozes-
sen in der lebenden Zelle. Sie bestehen aus verschiedenen, durch Membra-
nen voneinander abgegrenzten Bereichen mit Mengen von DNA-Molekiilen.
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Dabei ist jede Membran semipermeabel, so dass einige Molekiile bestimmte
Membranen passieren kénnen. In jeder Membran kann durch massiv parallele
Rekombination mittels Splicing die Menge der Molekiile veréindert werden,
welche abhéngig von der umgebenden Membran nach auflen oder innen trans-
portiert werden kénnen. Die universelle Berechnungsstérke konnte in [Pau98|
fiir vier, fiir drei z. B. in [PPO1], fiir zwei u.a. in [Pau02] und [Ver0O4a] so-
wie fiir eine Membran in [VMO05] gezeigt werden, wobei im letzten Fall die
Durchléssigkeit der Membranen weiteren Beschrinkungen unterliegt.

Die Splicing-Membran-Systeme beschreiben nur eine kleine Teilmenge der
Systeme des Gebiets Membrane Computing, einem Teilgebiet des molekularen
Rechnens. Neben ersten Arbeiten auf diesem Gebiet ([Pau98],[DP98]) sind
u. a. in [Pau02], [PRO2], [Zan02] und [Pau04] einige Modelle und deren Uni-
versalitédtsbeweise angegeben oder zusammengefasst. Anwendungsspezifische
Membran-Systeme sind z. B. fiir das Rucksackproblem in [PR04] und [PMO05],
das 3-SAT-Problem in [LZ05] bzw. SAT-Problem in [PS03] gegeben.

Fiir die in dieser Arbeit untersuchten verteilten Splicing-Systeme gilt, dass je-
des Molekiil in einer ausreichenden Anzahl vorliegt, so dass jeweils jede mogli-
che Rekombination ausfiihrbar ist. Molekularbiologisch kann dies durch wie-
derholte Anwendung der Polymerase Kettenreaktion, der PCR, erreicht wer-
den. Der Inhalt eines Reagenzglases oder einer Membran kann somit beliebig
vervielfiltigt werden. Sowohl fiir die verteilten kommunizierenden Splicing-
Systeme als auch die Splicing-Membran-Systeme gilt weiterhin die Annahme,
dass bereits vor der einmaligen Anwendung der Splicing-Operation in einem
Reagenzglas bzw. einer Membran vorliegende Molekiile auch im Anschluss
wieder zur Verfiigung stehen. Einerseits konnen sich die durch Digestion ent-
standenen Teile eines Molekiils wieder gegenseitig anlagern und somit das
Ausgangsmolekiil bilden andererseits kann der jeweilige Inhalt vor Anwen-
dung der Splicing-Operation vervielfiltigt, teilweise entfernt (z. B. durch Pi-
pettieren im Reagenzglas) und anschlieBend wieder hinzugefiigt werden.

1.2 Formale Analyse und Verifikation

Mit der zunehmenden Verteilung und wachsenden Komplexitéit aktueller
Hard- und Software erhoht sich auch der Aufwand der Validierung des De-
signs dieser Systeme oder macht diese sogar unmoglich. In der Praxis werden
deshalb oftmals Simulations- und Testszenarien eingesetzt. Da mit diesen
Methoden nur einzelne mogliche Verhaltensweisen eines Systems analysiert
werden konnen, ist eine ganzheitliche Aussage iiber das System nicht moglich.
Das heifit, im Allgemeinen kann somit nicht der Beweis der Fehlerfreiheit
erbracht werden. Insbesondere fiir sicherheitskritische Systeme, jedoch in zu-



KAPITEL 1. EINLEITUNG

nehmenden Mafle auch fiir kommerziell kritische Systeme werden deshalb
formale Methoden zum Nachweis der Fehlerfreiheit angewendet.

Mittels formaler Analyse bzw. formaler Verifikation wird unter Verwendung
mathematischer Formalismen die Existenz bzw. Abwesenheit bestimmter Ei-
genschaften sowie das temporale Verhalten eines Systems untersucht. Wei-
terhin wird darunter der Nachweis der Korrektheit eines Systems oder einer
Systemklasse, d.h. der formale Beweis, dass ein zu untersuchendes System
alle in einer gegebenen Sperzifikation geforderten Eigenschaften erfiillt, ver-
standen. In diesem Abschnitt werden einfithrend die in dieser Arbeit vor-
gestellten Analyse- und Verifikationsmethoden in knapper Form vorgestellt.
Eine ausfiihrlichere Darstellung ist beispielsweise in [Sch04] und [HRO02] ge-
geben.

Eine formale Beschreibung einer bestimmten Berechnungsvorschrift ergibt
sich aus der jeweiligen Syntax und der entsprechenden Semantik, wobei die
Syntax alle zur Berechnungsvorschrift gehtrenden Konstrukte definiert und
die Semantik den syntaktisch korrekten Konstrukten eine Bedeutung zu-
ordnet. Die operationelle Semantik bzw. strukturelle operationelle Semantik
([Plo81]) definiert die Semantik iiber die sukzessive Zustandsénderung einer
zum System analogen abstrakten Maschine, wobei die Zustdnde durch Tran-
sitionsregeln abgeleitet werden. Diese Regeln beschreiben somit einen ab-
strakten Interpreter. Mithilfe dieser Definition kénnen folglich Eigenschaften
entsprechender Systeme fiir verschiedene Zusténde untersucht sowie Relatio-
nen zwischen Systemen definiert werden.

Die zustandsbasierte Betrachtung von Systemen erméglicht ebenfalls die Mo-
dellpriifung (Model-Checking) entsprechender Systeme. Die Modellpriifung
ist ein vollautomatischer Verifikationsansatz, um in einem gegebenen Modell
M eine durch eine addquate Logik spezifizierte Eigenschaft ¢ zu priifen. Die
zu beweisende Kigenschaft wird im Model-Checking durch einen Term einer
temporalen Logik spezifiziert. Eine Besonderheit temporaler Logiken besteht
darin, dass der Wahrheitswert eines entsprechenden Ausdrucks nicht statisch
ist, sondern in verschiedenen Zusténden eines Modells unterschiedliche Wahr-
heitswerte annehmen kann. Die Linearzeitlogik LTL (Linear Time Temporal
Logic) und die verzweigende temporale Logik CTL (Computation Tree Logic)
sind zwei Vertreter dieser Klasse von Logiken. Die Verifikation wird durch ei-
ne erschopfende Betrachtung des Zustandsraums des Modells realisiert, wobei
fiir jeden Zustand der Wahrheitswert der zu priifenden Eigenschaft analysiert
wird. Es gilt M | ¢, falls das Modell M die Eigenschaft ¢ erfiillt, andern-
falls M [~ ¢. Eine detaillierte Beschreibung des Model-Checking sowie eine
Einfiithrung in die temporalen Logiken ist u.a. in [HR02] und [CGP01] gege-
ben.
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Ein alternativer Ansatz zum modellbasierten Model-Checking wird durch das
Theorembeweisen beschrieben. In diesem beweisbasierten Verifikationsansatz
ist die Systembeschreibung als Formelmenge I' einer geeigneten Logik ge-
geben. Fiir eine Spezifikation ¢ ist mithilfe eines logischen Formalismus die
Folgerung I' F ¢ zu beweisen. Aufgrund der Ausdrucksfihigkeit der verwen-
deten Logiken werden diese Beweise oftmals interaktiv gefiihrt, was jedoch
Fachwissen des Nutzers erfordert. Es existieren auch automatische, allerdings
ausdrucksschwéchere, Theorembeweiser. Vertreter sind beispielsweise die in-
teraktiven Theorembeweiser Isabelle, PVS, HOL und ACL2.
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Mathematische Grundlagen

Die Menge der natiirlichen Zahlen {0,1,2,...}, definiert durch die PEA-
NOschen Axiome, wird im Folgenden mit N und die Menge N\ {0} mit N*
notiert. Abkiirzend kann die endliche Menge {0, ...,n} mit N, und die Menge
{1,...,n} mit N} notiert werden.

Eine Menge bzw. Teilmenge wird wie in [BSMM99] definiert und es gelten
die dort angegebenen Operationen und Grundgesetze der Mengenalgebra,
wobei | M| € N die Kardinalitdt und P(M) die Potenzmenge der Menge
M beschreibt. Eine Multimenge M tiber einer Menge X ist eine Abbildung
M : X — N mit der Multiplizitit M (z),z € X. Der Support von M ist die
Menge supp(M) = {z € X | M(z) > 1} und es gilt fir x € X, dass x € M,
falls x € supp(M).

Gleichermaflen gilt die Definition von Relationen, kartesischen Produkten
und Funktionen aus [BSMM99]. Eine Funktion f : A — B wird monoton
wachsend genannt, falls fiir beliebige a1,a2 € A mit a1 < ag auch f(a;) <
f(a2) gilt, und stark monoton wachsend, falls f(a1) < f(as2).

Definition 2.1 (partielle Funktion)

Eine Funktion f : A — B heifit partielle Funktion, falls jedes Element aus
A mit hochstens einem Element der Menge B in Relation steht. Fiir a € A
mit =3b € B.(a,b) € [ ist die partielle Funktion undefiniert, notiert mit
f(a) = L. Eine partielle Funktion f wird mit f :C A — B angegeben. o

Fiir die Beweisfithrung der formalen Korrektheit von Systemen werden nach-
folgend u. a. Tableau-Beweise eingefiihrt. Ein Tableau-Beweis ist eine Ablei-
tung von Aussagen zu Teilaussagen unter Anwendung einer endlichen Familie
von Beweisregeln der Form

(REGELNAME)

Pramissen

(2.1)

Folgerung
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und wird zielgerichtet gefithrt. In Anlehnung an [T'S00] wird ein Tableau
als Baum dargestellt, wobei die Knoten mit Aussagen beschriftet werden;
ein Knoten v beschreibt die Folgerung und die direkten Folgeknoten von v
die Préamissen einer Beweisregel. Die Wurzel eines Tableaus ergibt die Folge-
rung der gesamten Ableitung. Weitere Notationen und Definitionen sind u. a.
in [TS00] und [Sti01] gegeben.

2.1 Formale Sprachen und CHOMSKY-Grammatiken

Im folgenden Abschnitt werden die fiir diese Arbeit wesentlichen Definitio-
nen der Wortkombinatorik, der formalen Sprachen und der Grammatiken
eingefiihrt. Eine ausfiihrliche Darstellung ist beispielsweise in [RS97b] gege-
ben.

Sei V' ein Alphabet, V* beschreibt das durch V und die Wortverkettung
_-_: VE X V* — V* erzeugte freie Monoid mit dem leeren Wort ¢ als neu-
tralem Element und V* = V*\ {¢}. Eine beliebige Teilmenge von Zeichen-
reihen aus V* wird als (formale) Sprache bezeichnet, jedes Element dieser
Menge als Wort. Fiir ein Wort w € V* definiert |_| : V* — N mit |e| =
0; Jaw'| = |w'| + 1,w" € V* a € V die Linge von w und |wl|4 : V* — N
bzw. |w | : V* — N die Liange des Wortes w begrenzt auf das Alphabet A,
respektive das Symbol a. Die Mengenoperationen U, N und \ gelten entspre-
chend ihrer Mengendefinition fiir zwei Sprachen. Fiir zwei Sprachen L; und
Ly mit Ly, Ly C V* ist die Konkatenation _- _: P(V*) x P(V*) — P(V*)
definiert mit Ly - Lo = {z -y |z € L1 ANy € La}.

Definition 2.2 (P,S-markiertes Wort)

Sei V' ein Alphabet, P,S C V zwei Alphabete von Préfix- bzw. Suffixsymbo-
lenund V_p s = V' \ (PUS), dann ist mit den Sprachen Pre iiber P, Suf iiber
S und V*p 5 ein Wort w iiber V. 'P.S-markiert, falls w € (Pre - V*p o - Suf)
gilt. o

Falls die Alphabete P und S nicht niher spezifiziert sind, spricht man auch
von einem endenmarkierten Wort.

Definition 2.3 (KLEENEsche Hiille, Iteration)
Die Iteration iiber einer Sprache L ist durch
L’ = {e}
Li+1 - L. LZ

L* = GLi bzw. LT = GLi
1=0 =1



2.1 FORMALE SPRACHEN UND CHOMSKY-GRAMMATIKEN

definiert und wird als reflexive, transitive KLEENEsche Hiille bzw. fiir L™ als
transitive KLEENEsche Hiille bezeichnet. o

Definition 2.4 (pre, suf, seg)

Die Funktionen pre : V¥ — P(V*), suf : V* — P(V*) und seg : V* — P(V*)
berechnen die Menge aller Prifixe, Suffixe bzw. Segmente, d. h. aller zusam-
menhédngenden Teilworter eines Wortes w € V* und sind definiert durch

pre(w) = {zeV*|yeViw=x -y}\{c}
suf(w) = {yeV*|IxeViiw==z-y}\{ec}
seg(w) = {zeV*|Tx,yeViw=x-2z-y}\{e}

Die Funktionen pre!(w) und suf'(w) berechnen das Priifix bzw. Suffix der
Lénge | eines Wortes w, falls |w| > [, und es gilt pre!(w) = & bzw. suf'(w) =
g, falls |w| < I sowie pre®(w) = ¢ und suf®(w) = ¢. o

Definition 2.5 (Rechtsrotation, ©°)

Sei V ein Alphabet und w € V*, dann berechnet die Funktion o°(w) die
Menge aller Worter, die sich durch zeichenweise Rechtsrotation aus w erge-
ben. Sie ist definiert mit ¢©(w) = O({w}), wobei O(X) die kleinste Sprache
mit X C O(X) undw € O (X) - v(w) € O (X) sowie v(¢) = € und
v(zy) = (yx) fiirx € V,y € V* ist. o

Eine CHOMSKY-Grammatik G ist ein Quadrupel (V, X, P, S) mit dem end-
lichen Alphabet der Nichtterminalsymbole V| der endlichen Menge der Ter-
minalsymbole ¥ mit V' N3 = (), der endlichen Menge der Produktionsregeln
PC(VUux)* -Vt (VUL)*) x ((VUX)*) und dem Startsymbol S € V.
Tupel der Form (u,v) € P werden oftmals auch als Relation u — v € P mit
| |y > 0 notiert.

Definition 2.6 (Ableitungsschritt)
Sei G = (V,%, P, S) eine Grammatik, dann ist die Relation F¢C (VUX)*" x
(V UX)*, definiert durch

zhegy gdw. FJw,z e (VUX)" . (x =wuz Ay =wvz A (u,v) € P),

ein Ableitungsschritt von G. o

Wir notieren mit 7, die reflexive, transitive Hiille und mit I—JCS die transiti-
ve Hiille der Relation F¢. Eine endliche Folge (S, w1, ..., w,) mit n € NT,
Wiy ..y wyo1 € (VUD)* VT (VUD)*),w, € Z*und S g wy bg -+ Fa wy
heifit Ableitung von w,, unter G.

Definition 2.7 (Sprache einer Grammatik)
Sei G = (V, %, P, S) eine Grammatik, dann ist die durch G erzeugte Sprache
L definiert mit L(G) = {w € ¥*| S - w}. 3
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Abhéngig von der Struktur der Produktionsregeln erzeugen Grammatiken
verschiedene hierarchisch geordnete Sprachklassen mit unterschiedlicher Be-
rechnungsstirke. In der CHOMSKY-Hierarchie unterscheidet man vier ver-
schiedene Klassen: die Klasse der rekursiv aufzidhlbaren Sprachen (Typ 0),
die Klasse der kontextsensitiven Sprachen (Typ 1), die Klasse der kontext-
freien Sprachen (Typ 2) sowie die Klasse der reguléren Sprachen (Typ 3).
Fiir die Sprachklassen gilt Typ 3 C Typ 2 C Typ 1 C Typ 0.

Im Folgenden spielen insbesondere die rekursiv aufzéhlbaren Sprachen eine
entscheidende Rolle, da nur diese universelle Berechnungsstérke im Sinne der
CHURCHschen These besitzen und die Struktur der Produktionsregeln der
Typ-0-Grammatiken keiner Restriktion unterliegen.

Definition 2.8 (KuroDA-Normalform)

Fiir jede Typ-0-Grammatik G existiert eine dquivalente Grammatik G' =
(V,X, P, S) in Kuroda-Normalform mit L(G) = L(G"), so dass alle Regeln in
P’ eine der Formen (A,a),(A,¢), (A, BC) oder (AB,CD) mit A,B,C,D €
V,a € ¥ aufweisen. o

Ein Beweis fiir die Existenz einer Grammatik in Kuroda-Normalform ist bei-
spielsweise in [HS04] zu finden.

2.2 Transitionssysteme und Simulationskonzepte

Definition 2.9 (beschriftetes Transitionssystem)

FEin beschriftetes Transitionssystem (LTS) iiber der Aktionsmenge Act ist ein
Tupel (Q,T), wobei Q eine Menge von Zustéinden und T C Q x Act x Q eine
Transitionsrelation beschreibt. o

Statt (¢,a,q’) mit ¢,¢ € Q und o € Act wird die Schreibweise ¢ = ¢
verwendet; ¢ ist die Quelle und ¢’ das Ziel der Transition. Jede Konfiguration
eines Systems beschreibt im Folgenden den Zustand zu einem bestimmten
Zeitpunkt. Eine Ableitung von gy nach g, ist eine endliche Sequenz gy =
qn B...2 qn mit den Aktionen aq,...q,.

Transitionen zwischen Zustinden in einem durch eine strukturelle operatio-
nelle Semantik erzeugten Transitionssystem werden, wie in [AFV01] beschrie-
ben, induktiv durch eine Menge von Transitionsregeln, analog zu den Beweis-
regeln (2.1), abgeleitet.

Definition 2.10 (starke (Bi-)Simulation)
Seien (Q,7) und (Q',7T") zwei gegebene LTS, so ist eine nicht leere binére
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Relation S € Q x Q' genau dann eine starke Simulation, wenn fiir p,p’ €
Q,q,¢ € Q,a € Act und pSq gilt, dass aus p — p' die Existenz eines
¢ € Q@ mit ¢ = ¢ und p'Sq folgt. Eine starke Simulation S ist eine starke
Bisimulation, falls S und S™', also die inverse Relation von S, jeweils starke
Simulationen sind. o

Der Zustand ¢ simuliert stark p, wenn eine Relation S existiert und pSq gilt.
Zwei Zustinde p € Q und ¢ € Q' heilen stark bisimular bzw. stark dquivalent,
notiert mit p ~ ¢, falls eine starke Bisimulation & mit pSq existiert.

Eine Aktion = wird beobachtbar genannt, falls o € Act. Eine unbeobacht-
bare Aktion wird durch — beschrieben. Ein Experiment e ist eine endliche
Sequenz e = «j ...qa, von beobachtbaren Aktionen aq,...,a,. Die Relati-
on = ist definiert als die moglicherweise leere Sequenz von unbeobachtbaren
Aktionen p = --- 5 ¢, formal :>d:efl>*, die reflexive und transitive Hiille
von —. Weiterhin sei fiir e = a . . . ay, die Relation :e>d:eféﬂ>:> N
definiert.

Definition 2.11 (schwache (Bi-)Simulation)

Seien (Q,7) und (Q',T") zwei gegebene LTS, so ist die nicht leere Relation
S C 9 x Q@ iiber (Q,7) und (Q',7") genau dann eine schwache Simulation,
wenn aus pSq und p = p’ die Existenz eines ¢’ € Q' mit ¢ = ¢ und p'Sq’ fiir
p,p € Q und q,q € Q' folgt. Eine schwache Simulation S ist eine schwache
Bisimulation, falls S und S~! schwache Simulationen sind. o

Es kann jedoch auch leicht gezeigt werden, dass S eine schwache Simulation
ist, wenn pSq und p — p’, dann existiert ein ¢ € Q' mit ¢ = ¢ und p'S¢’
oder wenn p = p/, dann existiert ein ¢’ € @ mit ¢ = ¢’ und p'Sq’. Wenn eine
schwache Bisimulation & mit pSq und p € Q sowie ¢ € Q' existiert, werden
p und g schwach bisimular, schwach dquivalent bzw. beobachtbar dquivalent
genannt, notiert mit p = q.

2.3 Splicing-Operation

Im folgenden Abschnitt wird die mathematische Theorie der Splicing-Ope-
ration und der auf ihr basierenden Systeme formal definiert. Ausfiihrliche
Definitionen sind u. a. auch in [PRS98], [RS97a] und [HS04] gegeben.

Definition 2.12 (Splicing-Regel)

Sei V' ein Alphabet und es gelte #,% ¢ V, dann wird eine Splicing-Regel
formal mit r = uj #HugSug#uy mit uy,ug,us,uqg € V* und |uy - ug| > 1 und
|ug - ug| > 1 angegeben. o
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Eine alternative (grafische) Darstellungsmoglichkeit einer Splicing-Regel r =
w1 HFuoSusz#uy ist gegeben durch

Definition 2.13 ((E)H-System)

Ein H-System ist ein Tripel v = (V, A, R) mit dem Alphabet V', einer formalen
Sprache A C V*, der Axiomenmenge und der Menge der Splicing-Regeln
RCV* {#}-V* - {$} - V* - {#} - V* mit #,$ € V. Ist zusétzlich noch eine
Menge ¥ C V' gegeben, so spricht man von einem extendierten H-System,
kurz EH-System, formal beschrieben durch v = (V, X, A, R). o

Ein H-System v = (V, A, R) bzw. EH-System v = (V, 3, A, R) ist ein en-
denmarkiertes H- bzw. FH-System, falls fiir zwei Alphabete P, S von Préfix-
bzw. Suffixsymbolen, dem Alphabet V_ps = V' \ (P US) und den Spra-
chen Pre, Suf, Pre/, Suf’ iiber P bzw. S und V*p s alle Worter w € VF PS-
markiert oder allgemein endenmarkiert sind und fiir R gilt

R C ((PreUd{e}) - Vips-{#}-Vips- (Suf U{e})- {5}
(PreU{e}) - Vips-{#} - Vips- (Suf U{e}))
({e} -{#} - Pre’ - VZip s - (Suf U{e}) - {8} -
{6}-{#}-Pre"V*pS'(SufU{f}))
U ((Preu{e}) - Vips-Suf’- {#}-{c}- {8}
(PreU{e}) - Vips - Suf’-{#} - {e}))

mit Pre’ = Pre\ {¢} und Suf’ = Suf \ {e}. v ist endlichkomponentig, falls alle
Mengen V, A, R und ¥ endlich sind.

-

Definition 2.14 (Ableitungsschritt eines (E)H-Systems)
Sei v = (V,A,R) bzw. v = (V,%, A, R) ein H- bzw. EH-System, dann ist die
Relation -, C (V* x V*) x (V* x V*), definiert mit

z,y,w,z € VA
r = w1 FusSusHus € RN

(z,y) Fr (w,2) & x=z1u1U2T2 N Y = Yrususys N
W = T1UIU4Y2 N\ Z = Y1uzusxs N\

T1,22,Y1,Y2 S V*7

ein Ableitungsschritt von . Wir schreiben = fiir die transitive Hiille und
Fx fiir die reflexive, transitive Hiille von F,. o
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Definition 2.15 (Splicing-Operation auf (E)H-Systemen)

Fiir ein H-System v = (V, A, R) bzw. EH-System v = (V, X, A, R) und eine
formale Sprache £ C V* definieren wir die Splicing-Operation o : P(V*) —
P(V*) mit o(L) ={w € V*|Iz,y € LIr € R3z € V*.(((x,y) Fr (w,2)) V
((z,y) b (z,w)))}- o

Fiir ein H-System v = (V, A, R) bzw. EH-System v = (V, %, A, R) und o :
P(V*) — P(V*) ist das k-fach iterierte Splicing o* mit k € N rekursiv
definiert mit 0°(A) = A und o1 (A) = o' (A)Uc(c*(A)) fiir i € N. Weiterhin
wird 0*(A) = J; ey 0" (A) definiert.

Definition 2.16 (Sprache eines (E)H-Systems)
Die erzeugte Sprache L von v1 = (V, A, R) bzw. v2 = (V, X, A, R) wird durch
L(y1) = 0*(A) bzw. L(y2) = 0*(A) N T+ definiert. o

Die in der Arbeit vorgestellten und untersuchten Systeme sind im Allge-
meinen Mehrtubesysteme, d.h. sie bestehen aus einer fest definierten An-
zahl von Reagenzglisern, den Komponenten des Systems. Ein System mit
n verschiedenen Komponenten wird deshalb auch n-komponentiges System
genannt. Fiir ein Alphabet V und ein n-komponentiges System I', wobei
fiir jede Komponente £; C V* gilt, ist eine Konfiguration Cr gegeben mit

Cr = (£4,...,Ly). Die initiale Konfiguration eines Systems wird mit CIQO)’

jede Folgekonfiguration mit Céi),Vz' € {1,2,...} beschrieben. Die ite Projek-

tion wird mit C{; = L; notiert, d.h. CI(J ) beschreibt die ite Projektion der
jten Konfiguration.

Fiir ein Membransystem mit n Membranen ist die Membranstruktur p wie
in Definition 2.17 gegeben. Die Relation p kann alternativ als Baum, VENN-
Diagramm oder durch einen korrekt geklammerten Ausdruck w € {[;,]; 4,7 €
N}t nach Definition 2.18 dargestellt werden. Sei (i, j) € p, so ist i der Va-
terknoten von j bzw. j der Tochterknoten von 3.

Definition 2.17 (Membranstruktur u)

FEine Membranstruktur mit n Membranen ist eine Relation iiber den natiirli-
chen Zahlen, so dass die Struktur ({1,...,n},u) einen Baum ¥ nach Defini-
tion 1.7 in [BdV04] beschreibt, d. h.

— mit der Knotenmenge {1,...,n} und dem eindeutigen Wurzelknoten 1
sowie Vi € {2,...,n}.(1,i) € p*,

—vie{2,...,n}. 3N e{l,...,n—1}.(i,5) € p und

— p ist azyklisch, also Vi € {1,...,n}.—(i,1) € p*. o
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Definition 2.18
Sei p eine Membranstruktur mit n Membranen, dann kann p wie folgt als
korrekt geklammerter Ausdruck ' dargestellt werden.

/

o= lrph
5 falls {j|3(i,j) € u} =0
Wi = Ly kg Ly ooy p o1y, sonst, mit

{7130, 7) € puy = {g1, -, k)



KAPITEL 3

Verteilte kommunizierende
Splicing-Systeme

Verteilte Splicing-Systeme basieren auf dem Konzept des Rechnens mit Mo-
lekiilen in vitro und bestehen im Allgemeinen aus einer endlichen Anzahl von
Reagenzglisern, den sogenannten Komponenten des Systems. Jede Kompo-
nente beschreibt unter Verwendung globaler Parameter ein H-System bzw.
ein EH-System nach Definition 2.13 zur gezielten Rekombination des jewei-
ligen Reagenzglasinhalts.

3.1 Systembeschreibung

Die Menge der verteilten kommunizierenden Splicing-Systeme (engl. test tube
systems), oder kurz TT-Systeme bzw. TT-EH-Systeme genannt, beschreibt
eine Teilmenge der Klasse der verteilten Splicing-Systeme, wobei jede Kom-
ponente des Systems mithilfe von Filtern mit jeder anderen Komponente des
Systems kommunizieren kann, d.h. DNA-Stréinge austauschen kann.

Ein verteiltes kommunizierendes Splicing-System I" vom Grad n mit n > 1
ist ein TT-System mit n Komponenten und wird formal durch ein n + 2
Tupel (V, X%, (A1, Ry, F1), ..., (An, Rp, F))) beschrieben. Die Mengen V' und
> spezifizieren die Symbolmenge bzw. die Menge der Terminalsymbole des
Systems I' mit der Bedingung ¥ C V. Jedes Tripel (A;, R;, F;) beschreibt die
ite Komponente von I' mit der Menge der initialen Axiome A; C VT, der
Menge der in Definition 2.12 eingefiihrten Splicing-Regeln R; C V* - {#} -
V*A{$}-V* - {#}-V* mit #,$ ¢ V und des der iten Komponente vorgeschal-
teten Filters, definiert durch die Menge von Filterregeln mit F; C V bzw.
F; CV* x V* abhingig von der nachfolgend beschriebenen Filterdefinition
des Systems. Die Mengen V. 3, A; und R; spezifizieren jeweils ein EH-System
nach Definition 2.13 mit der entsprechenden Splicing-Operation ¢;. Ein TT-
EH-System vom Grad n ist endlichkomponentig, falls fiir jede Komponente
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die Menge der Axiome, der Splicing-Regeln und der Filterregeln endlich ist,
und endenmarkiert, falls fiir alle Komponenten das erzeugte EH-System en-
denmarkiert ist. In einem Ableitungsschritt werden zunéchst alle anwendba-
ren Splicing-Regeln auf den aktuellen Inhalt der entsprechenden Komponente
nichtdeterministisch appliziert und im Anschluss entsprechend der jeweiligen
Filter verteilt. Worter, die keinem Filter einer anderen Komponente geniigen,
verbleiben in der jeweiligen Komponente.

Aus der Literatur bekannte verteilte kommunizierende Splicing-Systeme kon-
nen prinzipiell anhand der Filterdefinition und der Definition eines Ablei-
tungsschrittes (Berechnungsschrittes) in verschiedene Klassen unterteilt wer-
den. Der Filter einer Komponente wird entweder durch ein Alphabet A C V
beschrieben, wobei alle Worter der Sprache A* iiber dem Alphabet A durch
den jeweiligen Filter akzeptiert werden oder der Filter wird durch eine Menge
von Tupeln iiber Wortern definiert, welche die Préfixe bzw. Suffixe der ak-
zeptierten Worter spezifizieren. Fiir das Alphabet V' und eine endliche Menge
von Filterregeln F' C {(pa, pe) | Pa;s Pe € V*} wird die Sprache der akzeptier-
ten Worter definiert mit S = {w € V*|3(pa,pe) € F.(pa € pre(w) A pe €
suf(w))}. Ein Ableitungsschritt eines TT-Systems ist entweder als Einfach-
Splicing-Ableitungsschritt wie in Definition 3.1 oder als Mehrfach-Splicing-
Ableitungsschritt wie in Definition 3.2 definiert.

Definition 3.1 (Einfach-Splicing-Ableitungsschritt)
Fiir ein TT-System I'" vom Grad n ist die Ableitungsrelation (L1,...,Ly) Fp
(LY,..., L)) fiir einen Einfach-Splicing-Ableitungsschritt definiert durch

ci= | Uajcy|nsi|u]atcon| U s vie{l,...,n},
F=1A J=INA
J#i J#i

wobei die Sprachen S; fiir alle i € {1,...,n} die durch die jeweiligen Filter
akzeptierten Sprachen sind. o

Im Einfach-Splicing-Ableitungsschritt Fr wird der Inhalt jeder Komponente
durch einmalige Anwendung der Splicing-Operation erweitert und anschlie-
Bend entsprechend der Filter verteilt, wobei alle Worter einer Komponente i,
die dem Filter der Komponente j mit j # ¢ geniigen, in die jte Komponente
kommuniziert werden und alle Wérter, die keinem Filter j, j # 7 entsprechen,
in der jeweiligen Komponente verbleiben.

Definition 3.2 (Mehrfach-Splicing-Ableitungsschritt)
Fiir ein TT-System I" vom Grad n ist die Ableitungsrelation (L1, ...,Ly) IFp
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(LY, ..., L)) fiir einen Mehrfach-Splicing-Ableitungsschritt definiert durch

n n
L= U s | nsi|ulereaN| U S Vie{l,...,n},
J=1A J=1A
J# J#
wobei die Sprachen S; fiir alle i € {1,...,n} die durch die jeweiligen Filter
akzeptierten Sprachen sind. o

In einem Mehrfach-Splicing- Ableitungsschritt IFp wird, analog zum Einfach-
Splicing-Ableitungsschritt, zunéchst der Inhalt jeder Komponente modifiziert
und spéter entsprechend der Filter verteilt, wobei die Splicing-Operation vor
jeder Verteilung zunéchst erschopfend angewendet wird, d.h. solange, bis
keine Verdnderung der Komponente mehr stattfindet. Die durch ein TT-
System erzeugte Sprache L(T") ergibt sich o. B.d. A. aus allen Wértern w iiber
dem Terminalalphabet in der nten Komponente (Definition 3.3), unabhéngig
von der Filterdefinition bzw. der Definition eines Ableitungsschritts.

Definition 3.3 (Sprache eines TT-Systems)
Die durch ein TT-System I" vom Grad n,n > 1 mit Einfach-Splicing-Ablei-
tungsschritt erzeugte Sprache ist definiert durch

L) =St n{we L,|3(L1,...,L0).((A1, ..., A FE (L1,..., L))}
und mit Mehrfach-Splicing-Ableitungsschritt mittels
L) =Stn{we L,|3(L1,...,L0).((A1, ..., A) IF: (L1,...,Ln))}.

Beispiel 3.1 (T'2.n+1)

Das verteilte Splicing-System 1'2.,,41 mit dem Grad drei ist definiert durch
o1 = ({X,Y, 2", 2, 2" Y n}, {n}, {XnY, Zn?Y' Zn®Y}, R, {(X,Y)}),
{XnY', Z",Z"}, Ro, { (X, Y")}), (0,0, {(n,n)})) mit

(r11) (r12) (ro2) (re3)
5‘ Y 6‘ Y R, - a‘ Y’ X‘ €
AR AR e e| 2

Ry:

und dem Einfach-Splicing-Ableitungsschritt (L1, Lo, L3) Fr,.,,.. (L7, L5, L)
mit Sy = {w € V*|I(pa, pe) € Fi-(pa € pre(w) A pe € suf(w))} und

3 3

L= U ojcy[nsiulaieon| U s Vie{l,...,3}.
j=1A J=1A
j#i J#
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Satz 3.1 (L(I'2.n+1) aus Beispiel 3.1)
Das System I'9.,, 1 aus Beispiel 3.1 erzeugt die Sprache L(I'a.p,41) = {w|w €
{n}t A |w| mod 2 =1}. o

Beweis 3.1 (Satz 3.1)
Die Korrektheit des Systems I's.,+1 aus Beispiel 3.1 kann induktiv iiber die
Konfigurationen des Systems gezeigt werden. Es gilt:

) = ({XnY, ZnnY, ZnnY'}, {XnY", 2/, 2"},0)
s = (Cﬁi L U{ZntY’, ZntY, ZY, XnPY },
Cl? U{Xn,Z'Y', X 2" nY’ Xn3Y’},(Z)>
Clos = (Cﬁl2 L U{ZnSY’, ZnfY, XnY'},
Cl? U{Xnd Y XnPY'), {n})

und fiir alle i € N, > 3 gilt

T (C“ DL (Zn2 2y Zn2it2y, Xn2itly}

FQATH_l F2 n+1

0(1—1)12 U {anz‘—l n2~i—1y/,Xn2-i+ly}’

Tomg1
(7' 1), i—
F2n+1 {2 3}>
O

In [CKP96] konnte gezeigt werden, dass TT-Systeme mit endlichen Mengen
von Axiomen und endlichen Mengen von Splicing-Regeln universelle Berech-
nungsstirke besitzen, wobei fiir eine Grammatik mit dem Terminalalphabet
¥ die Anzahl der Komponenten |3 | 4 8 betrigt. Die Universalitidt konnte
jedoch auch fiir eine feste, von ¥ unabhingige, Anzahl mit neun [FMZ00],
sechs [HS04], drei [PRM98] und zwei Komponenten [HSV08] gezeigt werden.

3.2 Ausgewihlte universelle TT-EH-Systeme

Im Folgenden werden drei universelle TT-Systeme mit endlich vielen Kompo-
nenten und jeweils endlichen Axiomen-, Filterregel- und Splicing-Regelmen-
gen vorgestellt. Die beiden Systeme TT6 (3.2.1) und TT2 (3.2.2) basieren
auf dem Einfach-Splicing-Ableitungsschritt; die jeweiligen Filterregelmengen
sind formal als Tupel iiber Wortern definiert, welche die Préfixe bzw. Suf-
fixe der akzeptierten Worter spezifizieren. Im System TT3 (3.2.3) sind die
Filterregelmengen, wie in 3.1 beschrieben, Alphabete, wobei alle Worter der
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Sprache iiber dem Alphabet durch den jeweiligen Filter akzeptiert werden.
Eine Transition im System TT3 ist ein Mehrfach-Splicing-Ableitungsschritt.

Allen universellen verteilten kommunizierenden Splicing-Systemen ist eine
Unterspezifikation ihrer Komponenten gemein. D.h., die Spezifikation der
Axiomen-, Filter- sowie Splicing-Regelmengen der Komponenten ist abhén-
gig von einem systemweiten Parameter, welcher die jeweils zu losende Auf-
gabenstellung formal beschreibt. Fiir die Systeme TT6, TT2 und TT3 wird
diese durch eine Chomsky-Typ-0-Grammatik spezifiziert.

3.2.1 Das System TT6

Das verteilte kommunizierende Splicing-System T'T6 besteht aus sechs durch
Filter miteinander verbundenen Komponenten und beschreibt ein univer-
selles Modell zur Losung algorithmischer Aufgabenstellungen. Sei Ggxnr =
(Va, 2, Pg, Sg) eine Chomsky-Grammatik in Kuroda-Normalform, dann ist
I'=(V,%,(A1, Ry, F1),...,(As, Rs, Fs)) ein auf G basierendes, endlichkom-
ponentiges TT6-EH-System, wobei A; C VT die endliche Menge der Axiome,
R; C V*-{#}-V*.{$} - V*-{#} - V* die endliche Menge der Splicing-Regeln
und F; C V* x V* die endliche Menge der Filterregeln fiir die Komponen-
te i ist. Jedes Quadrupel (V, 3, A;, R;) beschreibt ein endlichkomponentiges,
endenmarkiertes EH-System.

Definition 3.4 (TT6-EH-System)
Fiir eine Grammatik Ggxng = (Vig, 2, Pg,Sg) mit ¥ = {s1,...,s,} und
Ve ={N1,...,Np} ist T' = (V,3,T1,T»,T5,Ty,T5,Ts) gegeben mit:

V = VeUSU{a,B,B, X, XYY Y., Y} 2,2 2"}

mit {o, 8, B, X, X', Y, Y, Y., Y}, 2,2/, 2"} 0 (Ve US) = 0
Ty = (A1, Ry, F1)

Ay = {XBScY}U{ZvY'|3u € V7 .(u,v) € Pg}
= {(XvY)}
Ty = (Az, Ry, F3)
Ay = {2V}, 2Y},X'Z,2Y} U280 Y} U
Ui {Xs: 2y UUZ {XN:Z} U{XBZ}
B = {(X,)Y)}
T3 = (Asz, R3, F3) T5s = (As, Rs, F5)
As = {2V XaZ} As = {2'7',2"2"
3 = {(X/’Yolz)} Fs = {(5vBY)}
Ty = (A4, Ry, Fy) Ts = (As, Rs, Fs)
A = {2y, Xp7) R
_ ! ! -
B = ALY Fy = {(sis)lirj €NS}
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und mit Nt = {1,...,n}, Nt = {1,...,m} den Mengen von Splicing-Regeln:

)
R Y v en
D U, U e
AR
(T§1) (7"%2) (re3)
el sY’ e| N;Y' e| BY'
Ry : — 17 vieNt i Vi e N ‘
7| Baipy’ Z| Bartigy’ Z| partmtigy’
(r24) (r25) (r26) (rh7)
! ! 3
e| BY el aY X‘s Xﬁoﬂﬁ‘e vie Nt
AR% ARE X' z Xs;| 7
(rig) (r29) (r210)
+i +m+1 '
XBamtig] e vient XpartmHig| e el v
XN;| z XB\ Z Z\ Y
(ra1) (r32) (ra1) (ra2)
el Yl X' e Ry X' e
Rs : 4
Z|Y  Xa|Z z|y  Xp|z
(rs1) (rs2)
e| BY  X|¢
Rs :
2'7'| e el 22" o

Fiir ein TT6-EH-System I' = (V, X, (A1, Ry, F1), ..., (As, Rg, Fg)) ist eine
Konfiguration Cr gegeben durch ein 6-Tupel (L1, ..., L) mit £; C V*. Ein
Ableitungsschritt bzw. eine Transition wird mit Cr Fp C’F wie in Definition 3.1
fir n = 6 definiert, wobei die Mengen S; gegeben sind mit S; = {w €
V* | 3(pa,pe) € Fi.(pg € pre(w) A pe € suf(w))} fir alle ¢ € {1,...,6}. Die
erzeugte Sprache ist L(T') = X" N{w € L¢|3(L1,...,Ls).((A1,..., Ag) Ff
(L1,...,L6))}-

Das System simuliert die Ableitung eines Wortes mittels einer Grammatik
Gxnr = (Vg, X, Pg, S¢) wie folgt. Fiir ein Wort w = w’ - u (ohne Beachtung
der Hilfssymbole) in der ersten Komponente wird durch die entsprechende
Splicing-Regel rﬁw) die Anwendung einer Ableitung am rechten Wortende
von w simuliert und das resultierende Wort w’ - v in die zweite Komponen-
te kommuniziert. In der zweiten Komponente kann dieses Wort durch An-
wendung der Regel r219 wieder in die erste Komponente kommuniziert wer-
den, wodurch eine weitere Anwendung einer Produktionsregel am Wortende
moglich ist. Durch Kodierung der Grammatiksymbole s; € ¥, € {1,...,n}
mit Ba’B, N; € Vg,i € {1,...,m} mit B3 und des Markierungssymbols
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B mit 3o 13 durch die Splicing-Regeln r},, r, sowie ro3 und unter Zu-
hilfenahme der Komponenten drei und vier kann ein kodiertes Symbol vom
rechten Ende eines Wortes an das linke Ende rotiert werden. Mittels De-
kodierung durch die Regeln ri,, rig und rog der zweiten Komponente wird
die Symbolrotation beendet. Die fiinfte Komponente dient der Entfernung
der im System verwendeten Hilfssymbole und die sechste Komponente der
Sammlung der Berechnungsergebnisse.

3.2.2 Das System TT2

Das verteilte kommunizierende Splicing-System TT2 besteht im Gegensatz
zum System TT6 aus nur zwei miteinander kommunizierenden Komponen-
ten, wobei die zu losende Aufgabenstellung ebenfalls in Form einer Typ-0-
Grammatik in Kuroda-Normalform angegeben wird.

Das System I' = (V, X, (A1, Ry, F1), (A2, Ro, F»)) ist ein auf Gknr = (Vg X,
Pg, Si) basierendes TT2-EH-System mit endlichem Alphabet V' = Vg U
SU{B,X,Y', 2,2, 2" U{L;,Gi|i € {1,...,|S|+| Vg |+1}} mit | V] =
3-(|Va|+1]%2]|) + 8, dem endlichen Terminalalphabet ¥ sowie den endli-
chen Axiomenmengen A, As C V™, den endlichen Splicing-Regelmengen
Ry, Ry CV* - {#} -V*-{8}-V*-{#} - V* nach Definition 2.12 und den end-
lichen Filterregelmengen Fy, Fy C V* x V*. Jedes Quadrupel (V, X, A;, R;)
beschreibt ein endlichkomponentiges, endenmarkiertes EH-System nach De-
finition 2.13.

Definition 3.5 (TT2-EH-System)

Wir definieren I' = (V,X,T1,T,) ein auf Ggxny = (Vg, X, Pg, Sg) basie-
rendes, endlichkomponentiges TT2-EH-System mit ¥ = {s1,...,s,},Vg =
{N1,..., Ny} und den wie folgt spezifizierten Komponenten:

n+m+1
V = VeUSU{BX,Y., 2 7,2V0 | {Li,G;}
i=1

n+m+1
mit <{B,X, Y, 2,72, 2" 0 U {Li,Gi}> N(VeUux) =0
i=1
i = (A, Ry, F)

Ay = {XBSgY'}U{ZvY'|3u € V7 .(u,v) € Pg}U
U zGy u U {LisiZ} UUR {LnyiNiZ} U
{Ln+m+1BZ}
o= {(X,)Y)}
T, = (A2, Ry, Fy)
Ay = {2Y'.X2,2'Z',2"2"}

Fo= UYL, G}
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und mit NV = {1,...,n} den Splicing-Regel-Mengen:

) (r15) (ri3)

e| uwY’ e| Y e| N;Y'
Ry @ — V(u,v) € Pg Vi e Nt Vi € Nt
Z | vY’ 7| G; Z | Gnyi
(r14) (ris) (rie)
e| BY' X| e X| ¢
‘ Vi € Nb Vi e N}
Z| Gnyms1 Lisi | Z LnyiN; | Z
(r17)
X| e
Ln+m+1B Z
(7"51) (7132) (r23)
el G, Lije . & e| Gnim+1
Ry : ?‘7 Vi€ Ny ﬂ? Vi€ Nyt 1 ‘ 5
(r24)

Eine Transition eines TT2-EH-Systems I' = (V, 3, (A1, R1, F1), (A2, Ra, F»))

von einer Konfiguration Cr def (L1, L2) mit L1, Lo C V* zu einer Konfigurati-
on Cf. ist ein Einfach-Splicing- Ableitungsschritt Cr Fr Cf, wobei die Sprachen
S1, 59 durch die Filterregelmengen FY, F» definiert sind, welche aus Tupeln
von Pra- und Suffixen bestehen. Die von I' generierte Sprache ist gegeben
mit L(F) =¥nN {w € Ly | 3(£1,£2).((A1,A2) I_i: (ﬁl, £2))}

Adéquat zu TT6-EH-Systemen realisieren TT2-EH-Systeme die Ableitung
von Wortern mittels einer Grammatik Gknr = (Vig, 2, Pg, S¢) durch Term-
ersetzung am rechten Wortende gemifl den Ableitungsregeln aus Pg und
einer Wortrotation. Mittels der durch (u,v) € Pg erzeugten Regel rﬁ“”) kann
durch gezielte Rekombination ein Vorkommen eines Teilwortes u € Vgi am
rechten Ende eines Wortes w (ohne Beachtung der Hilfssymbole) durch das
Teilwort v € V{; ersetzt werden. Durch die Regeln riy,i € {1,...,n};7l5,i €
{1,...,m} und ri4 kann das rechte Symbol eines Wortes in der ersten Kom-
ponente entfernt und am linken Wortende unter Verwendung der Regeln
rieio€ {1,...,n};rig i € {1,...,m} sowie rig angefiigt werden. Durch
den Filter der zweiten Komponente, beschrieben durch die Filterregelmenge
{(Li,Gi) i € {1,...,n 4+ m + 1}}, wird sichergestellt, dass das am linken
Wortende hinzugefiigte Zeichen am rechten Wortende entfernt wurde. Neben
der Entfernung bzw. Modifikation der Hilfssymbole dient die zweite Kompo-
nente der Kollektion der Berechnungsergebnisse des jeweiligen Systems.
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3.2.3 Das System TT3

Ein auf einer Typ-0-Grammatik G = (Vg, X, Pg, Sg) basierendes TT3-EH-
System ' = (VY, Z, (Al, Rl, Fl), (AQ, RQ, Fg), (A3, Rg, Fg)) mit Al, AQ, A3 C
V*t Ry, R, Ry C V* - {#} -V*-{$} - V*.{#} - V* nach Definition 2.12
und Fi, Fo, F5 C V besteht aus drei miteinander kommunizierenden Kom-
ponenten. Dabei beschreibt V' das Alphabet, A7, As, A3 die endlichen Men-
gen von Axiomen, Ri, Ro, R3 die endlichen Mengen von Splicing-Regeln und
Fy, Fy, F3 die endlichen Mengen von Filterregeln.

Definition 3.6 (TT3-EH-System)
Fir G = (Vg, %, Pg,Sq) ist T' = (V,T1,T,T3) ein endlichkomponentiges
TT3-EH-System mit Vg UX U{B} = {l1,...,l,} und den Komponenten:

V = VoUXU{BX,Y,a, 8,7, X" Ys, Y5, Z}
mit {B,X,Y,a, 8,7, X', Yo, Y3, Z} N (Vo UX) =0
Ty = (A1, R1, F1)
Ay = {XSgBY,XBSgY,ZY,,2Ys, X' 2,27} U
{ZBa'BY i€ {1,...,n}}U
{ZvY |Fu e V7 .(u,v) € PoYU{XL,Z|ie{1,...,n}}
L = VgUXU{B,X,Y,q,3,7}

T = (AQ,RQ,FQ) T3 = (Ag,Rg,Fg)
Ay = {2Y,XBZ) Ay = {2V, XaZ)
F, = VoUXU K = VsUuXu
{B,a,8,v, X', Y3} {B,a, 3,7, X", Yo}

und den Splicing-Regel-Mengen:

() (riy) (r13)

Y LY Y

Ry : i u V(’LL,U)GPG © - ViE{l,...,’l’L} el o

AR Z| Baipy ART

(r14) (r15) )

clav  X|e  Xpo'g|e vie{l,...,n}

zlv, x|z X;

(r17) (r18) (r19)

el vy e| v XxppB| e

Z| BBy  ZZ] e e| 2z

(r21) (r22) (r31) (r32)

el Ya X' ¢ el Y, X" €
RQ R3 N

z|y  Xp|z z|y  Xa|z S
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Im Gegensatz zu den Systemen TT2 und T'T6 sind die Filter durch Alphabete
spezifiziert, iiber die die jeweils durch den Filter akzeptierte Sprache definiert
ist. Eine Transition zwischen zwei Konfigurationen Cr = (L1, L2, £3), C. mit
L1,L9,L3 C V* eines TT3-EH-Systems I', notiert mit Cr IFr Cr., entspricht
einem Mehrfach-Splicing-Ableitungsschritt aus Definition 3.2. Eine ausfiihr-
liche Beschreibung des Systems sowie einer Erweiterung sind in [PRMO9S|
angegeben.

3.3 Strukturelle operationelle Semantik fiir TT-Systeme

Mittels struktureller operationeller Semantiken (SOS) wird eine formale Be-
schreibung von Berechnungssystemen definiert, welche einen abstrakten In-
terpreter beschreibt und somit die Studie von Beziehungen zwischen zwei ge-
gebenen Systemen sowie die formale Priifung von bestimmten Eigenschaften
in einem System ermdoglicht. Beispielsweise ist die Analyse der durch ein TT-
EH-System erzeugten Sprache aufgrund ihrer Definition nicht hinreichend,
um Aussagen iiber ein System zu treffen, da, wie Beispiel 3.2 veranschaulicht,
bereits erzeugte Worter aus der letzten Komponente des Systems wieder ent-
fernt werden kénnen. Die operationelle Semantik wird durch die Angabe einer
abstrakten Syntax des Systems und der Definition von Konfigurationen und
Transitionen zwischen diesen spezifiziert.

Beispiel 3.2 (T)
Fiir das System To = ({n}, {n}, ({n},0, {(n,n)}), (0,0, {(n,n)})) sind Be-
rechnungsergebnisse in der akzeptierenden Komponente nicht persistent, da

o _ ({n},0) fallsimod?2 =0, i € N*
r (0,{n}) fallsimod?2=1, i € NT

gilt. o

In der strukturellen operationellen Semantik der verteilten kommunizieren-
den Splicing-Systeme mit Einfach-Splicing-Ableitungsschritten wird die De-
finition einer Konfiguration leicht modifiziert. Fiir ein gegebenes System
r=(V,%,(A1,R1, F1),..., (Ay, Ry, F,)) vom Grad n ist eine Konfiguration
Cr gegeben durch eine Sequenz (L, K)™, wobei L € {1,...,n} ein Label und
K C V*ist. Die Menge K definiert den Inhalt einer Komponente, also eine
Sprache iiber Wortern des Alphabets V. Eine Zwischenkonfiguration Cf. ist
gegeben durch eine Sequenz (L, K')™ mit einem Label L € {1,...,n} und der
Menge der Kommunikationsregeln K’ C L x V' der Form (I, w), wobei [ die
Zielkomponente und w das zu kommunizierende Wort beschreibt. Weiterhin
werden die Funktionen com; : Lx V™ — V* mit com;(K’) = {w | (i,w) € K'}
und 7 : N x (L, K)" — V* mit n(i, (L1, K1), ..., (Ln, K;)) = K; definiert.
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Transitionsregeln 3.1 Transitionsregeln fiir die strukturelle operationelle
Semantik von verteilten kommunizierenden Splicing-Systemen

(Trans)
¢ = (r(n,Cr)\m(n,Cr)) NEF
Cr — Cp, r — Ct ¢ = (m(n,Cr)\m(n,C))NET
(¢.€)

Cr == Cf
() (—1)
o Mer (LKD) = (LK) . (n Ky = (n, K)
Cr - Ct (1, K1),y (i, K) — (1KLY, (0, KL)

(—2) (=)
K| =J;_, com;(K;)

(]

G, K) — (i, K1Y (LK), ... (0 Kp) — (LKL, ..., (n, K"

]

Ki = Ujo1 {0 w) [ (w € (K Uoi(Ky)) Aw € S5)} U {6 w) [ (w € (K; U
oi(Ki)) ANw ¢ U;’L:Ljyéi Sj)}in —o

Fiir TT-EH-Systeme vom Grad n, basierend auf der nach Definition 3.1 be-
schriebenen Einfach-Splicing-Ableitungsrelation, der nach Definition 3.3 er-
zeugten Sprache sowie mit A, = R, = 0, ist die strukturelle operationelle
Semantik durch ein beschriftetes Transitionssystem mit der Aktionsmenge
Act CP(VT)xP(VT), der Menge der Konfigurationen Cr des Systems I' und
den Transitionsregeln 3.1 mit K; = Uj_; ;,,{(j,w) [ (w € (K;Uoi(K;)) Aw €
§7)} UL w) | (w € (K: Uor(Ka) Aw & Ul ;41 5} in = geseben.

Da die nte Komponente die Berechnungsergebnisse beinhaltet und in allen
anderen Komponenten nur Zwischenergebnisse gespeichert werden, besteht
der beobachtbare Teil einer Transition von einer Konfiguration Cr zu einer
Folgekonfiguration C{! genau aus den Mengen von Wértern iiber dem Termi-
nalalphabet 3, die zur nten Komponente wihrend einer Kommunikations-

transition hinzugefiigt (Menge ¢) bzw. aus der nten Komponente herausge-

filtert (Menge &) werden. Eine Transition wird daher notiert mit Cr i%) Cl

und es gilt ¢ = (7(n,CL) \ m(n,Cr))NET sowie & = (7(n,Cr) \ m(n,Cl))NET.

Eine Transition ist unbeobachtbar, falls Cr M C{ gilt. Ein unbeobachtbares

(internes) Ereignis wird mit Cr —— CJ! spezifiziert und durch die Regel ()
inferiert.

Die Berechnung eines verteilten kommunizierenden Splicing-Systems mit Ein-
fach-Splicing-Berechnungsschritten ist die sequentielle Hintereinanderausfiih-
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rung der gleichzeitigen Anwendung der Splicing-Operation auf alle Kompo-
nenten des Systems und die anschlieSende, durch Filter gesteuerte, Vertei-
lung (Kommunikation). Eine Transition wird durch die Regel Trans in eine
Splicing-Transition — und eine Kommunikationstransition — unterteilt.

Die Splicing-Transition — realisiert die gleichzeitige Anwendung der Splicing-
Operation auf alle Komponenten des Systems und ist aufgrund der Definition
einer Konfiguration durch die Regeln (—1) und (—2) gegeben. Die resultie-
rende Zwischenkonfiguration C[. wird anschliefend durch die Regel (—) mit
K} = Jj_, com;(kK;) abgeleitet.

Im Gegensatz zur strukturellen operationellen Semantik fiir P-Systeme mit
Symbolobjekten aus [ACL06] wird im folgenden Transitionssystem fiir ver-
teile kommunizierende Splicing-Systeme zwischen beobachtbarer und unbe-
obachtbarer Kommunikation unterschieden.

Satz 3.2 (Vollstindigkeit SOS)
Fiir jede Konﬁguration (L1,...,Ly,) und jeden Einfach-Splicing-Ableitungs-

schritt (Lq,..., ) r (£4,... ,E'n) eines TT-EH-Systems I' gilt entweder
(1, L1),...,(n, L) — (1,L)),. ,<n [,’> oder es existieren zwei Sprachen
(,§ CV* sodass (1,L1),.. (n,£n> (1,£’1>, ooy {ny L) gilt. o

Satz 3.3 (Korrektheit SOS)
Fiir jede Konfiguration (1,L4),...,{(n,L,) eines Systems I' und jede Transi-

tion (1,£1),- .., (n, Ln) —=> (1,£0), ... (n, L) baw. (1,£1),..., {(n, Ln) &2
(1, L), (0 L) gilt (L. Ln) Fr (L, L) o

Beweis 3.2 (Satz 3.2, Satz 3.3)
Fiir ein TT-EH-System vom Grad n ist ein Einfach-Splicing-Ableitungsschritt
(L1,...,Ly) bFr (LY, ..., L)) fiir allei € {1,...,n} definiert mit

n n

L = U dlep|nsi|ulateon| U s

J=1Aji J=1Aj#i

= U «©uaicy) | nsi|ulivaonN| U S
J=1Aj#i J=1Aj#i
U O'j(ﬁj) ns; | U

J=1Nj#i J=1Nj#i

Il
-
D

»

»

C
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Eine Transition in der SOS (1, Ky),...,(n, K,) == &4 (L, KTy, ..., (n,K]) ist
definiert mit zwei Transitionen <1,K1),...,(n,K ) — (1,Kl),...,<n,K;L>
und (1,K}),...,(n,K]) — (1, KY),...,(n,K]). Es ist zu zeigen, dass mit
i € {1,...,n} fir £; = K, gilt, dass L, = K. Es gilt Vi € N} . K/ =
Uk_ com;(K},) aufgrund Regel (—) und somit

U com;(K}) = | J{w| (i, w) € K;}
k=1 k=1
U{w| (i, w) U{j, Jwe Ky Awe S;}HU
= J;ék
U{w\(z’,w)eU{(j,w)\weak(Kk)/\wGSj}}U
%
U{wl G w) € {(kw)|we Ky Aw e | S5 U
k=1 Jj=1

J#k
U{w| i,w) € {(k,w)|w e op(Kp) Aw¢U5}}

j=1
i#k

= U{w|w€Kj/\w€Si}UU{w|w€aj(Kj)/\Si}U
=1 i=1

A0 J#
n
{wlwe Kinwé | S} ufw|we oi(K) Aw ¢ US}
j=1
J#i J#%
= L
O
Beispiel 3.3 (Fortsetzung Beispiel 3.1)
Fiir das System I's.,,+1 aus Beispiel 3.1 gilt:
<17K1> — <1>Ki> <27K2> — (27Ké> <37®> - <37@>
C Ny / 1
Tanta Tont1 Tontr  ~ “Topyr
@.0)
CF2'7L+1 C{—{Q n+1
CF?'n+1 Cf’Q n+1

mit K1 = {XnY, ZnnY', ZnnY }, Ko = {XnY', 2", 7"}, K| = {(1, ZnnY),
(1,2Y),(1, Zn*Y"), (2, Xn3Y"), (1, Xn3Y), (1, Zn2Y"), (1, XnY), (1, Zn*Y)},
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Ky = {(2,Xn),(2,2'Y"),(2,XnY"),(2,2"),(2,2"),(2,XZ"),(2,nY")} und
den folgenden Konfigurationen Cr,., ., = (1,K1),(2,K3),(3,0), Cy =

| R
(1, K1), (2, K%), (3,0) sowie Cf’Q'"_H = (1,{XnY, Zn*Y’, Zn%Y, Zn®Y’, Xn3Y,
ZnnnnY, ZY'}), (2,{XnY’', X Z" nY' , Xn3Y' , Z'Y' Z', Z", Xn}), (3,0). Die

e 0 .
nachfolgende, beobachtbare Transition ist Cf., | ({n}.0) Cr,,., mitCr

(1,{ZnnY", ZY, Zn8Y' XnY, Zn2Y, Xn3Y, ZntY, Xn®Y, Zn'Y’ ZnSY}), (2,
{XnY', XnnnY', Xn®Y', Xnnn,n3Y' nY' Xn,Z', X 7', Z'Y'}), (3, {n}).

<

Mithilfe der formalen Spezifikation von Transitionen mittels eines beschrif-
teten Transitionssystems fiir TT-EH-Systeme wird der Nachweis von Ver-
haltensgleichheit durch die Adaption der (Bi-)Simulationsdefinitionen (De-
finitionen 2.10 und 2.11) erméglicht. Die beiden Systeme I's.,+1 aus Bei-
spiel 3.1 und T%,, ., aus Beispiel 3.4 sind schwach bisimular (Satz 3.4) und
nicht stark bisimular (Satz 3.5), obgleich L(I'g.,41) = L(I'%.,, ;) gilt. Weiter-
hin erlaubt eine Implementation der SOS in der Spezifikationssprache eines
Rewrite-Systems wie beispielsweise MAUDE die Realisierung eines Interpre-
ters fiir TT-EH-Systeme, also einer Simulation dieser Systeme.

Beispiel 3.4

Fiir das TT-EH-System T, ., = ({X,Y, Z,Y", Z"Y" n},{n}, ({XnY, ZnY",
ZY”}v Ry, {(X’ Y)})v ({ZnY}7 Ry, {(X7 Y,)})v ({Z/> ZII}? R, {(X7 YH)})? ((Z), (Z),
{(n,n)}))

(r11) (r12) (r21) (rs1) (r32)

n|Y n|Y n| Y’ 5‘ Y" X| e
Ry : Ry : Rs:

Z|ny' Z| v Z| ny Z|e ] Z
gilt L(Ty, 1) = {w|w e {n}t A |w| mod 2 = 1}. o

Satz 3.4 (Pz.n+1 ~ F/2-n+1)
Esgilt Tg.n1 =~ T, 1, d. h. es existiert eine schwache Bisimulation S, so dass
die beiden initialen Konfigurationen von I'g., 41 und ', 11 schwach bisimular

sind (C(O) g 61(3) > o

L 2:n41

Beweis 3.3 (Satz 3.4)
Fiir Fg.n+1 gﬂt.‘

c T e {30 {20 Q)

Fonta L Y ? YTt

und fiir Ty, ;-

0) RTINS C) T« (o S O
CF/Q-H+1( ) CFl2~n+l 4 CF/2-n+1 5 ¢ CF/2~77,+1
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und somit gilt fiir j € {0,1,2} und allei € N*, dass S = {(c(") ¢ )

FIQ.n+1 P T2nt1
(2:3+1) (%) (2-2) (4)
G R C AR )

Satz 3.5 (F2~n+1 '75 I‘lz_n+1)
Es existiert keine starke Bisimulation S zwischen den initialen Zustidnden der
Systeme I'o.py1 und T, 1, d-h. Topyq 26T, . o

O

Beweis 3.4 (Satz 3.5)
Angenommen es existiert eine starke Bisimulation S mit

so gilt C&)ﬂﬂ ~S CS)

o o

~Y
Tomi1 S Ty’

und es muss nach Definition 2.10 und Cﬁl) ({M )
2.n41 2'n+l

. . 0
ein Cy, mit Clgl,) ({n—}>)
2.n+1 2.n+1 2-n+4

NG , was ein Widerspruch ist.
+1

e

2 .
- und ¢ ~s Cly existieren.
2-n+1 1 2:-n+1

Tanta
Es existiert jedoch nur C
O

Mittels Modellpriifungsverfahren (Model-Checking) ist aulerdem eine for-
male Analyse von temporalen Eigenschaften, wie z. B. der Eigenschaft, dass
ein Berechnungsergebnis in der akzeptierenden Komponente verbleibt bzw.
verschiedene Berechnungsergebnisse in einer zeitlichen Korrelation zueinan-
der stehen, moglich. Fiir Spezifikationen in dem System MAUDE erméglicht
ein LTL Model-Checker [EMS02] die formale Modellpriifung fiir die in der
Linearzeitlogik LTL spezifizierten Eigenschaften.

Im Allgemeinen besitzen verteilte kommunizierende Splicing-Systeme und so-
mit auch ihre Modelle einen unendlichen Zustandsraum. Jedoch bedingt die
Anwendung eines Model-Checkers die Endlichkeit der Menge der Zusténde.
Deshalb kann mittels eines Modellpriifungsalgorithmus jeweils nur ein endli-
cher Teilzustandsraum betrachtet werden. Eine Einschrinkung ist beispiels-
weise durch Beriicksichtigung der Kardinalitdt aller Komponenten eines Zu-
stands moglich, in dem nur die Zusténde betrachtet werden, deren Bewertung
einen Maximalwert nicht iiberschreitet. Da die Kardinalitit der Summe aller
Komponenten fiir jeden Folgezustand eine stark monoton wachsende Funk-
tion spezifiziert, ergibt sich ein zusammenhingender Teilzustandsraum des
Zustandsraums des vollstdndigen Modells.

3.4 Formale Verifikation von TT-EH-Systemen

Die in Abschnitt 3.3 eingefiihrte strukturelle operationelle Semantik fiir TT-
EH-Systeme vom Grad n mit Einfach-Splicing-Ableitungen und A,, = R,, =
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() ermoglicht die formale Analyse der Verhaltensgleichheit zweier Systeme
sowie das Model-Checking auf TT-EH-Systemen durch Beschrankung des
Zustandsraums. Da der Zustandsraum eines zu untersuchenden Systems I'
moglicherweise nicht endlich ist, ist eine Priifung auf Invarianten bzw. Sicher-
heitseigenschaften mittels Model-Checking nur méglich, wenn in dem System
eine Konfiguration Cr existiert, fiir die Va € Act.VC[..Cr 5 Cr.Cr = Cp,
gilt. Fir TT-EH-Systeme ist eine Sicherheitseigenschaft beispielsweise die
Nichtableitbarkeit eines gegebenen Wortes w bzw. einer Menge von Wortern
W. Eine Priiffung kann somit auf das Komplement des Wortproblems mit
w & L(T) bzw. WNL(T") = () zuriickgefiihrt werden. Da jedoch das Wortpro-
blem in verteilten kommunizierenden Splicing-Systemen nicht entscheidbar
ist (Satz 3.6), ist dieser Nachweis ebenfalls nicht entscheidbar.

Satz 3.6 (Wortproblem in TT-EH-Systemen)
Das Wortproblem in TT-EH-Systemen ohne Einschrdnkung der Anzahl der
Komponenten oder der Splicing-Regelmengen ist nicht entscheidbar. o

Beweis 3.5 (Satz 3.6)

Aufgrund der Universalitdt und der Nicht-Entscheidbarkeit des Wortpro-
blems von Typ-0-Sprachen ist das Wortproblem in TT-EH-Systemen nicht
entscheidbar.

O

Nachfolgend wird ein Tableaubeweisverfahren eingefiihrt, das im Fall der Ter-
minierung zur Losung des Wortproblems bzw. zum Nachweis von Sicherheits-
eigenschaften in endenmarkierten Einfach-Splicing-TT-EH-Systemen dient.
Anschlielend wird eine Klasse von verteilten kommunizierenden Splicing-
Systemen definiert, fiir welche dieses Beweisverfahren entscheidbar ist. Um
zunéchst temporale Abhingigkeiten in einem erzeugten Tableau zu ignorie-
ren, werden nur Systeme mit nicht kommunizierbaren Axiomen betrachtet,

d.h. es gilt Vi € {1,...,n}.Va € Aj.a & Uj_, ;,; Sj mit den Filtern S;.

Aus Definition 3.1 folgt fiir ein Einfach-Splicing-TT-EH-System I' = (V, %,
(A1, Ry, F1),...,(Apn, Ry, Fy,)) mit nicht kommunizierbaren Axiomen, der i-
nitialen Konfiguration Cﬁo) = (A1,...,4,), den Konfigurationen Cr,C{- mit
Cr br Cf und fiir alle ¢« € {1,...,n} sowie ein beliebiges Wort w € VT die
Aquivalenz w € Cft + ((3.1) v (3.2) V (3.3) V (3.4) V (3.5)) mit

w e A; (3.1)

w € Uy 0j4(C N SH) (3.2)
w € UJ_ipj(05(CH) N S) (3.3)
w € (CA\ U0y S5) (3.4)
w € (03(CR)\ Uf1p;5 57) (3.5)
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mit S; = {w € V*|3(pa,pe) € Fi.(pa € pre(w) A pe € suf(w))},Vi €

{1,...,n}.

Die fiir die ite Komponente eines gegebenen Systems erzeugten Regeln sind
durch die Tableauregeln 3.1 gegeben. Aufgrund der Forderung, dass kein
Axiom einer Komponente einer Filterregel einer anderen Komponente geniigt
und die initiale Konfiguration iiber alle Axiomenmengen definiert ist, gilt
fiir jede Komponente k, jedes Axiom a € A und jede Konfiguration Cr €
{Cl(f) lceN } die Aussage (3.1), weswegen die Tableauregeln (7, a) keine Pré-

misse besitzen.

Tableauregeln 3.1 fiir die ite Komponente eines gegebenen TT-EH-Systems
vom Grad n

(i,a) (U, (p9))

w € Ct
. Vw € V.r(p, s, w). /F
aeC w e Cf

(r')
T1UL UL € Cf N Y1uszualys € Cf

Vry, 2, Y1, Y2 € VI .(p, 8, T1urusys). 7
T1uugye € Cp

(r?)
T1ULULT2 € Cf N Y1usuglys € wa

Vry, 2,1, Y2 € VI .m(p, 8, y1ususzs). 7
y1uguzxe € Cp

(3, ~F) (A-ELIM)
€ Ct A B

YweV*t., A ﬂﬂ(p,s,w).w a
(p,s)EF; w € Ct ANB

(r?)
T1ULUT2 € Cf N Yy1usugys € Cf%

V1, x2,y1,y2 € V. x(1, x1uiusy2). p
T1UL1UAY2 € Cl"

(r*)
T1ULU2T2 € Cf N Yy1usuglys € C{%

Va1, 22,1, Y2 € VF.x(i, y1uzuszs). p
y1uzugre € Cft

fir alle ¢ € {1,...,n} mit dem Priadikat n(p,s,w) = p € pre(w) A w €
suf(w), fir jedes Axiom a € A, alle j € {1,...,n}.i # j, alle Filterregeln
(p,s) € Fj, alle Splicing-Regeln r = wj#usSus#us € R; und fiir x(i,w) =
Nw,syer, 7m(ps s, w) mit F5 = Uj_y 5 F
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Fiir jedes Wort w in der iten Komponente der Konfiguration Cr, das durch
den Filter der Komponente j akzeptiert wird, folgt aufgrund (3.2), dass w in
der Folgekonfiguration Cf. in der jten Komponente enthalten ist. Aufgrund
der Quantifikation iiber alle Komponenten folgen die Tableauregeln (7, (p, s))
fur alle j € {1,...,n} sowie alle (p,s) € F;. Analog gilt aufgrund (3.3), dass
fir zwei Worter x = xjujusxs und y = yjusugys sowie eine Splicing-Regel
r = uiFusSusz#uy in der iten Komponente durch Anwendung der Splicing-
Operation o; das Wort w = xjujugays bzw. w = yiususxs in der jten Kom-
ponente der Folgekonfiguration enthalten ist, falls w durch den Filter dieser
Komponente akzeptiert wird. Somit ergeben sich fiir alle Splicing-Regeln der
iten Komponente und jede Filterregel (p,s) € F; mit j € {1,...,n},j # ¢
die Tableauregeln (r!) bzw. (r?).

Infolge (3.4) gilt, dass jedes Wort der iten Komponente der Konfiguration Cr,
welches nicht durch einen Filter einer Komponente j € {1,...,n} mit j # 4
akzeptiert wird, auch in der Folgekonfiguration CJ. in der iten Komponente
enthalten ist. Es gelten die Regeln (i, =F;) der Tableauregeln 3.1.

Die Tableauregeln (r3) und (r4) ergeben sich aus der ableitbaren Implikation
(3.5) - w € C{f. Wenn durch Anwendung der Splicing-Operation o; zwei
Worter xqujusxs und yiusugays in der iten Komponente einer Konfigurati-
on Cr unter Verwendung der Splicing-Regel wi #uoSus#uy zu 1uiugys bzw.
y1usuzxey rekombiniert werden kénnen und durch keinen Filter einer ande-
ren Komponente akzeptiert werden, so folgt, dass ziujuqye bzw. yususzs
Elemente der iten Komponente der Folgekonfiguration sind.

Fiir zwei Alphabete P,S von Prifix- bzw. Suffixsymbolen, den Sprachen
Pre, Suf iiber P bzw. S und dem Alphabet V_p s = V' \ (P US) ergibt sich
fir die Einschrdnkung des Tableaubeweisverfahrens auf P,S-markierte ver-
teilte kommunizierende Splicing-Systeme einerseits die Einschriankung des
Typs von w in der Allquantifizierung der Regeln (7, (p,s)) und (i, ~F;) auf
Pre-VZp s-Suf andererseits die Abhéngigkeit des Typs der allquantifizierten
Variablen x1,22,y1,y2 € V* in den Regeln (r!), (r2), (r3) und (r?) fiir eine
Splicing-Regel r = uj #us$usz#uy mit

((pre(ur) NPre’) # 0) — (z1 =€)  ((suf(uz) N Suf’)
((pre(uz) NPre’) #0) — (y1 =¢)  ((suf(uq) N Suf’)

)
)

(

T =€)
(y2=¢)

—
—

40
40

mit Pre’ = Pre\ {¢} und Suf’ = Suf\ {¢} sowie mit PV = Pre- V*5 5 und
N x1 € PV falls (pre(uz) NPre’) =0
((pre(ur) NPre’) = 0) {a:l =¢  sonst
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((suf (ug) N Suf’) = 0) {wz € SV falls (suf(uy) N Suf’) =0

XTo =€ sonst

0

((pre(ug) N Pre’) = 0) {yl € PV falls (pre(us) N Pre’)

Yy =€ sonst

(suf(ug) N Suf) = 0) {y €8V falls (suf(us) N Suf’) = 0

Y2 =¢€ sonst.

Beispiel 3.5 (Erzeugung der Tableauregeln)
Fiir das System T'T6 aus Definition 3.4 werden folgende Tableauregeln fiir
Regel ro10 mit PV = {e, X, X", Z, Z'Z'} - V', 5 erzeugt:

(Télo) (Tglo)

XwY' € CRNZY € C? BY' € CENZY €3
Ry L vwepy.t L L
XwY € Cf wBY € CpP

*
Yw € V—P,S'

(Tglo)
wY' € CANZY € C2

Yw € PV.
zZy'ecp

(T§1o)
wY' € CENZY € CE
wYGCfQ

Yw € PV.X & pre(w) A B ¢ suf(w).

Fiir ein System I' vom Grad n und ein Wort w € V7T ist w € CL, fiir eine
beliebige Konfiguration Cr und ein i € {1,...,n}, eine atomare Aussage. Ein
Knoten im Tableau, definiert durch eine atomare Aussage oder die Konjunk-
tion von zwei atomaren Aussagen, ist entweder ein Terminal- oder Nicht-
terminalknoten. Ein Knoten ist genau dann ein ableitbarer Terminalknoten,
wenn eine Regel (i,a) fir ein a € A; anwendbar ist, bzw. genau dann ein
nicht ableitbarer Terminalknoten, wenn keine Tableauregel anwendbar ist.
Ein Nichtterminalknoten heifit ableitbar, falls fiir eine atomare Aussage eine
Regel (4, (p,s)), (r!), (7?), (r®) oder (r*) anwendbar und der Folgeknoten ab-
leitbar ist bzw. falls fiir eine Konjunktion von zwei atomaren Aussagen A, B
jeweils A und B ableitbare Terminal- oder Nichtterminalknoten sind.

Der Tableaubeweis wird wie folgt gefiihrt. Fiir einen Knoten w € C{Q im
Tableau des Systems I vom Grad n, eine Konfiguration Cr, eine Komponente
i € {1,...,n} und ein Wort w € Pre - V*p o - Suf ist durch Anwendung der
Tableauregeln zu priifen, ob der Knoten w € CfQ ableitbar ist. Fiir einen
Nichtterminalknoten wird jede mogliche Tableauregel angewendet und die
Priifung der Ableitbarkeit fiir jeden resultierenden Knoten fortgesetzt. Falls
w € Ci. ableitbar ist, so folgt 3Cr.C\Y F: Cr.aw € Ci. Fiir den ableitbaren
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Knoten w € Cff mit w € X7 gilt w € L(T'). Andererseits gilt fiir einen
terminierenden Tableaubeweis und einen nicht ableitbaren Knoten w € Cp,,

die Aussage ﬁHCF.CIQO) H Cr.w € Ch.

Satz 3.7
Fiir ein TT-EH-System I" vom Grad n mit nicht kommunizierbaren Axiomen,

jede Konfiguration Cr, alle i € {1,...,n} und fiir jedes Wort w € (312 gilt
VCh.Cr i Chaw € CR. o

Beweis 3.6 (Satz 3.7)

Aufgrund der Forderung nicht kommunizierbarer Axiome und Definition 3.1
gilt der Satz 3.7 fiir jedes Axiom einer jeden Komponente. Andernfalls gilt
(w ¢ U™, A) — 3cr, ¢ H Cr.Cr br Ch(w & Ch Aw € Ci) und mit
der Annahme VCr.Vx € {1,...,n}.NC}.Cr Ht Ch.(w € Cf — w € C[F) folgt
entweder

—w € C%,j € {1,...,n} mit j # i und aufgrund der Annahme folgt
VC.Cr H Clhaw € CFY oder

— dzr,y € Cf«' mit v,y € VT,je{1,...,n},j #i und (z,y) b (w,2) fiir
ein r € R;j und es gilt YC{.Cr F{ Cl.(x € Cf? Ay € Cf?) oder

— 3z,y € Cf mit 2,y € V' und (z,y) -, (w, 2) fiir eine Splicing-Regel
r € R; und es gilt VC!\.Cr H Cl.(x € Cl Ay € ).

O

Korollar 3.1

Fiir ein System I' vom Grad n mit nicht kommunizierbaren Axiomen und fiir
zwei Konfigurationen Cr,C}. sowie zwei Worter x,y € V' mit x € C% und
y € Cf gilt 3CL.(z € Cf Ny € CIY). o

Da fiir ein System mit nicht kommunizierbaren Axiomen Satz 3.7 und Ko-
rollar 3.1 gelten, konnen Ableitungen der Form

weCLAw € CL w € Ch
w € Cft bzw. w e Cft

fiir jedes mogliche w’ ausgelassen werden. Falls fiir einen Nichtterminalknoten
w e Cf; eine Tableauregel mit einer allquantifizierten Variable v anwendbar
ist, jedoch v ¢ seg(w), so geniigt der Nachweis der Existenz eines v in der
Prémisse.
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Satz 3.8 (Vollstéindigkeit des Tableaubeweisverfahrens)

Das Tableaubeweisverfahren ist vollstdndig, d. h. fiir ein gegebenes System I
vom Grad n und eine beliebige Konfiguration Cr mit Cﬁo) Fr Cr gilt fiir jedes
i€ {l,...,n} und jedes Wort w € C{Q, dass w € CI’; einen ableitbaren Knoten
im Tableaubeweisverfahren von I' spezifiziert. o

Beweis 3.7 (Satz 3.8)

Der Beweis wird durch Induktion iiber die Anzahl der notwendigen Ableitun-
gen gefiihrt. Fiir den Induktionsanfang ist fiir alle i zu zeigen, dass fiir jedes
Wort w mit w € Cf; und Cr = Cl(f)) der Knoten w € C% ableitbar ist. Da fiir
jedes Axiom a € A; eine Regel (i,a) existiert, gilt nach der Definition eines
ableitbaren Knotens, dass w € Cli ableitbar ist.

Angenommen es gilt fiir ein Cr mit CIQO) i Cr, alle i € {1,...,n} und
alle w € Cf#, dass w € C{; ein ableitbarer Knoten im Tableau ist. Es ist
zu zeigen, dass fiir C’F mit Cr Fr C'F, alle i und alle w € C{f der Knoten
w € Cff im Tableau ableitbar ist. Aufgrund Definition 3.1 und der Ein-
schrinkung auf nicht kommunizierbare Axiome gilt die Aquivalenz Vi €
{1,...,n}.Yw € VT.(((3.1)V(3.2)V(3.3)V(3.4)V(3.5)) < w € C}¥) und damit
Vie{l,...,n}.Yw € VT.(((3.1) - w € CF) A ((3.2) = w € CF) A ((3.3) —
weCHA((3.4) = w e CE)A((3.5) — w e C)), wobei Vi € {1,...,n}.Yw e
V¥ (w € A; — w € Cff) auch fiir alle Axiome w € A; der Knoten w € Cf.
ableitbar ist. Weiterhin folgt aus

VieNfvweVT.(we | |J €ns)|—wect)
J=1Nj#i
Vie NS Vj e Nfi#jYwe V. (we (ChnsS) — weCh)
Vi,j e Nti# jYwe Vi (we (ChnsS)) —weClh)
Vi, j € NFi#jvw e Vi (we {w|weChA
A(p,s) € Fj.m(p,s,w)} —w e C{J)
& Vi,jeNi#jivwe V. (we {w|3(ps) € F;.
(m(p, s,w) ANw € CR)} — w EC{J)
& Vi, j e Nl jivwe VTV(p,s) € Fj.
(r(p,s,w) ANw € CL) — w GC{J)
& Vi, j €Nt # jYw e VT Y(p,s) € Fjm(p,s,w).(w €Ch— we C'F])

¢

(I

die Regelmenge (j, (p, s)) und somit die Ableitbarkeit des Knotens w € Cg,
falls w € CL und w € S; gilt. Es folgt auerdem aus

Vie NP.vw e VT.(we U (Jj(Cli)ﬂSi) —w € Cf)
J=1nj#i

& Vi, jeNfi#iVwe VT (we (0;(Ch)NS;) — w e )
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Vi,j € Nfi# jvwe V. (we (0:(Ch) N S;) — w e Cf)
Vi,j € NT.i# jYwe VT (we {w|3z,y € Ch.32 € V*Ir € R;.
(@, y) b (w,2) V (2,9) b (2,w)) A
I(p, s) € Fj.mw(p,s,w)} — w € C{J)
& Vi,jeNri#jiVwe VT (3z,yeCh3zeV*3Irc R,
((z,9) br (w,2) V (2,9) Fr (2,w)) AT(p, 5) € Fjm(p,s,w))— w € Cf)
& Vi, jeNFi# jYwe VT ((Br,y €Ch32€V*Ir € R.3(p,s) € Fj.
(w(ps s, w) A ((2,9) Fr (w,2) V (2,9) Fr (2,0))) — w € CF)
& Vi, j €Nt jYr € RiV(p,s) € FjNw € VT Vr,y € Ch.Vz € V*.
(7(py s, w) A ((,9) br (w,2) V (2,9) Fr (2,0)) = w € CF)

i3

(

& (Vi,j eNJ.i#4Vr € RiVY(p,s) € FjYwe V*t¥a,y € ChVz e V™.
((x(p,s,w) A ((2,9) Fr (w,2))) = w € CF))

A (Vi,j ENSi#£jVr € RiV¥(p,s) € Fj.Yw e Vt.V¥a,y € Ch.Vz € V*.
(((p, s,w) A ((2,y) Fr (2,w))) = w € C))

& (Vi,j € N i # j.Vr = uy#usSus#ug € R;.¥(p,s) € Fj.

Va1, 22, Y1, Y2 € V.1 (p, s, T1uruaya).

((z1urugm1 € Ch A yrusugys € Ch) — z1urusys € CF))
A (Vi,j € N # 5.¥r = uy#usSus#uy € R;.V(p, s) € Fj.

Vay, x2,y1,y2 € V.7 (p, 8, y1usuzz).

((z1urunzs € Ci A yruguays € CL) — yruguaws € CF))

die Regelmengen (r') und (r*) und somit die Ableitbarkeit jedes Knotens
w E C{J , falls w durch Anwendung der Splicing-Operation in Cf# aus r € Cf;
und y € C{i entstanden ist und anschlieffend entsprechend der Filter in die jte
Komponente kommuniziert wurde, da x € Cf; und y € Cf; jeweils ableitbare
Knoten im Tableau sind. Aus (3.4) — w € C folgt mit F; = |J F;
und

n
j=1nji

VieNfvweVt(we [Ch\ ] S| —wech)
J=1INj#i

& VieNJvweVt (wecirwg |J S)—wecdh

J=1nj#i
n

& VieNTYweVT.(welhA /\ w ¢ S;) — w e Cf)
J=1nj#i

& VieNTYweVT.(welhA /\ —3(p,s) € Fj.n(p,s,w)) — w € Cft)
J=1A
J#
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& VieNI vywe VT ((wedlhA
Vi € Nt # jV¥(p,s) € Fj.—m(p,s,w)}) — w € Cf})
& VieNSVweVTVjeNi+jv(ps)eF;.
—7(p, s, w).(w € Ci — w € CY)
& VieNfvweVvt. A -r(p s w).(welt—wecH)
(p,s)EF;

die Tableauregelmenge (i,—F;). Da fiir jedes Wort, welches in der Kompo-
nente wahrend einer Transition verbleibt, eine Tableauregel existiert, ist der

Knoten w € Cft ableitbar, da w € Ch ableitbar ist. Mit F; = U?:M#i F; und

Vie NfVw e V. (we | oi(Ch)\ U S; | —wect)
J=1nji

& VieNfvweVr (weamC)rwe ] S)—welh

J=1nj#i
n

& VieNfvweVr (weamC)n N wgsS)—welH
J=1Aj#i
& Vie Nfvwe V. ((w e ay(Ch) A

n

/\ -3(p,s) € Fj.n(p,s,w)) — w € Cft)
J=1Aj#i
& VieNfVwe V. ((weoi(Ch)A
Vj e Nfi# j¥(p,s) € Fj.—m(p,s,w)}) — w € Cf)
& VieNtvweVT. /\ —7(p, s, w).(w € 0;(CL) — w € CfY)
(p,s)EF;
& VieNtvweVT. /\ —7(p, s, w).(w € {w|Iz,y € Ch.3z € V*.
(p,s)€F;
I € Rir((@,) Fr (0,2)) V (@) Fr (2,0))} = w € CJ)
& VieNtvweVT. /\ -7 (p, s, w).Ve,y € Ch.Vz € V*Vr € R;.
(p,s)EF;
(2, 9) Fr (w,2)) V ((2,9) Fr (2,0))) = w € CF)
& (VieNfvweVT. /\ -7 (p, s,w).Ve,y € Ch.Vz € V*Vr € R;.
(p,s)EF;
(((z,y) Fr (w,2)) — w € CF))
A (VieNfYweVT, /\ - (p, s,w).Vz,y € CL.¥z € V*Vr € R;.
(p,s)EFs
(((z,9) by (w,2)) = w € CF))
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== (V’L S NZ.VT = ul#UQ$’LL3#U4 € R; Vx1, 2, Y1,Y2 € V*.

/\ - (p, 8, T1U1U4Y2).
(pvs)ej:l
(($1U1U2I2 € CIZw A Y1usu4ys € Cf) — T1ULU4Y2 € C{-?))
A (\V/’l S NZF.VT = ul#UQ$U3#U4 S RZ-.Va;l, x2,Y1,Y2 € V*.

N\ 7P, s, yrugugws).
(pvs)Efz

((r1urugms € Cliﬂ A Yrugusys € Cf) — Y1U3U2 T € sz))

folgen die Tableauregelmengen (r3) sowie (r*). Es gilt folglich fiir jedes Wort
w € Cf, das durch die Anwendung der Splicing-Operation auf x € C{Q und
Yy € C% in der iten Komponente entstanden ist, jedoch durch keinen Filter
einer anderen Komponente akzeptiert wird, dass eine Regel existiert, die
den Knoten w € Cf zu den Knoten x € Ck und y € Cl ableitet, die nach
Induktionsvoraussetzung ableitbar sind.

O

Satz 3.9 (Korrektheit des Tableaubeweisverfahrens)
Das eingefiihrte Tableaubeweisverfahren ist korrekt, d. h. fiir ein gegebenes
System I" vom Grad n, ein beliebiges i € {1,...,n} und einen ableitbaren

Knoten w € Ci. im Tableau gilt 3Cp.CY . Cr.w € Ci.. o

Beweis 3.8 (Satz 3.9)

Um die Korrektheit zu beweisen, ist durch Fallunterscheidung zu zeigen,
dass jede Anwendung einer Tableauregel einen zuldssigen Riickwértsschluss
darstellt. Fiir ein beliebiges i € {1,...,n}, eine beliebige Konfiguration Cr
des Systems I' und einen ableitbaren Knoten w € C& im Tableau mit ei-
ner anwendbaren Regel (i, w) gilt die Ableitbarkeit nach ihrer Definition, da
w ein Axiom in der iten Komponente ist. Mit der Annahme, dass fiir alle
k € {1,...,n} und den ableitbaren Knoten w € C{!* die Aussage EIC’F’.Cl(P) H
Cl.aw € CI* gilt, folgt fiir den ableitbaren Knoten w € Ci die Anwendbarkeit
mindestens einer der folgenden Regeln

— (4, (p, s)) mit (p, s) € F;, wonach der Knoten w € C{ij fiir mindestens ein
j€{l,...,n},j # i ableitbar ist und aufgrund der Annahme fiir die
Konfiguration C’F’ mit Céo) o C'F’ FrCrw € C/F'j und nach Definition 3.1
auch w € Ci gilt

— (r') bzw. (r?) mit w(p, s,w) fiir ein (p,s) € F;, wonach die Knoten
z € CY und y € CY fiir x,y € V1 ableitbar sind, fiir eine Splicing-
Regelr € Rj (z,y) b (w, 2) bzw. (x,y) by (2,w) gilt und aufgrund der
Annahme fiir die Konfiguration C{’ mit Cl(f)) FrClbrCr z € Clﬁlj sowie
RS Cllfj und nach Definition 3.1 auch w € C{. gilt
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— (i,~F;), wonach der Knoten w € C{

Annahme fiir die Konfiguration C{' mit Clgo) H& Clbr Cr w € Cf und
nach Definition 3.1 auch w € Ch gilt

ableitbar ist und aufgrund der

— (r3) bzw. (r*) mit w ¢ Uj—1,2i Sj, weswegen die Knoten x € Cl und

y € C{! fiir z,y € VT ableitbar sind, fiir eine Splicing-Regel r € R;
(z,y) b (w,z) bzw. (z,y) b, (z,w) gilt und aufgrund der Annahme
fiir die Konfiguration C{’ mit CEO) L Cfbr Cr @ € CfE Ay € Cf und
nach Definition 3.1 auch w € Ci gilt.

([l

Korollar 3.2 (Entscheidbarkeit des Tableaubeweisverfahrens)

Da das angegebene Tableaubeweisverfahren ein Verfahren zur Loésung des
Wortproblems darstellt, jedoch Satz 3.6 gilt, folgt unmittelbar, dass das Tab-
leaubeweisverfahren nicht entscheidbar ist. o

Das Tableaubeweisverfahren kann derart modifiziert werden, dass der Nach-
weis der Nichtableitbarkeit einer Menge von Wortern parallel gefithrt werden
kann, d.h. dass fiir kein Wort einer Menge ein ableitbarer Knoten in einem
entsprechenden Tableaubeweisverfahren existiert. Fin Knoten wird beschrie-
ben durch w € Cfﬂ,w € T bzw. (w; € Cf@ A wy € Cli),wl € Ti,wy € Ty,
wobei T, 11, Ty Typen definieren. Ein Knoten w € Cli, w € T ist ein ableit-
barer Terminalknoten, falls alle Worter des Knotens ableitbar sind, bzw. ein
nicht ableitbarer Terminalknoten, falls der Knoten kein Wort enthélt, auf
das eine Tableauregel anwendbar ist. Ein Knoten ist partiell ableitbar, falls
eine disjunkte, jeweils nicht leere Zerlegung des Knotens in einen ableitbaren
Terminal- bzw. Nichtterminalknoten und einen nicht ableitbaren Terminal-
bzw. Nichtterminalknoten existiert, wobei ein Nichtterminalknoten mindes-
tens ein Element besitzt, auf das eine von (a,i) verschiedene Tableauregel
anwendbar ist. Eine Ableitung im Tableau ist die Anwendung aller moéglichen
Tableauregeln auf einen Nichtterminalknoten w € Ci,w € T fiir einen Typ
T, wobei die Menge der resultierenden Folgeknoten zusammengefasst werden

Tableauregeln 3.2

(A-ELIMR) (A-ELMyp,)
01(AANB)  m(AAB)  m(AAB)  6(AAB)
ANB ANB

mit AAB = {(aAb)|a € Ab € B}, m(AAB) = {a|(a ANb) €
ANB}, m(AANB) = {b|(anb) € ANB} und 6;(AAB) = {a]3 €
B.((a ANb) € AN\ B.bist ableitbar)}, d2(AAB) = {b|3Ja € A.((a ND) €
A\ B.a ist ableitbar)}
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kann. Fiir einen Nichtterminalknoten (w; € C{Q Awy € C%), wy € T, wy € Th
wird die Menge der Tableauregeln 3.1 durch die Tableauregeln 3.2 erweitert.
Eine Menge von Wortern ist genau dann nicht ableitbar, falls der entspre-
chende Knoten im Tableau nicht partiell ableitbar ist.

Satz 3.10

Das Wortproblem in einem endlichkomponentigen P,S-markierten verteilten
kommunizierenden Splicing-System I' = (V, %, (A1, Ry, F1), ..., (An, Ry, Fy))
ist entscheidbar, falls mit Pre’ = Pre\ {e}, Suf’ = Suf \ {e} fiir zwei endliche
Sprachen Pre iiber P C V und Suf iiber § C V, fiir jede Komponente i und
jede Splicing-Regel r = ui#us$us#uy € R; entweder u; € Pre’ A uy € Suf’
oder uz € Pre/ A ug € Suf’ gilt. o

Beweis 3.9 (Satz 3.10)

Es gilt 0. B.d. A. fiir jedes w € (Pre U Suf) |w| < 1. Mit den zwei Splicing-
Regelmengen Ry = {r|r € J;_; Ri ANr = uiF#usSus#us AN us € Pre’ ANug €
Suf’} bzw. Ry = U Ri \ R1 gilt fiir (z,y) by (w,z) mit r € Ry aufgrund
der Beschrinkung w € Pre’ - Suf’ und |w| = 2. Aufgrund der Endlichkeit
der Sprachen Pre und Suf existieren nur endlich viele Wérter w € Pre’ - Suf’.
Fiir z gilt mit V_p s =V \ (PUS)

zePre - Vipg-Suf’ falls x,y€Pre’-Vp 5-Suff (3.6)

x € Pre’ - Vip s/

/ *
z€Pre - Vipg falls y € Pre’ - Vips: Suf’

(3.7)

Xz E PI‘e/ N Vjpys N Suf/ /\

zeVips falls xePre - VpsAyeVips-Suf, (3.9)

und somit fiir (3.6) |z| > |z| und |z| > |y| sowie fiir (3.7), (3.8) und
(3.9) jeweils |z| > |x| —1 und |z| > |y| — 1. Da fiir z € V*p 5 - Suf’
keine nachfolgende Veréinderung am Wortanfang und fiir = € Pre’ - Vips
keine nachfolgende Verdnderung am Wortende existiert und z € VZp s keiner
Splicing-Regel geniigt, existieren fiir jedes abgeleitete Wort maximal zwei
verkiirzende Ableitungen. Fiir die Splicing-Regelmenge Ro gilt dies analog.
Fiir ein gegebenes Wort w kann somit jedes Wort der Léinge | w | 42 abgeleitet
und gepriift werden.

z€Vips-Suf' falls (3.8)

O
Satz 3.11
Fiir das verteilte kommunizierende endenmarkierte Splicing-System I's., 1
aus Beispiel 3.1 gilt L(T9.p4+1) N{w € {n}*| |w]| mod 2 =0} = 0. o

Beweis 3.10 (Satz 3.11)

Der Beweis wird durch ein Tableau mit dem Startknoten w € Cl?i,w €
{n}*, |w| mod 2 = 0 unter Verwendung der durch das System I'y.,, 11 erzeug-
ten Tableauregelmenge aus Anhang A mit P ={X,Z,7'}, S ={Y,Y', Z"},
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Veps = {n}, Pre = {X,Z,Z' ¢}, Suf = {Y,Y', Z" ¢}, PV = Pre- VjP,s’
PVt = Pre- Vjp,:s? SV = V—*P,S -Suf und SV = ans - Suf gefiihrt. Nicht
ableitbare Knoten werden im Beweis grau gekennzeichnet.

Mittels Tableau 1 bzw. Tableau 2 kann zunéchst gezeigt werden, dass auller
dem Wort Z'Y' bzw. dem Wort XZ" kein Wort w, |w| > 2 mit dem Prifix
7' bzw. dem Suffix Z" in der zweiten Komponente ableitbar ist.

—— Tableau 1

(Xwy € CEAZ'waZ" €CE), (Z2'Y' €CEANZ'weCR), (Z'wiY' €CAAZ'ws€CE),
wy € SV, w2 € {n}*,w = wow; we SVt w#£Y' wy € {n}T,wy € SV, w = wiws

Z'w EC%,wESV"',w;éY’

— Tableau 2

(1Y’ € CAANZ'waZ" €CR), (XZ" €C:AwZ"eC?), (XwiZ"eCinwsZ"eCd),
w1 E,PV,WQGV_*p’S,w:wl'UQ wePYVHw#X wle\/fp’s,wzepv,w:wgwl

wZ"” € C3,w e PV, w#X

Durch das folgende Tableau 3 sind alle méglichen Ableitungen der Sprache
w € Ciw € {n},|w mod 2 = 0 aufgefithrt. Um die Nichtableitbarkeit
zu zeigen, ist jeweils ein Tableaubeweis fiir die Sprachen wY’' € C%,w €
{n}*,|w| mod 2 = 0 (Tableau 4) und Xw € Ci,w € {n}*, |w| mod 2 = 0
(Tableau 5) zu fiihren.

— Tableau 3
(wY’ € CEANZ' €CE), (XweCENZ" €C}),
w e {n}t,|]w mod2=0 w € {n}T,|w| mod2=0
weCSwe {n}t, |lw| mod2=0
(w1Y’ EC%/\Z’wz GC%), (Xwy GC%/\ng” GC%),
wy € {n}*, w2 € {n}t,w =waw1 w1 € {n}*,wa € {n}t,w =wiws
weCE,we {n}t,|wmod2=0
— Tableau 4
(w1Y’" € CE A Z'waY' € CZ), (wY’ € CEAZ'Y' € C3),
wy € {n}*, w2 € {n}T,w =wiws w € {n}t,|lw| mod2=0
wY’ € C&,w € {n}t,|w| mod 2 =0
(Xw1Y' € C2 AweZ" € C3), (XwY' € C2AZ" €C?),
wy € {n}*, w2 € {n}t,w = waws w € {n}t,|w| mod2=0
wY’ € C&,w € {n}*,|w| mod 2 =0
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Die Knoten w € Ct,w € {n}",|w| mod 2 = 0, abgeleitet durch die Tableau-
regelmenge (r?’(n’")) bzw. (rg’(n’n)), und w € C3,w € {n}*,|w| mod 2 = 0,

abgeleitet durch die Regeln (rg’(n’n)) bzw. (ri”(n’n)), in Tableau 3 sind nicht

ableitbare Terminalknoten, da keine Tableauregeln anwendbar sind.

— Tableau 5
(Xw1Y' € C& A Z'wp € CE), (XwY' € CE AZ' € CE),
wi € {n}*,we € {n},w=wiws w € {n}T,|w| mod 2 =0
Xw € C2,we {n}t,|w|mod2=0
(Xw1 € CE A XwpZ" € C2), (XweCinXZ"eCd),
w1 € {n}*, w2 € {n}T,w=wow; w € {n}T,|lw mod2=0
Xw e Cq,we {n}t,|w|mod2=0

Durch die Nichtableitbarkeit der Knoten XwY € Ci,w € {n}*, |w| mod 2 =
0 sowie XwY’ € C3,w € {n}*,|w| mod 2 = 0 (Tableau 6 und Tableau 7)
wird der Beweis vervollstiandigt; die Knoten Xw'Y € CL,w’ € {n}*,|w’| mod
2 =1 und XwY’' € C3,w € {n}*,|lw|mod 2 = 1 bzw. XwY € C3,w €
{n}*,Jw|mod 2 = 1 und XwY € C},w € {n}*,|w| mod 2 = 1 sind nicht
ableitbare Terminalknoten.

— Tableau 6

(Xw1Y € CE A Xw2Z" € C3), (Xw'Y €CLAZnnY €Cl), (XwY'€CEAZ'Y e€Cd),
wi, w2 € {n}*, w = wiws w’ € {n}*,|w'|mod 2 =1 w € {n}*, |w/ mod2=1

XwY € CL,w e {n}*,|w|mod 2 =1

(Xw1Y’ € C3 A Z'waY € C3),
w1 € {n}*, w2 € {n},w=wiws

XwY € Cl,w € {n}*,|w|mod 2 =1

— Tableau 7

(Xw1Y’ € CEAZ'waY' € CE), (Xw'Y €CLAZnnY' €Ch), (XwiY'€CEAZ'Y' €CR),
w1 € {n}*, w2 € {n}+,w=wiws w’ € {n}*,|w'| mod 2 =0 w € {n}*, |w/mod2=1

XwY’ € C3,w € {n}*,|w| mod 2 =0

(XwY’ € CAAXZ" € CE), (Xw1Y’ € CE A XwaZ" € C3),
w € {n}*, |w/ mod2=1 w1 € {n}*, we € {n}T,w = waw

XwY' € C3,w € {n}*,|w| mod 2 =0
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3.5 Formale Verifikation grammatikbasierender
TT-EH-Systeme

Wihrend die in den Abschnitten 3.3 und 3.4 beschriebenen formalen Analyse-
methoden vollstéindig spezifizierte Systeme voraussetzen, wird in diesem Ab-
schnitt die Korrektheit und Vollstédndigkeit von grammatikbasierenden ver-
teilten kommunizierenden Splicing-Systemen mit moéglicherweise universeller
Berechnungsstérke (z. B. die Systeme TT6 (3.4) und TT2 (3.5)) untersucht.
Korrektheit beschreibt dabei die Eigenschaft, dass jede Ausgabe des Systems
korrekt beziiglich der Eingabe ist, und Vollstdndigkeit, dass jede korrekte
Losung einer Eingabe auch durch das System berechnet wird. Fiir ein gram-
matikbasierendes, worterzeugendes System ergibt sich damit die Forderung
der wechselseitigen Mengeninklusion der jeweiligen Sprachen.

Nachfolgend wird im Abschnitt 3.5.1 ein Beweisverfahren fiir die Korrekt-
heit von speziellen grammatikbasierenden Einfach-Splicing-TT-EH-Systemen
definiert, welche eine Simulation der Wortableitung am Wortende mittels
Symbolrotation unter Zugrundelegung einer gegebenen Chomsky-Grammatik
ausfiihren. Dabei beschreibt jede Komponente ein endenmarkiertes EH-Sys-
tem. Die durch einen Filter akzeptierte Sprache ist durch Mengen von Tu-
peln spezifiziert, wobei alle Axiome einer Komponente keiner Filterregel ei-
ner anderen Komponente gentigen. In Abschnitt 3.5.2 wird auf den Beweis
der Vollstdndigkeit von grammatikbasierenden verteilten kommunizierenden
Splicing-Systemen eingegangen.

3.5.1 Korrektheit

Die Korrektheit eines auf einer Chomsky Grammatik G = (Vi, X, Pg, Sa)
basierenden TT-EH-Systems I'" kann bewiesen werden, indem gezeigt wird,
dass jedes Wort in L(T") auch in der Sprache L(G) liegt, also L(T') C L(G)
gilt. Da fiir ein TT-EH-System I' vom Grad n 0.B.d.A. L(T) = X" n{w €
Lo 3L, Ln) (A, ..., Ay) Ff (L4,..., Ly)} gilt, ist zu zeigen, dass je-
des Wort iiber dem Terminalalphabet 3 in jeder Konfiguration Cr der nten
Komponente auch ein Wort der durch die Grammatik beschriebenen Sprache
ist.

Fiir den Nachweis der Korrektheit wird unter Verwendung des Tableaube-
weisverfahrens aus Abschnitt 3.4 fiir jeden Knoten w € Cl,w € X7 die
Ableitbarkeit im Tableau untersucht. Fiir einen entsprechenden ableitbaren
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Knoten ist anschlieflend einerseits zu priifen, ob mindestens ein Terminal-
knoten die Startvariable Sg der Grammatik repriasentiert, und andererseits
jede Folge von Ableitungsschritten in I', reprisentiert durch die Knoten im
Tableau, einer Ableitung der Grammatik entspricht.

Fiir ein Symbol B € V, B ¢ (Vg UX), das das linke Ende eines Wortes iiber
den Grammatikalphabeten markiert, die Préafix- und Suffixalphabete P,S
und eine bijektive Kodierungsfunktion cod : (Vg UX) — V7 ist eine partielle
Funktion norm :C V+ — V_JFP’S,

norm(a) = { y(w) it w € oO(p(a)) Aw € v({B} - (Vo U D))

€L falls kein derartiges w existiert
mit
p(sufl?=1(a)) falls pre!(a) € P
p(a) pre'“‘ L(a)) falls suf'(a) €S
a sonst
(w) {w ,c od(w)} fallsw e (Vg UXU{B})

v ~y(wy) wg) falls w = wy - wo

V() = e

a-v'(w) fallsa e (VgUYX)
v (a-w) = ' (w) falls a = B
b-+'(w) falls a = cod(b)

definiert. Eine Ableitung im Tableau, ausgehend von einem ableitbaren Wur-
zelknoten ki mit w; € Cf und wy € XV, ist korrekt, falls ein Terminalknoten
km,m > 2 existiert, fiir den eine anwendbare Tableauregel (i,a) mit dem
die Startvariable Sg der zugrunde liegenden Grammatik représentierenden
Axiom a, d.h. norm(a) = Sg, existiert und auf dem Pfad von k; zu k,, mit

m € NT,m > 2 existieren Knoten k; : w; € Clij mit j € {2,...,m —1},¢; €
{1,...,n}, sodass Sg —=¢ -+ =& norm(wj) =& -+ =5 wy.

Die fiir eine Splicing-Regel r erzeugte Tableauregelmenge 3.1 kann unter
bestimmten Bedingungen eingeschrénkt werden, wodurch der Tableaube-
weis vereinfacht werden kann. Beispielsweise wird fiir eine Splicing-Regel
r = uy#usSus#uy € R; einer Komponente ¢ mit ug € A;,uqs = e, pre(ug) N
Pre’ # 0, {usw|w € V*} n(UjZ, S;) = 0, {usw|w € VT} N A; = 0 und
V' = uf#ubSubH#ul € Rir’ # rug & {seg(w)|w € U] y uj} die Menge der
Tableauregeln um die Regeln r't 72 7/3 ¢ > und 7/0 fiir alle j € N}t j # i
und 7(p, s, w) = p € pre(w) Aw € suf(w), F; = Jj_ j; Fj erweitert.
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(')
T1ULU2Ty € Cf; Aug € C%

Vai, 29 € Vi (p, s, x1uq). 7
riuy € CF

()
T1UTULT € Clﬂ Nug € ClZ

Vri,x0 € V¥, p
U3U2T2 € CFZ

)
T1ULULT2 € CIZ Nusg € C]Zj

Ve, ze € V. A —m(p, s, xiug). -
(p,s)€Fi r1uy € Cp

(")

T1ULULTY € Cf‘ N UsUTo € Clﬂ

Vi, o € Vi (p, s, x1uiuges). 7
T1ULU2T2 € CI‘

)
T1ULUT € Cfa N UsUuTo € Cf

Vi, z0 € V*. -
U3U2To € Cﬁ

(r'%)
T1ULUT2 € Clk N UsU2T2 € wa

Ve, ze € V. A\ —m(p, s, x1uiuszs). p
(p,s)eF; T1UIUT2 € CF

Fiir ein gegebenes endenmarkiertes Einfach-Splicing-TT-EH-System I'" vom
Grad n mit den Prifix- und Suffixmengen Pre, Suf ist in einem Korrekt-
heitsbeweis mittels Tableaubeweisverfahren, ausgehend von einer beliebigen
Konfiguration Cr und einem frei gewéhlten Wort w € Cf',w € £V, durch
Anwendung der erzeugten Tableauregeln zu zeigen, dass w € Cf einen ab-
leitbaren Knoten im Tableaubeweisverfahren besitzt und dieser eine korrekte
Ableitung besitzt.

Satz 3.12

Ein universelles grammatikbasierendes FEinfach-Splicing-TT-EH-System ist
korrekt, falls fiir jede Konfiguration Cr und jedes Wort w € CJ* mit w € ¥+
eine korrekte Ableitung im Tableaubeweisverfahren existiert. o

Beweis 3.11 (Satz 3.12)

Es ist zu zeigen, dass fiir jedes Wort w € X7 der letzten Komponente ei-
ner jeden Konfiguration mit einer korrekten Ableitung auch w € L(QG) fiir
eine gegebene Grammatik G gilt. Aufgrund der Vollstindigkeit des Tableau-
beweisverfahrens (Satz 3.8) existiert kein w € ¥+ mit w € L(T), so dass
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w € Cp keinen ableitbaren Knoten im Tableaubeweisverfahren besitzt. Da
fiir jeden Knoten w € C',w € ¥ mit einer korrekten Ableitung S¢ —¢ w
gilt, folgt w € L(G).

O

Unter Verwendung des Satzes 3.12 kann die Korrektheit der universellen,
grammatikbasierenden Einfach-Splicing-TT-EH-Systeme TT2 aus dem Ab-
schnitt 3.2.2 und TT6 aus dem Abschnitt 3.2.1 gezeigt werden, falls der
jeweilige Tableaubeweis endlich ist.

Satz 3.13 (Korrektheit TT2)
Fiir jede Chomsky-Grammatik G = (Vg, X, Pg, Sg) ist das auf G basierende
TT2-EH-System I' korrekt, d. h. es gilt L(I') C L(G). o

Beweis 3.12 (Satz 3.13)

Fiir eine beliebige Grammatik G = (Vg, X, Pg, Sg) mit Vg = {N1,..., Ny}
und ¥ = {s1,...,8n}, den Alphabeten P = {X,Z,2'},S = {Y',Z,7"}
und V_ps = ¥ U Vg U{B}, den Sprachen Pre = {¢,X,Z,Z'Z'} iiber P,
Suf = {e,Y’, Z,2"Z"} iiber S, PV = Pre - V*p 5,8V = V*p 5 - Suf, RSV =
Pre-VZ*p o-Suf werden die in Anhang C aufgefiihrten Tableauregeln erzeugt.
Mittels Tableau 1 wird gezeigt, dass jedes Wort w € ¥ der zweiten Kompo-
nente nur aus Ly BwGy mit k = n+m+1 der zweiten Komponente abgeleitet
werden kann und es gilt norm(LyBwGy) = norm(w) fiir jedes w € 3. Fiir
jedes Wort LjwGj,j € {1,...n+m+ 1}, w € V—+7>,S7 |lw|p = 1 gilt, dass es
abgeleitet wurde aus

— Xwis;Y’ in der ersten Komponente, falls w = sjw; (Tableau 3 und Ta-
bleau 6) oder

— XwowhY’ in der ersten Komponente, falls wh —/ wis; und w =
sjwowy (Tableau 3) oder

— Xw3N;Y' in der ersten Komponente, falls w = N;ws, i € {1,...,m},
j =n+i (Tableau 4 und Tableau 7) oder

— Xwqw,Y’ in der ersten Komponente, falls wy —¢ wiN; und w =
Nywgw)] miti € {1,...,m},j =n+1i (Tableau 4) oder

— XwsBY"' in der ersten Komponente, falls w = Bws,j = n+m + 1
(Tableau 5 und Tableau 8) oder

— XweBwgY' in der ersten Komponente, falls wj —>JC§ e und w = Bwg
mit j =n+m+ 1 (Tableau 5).
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Fiir allei € {1,...,n+m} und fiir alle w € prs gilt

norm(Xwys;Y') = norm(L;s;wiG;)
norm(XwowY') —Z  norm(L;s;wowsG;)
norm(Xw3zN;Y') = norm(Lyy;i NywsGpi;)
norm(XwswyY') —¢& mnorm(Lyi i Njwsw)Gr;)
norm(XwsBY') = norm(Lyims1BwsGrimi1)

norm(XwgBuwgY') —¢&  norm(Lyimt1BweGrimt1)-

Da nach Tableau 2 entweder der ableitbare Terminalknoten X BSqY € C%
existiert oder jedes Wort Xwiw2Y' mit wy,ws € V—*P,S’ |wiwse | = 1 in der
ersten Komponente aus einem Wort LywiwaGj, 1,5 € {1,...,n+m+1} in
der zweiten Komponente oder einem Wort Xwiw)Y’ mit wh — wy in der
ersten Komponente abgeleitet wurde, folgt Satz 3.13.

O

Satz 3.14 (Korrektheit TT6)
Fiir jede Chomsky-Grammatik G = (Vg, X, Pg, Sq) ist ein auf G basierendes
TT6-EH-System I' korrekt, d. h. es gilt L(I') C L(G). o

Beweis 3.13 (Satz 3.14)
Der Beweis wird analog zum Korrektheitsbeweis 3.12 des universellen Sys-
tems TT2 gefiihrt. Fiir eine beliebige Typ-0-Grammatik G = (Vg, 3, Pg, Sa),
den Alphabeten P ={X,X',Z,Z'},S ={Y,Y', Z, Y., Y’ ,Z"} und Vop g =
Y UVg U{B,«a,3}, den Sprachen Pre = {e, X, X', Z, Z’Z’} iiber P, Suf =
{e. VY, Z,Y,, Y5, 2"} diber S, PV = Pre-V*p g und SV = V*p - Suf wer-
den die in Anhang B aufgefiihrten Tableauregeln erzeugt. Da jeder ableitbare
Knoten w € CIQ, w € Y im Tableaubeweis eine korrekte Ableitung besitzt, gilt
L(T") C L(G) fiir jede Grammatik G.

O

3.5.2 Vollstindigkeit

Zum Nachweis der Vollstédndigkeit eines grammatikbasierenden verteilten
kommunizierenden Splicing-Systems I' ist zu zeigen, dass jedes Wort der
Sprache L(G) der Grammatik G' durch das TT-EH-System I" erzeugt werden
kann, also L(G) C L(I") gilt. Fiir den Beweis des Satzes 3.15 zur Vollsténdig-
keit des Systems T'T2 werden zunéchst die Hilfssdtze 3.1 und 3.2 eingefiihrt
und bewiesen.

Hilfssatz 3.1
Fiir eine Grammatik G = (Vg, X, Pg, Si) und ein auf G basierendes TT2-EH-
System I folgt, dass fiir alle Regeln (u,v) € Pg und fiir alle wy, wy € (VaUX)*
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(XBwlung' € Ct — 3Ch.Cr FIJE Cl. X BujvwY' € C%) gilt. o

Beweis 3.14 (Hilfssatz 3.1)

Durch die Anwendung der Sequenz iy, ri- ri,, r%z kann jedes Terminalsym-
bol s; € ¥,i € {1,...,n} und iiber die Sequenz ris,rig,r5;, 5 jedes Nicht-
terminalsymbol N; € Viz,i € {1,...,m} vom rechten Wortende an den linken
Wortanfang des Wortes Bwiuws rotiert werden, so dass eine Konfiguration
Cl mit XwoBuwuY’' € CP existiert. Aufgrund der Splicing-Regel rﬁw) und
einer Rotation des Teilwortes wyv an den Wortanfang folgt die Existenz einer
Konfiguration C{! mit XwjvwyBY' € C{"1. Die Rotation des Symbols B mit
der Sequenz 714,717, 75 ™ ri ™ schlieft den Beweis ab.

O

Hilfssatz 3.2
Fiir eine Grammatik G = (Vg, %, Pg, Sq) und ein auf G basierendes TT2-
EH-System T gilt Yw € £ (XBwY’ € C} — 3C}-.Cr Ht Cl.w € CF). o

Beweis 3.15 (Hilfssatz 3.2)
Aufgrund der in Beweis 3.14 angegebenen Rotationsmdglichkeit existiert ei-
ne Konfiguration C{ mit XwBY’' € C{!. Die sequentielle Anwendung der

Splicing-Regeln 114,717,793 und 794 entfernt die jeweiligen Hilfssymbole.
O

Satz 3.15 (Vollstindigkeit TT2)
Fiir jede Chomsky-Grammatik G = (Vg, %, Pg, Sg) und ein auf G basieren-

des TT2-EH-System T gilt Yw € L(G).EICf.C%O) H Ch.w € CP. o

Beweis 3.16 (Satz 3.15)
Aufgrund des Axioms X BSY' und der Splicing-Regeln Tﬁc,v) fiirv € (VgU
Y)*, (Sg,v) € Pg in der ersten Komponente sowie der Hilfssétze 3.1 und 3.2
gilt Satz 3.15.

O

Der Beweis der Vollsténdigkeit des Systems TT6 (Satz 3.16) wird analog zum
Vollstandigkeitsbeweis des Systems TT2 gefiihrt. Die Rotation eines Wortes,
die Simulation der Wortableitung unter Verwendung einer anwendbaren Pro-
duktionsregel der zugrunde liegenden Grammatik sowie die Entfernung von
Hilfssymbolen bei Woértern iiber dem Terminalalphabet wird durch die bei-
den Hilfssétze 3.3 und 3.4 formalisiert.

Hilfssatz 3.3

Fiir eine Grammatik G = (Vig, %, Pg, S¢) und ein auf G basierendes TT6-EH-
System T folgt, dass fiir alle Regeln (u,v) € Pg und fiir alle wy, we € (VgUX)*
(XBwlung' € CE — 3C.Cr Ht Cf. X BwjvwyY' € Cl'g) gilt. S
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Beweis 3.17 (Hilfssatz 3.3)
Da jedes Termina]symbol 8; € E durch die Sequenz rhy, 24,726, r41, T42, (T25,
T26,731,,732)", 24, 26, 41, 742, 757 und jedes Nichtterminalsymbol N; € Vg
durch die endliche Sequenz 19y,724, 726,741, 42, (725,726, 731, 732)" ", 724, 726,
T41,742, 753 vom rechten Wortende zum linken Wortanfang eines Wortes w €
ijp,s rotiert werden kann, existiert eine Konfiguration Cft mit Cr Ht Cf
und XwoBuwuY' € C{p. Durch Anwendung der Sequenz 7“210,7“%’0) und
der Rotation von w; resultiert eine Konfiguration C{! mit C[\ I—IJS C{’ und
/ "2 . 1
XwivweBY' € C*. Die Sequenz o3, 124, 726, 741, 742, (725, 726, 731, 732) " T,
ro4, 796, T41, 42, 29 von Splicing-Regeln beendet den Beweis.
O

Hilfssatz 3.4

Fiir eine Grammatik G = (Vg, X, Pg,Sg) und ein auf G basierendes TT6-

EH-System I folgt Vw. ((w € ¥ A X BwY’ € C3) — 3C[.Cr H; Ch.w € CP).
o

Beweis 3.18 (Hilfssatz 3.4)
Wie bereits in Beweis 3.17 angegeben, ist die Rotation von Symbolen aus
Ve UX vom rechten Wortende zum linken Wortanfang eines Wortes mdéglich,
d. h. es existiert Cj mit XwBY' € Cf2. Die Sequenz der Splicing-Regeln
7910, 51, T'52 beweist somit Hilfssatz 3.4.

O

Satz 3.16 (Vollstéindigkeit T'T6)
Fiir jede Chomsky-Grammatik G = (V, %, Pg, S¢) und ein auf G basieren-
des TT6-EH-System T folgt Vw € L(G).3Cr.w € CY. o

Beweis 3.19 (Satz 3.16)
In der initialen Konfiguration Cr des Systems I' kann jede Regel (Sg,v) €
Pg, v € (Vg UX)T durch Anwendung der Splicing-Regel TEfG’v) simuliert
werden. Aufgrund der Hilfssétze 3.3 sowie 3.4 kann gefolgert werden, dass
Satz 3.16 gilt.

O

o7
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KAPITEL 4

Zeitgesteuerte verteilte Splicing-Systeme
mit dynamischen Splicing-Regeln

Analog zu den verteilten kommunizierenden Splicing-Systemen aus Kapi-
tel 3 basieren die zeitgesteuerten verteilten Splicing-Systeme mit dynami-
schen Splicing-Regeln (Time-Varying Distributed H Systems), oder TVDH-
Systeme, auf dem Konzept des Rechnens mit Molekiilen in vitro. Sie be-
stehen im Allgemeinen aus einer endlichen Menge von Komponenten, wo-
bei jede Komponente unter Verwendung globaler Parameter ein H-System
bzw. EH-System beschreibt. Die biochemische Grundlage dieser Systeme ist
die Annahme, dass die verwendeten Splicing-Regeln auf Enzymen basieren,
die bestimmten Reaktionsbedingungen unterliegen und somit zu bestimmten
Zeitpunkten aktiv oder passiv sein kénnen. Nachfolgend wird in Abschnitt 4.1
eine formale Definition von TVDH-Systemen und in Abschnitt 4.2 das univer-
selle TVDH-System vom Grad zwei aus [MRV03] angegeben. Anschlieflend
wird eine strukturelle operationelle Semantik fiir TVDH-Systeme spezifiziert
und in Abschnitt 4.4 wird, analog zu Abschnitt 3.4, ein Verfahren zur Losung
des Wortproblems in TVDH-Systemen beschrieben. Eine Erweiterung dessen
wird abschlieffend in Abschnitt 4.5 zur formalen Verifikation von grammatik-
basierenden TVDH-Systemen genutzt.

4.1 Systembeschreibung

Ein zeitgesteuertes verteiltes Splicing-System mit dynamischen Splicing-Re-
geln vom Grad n,n > 1 wird durch ein n+3 Tupel I' = (V, X, A, Ry, ..., Ry,)
mit dem Alphabet V und dem Terminalalphabet >, ¥ C V beschrieben. Die
Menge A mit A C V' definiert die Menge der Axiome des Systems und jedes
Ry CV* {#} - V* - {$} - V* - {#} - V" #,8 ¢V mitie {1,...,n} eine
Menge von Splicing-Regeln. Das Quadrupel (V, %, A, R;) definiert fiir jedes
i € {1,...,n} ein EH-System nach Definition 2.13, die Funktion o; die ent-
sprechende Splicing-Operation. Ein TVDH-System ist endlichkomponentig,
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falls fiir jede Komponente das entsprechende EH-System endlichkomponen-
tig ist, und P,S-markiert bzw. endenmarkiert, falls fiir alle ¢ € {1,...,n}
(V,X, A, R;) endenmarkierte EH-Systeme sind. In einem Ableitungsschritt zu
einem beliebigen Zeitpunkt k£ > 1 werden alle anwendbaren Splicing-Regeln
R(3_1) mod nt1 auf die aktuelle Konfiguration angewendet — die Folgekonfigu-
ration ergibt sich infolgedessen aus allen rekombinierten Wortern.

Eine Konfiguration Cr eines TVDH-Systems I' mit dem Alphabet V' vom
Grad n ist Cpr = (L1,...,Ly,) mit £; C VT fiir alle ¢ € {1,...,n} mit der
initialen Konfiguration Clgo), gegeben durch das n-Tupel CIEO) = (A,0,...,0).
Fiir eine Konfiguration Cr gilt auBerdem Cf. = £;. Ein Ableitungsschritt eines
Systems ist in Definition 4.1 und die durch das System erzeugte Sprache in

Definition 4.2 spezifiziert.

Definition 4.1 (Ableitungsschritt)
Fiir ein TVDH-System I' vom Grad n ist die Relation zwischen zwei Konfi-
gurationen (Lq,...,Ly) Fr (LY, ..., L)) ein Ableitungsschritt, definiert mit

ﬁ’(l mod n+1) — Uz(£z) Vi € {1, - ,n}.

Definition 4.2 (Sprache eines TVDH-Systems)
Die durch ein TVDH-System 1" erzeugte Sprache ist definiert mit

L) =S n{we U;Li 13(L1, o L) (A0, 0) FE (L. L))
Alternativ gilt fiir k > 1,1 <i < n:

Ly, =A

L(T) = ULk NX" mit Liv1 =0i(Lg) i=(k—1) modn+ 1.

k>1

Beispiel 4.1 (I'3757)
Das System I'5V05 = ({X,Y, Z,Z',n}, {n},{XnY,ZnnY, Z'}, R1, R2) vom
Grad zwei ist gegeben mit den Splicing-Regelmengen

(r11) (r12) (r13) (r14)

n|lY n|lY X‘ € ARG

Ry
Z| nnY n|Y 5‘ A Z" €
(r21) (r22) (r23) (r24)
n|Y n|Y 5‘ Y Z'| €

Ry
Z | nnY nlY Z" € Z" €

und der initialen Konfiguration Cﬁ”T)VDH = ({XnY, ZnnY, Z'},0). o

2.n+1
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Satz 4.1 (L(I'3}}) aus Beispiel 3.1)
Das System I'3 5" aus Beispiel 4.1 erzeugt die Sprache L(I',}7P1") = {w|w €

{n}t A Jw]| mod 2 =1}. o

Beweis 4.1 (Satz 4.1)
Der Nachweis fiir L(T3Y0) = {w|w € {n}* A |w| mod 2 = 1} fiir das
System I'37° aus Beispiel 4.1 kann induktiv iiber die Konfigurationen des

Systems gezeigt werden. Es gilt:

COvon = ({XnY, ZnnY, 2'},0)

2.n+1

Clvon = (0, C % pm U {Xn3Y, Zn'Y, 2V, XZ’,nY}>
2-n+1 2:n+1

Cvpn = [ CORpm U LX1PY, Z08Y, 03, n, Z, Zn?, Zn*,

2-n+1 2-n+1

Xn, Xn3, XZ2'Y, Z'Y'},0)

und fiir alle i € NT mit i > 3,imod 2 =1

Cravon = (0. (Clyybu \ {Zn*7[j € N.j <i}) U {Xn* 1Y,

2-n+1
Zn2-l+2y’ n2-l—1y’ n2-l—3})

sowie fiir alle i € NT mit i > 3,7 mod 2 =0

(4) _ (i—1),2 2:i+1 2542 2:i—1 2:i—3
CF;FVle = (CF;FVPIH U{Xn“""Y, Zn“" Y, n"" Y, n"" 0,

Xn?73 Xn* "N u{Zn?|j € N,j <i},0)

In [PRS98] wurde gezeigt, dass TVDH-Systeme mit mindestens sieben Kom-
ponenten universelle Berechnungsstéirke besitzen, da sie die Wortableitung
jeder Typ-0-Grammatik simulieren kénnen. Neben dem Nachweis der Uni-
versalitédt mittels Typ-0-Grammatiken wurde u. a. die Simulation von Turing-
Maschinen sowie von Tag-Maschinen gezeigt. Als Folge einer sukzessiven Re-
duzierung der notwendigen Anzahl der Komponenten eines Systems zur Rea-
lisierung universeller Berechnungsstirke wurde in [MRV03] ein universelles
TVDH-System vom Grad zwei vorgestellt (s. Abschnitt 4.2). In [MRV04]
konnte wiederum gezeigt werden, dass durch Simulation dieses Systems eine
Komponente fiir die Universalitit ausreichend ist. Eine ausfiihrliche Zusam-
menfassung ist u.a. in [MVRO05] sowie eine Erweiterung in [Ver05] gegeben.
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4.2 TVDH-System vom Grad Zwei (TVDH2)

Das endenmarkierte TVDH-System aus [MRV03] (TVDH2) besteht aus zwei
Komponenten und beschreibt ein universelles Modell zur Lésung algorithmi-
scher Aufgabenstellungen. Vergleichbar mit den universellen verteilten kom-
munizierenden Splicing-Systemen aus Kapitel 3 sind die jeweiligen Kompo-
nenten des Systems unterspezifiziert, d.h. die Axiomenmenge und die je-
weiligen Splicing-Regel-Mengen sind abhéngig von einem systemweiten Pa-
rameter, einer Chomsky-Typ-0-Grammatik, welcher die jeweils zu l6sende
Aufgabenstellung formal beschreibt. Fiir eine Chomsky-Grammatik G =
Ve, X, Pg,Sq) ist T' = (V, X, A, Ry, Ry) ein auf G basierendes, endlichkom-
ponentiges, endenmarkiertes TVDH-System mit den zwei Alphabeten P =
{X,Z,Z”,Xi,X]’-,X]’-’,X’,X”,Cl,Dg} und § = {Y,Z,Z’,Yi,Yj’,Yj”,Y’,Y”,
Co, Dy} firie{1,...,|VouX| +1},j€{1,..., |VegUX]|}, dem endlichen
Alphabet V = VgUXU{B}UPUS, den formalen Sprachen Pre = P!, Suf =
S!, dem Alphabet V_p s = Vg UX U {B}, dem Terminalalphabet > C V,
der endlichen Axiomenmenge A C (Pre - V'p 5 - Suf) sowie den endlichen
Mengen von Splicing-Regeln R; der ersten und Ry der zweiten Komponente
mit Ry, Ry C Pre-V*p o {#} - V'p g-Suf - {$} - Pre-V*p o - {#} - V'p 5-Suf.
Die jeweiligen Komponenten sind in Definition 4.3 gegeben.

Definition 4.3 (TVDH-System vom Grad 2 (TVDH2))

Das auf G = (Vig, 3, Pg, Sq) basierende TVDH-System I' = (V, X, A, Ry, Rs)
vom Grad zwei ist mit ¥ = {s1,...,sn},Va ={N1,..., Ny}, Ve UL U{B} =
{at,...;angmi1},a€{ar, ..., antme1t,t € {1,...,n+m+1},5 € {1,...,n+
m} und k € {2,...,n+ m+ 1} wie folgt definiert:

V = VogUXU{B}U{X,Y,Z, z'. 7" X;, Y;,X]/-,Y]-/,X;/,Y}”,X/,Y/,
X”,Y”,Cl,CQ,Dl,DQ}
mit {B,X, Y, Z, 7', Z",Xi,Y;,X]{,Yj/,X]/-/,Yj”,X/,Y/,X”,Y”,
Cl,CQ,Dl,DQ} N (VG U E) =0

A = {XSGBY} U {Z'UYj ’ E(U — va,j) S P(;} U {ZY;, ZY}/, ZY]-”,X/Z,
X"Z,2Y, X;a;Z, X]/-Z, XJ{/Z, 2y ZY" X Z, X;Z, C1Z', Dy, Do,
Z”CQ}

und den Splicing-Regel-Mengen Ry, Ry mit A" = A\ {XSgBY }:

) (i) (riy)

el uY €| a;uY €| a;Y
Ry : V(u,vaj) € Pg V(u,e) € Pg

Z| vy, A% Z| v,



4.2 TVDH-SYSTEM vOM GRAD ZWEI (TVDH2)

(rk3) (riy) (r15) (r16) (r17)

al Y al Y/ X a X' a al Y
Y vox | |
z\vi, z|y/ X|z X'z z|v
(r18) (7"{9) (r110) (rf41)
a‘BY” a‘Yj” C’l‘Z’ a‘s Vo e A,
Z”‘a Z‘Y] E‘Dl a‘s
(@1) (7’52) (7"%3) (r24) (r25)
X‘a Xk‘a X}‘a a‘Yl a‘Y’
Ry :
Xai| 2 X, |z X!z z|y z|Y"
(r26) (r27) (r3) (r29) (r$10)
X"| a X" a XJ’-’ a Z"| Oy oz‘ € v W
x|z el 2z X;|z D ol e @s .

Die durch ein TVDH2-System I' erzeugte Sprache ist gegeben mit L(T") =
>tn {w S (ﬁl U 52) | 3(£1, ﬁg)((A, @) Fi’: (ﬁl,ﬁg))}

Das System simuliert die Ableitung eines Wortes unter Verwendung einer
Chomsky-Grammatik G = (Viz, %, Pg, S¢) nach der ,Rotation und Simula-
tion“-Methode. Ausgehend von dem Axiom X SqBY, welches das Startsym-
bol der Grammatik G reprasentiert, kann mithilfe der Splicing-Regelmengen
rﬁt’vaj ) und quf;e) jede Produktionsregel von G auf ein entsprechendes rechtes
Wortende eines endenmarkierten Wortes angewendet werden. Um Wortablei-
tung innerhalb eines Wortes zuzulassen, kann ein Wort zeichenweise rotiert

werden, wobei der Wortanfang durch das Symbol B ¢ Vg UY markiert wird.

Fiir ein Suffix ;Y mit {a1,. .., anym+1} = ZUVeU{B} am rechten Wortende
eines Wortes w € Pre - V_JFP’ s - Suf wird durch Anwendung der Regel 7},
das Symbol a; durch das Markierungssymbol Y; ersetzt. Nachfolgend wird
das rechte Markierungssymbol X des Wortes w durch Xja; fiir jedes j €
{1,...,n + m + 1} ersetzt. Durch die wiederholte Anwendung der Regeln
rig, r%Q, rﬁl, rgl, rgl sowie régl mit einem jeweils dekrementierten ¢ in den
alternierenden Komponenten eins und zwei entsteht u. a. das Wort Xqa;w'Y;
in der ersten Komponente. Die Rotation des Zeichens a; vom rechten an das
linke Wortende wird durch die sequentielle Anwendung der Splicing-Regeln

715,724,716, 725, T17 und 796 abgeschlossen.

Ein TVDH2-System realisiert die Wortableitung mithilfe einer Chomsky-
Typ-0-Grammatik, ausgehend vom Startsymbol dieser Grammatik. Da dies
fiir jede Typ-0-Grammatik gilt, besitzen TVDH2-Systeme universelle Berech-
nungsstéirke im Sinne der CHURCHschen These.
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4.3 Strukturelle operationelle Semantik fiir TVDH-Systeme

Aufgrund Definition 4.2 kann fiir ein System I', ein Wort w € L(T") und eine
beliebige Komponente ¢ € N eine Konfiguration Cr mit w € CIZQ existieren,
so dass fiir C[. mit Cr tr Cf. entweder w ¢ C{f mod ntl o qer 4 € Cf? mod n+1
gilt. Zwei TVDH-Systeme I' und I mit L(I') = L(I"”) konnen somit ein un-
terschiedliches zeitliches Verhalten aufweisen. Die strukturelle operationelle
Semantik — kurz SOS — fiir TVDH-Systeme erméglicht die formale Analyse
dieser Systeme unter Beachtung aller erreichbaren Ableitungen des Systems.
Sie wird durch Angabe der Syntax des Systems und der Definition von Kon-
figurationen sowie Transitionen zwischen diesen spezifiziert.

Fiir ein zeitgesteuertes verteiltes Splicing-System mit dynamischen Splicing-
Regeln ' = (V,X, A, Ry, ..., R,) vom Grad n mit ANYT = (), einer Konfigu-
ration Cr = (L4, ..., L;) und der initialen Konfiguration CIEO) = (4,0,...,0)
ist die strukturelle operationelle Semantik durch ein beschriftetes Transiti-
onssystem mit der Aktionsmenge Act C P(VT) x P(VT), der Menge der
Konfigurationen des Systems I und den Transitionsregeln 4.1 gegeben.

Analog zur operationellen Semantik fiir TT-EH-Systeme aus Abschnitt 3.3
wird eine beschriftete Transition betrachtet und somit zwischen beobachtba-
rer und unbeobachtbarer Kommunikation unterschieden. In jeder Konfigura-
tion Cr eines Systems I' vom Grad n ist jeweils nur eine Komponente aktiv,
d. h. fiir einen Zeitpunkt & € N gilt fiir jedes j € {1,...,n},j # (k mod n+1),
dass Cll = (). Der beobachtbare Teil einer Transition von Cr zu einer Konfigu-
ration Cf. ergibt sich damit aus allen Wortern iiber dem Terminalalphabet ¥
der zugrunde liegenden Grammatik, die durch Rekombination neu entstan-

den sind (Menge () bzw. an keiner Rekombination beteiligt waren (Menge

€). Verallgemeinert ist eine Transition Cp G4 Cl mit

n n

(= U (™) | nstwde= [ (cfreg™ ) | nst

j=1 j=1

gegeben, formalisiert durch Transitionsregel Trans mit K 4,1 = 0i(K;)

fir alle ¢ € {1,...,n}. Eine Transition ist unbeobachtbar, falls Cp on Ch

gilt.

Mithilfe dieser strukturellen operationellen Semantik wird, wie bereits in Ab-
schnitt 3.3 fiir die verteilten kommunizierenden Splicing-Systeme, die formale
Analyse der Verhaltensgleichheit entsprechender Systeme ermdglicht. Auf-
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Transitionsregeln 4.1 fiir die strukturelle operationelle Semantik von zeit-
gesteuerten verteilten Splicing-Systemen

(Trans)

¢ = (Ut (6 o w1 \E)) N2 €= (U5 (BN o)) N 5

(K1, K Y (i), KD

)
a e

cr - Cl

mit K g = 0i(KG) fiiralled € {1,... n}

(2

grund der Typéquivalenz der Aktionsmengen in den operationellen Semanti-
ken von TT-EH- sowie TVDH-Systemen kann beispielsweise die semantische
Aquivalenz der Systeme I'y.,11 aus Beispiel 3.1 und [3y2 aus Beispiel 4.1
unter Angabe einer starken Bisimulation zwischen den initialen Konfiguratio-
nen der beiden Systeme gezeigt werden. Ungeachtet zweier verschiedener Be-
rechnungskonzepte, einerseits mittels mehrerer verteilter Reagenzgliaser mit
einer durch Filter gesteuerten Kommunikation und andererseits mittels eines
Reagenzglases und einer Steuerung der jeweils aktiven Splicing-Regeln, wird
somit ein Vergleich zweier Systeme ermdoglicht. Wie schon in Abschnitt 3.3
fir TT-EH-Systeme ausgefiihrt wurde, bietet eine Implementation in einem
Rewrite-System die Moglichkeit eines abstrakten Interpreters und z.B. in
dem MAUDE-System die Anwendung des integrierten LTL-Model-Checkers
beziiglich einer in der Linearzeitlogik LTL spezifizierten Eigenschaft.

Satz 4.2 (FZ-n+1 ~ I‘;“;a_Hl)

Fiir das TT-EH-System I'a.,+1 aus Beispiel 3.1 und das zeitgesteuerte ver-
teilte Splicing-System I'3y P aus Beispiel 4.1 gilt 'y, 41 ~ I'3YPY, d.h. es
existiert eine starke Bisimulation S, so dass die beiden initialen Konfigura-
tionen stark bisimular sind. o

Beweis 4.2 (Satz 4.2)
Es gilt mit i € NT und i > 2 fiir To.,41:

e T e SN S (ORI

F2nt1 L G I L PR

sowie fiir T3 yPH mit i € NT, i > 2:

r n},0 n? =310 i
Cl(-\(’)I)‘VDH —1 ClgI‘)VDH ({0 2 e d H0) i Cé%VDH
2.n+1 2.n+1 2.n+1
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und damit S = { <C§i2)-n+1’cl(“i;%_}{flﬂ> li e N}, so dass anH C%XRH.

O

Satz 4.3 (Flz.n+1 ~ FEYE}_HI)
Die Systeme Ty, | | aus Beispiel 3.4 und T'3 2 sind schwach bisimular, d. h.
(0)

(0)
=g C . <&
Tymia r,rvDH

es existiert eine schwache Bisimulation S’ mit C

Beweis 4.3 (Satz 4.3)
Da jede starke auch eine schwache Bisimulation beschreibt und T's.,11 =~
I'%.,41 gilt, existiert eine schwache Bisimulation S’, so dass T3y 27 ~ T, ;.

O

4.4 Formale Verifikation von TVDH-Systemen

Im vorherigen Abschnitt wurde eine strukturelle operationelle Semantik fiir
zeitgesteuerte verteilte Splicing-Systeme mit dynamischen Splicing-Regeln
eingefiihrt. Diese ermoglicht einerseits die Studie von semantischen Aqui-
valenzen zwischen zwei Systemen durch Bisimulationsrelationen andererseits
die Anwendung von Modellpriifungsverfahren beziiglich einer gegebenen Spe-
zifikation. Um jedoch Systeme mit einem unendlichen Zustandsraum auf tem-
porale Eigenschaften zu priifen, ist eine Einschrinkung dieser auf einen end-
lichen Teilzustandsraum notwendig.

Eine Verifikation von Sicherheitseigenschaften bzw. Invarianten, d. h. Eigen-
schaften, die fiir jeden Zustand eines Systems erfiillt sein miissen, ist nur dann
durch einen Model-Checker moglich, wenn der vollstdndige Zustandsraum ei-
nes Systems endlich ist. In TVDH-Systemen ist eine Invariante beispielsweise
die Nichtableitbarkeit eines bestimmten Wortes, d.h. die Fragestellung, ob
ein bestimmtes Wort w in einem System I' nicht erzeugt wird, also w ¢ L(I")
gilt.

Satz 4.4 (Wortproblem in TVDH-Systemen)
Das Wortproblem in TVDH-Systemen ohne Einschrdnkung der Splicing-Re-
gelmengen ist nicht entscheidbar, jedoch semi-entscheidbar. o

Beweis 4.4 (Satz 4.4)

Aufgrund der Universalitdt von TVDH-Systemen vom Grad n,n > 1 und der
Nicht-Entscheidbarkeit des Wortproblems fiir universelle berechenbare Typ-
0-Sprachen ist das Wortproblem in TVDH-Systemen nicht entscheidbar, falls
die Splicing-Regelmengen keiner Beschridnkung unterliegen. Da die erzeugte
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Sprache rekursiv aufzdhlbar ist, existiert jedoch ein Semi-Entscheidungsver-
fahren.
O

Das nachfolgend definierte Tableaubeweisverfahren beschreibt im Fall der
Terminierung eine Methode zur Loésung des Wortproblems bzw. des Komple-
ments des Wortproblems in endlichkomponentigen, endenmarkierten TVDH-
Systemen. Aufgrund des Satzes 4.4 ist die Terminierung des Tableaubeweis-
verfahrens im Allgemeinen jedoch nicht gewéhrleistet.

Aus den beiden Definitionen 4.1 und 4.2 folgt fiir ein zeitgesteuertes verteiltes
Splicing-System I' = (V, 3, A, Ry, ..., R;,) vom Grad n,n > 1 mit der initia-
len Konfiguration CIQO) = (A,0,...,0), den Konfigurationen Cl(f) mit Cl(f]) i

¢ definiert durch ¢ 2 ¢ ¢l pptt et el pr ol 1 oty
fiir k € N, und ein beliebiges Wort w € V'

(k),i mod n+1

weA fals k =0A7=0
w € Cp

w E o; (Cl(fi_l)’i) sonst.

Die fiir die ite Komponente eines Systems erzeugten Regeln sind durch die
Tableauregeln 4.1 gegeben. Ein Wort ist genau dann in der ersten Kompo-
nente der initialen Konfiguration, falls dieses Wort ein Axiom des Systems
ist, gegeben durch die Regelmenge (a) fiir jedes Axiom a € A. Hingegen gilt
fiir jedes Wort w € V' in der Komponente ¢ mod n + 1,7 € {1,...,n} einer
Konfiguration Cl(f), k = 1, dass w durch Anwendung der Splicing-Operation
o; unter Verwendung der Splicing-Regel r = uj #uoSusz#uy aus zwei Wortern
x,y € VT mit z = xyujusae und y = yruzuqys in der (k— 1)ten Komponente

Tableauregeln 4.1 fiir die ite Komponente eines gegebenen TVDH-Systems
vom Grad n

(') (a)

T1U1UT € Céj)ﬂ‘ A Y1usuqays € Cl(ﬂj)’i

V$1>$27?J1>yz eVv=.

Truruay2 € C1(~j+1)’i mod n+1 s Céo)’l
(A-ELm) o)
A B Va1, 22,91,Y2 € [ T1t1U2T € Clgj),i /\’y1u;'3u4y2 c Clgj),i
e | Y1U3UT2 € C§J+1),z mod nt1

fiir alle 7 € N, jedes a € A sowie jede Splicing-Regel r = ui #usSus#us € R;
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entstanden ist und w = xju1usys oder w = yyususzs gilt. Die Tableauregeln
(r!) und (r?) formalisieren das.

Fiir zwei Alphabete P und S von Prifix- und Suffixsymbolen ist die Ein-
schrinkung des Tableaubeweisverfahrens auf P,S-markierte TVDH-Systeme
mit den Sprachen Pre = P! und Suf = S' sowie dem Alphabet Vops =
V\ (P US) durch Beschrinkung des Typs der allquantifizierten Variablen
T1,22,Y1,y2 € V*in den Regeln (') und (r?) fiir eine Splicing-Regel wie folgt
gegeben. Mit Pre’ = Pre )\ {e} und Suf’ = Suf \ {¢} sowie PV = Pre- V' ¢
und SV = Vjp’s - Suf gilt fiir uy bzw. us entweder 1 = ¢ bzw. y; = ¢,
falls (pre(u;) N Pre’) # () resp. (pre(uz) N Pre’) # 0 gilt, oder z; € PV bzw.
y1 € PV, falls (pre(u;) N Pre’) = @ bzw. (pre(us) N Pre’) = 0 gilt. Weiterhin
gilt xo = ¢ bzw. yy = ¢, falls (suf(uz) N Suf’) # 0 resp. (suf(uq) N Suf’) # 0,
andernfalls zo € SV bzw. yo € SV.

Beispiel 4.2 (Tableauregeln fiir 71; des Systems I';).)};)

Fiir das System I';)5" aus Beispiel 4.1 werden fiir die Regel r1; der ersten

Komponente die Tableauregeln

(r%1)
wnY € Cl(f)’l AN ZnnY € Cl(f)’l

wnnnY € C§i+1)’2

Vi € NVw € PV.

(T%1)
wnY € Cﬁz)’l AN ZnnY € Cﬁz)’l

2y € D2

Vi € NYw € PV.
mit P ={X,Z,2'},V_ps ={n} und PV = P!. V_JFPS erzeugt. o

In einem Tableaubeweis fiir ein System I' vom Grad n und w € V7 ist
w € Cl(f)’J mit ¢ € N,j € {1,...,n} eine atomare Aussage. Ein Knoten ist
entweder eine atomare Aussage oder eine Konjunktion von zwei atomaren
Aussagen. Ein Knoten ist ein ableitbarer Terminalknoten, falls eine Tableau-
regel (a) anwendbar ist, bzw. ein nicht ableitbarer Terminalknoten, falls keine
weitere Tableauregel angewendet werden kann. Ein Knoten ist ein Nichtter-
minalknoten, falls mindestens eine der Tableauregeln verschieden von (a)
angewendet werden kann, und ableitbar, wenn der Knoten entweder eine
Konjunktion von zwei Aussagen A, B ist und sowohl A als auch B ableitbar
sind oder fiir eine atomare Aussage ein ableitbarer Folgeknoten existiert.

Fiir ein Wort w € Pre - VZp - Suf ist durch Anwendung der Tableauregeln
zu priifen, ob ein ableitbarer Knoten w € Cl(j)’j flir mindestens ein ¢ € N und
ein j € {1,...,n} existiert. Dazu wird fiir jeden Nichtterminalknoten jede
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mogliche Tableauregel angewendet und die Priifung der Ableitbarkeit fiir
jeden resultierenden Knoten fortgesetzt. Falls fiir ein ¢ und ein j der Knoten
w e ¢ ableitbar ist, folgt 3 € N.3j € {1,...,n}.cY ki ¢ w e ¢V,
Fiir den ableitbaren Knoten w € Cl(j)’j mit w € 3T gilt somit w € L(T).

Fiir den Fall, dass keine ¢ und j existieren, so dass w € Cl(j)’j ein ableitbarer
Knoten ist, gilt die Nichtableitbarkeit des Wortes w.

Satz 4.5 (Vollstindigkeit des Beweisverfahrens)
Das Tableaubeweisverfahren fiir TVDH-Systeme ist vollstdndig, d. h. fiir ein

gegebenes System I' und jedes Wort w € Céi)d mit i € N,j € {1,...,n}

einer beliebigen Konfiguration CI(P) Fr Clgi) existiert ein ableitbarer Knoten

w e Cl(j)’j im Beweisverfahren des Systems T'. o
Beweis 4.5 (Satz 4.5)

Fallsw € Cﬁo)’l, gilt w € A und es folgt aufgrund der Definition eines ableitba-
ren Knotens unter Verwendung der Regel (w) die Ableitbarkeit des Knotens
w € Clgo)’l im Tableau. Angenommen, Satz 4.5 gilt fiir alle w € Cl(j)’j mit
Cl(f)) H Cl(f) fiir jeweils ein i € N und j € {1,...,n}, so ist zu zeigen, dass fiir
jedes Wort w' € C§i+1)’j mod n 1l gor Knoten w' € ijﬂ),j mod ntl 4y Tableau

ableitbar ist. Nach den Definitionen 4.1 und 4.2 ergibt sich einerseits fiir jedes
ke{l,...,n} mit k #j Cl(f)’k = () anderseits fiir jedes w' € Cl(fﬂ)’] mod n1

w' € ai(Cl(f)’] ). Nach Definition 2.15 existieren demzufolge zwei Wérter x
und y in Cl(f)’j und eine Splicing-Regel r in R;, so dass (z,y) b (w, z) oder
(x,y) Fr (z,w). Da fiir jede Splicing-Regel r einer jeden Komponente die Ta-
bleauregeln (r') bzw. (r?) existieren, ist fiir den Knoten w € Cl(fﬂ)’] mod -t
im Tableau mindestens eine Regel anwendbar und beide Folgeknoten ableit-
bar und somit dieser Knoten nach Definition der Ableitbarkeit ebenfalls.

O

Satz 4.6 (Korrektheit des Beweisverfahrens)
Das Tableaubeweisverfahren fiir T'VDH-Systeme ist korrekt, d. h. fiir jeden im

Tableau ableitbaren Knoten w € Cl(j)’j fiir beliebige i € N und j € {1,...,n}

gilt 3ck.3j € {1,...,n}.cV b Chaw e Y. o

Beweis 4.6 (Satz 4.6)

Ein Knotenw € CIQO)’j ist genau dann ableitbar, wenn mit j = 1 eine Regel (a)
mit a € A anwendbar ist, woraus Clgo) =(A,0,...,0) mit w € A folgt. Unter
der Annahme, Satz 4.6 gilt fiir einen Knoten w € Cl(j)’j , Ist zu zeigen, dass jede
Anwendung einer Tableauregel einen zuldssigen Riickwértsschluss darstellt.
Fiir einen ableitbaren Knoten w € Cﬁiﬂ)’j mod n-+1 gilt die Anwendbarkeit

mindestens einer der Regeln
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— (r!), wodurch zwei ableitbare Knoten z € Cﬁi)’j und y € Cg)’j mit

3z.(z,y) b (w, 2) existieren und nach Definition 4.1 und der Annahme
w e C#—i_l)’] mod n+1 gilt

— oder (r?), weshalb zwei ableitbare Knoten x € Cl(j)’j und y € Cl(j)’j
mit 3z.(x,y) b, (z,w) existieren und mittels Definition 4.1 und der

Annahme w € Cl(jH)’j mod n+l gilt,

fiir ein r € R;.

O

Fiir den Nachweis der Nichtableitbarkeit einer Menge von Woértern kann das
Tableaubeweisverfahren analog zur Erweiterung aus Abschnitt 3.4 erweitert
werden, so dass fiir eine Menge von Knoten parallel gezeigt werden kann, dass
diese nicht ableitbar sind. Die Menge der Regeln des Beweisverfahrens wird
deshalb um die Tableauregeln 4.2 ergénzt. Ein Knoten wird nun beschrieben
durch w € Cl(f)’],w € T bzw. (wl € Cl(f)’j ANwy € Cl(f)’J) ,wi € Th,wy € Th
mit den Typen T,77,7T5 und i € N sowie j € {1,...,n} und ist entweder
ein Terminal- oder ein Nichtterminalknoten. Ein Knoten w &€ Cl(f)’] yweT
ist ein ableitbarer Terminalknoten, falls jedes Element des Knotens ableit-
bar ist bzw. ein nicht ableitbarer Terminalknoten, falls fiir kein Element des
Knotens eine anwendbare Tableauregel existiert. Ein Knoten ist partiell ab-
leitbar, falls eine disjunkte, jeweils nicht leere Zerlegung des Knotens in einen
ableitbaren Terminal- bzw. Nichtterminalknoten und einen nicht ableitbaren
Terminal- oder Nichtterminalknoten existiert. Eine Ableitung im Tableau ist
die Anwendung aller méglichen Tableauregeln auf einen Nichtterminalknoten
w € Cg)’] ,w € T, wobei die Menge der resultierenden Folgeknoten wiederum
zusammengefasst werden kann. Eine Menge von Wortern ist genau dann nicht
ableitbar, falls der entsprechende Knoten im Tableau nicht partiell ableitbar
ist.

Tableauregeln 4.2

(A-ELIMR) (A-ELMyp,)
5ANB)  m(AAB) m(AAB)  &(AAB)
ANB ANB

mit AAB = {(aAb)|a € Ab € B}, m(AANB) = {al(a AND) €
ANB}, m(AANB) = {b|(anb) € ANB} und 6;(AAB) = {a|3 €
B.((a Nb) € AN\ B.bist ableitbar)}, d2(AAB) = {b|Ja € A.((a AND) €
A\ B.a ist ableitbar)}
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Korollar 4.1
Satz 3.10 gilt analog auch fiir TVDH-Systeme, da der Beweis dieses Satzes
unabhéngig vom zugrunde liegenden verteilten Splicing-System ist. o

Satz 4.7
Fiir das TVDH-System I" vom Grad 2, gegeben mitI' = ({A,C, D, Z, B, E, F,
X,a,b},{a,b},{AaC, DaZ, BE, FbX}, Ry, Ry) und

(r1) (r2) (r3) (ra) (r5)

R - a| C E‘E Aaa‘C e| DaZ FbX‘s
" Dlaz F|X B|WE ¢| DaZ  FbX| e
(r6) (r7) (rs) (ro)
n. Dl C | Daz FlE  Fbx|c
e[z e[ bz | x  Fbx|e
gilt =3i € N.CY 12 9 AaabbE € 2. o

Beweis 4.7 (Satz 4.7)
Der Beweis des Satzes 4.7 wird wie folgt gefiihrt. Mittels Tableau 1 wird

zunéchst bewiesen, dass fiir jede Konfiguration Cl(j),i € N aufler CI(?) das
Wort AaaC' kein Element der ersten Komponente der Konfiguration ist.

— Tableau 1

3),2

(Dc ecli=?nAaz € cﬁ‘i‘)’z) G ENT,i>3

AaC e TP i e Nt i >3 Daz ecli 2 ieNt,ix>3

(Aac ecli' ADaz € C(F"‘Q)’l) iEeNt,i>3

DCecl ™2 ie Nt i#2 AaaZ € ClTV? i e Nt i #£ 2

(DC ecl™2 A Agaz € c#’*”’z) i ENT i £2

AaaC e i e N,i £ 2

Analog zur Beweisfiihrung in Tableau 1 kann nun in Tableau 2 gezeigt wer-
den, dass keine Konfiguration Cl(f) mit i € N und i # 4 existiert, so dass das

Wort BbbE in der ersten Komponente vorkommt.



KAPITEL 4. ZEITGESTEUERTE VERTEILTE SPLICING-SYSTEME

— Tableau 2

(FEcCi™?nBX ccf™P?) ieNt,izs

BEeccl ™! ieNtix>5 FbX e i e Nt i 25

(BE eci=1 A FbX € cy’“)*l) i €Nt i>5

FEecl ™2 ieNt i>3i44 BbX € U2 i e Nt i 23,0 £4

(FE ecli=2 ABbX € c&'*‘”g) GENTi>3,i44

BbE € climD FbX € el
iENT, i >2i#£4 iENT, i >2i#4

(BbE ecli D1 A FbX € cﬁ”“) GENti>2i44

FEecl ™2 ieNt iz4 BbbX eV i e Nt i £ 4

(FE ecli=V2 A BbbX € cﬁ"*W) G ENTi£4

BWE €t i e Ni#4

Da jedoch fiir jede beliebige Konfiguration Cl(f) mit i € Nt das Wort AaabbE
nur dann in der zweiten Komponente enthalten sein kann, falls in der vorhe-
rigen Konfiguration des Systems die Worter AaaC' bzw. BbbE in der ersten
Komponente vorliegen (Tableau 3), dies jedoch aufgrund der soeben gefiihr-
ten Beweise nicht méglich ist, folgt die Nichtableitbarkeit des Wortes AaabbE,
obwohl jeweils fiir AaaC und BbbE Ableitungen existieren.

Tableau 3

AaaC ecl™D ie Nt BwEeclTV! e Nt

(Aaac e cf ™ ABBBE € T e Nt

AaabbE € ¢? i e N

4.5 Formale Verifikation grammatikbasierender
TVDH-Systeme

Nachfolgend wird das in Abschnitt 4.4 eingefithrte Tableaubeweisverfahren
derart modifiziert, dass die Korrektheit und Vollstandigkeit endenmarkierter,
grammatikbasierender TVDH-Systeme bewiesen werden koénnen. Diese Sys-
teme sind in ihren Bestandteilen unterspezifiziert, d. h. die Alphabete sowie
die Axiomen- und Splicing-Regelmengen der Komponenten sind abhéingig
von einer Chomsky-Grammatik, die die jeweils zu l6sende Aufgabenstellung
formal beschreibt. Ein Vertreter dieser Systeme ist das in Abschnitt 4.2 vor-
gestellte TVDH2-System mit universeller Berechnungsstérke.
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Zum Nachweis der Korrektheit ist zu zeigen, dass die durch das TVDH-
System I' erzeugte Sprache ebenfalls durch die zugrunde liegende Gramma-
tik G beschrieben wird. Fiir die Vollstdndigkeit muss gepriift werden, ob die
durch die Grammatik beschriebene Sprache durch das entsprechende TVDH-
System erzeugt werden kann. Es ergibt sich somit die wechselseitige Men-
geninklusion der jeweiligen Sprachen, also L(I') C L(G) und L(G) C L(I).

In Abschnitt 4.5.1 wird ein Beweisverfahren fiir grammatikbasierende TVDH-
Systeme, basierend auf der Symbolrotation und der Wortableitung am Wort-
ende definiert. Anschlieend folgt der Vollstéindigkeitsbeweis dieser Systeme.

4.5.1 Korrektheit

Die Korrektheit eines auf einer Chomsky-Grammatik G = (Vi, %, Pg, Sa)
basierenden TVDH-Systems I' kann bewiesen werden, indem gezeigt wird,
dass jedes Wort in L(I") auch in der Sprache L(G) liegt. Aufgrund der Sprach-
definition L(I') =Xt N{w € (L1 U---UL,) |3(L1,...,Lyn).((4,0,...,0) H

(L1,...,Ly,))} und der Definition 4.1 ist fiir jedes Wort iiber dem Terminal-

alphabet ¥ in jeder Komponente i einer jeden Konfiguration Cﬁi)’i modntl /g

zeigen, dass S —>g w gilt.

Unter Verwendung des Tableaubeweisverfahrens aus Abschnitt 4.4 wird fiir
jeden Knoten w € Cl(f)’l modntl ) e B+ die Ableitbarkeit durch ein Ta-
bleau untersucht. Fiir jeden ableitbaren Knoten ist anschliefend einerseits zu
priifen, ob mindestens ein Terminalknoten die Startvariable Sg der Gram-
matik représentiert und andererseits jede Folge von Ableitungen in I' einer
Ableitung in G entspricht.

In Analogie zur Verifikation grammatikbasierender TT-EH-Systeme wird die
partielle Funktion norm :C V*+ — V_er s fiir ein das Wortende markierendes
Symbol B € VB ¢ (Vg UX), die Pri- und Suffixalphabete P, S und eine
Kodierungsfunktion cod : (Vg UX) — V' definiert mit

som(a) — { (@) fir w € O(p(@) Aw €A({B} - (Vo UD)?)
1 falls kein derartiges w existiert.

Die Funktionen p,~,~" sind definiert mit

p(sufl®=1(a)) falls prel(a) € P
pla) = p(preld=1(a)) falls sufl(a) € S
sonst
w,cod(w)} fallsw e (Vg UX U {B})
(w1) - y(wy) falls w = wy - we

o et~

Y(w) = {

73
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a-v'(w) fallsa e (VogUX)
Y(a-w) = v (w) falls a = B
b-+'(w) falls a = cod(b).

Fiir einen ableitbaren Knoten w; € Cl(j)’i mod n+1, wy € U7 ist eine Ableitung

korrekt, falls ein Terminalknoten k,,, m > 2 mit der anwendbaren Tableaure-

gel (S¢), die die Startvariable der Grammatik reprisentiert, existiert, und auf
c C(Cj),Cj mod n+1
T

dem Pfad von k; zu ky,,m € N*,m > 2 Knoten k; : w, ,J €

{2,...,m — 1},¢; € N existieren, so dass Sg —¢ - —¢ norm(w;) —§
<=5 w gilt.

Die Korrektheit eines gegebenen endenmarkierten, grammatikbasierenden
TVDH-Systems kann gezeigt werden, indem fiir jedes w € X7 fiir jede Kon-
figuration durch Anwendung der Tableauregeln gepriift wird, ob der Knoten

w € Cl(f)’i med n“,w € YT ableitbar ist und mindestens eine korrekte Ab-

leitung besitzt. Fiir einen ableitbaren Knoten w € Clgj Jgmodntl it sinem

w {iber dem Terminalalphabet der Grammatik, der keine korrekte Ableitung
besitzt, beschreibt das entsprechende Tableau einen Gegenbeweis zur Kor-
rektheitsannahme, da w € L(T"), jedoch nicht w € L(G) gilt.

Satz 4.8
Ein endenmarkiertes, grammatikbasierendes TVDH-System 1" ist korrekt,
falls fiir jede Konfiguration Cl(f) des Systems mit Céo) Fr Cl(f) und jedes Wort

w € C#)’i modntl Giber dem Terminalalphabet eine korrekte Ableitung im
Tableaubeweisverfahren existiert. o

Beweis 4.8 (Satz 4.8)

Aufgrund der Vollstdndigkeit des Tableaubeweisverfahrens aus Satz 4.5 exis-
(%),¢ mod n+1

tiert kein nicht ableitbarer Knoten w € Cp fiir ein ¢ € N und ein
w € X1t mit w € L(T). Da fiir jeden Knoten w € Cl(f)’Z mod ntl it einer

korrekten Ableitung nach Definition S¢g —>g w folgt, gilt w € L(G).
O

Unter Verwendung des Tableaubeweisverfahrens kann die Korrektheit des
universellen, endenmarkierten, grammatikbasierenden TVDH-Systems aus
Definition 4.3 bewiesen werden.

Hilfssatz 4.1
Fiir jedes grammatikbasierende TVDH2-System I" = (V, X, A, Ry, Ro) gilt fiir

jedes a € (A\{XSaBY}) Vi e N.Céo) X3 Cﬁi).a c CI(‘i),i mod 2+1 R
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Beweis 4.9 (Hilfssatz 4.1)
Es gilt Cl(f)) = (A, D) und somit, dass jedes Axiom in der ersten Komponente

der initialen Konfiguration ist. Fiir eine beliebige Konfiguration Cl(j) mit ¢ €
N, i mod 2 = 0 sowie a € Cl(j)’l, a € (A\{XSgBY}) folgt fiir jedes C#H) mit
cW tp Y aufgrund der Regel 1), a € CTV2. Fiir Y mit i € N,i mod
2 =1 sowie a € Cl(j)’2 folgt fiir jedes Cl(jﬂ) mit Cg) Fr Cl(jﬂ) aufgrund der
Regel r§,, a € Cé”l)’l.

O

Satz 4.9 (Korrektheit TVDH2)
Fiir jede Chomsky-Grammatik G = (Vg, X, Pg, Sg) ist das auf G basierende
TVDH2-System I' korrekt, d. h. es gilt L(I') C L(G). o

Beweis 4.10 (Satz 4.9)

Fiir eine beliebige Grammatik G = (Vg, %, Pg, Sq) mitn = | Vg |+ | 2] +1,
je{l,...,n=1}ie{l,...,n} und P ={X,Z, 2", X;, X}, X, X', X", C1,
Dy}, S ={Y, Z, Z’,Y;,}/j’,}/']/’,Y’,Y”,CQ,Dl},a = (Ve UX U{B}), den zwei
formalen Sprachen Pre = P!, Suf = S sowie dem Alphabet Vops = Vg U
Y U{B} werden die im Anhang E aufgefiihrten Tableauregeln fiir jedes k € N
erzeugt.

Der Tableaubeweis ist ebenfalls im Anhang E gegeben. Infolge des Hilfssat-
zes 4.1 und der Tatsache, dass, ausgehend vom Axiom XSqBY an jeder
Ableitung eines ableitbaren Knotens nur Axiome der Menge A\ {XSzBY'}
beteiligt sind, ist die Tiefe einer Ableitung unbedeutend, weswegen diese im
Tableaubeweis weggelassen wird. Mittels Tableau 32 wird gezeigt, dass jedes
Wort w € X7 der ersten Komponente nur durch ein Wort X" wBY" der ersten
Komponente abgeleitet werden kann, und es gilt norm(w) = norm(X"wBY")
nach Definition. Aufgrund Tableau 30 und Tableau 29 gilt weiterhin die
Ableitung von X"wY"” aus XjwY; sowie norm(X"wY”) = norm(XjwY7)
fir jedes w € (Vg UX U{B}HT, |w|p = 1. Jedes Wort X;a;wY; in der
ersten Komponente mit 4,5 € {1,...,n},j < i wird aus Xj;16;wYj41 in
der ersten Komponente durch die in Tableau 24, Tableau 23 und Tableau
22 angegebene Sequenz abgeleitet. Es gilt trivialerweise norm(X;a;wY;) =
norm(X;t1a;wYji1). Jedes Wort X;a;wY; der ersten Komponente folgt nach
Tableau 27 und Tableau 26 entweder aus

— Xw'uY in der ersten Komponente, falls w = w'v und (u,va;) € Pg,
wodurch norm(Xw'uY) —¢ norm(X;a;w'vY;) gilt, oder

— Xwa;uY in der ersten Komponente, falls (u,e) € Pg, wobei die Forde-
rung norm(Xwa;uY) —¢ (X;a;wY;) erfiillt ist, oder

— Xwa;Y in der ersten Komponente des Systems mit norm(Xwa;Y") =
norm(X;a;wY;).
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Da nach Tableau 25 jedes vorkommende Wort mit Prifix X und Suffix Y
entweder das Axiom X SgBY oder ein aus X"wY" der ersten Komponen-
te abgeleitetes Wort beschreibt und alle anderen Teiltableaus (Tableau 21—
Tableau 1) keine ableitbaren Knoten beschreiben, gilt die Korrektheit von T’
fiir jede Grammatik G, also L(T") C L(G).

O

4.5.2 Vollstindigkeit

Zum Nachweis der Vollstéindigkeit eines zeitgesteuerten verteilten Splicing-
Systems I' mit dynamischen Splicing-Regeln muss gezeigt werden, dass jedes
Wort einer durch eine beliebige Grammatik G beschriebenen Sprache durch
das System I' erzeugt wird, formal L(G) C L(I'). Zunéchst wird durch die
Hilfssétze 4.2 und 4.3 einerseits die Rotation eines Symbols andererseits die
Ableitung gemifl einer Grammatikregel formalisiert und bewiesen. Die Kor-
rektheit der TVDH2-Systeme wird im Beweis 4.14 gezeigt.

Hilfssatz 4.2

Fiir eine Grammatik G = (Vg, X, Pg, Sg) und ein auf G basierendes TVDH2-
System T folgt Va € (Vg UX U {B}H).Vw € (Vg UX U {B}H*.3CL.Cr Hi
Ch.(XwaY € Cf — XawY € CP). o

Beweis 4.11 (Hilfssatz 4.2)
Fiir{ai,...,antm+1} = (BUVeU{B}) und die Konfiguration Cr gilt fiir jedes
i € {1,...,n+m+ 1} aufgrund der Regelsequenz riy, 5, (Xwa;Y € CE —
3CH.Cr H: Ch.XiawY; € CF). Infolgedessen gilt fiir jedes k € {2,...,n +
m + 1} mithilfe r'fS, ks, Tlfgl,rggl,r’fgl und Tlgg_l, dass aus Xpa;wYy, € Cp
die Existenz einer Konfiguration Ct mit Xj_ja;wY;_; € C{ll folgt. Abschlie-
Bend gilt mit der Sequenz von Splicing-Regeln 115,724, 716,725, 17 SOWie 726
(XjawY; € C — 3¢ .Cf. I—lf Cll. XawY € Cf).

O

Hilfssatz 4.3

Fiir eine Grammatik G = (Vg, X, Pg, Sg) und ein auf G basierendes TVDH2-
System T folgt, dass fiir alle Regeln (u,v) € Pg und fiir alle wy,ws € Vg UX*
(X BwiuwsY € Cf — 3CH.Cr Ht Cf. X BwivwY € CP). o

Beweis 4.12 (Hilfssatz 4.3)

Fiir X BuyuweY € Cf mit wi,wg € (VgUX)* u € (VaUX)* - Vg - (VaUD)*,
{a1,...,antm+1} = (VoUEU{B}) kann zunéchst jedes Wort wo symbolweise
vom rechten Wortende an den linken Wortanfang rotiert werden. Es folgt die
Existenz einer Folgekonfiguration Cj. mit XwsBuwuY € Cf. Fiir (u,va;) €
P bzw. (u,e) € Pg mit w1 = wja; existiert durch Anwendung der Regel
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rﬁ“wi) bzw. ri’l(:u’s) und dem Abschluss der Rotation des Symbols a; analog

zu Beweis 4.11 eine Konfiguration C{* mit Cf. I—ff Cl mit Xa;waBuvY € C{fl
bzw. X a;wyBw,Y € Cf!. Die Rotation von v,w; und des Symbols B beweist
den Hilfssatz 4.3.

O

Hilfssatz 4.4
Fiir eine Grammatik G = (Vg, %, Pg, S¢) und ein auf G basierendes TVDH2-
System T gilt Vw € ¥T.(X BwY € C} — 3C}.Cr H Cl.w € C). o

Beweis 4.13 (Hilfssatz 4.4)
Nach Hilfssatz 4.2 kann jedes Symbol vom rechten Wortende an den linken
Wortanfang rotiert werden, weswegen eine Konfiguration Cf. mit X"wBY" €
Cfl existiert. Durch Anwendung der Splicing-Regeln r1g und ro; werden die
Symbole X", B und Y" entfernt und es folgt die Existenz einer Konfiguration
Ct mit Cf H Cff und w € C2L.

[l

Satz 4.10 (Vollstéindigkeit TVDH?2)

Fiir jede Chomsky-Grammatik G = (V, %, Pg, S¢) und ein auf G basieren-
des TVDH2-System T gilt Vw € L(G).3C4.3i € {1,...,n}.CY i Chow € CL,
d.h. L(G) C L(T). o

Beweis 4.14 (Satz 4.10)
Aufgrund der Rotation des Symbols B an den linken Wortanfang iiber die
Sequenz von Splicing-Regeln aus Beweis 4.11 und unter Beachtung der drei
Hilfssétze 4.2, 4.3 sowie 4.4 gilt Satz 4.10.

O
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KAPITEL 5

Splicing-Membran-Systeme

Im Gegensatz zu den in den Kapiteln 3 und 4 eingefithrten Systemen basie-
ren die extendierten Splicing-Membran-Systeme bzw. extendierten Splicing-
P-Systeme auf dem Konzept des Rechnens mit Molekiilen in vivo, d. h. in der
lebenden Zelle. Ein extendiertes Splicing-Membran-System (ESP-System) be-
steht aus einer Menge hierarchisch angeordneter Membranen in einer Haupt-
membran, der Skin-Membran, wobei jede Membran bestimmte Bereiche von-
einander abgrenzt. Ein ESP-System beschreibt dabei die Abstraktion des
Aufbaus und der biochemischen Abldufe in einer lebenden Zelle. Die innere
Struktur von Zellteilen wird durch Worter als Objekte einer Membran, die
biochemischen Prozesse in einer Membran durch die Entwicklungsregelmen-
gen eines ESP-Systems abstrahiert.

In Abschnitt 5.1 wird die Syntax und Semantik dieser Systeme eingefiihrt und
nachfolgend in Abschnitt 5.2 ein extendiertes Splicing-Membran-System mit
universeller Berechnungsstérke aus [Pau02] beschrieben. Anschliefend wird
die strukturelle operationelle Semantik von Splicing-Membran-Systemen de-
finiert und in Abschnitt 5.4 ein Verfahren zur Losung des Wortproblems in
diesen Systemen vorgestellt. Entsprechend Abschnitt 3.4 und 4.4 wird die-
ses Verfahren zur formalen Verifikation universeller, grammatikbasierender
Splicing-Membran-Systeme verwendet.

5.1 Systembeschreibung

Ein extendiertes Splicing-Membran-System vom Grad n,n > 1 ist gegeben
durch ein (2-n+2)-Tupel II = (V, 3, u, M1, ..., My, Ry, ..., R,) mit dem Al-
phabet V| dem Terminalalphabet 3 C V', der der Definition 2.17 entsprechen-
den Membranstruktur g mit n, paarweise verschieden beschrifteten Membra-
nen, den Axiomenmengen M; C V* und den Entwicklungsregelmengen R;
fiir die Membran 4, wobei ein Element (r, (tari, tary)) einer Entwicklungsre-
gelmenge aus einer Splicing-Regel r (Definition 2.12) und zwei Zielinforma-
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tionen tary, tars € {here,out,iny} mit L € {1,...,n} besteht. Im Folgenden
wird o. B. d. A. fortlaufend jede der n Membranen durch eine natiirliche Zahl
aus {1,...,n} beschriftet; die Skin-Membran mit 1. Aufgrund der Struktur
einer Entwicklungsregel mit Zielinformationen wird die Splicing-Operation
fiir ESP-Systeme, wie in Definition 5.1 angegeben, modifiziert.

Definition 5.1 (Splicing-Operation ¢)

Sei V ein Alphabet, L C V't eine Sprache und R C (V* - {#}-V*-{$}-V*-
{#} - V*) x (Tar x Tar) mit Tar = {here,iny,out|L € N} und #,$ ¢ V
eine endliche Menge von Entwicklungsregeln. Die Splicing-Operation ¢ ist
definiert mit

S(L,R) = {(z1urugys, tar)|I(uiH#uaSus#uy, (tars, tars)) € R.
Jx1, w0, y1,y2 € V™.
(Truiugws € L A yrugugys € L)}
U  {(y1usuowe, tars) | I(us #uaSus#uy, (tary, tarsy)) € R.
Jxy, w0, y1,52 € V.
(z1ur1u2ws € LA Y1ususyz € L)}

Ein Ableitungsschritt eines ESP-Systems besteht aus der nebenldufigen An-
wendung der Splicing-Operationen ¢(L;, R;) fiir jede Membran ¢ mit den
Objekten £; C V™ und der anschliefenden Verteilung der resultierenden
Worter entsprechend der jeweiligen Zielinformation. Fiir ein Element (w), tar)
in ¢(L;, R;) gilt mit tar = here, dass das Wort w in der Membran i verbleibt.
Fiir tar = in;, wird w in die Membran L kommuniziert, falls in der Baumdar-
stellung der Membranstruktur ein Tochterknoten der Membran ¢ mit Label
L existiert, bzw. aus dem System entfernt, falls diese nicht existiert. Mit
tar = out wird w in die umgebende Membran kommuniziert. Im Fall der
Skin-Membran, also fiir ¢ = 1, verlédsst das Wort w das System. Worter, die
bereits vor Ausfithrung eines Ableitungsschrittes in einer Membran vorkom-
men, verbleiben wihrenddessen in der entsprechenden Membran. Falls fiir
ein durch die Regel r erzeugtes Wort w mit der Zielinformation tar ebenfalls
eine Regel v’ mit tar’ und tar # tar’ existiert, wird das Wort w sowohl in die
Membran tar als auch in die Membran tar’ kommuniziert. Bezugnehmend
auf [VMO5] ergibt sich somit fiir die dort angegebene Klassifikation der Fall
2d, d. h. eine Kopie eines Wortes (Molekiils) verbleibt in einer Membran, falls
w bereits in der Membran prisent ist oder eine Regel r’ das Molekiil w mit
der Zielinformation here erzeugt.

Eine Konfiguration Cr; eines ESP-Systems II mit n Membranen wird durch
ein (n + 1)-Tupel (€, L4,...,L,) beschrieben, wobei £;,€ C V' die Inhalte
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der Membranen ¢ bzw. der Umgebung des Systems sind. Die initiale Kon-
figuration ist gegeben mit CI(TO) = (0, My, ..., M,). Unter Verwendung der
Definition einer Konfiguration kann nun ein Ableitungsschritt formal, wie in
Definition 5.2, bestimmt werden. Die durch ein ESP-System erzeugte Spra-
che ergibt sich aus allen Woértern iiber dem Terminalalphabet, die das System

verlassen (Definition 5.3).

Definition 5.2 (Ableitungsschritt)
Sei II ein ESP-System. Die Relation (€,L1,...,Ly) b (€', LY, ..., L)) zwi-
schen zwei Konfigurationen ist ein Ableitungsschritt, definiert mit

& = {w](w,out) € ¢(L1,R1)}
L = L;U{w]|(w,here) € ¢(L;, R;)} U
{w[ (@ =2)A305,1) € p. (w, n;) € < (L5, Rj))} U
U {wl|(w,out) € (£, R))}.

jelk (k) € u} N

Definition 5.3 (Sprache eines ESP-Systems)
Sei I ein ESP-System mit n Membranen, so erzeugt 11 die Sprache L(IT) =
Stn{we&13(E, L, ..., Ln).(0, My, ..., My (E,L1,..., Ln)} o

Ein ESP-System ist endlichkomponentig, wenn die Alphabete V und X sowie
fir jedes i € {1,...,n} die Mengen M; und R; endlich sind. Es ist P,S-
markiert bzw. endenmarkiert, falls fiir zwei Alphabete P und S die Sprachen
M; P,S-markiert sind und die Splicing-Regel einer jeden Entwicklungsregel
aus |, R; der Restriktion der Splicing-Regeln von endenmarkierten EH-
Systemen unterliegt.

Sowohl die verteilten kommunizierenden Splicing-Systeme als auch die zeitge-
steuerten verteilten Splicing-Systeme sind geschlossen, d. h. es existiert keine
Interaktion mit ihrer Umgebung, da die Berechnungsergebnisse jeweils nur
in den Komponenten der Systeme vorliegen. Indes sind die soeben definier-
ten ESP-Systeme offen. Ein entsprechendes geschlossenes Splicing-Membran-
System I, notiert mit ﬁ, ist wie in Definition 5.4 definiert. Die Skin-Membran
besitzt folglich keine Entwicklungsregeln sowie keine initialen Objekte.

Definition 5.4 (geschlossenes Splicing-Membran-System)

Ein geschlossenes ESP-System = VX, puy, My, ..., My, Ry,...,Ry,) ist ge-
geben mit My = Ry = (). Eine entsprechende Konfiguration besteht somit
aus einem n-Tupel Cg = (L1, ..., L,), initial CI%O) = (M, ..., M,). Die Re-
lation -5 zwischen zwei Konfigurationen (Li, ...,Ly) Fg (£1,...,L],) ist
ein Ableitungsschritt und definiert mit £, = £; U{w | (w, here) € ¢(L;, R;)}U

Uijetr] ey e uy{w | (w, out) € ¢(Ly, Ry) }{w | (i = 2)A((w, ing) € < (L5, Bj))A
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(7,i) € p}. Die durch ein geschlossenes System erzeugte Sprache besteht aus

allen w, fiir die eine Konfiguration (L}, ..., L]) mit w € L} existiert. o
Satz 5.1 .
Fiir jedes offene ESP-System Il existiert ein geschlossenes ESP-System I/
mit L(IT) = L(IT"). o

Beweis 5.1 (Satz 5.1)

Firll = (V,X, u, My, ..., My, Ry,...,Ry,) ergibt sich das geschlossene ESP-
System I durch Erweiterung mit M, , = M; R;H =R, fiiri € {1,...,n},
so dass TV = (V, 3, /)y, M}, My,..., M.\, R, Ry, ..., R, ) mit M| =
R} =0, wobei i durch elementweises Inkrementieren der Membrannumme-
rierung aus p entstanden ist.

O

Beispiel 5.1 (ﬁz n—|—1)

Das System g1 = ({X,Y, 2, Z,n},{n}, [1l2[3]s]2]1, 0, M, Ms, 0, Ra, Rs)
mit My = {XnY,ZnnY,Z', Xn} und M3 = {Z'} bzw. Ry = {r11,7m12} und
Rs3 = {ro1, 722} wird durch das folgende VENN-Diagramm beschrieben.

g N

2

3
{XnY ZnnY, Z' Xn} {Z’}

n Y (in3) X (out) Y (out) n Y (out)
nnY (out) 7' (out) \ 7' (here) n| y (Out)

Satz 5.2 (L(Iz.n11))
Das geschlossene extendierte Splicing-Membran-System aus Beispiel 5.1 er-
zeugt die Sprache L(Iypi1) = {w|w € {n}* A |w| mod 2 = 1}. o

Beweis 5.2 (Satz 5.2)
Der Beweis wird induktiv tiber die Konfigurationen des Systems gefiihrt.

O — (0,{XnY, ZnnY, Z', Xn},{Z'})

H2-n+1

cW ({ZY XZ' nY,n}, C(O) P8 Uzt Xn3Y})

Hg.n+1 H2 n+1

c® = (C(J)’1 €2 U {znt, Xn?, Zn'Y, Xn®Y}, C0) u{Z’Y})
Mopt1 Monyr’ Tyt n+1

c® = (C(P)’1 U {ZnnY, XnY,n3, 237}, c®? U{z'Y),

2.1 2.1 Iony1

D3 U xn®y, ZnGY})

II2.n41
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oW

JIPRE]

- (CS)J U{XZ,Y}’C(?))Q U{Xn5Y,Xn5,Zn6Y,Znﬁ},C§)73 )

2:n+1 2.1 2:n+1

und fiir alle i € NT mit i > 5,9 mod 2 = 1:

(4) ( (i—1),1 i—2 i—1v iy iy (i—1),2
Cﬁganrl = Cﬁ}n+1 U{Xn"2Y, Zn" Y, n'Y,n }’Cﬁz.n+1’
Cgfl)ﬁ U {Zni+3Y’ an+2y})
Ilo.nt1

sowie fiir alle i € Nt mit i > 6,7 mod 2 = 0:

(4) (i—1),1 H(i—1),2 it2 ito it i1
CﬁM+1 (CﬁMH»CﬁMHU{ZTi Y, Zn'™, Xn'T Y, Xn' ),
(i—1),3
CﬁQ»n+1)

O

Die durch Membran- bzw. P-Systeme beschriebene Klasse von Berechnungs-
modellen wurde 1998 durch G. PAUN eingefiihrt und besteht aus einer Viel-
zahl von Systemen, basierend auf unterschiedlichen Konzepten. Eine ausfiihr-
liche Einfithrung in das Gebiet wird in [Pau02] gegeben. Die in dieser Arbeit
betrachteten ESP-Systeme beriicksichtigen neben der Kommunikation zwi-
schen Membranen ebenfalls die Struktur der Objekte einer jeden Membran,
einschliefllich der Operationen auf den Objekten. Neben der im vorhergehen-
den Abschnitt vorgestellten Klasse von ESP-Systemen mit gerichteter Kom-
munikation existieren auch ESP-Systeme mit ungerichteter Kommunikation.
Ein Vertreter ist beispielsweise das im nachfolgenden Abschnitt vorgestell-
te ESP-System M. Fiir ein durch Splicing in der Membran ¢ entstandenes
Objekt w mit der Zielinformation in wird dabei w in eine Membran j kom-
muniziert, falls j in der Baumdarstellung ein Tochterknoten von i ist. Falls
mehrere Tochterknoten existieren, wird ein entsprechender nichtdeterminis-
tisch gewéhlt.

5.2 Das ESP-System M

Zum Nachweis der Universalitit von extendierten Splicing-Membran-Sys-
temen mit ungerichteter Kommunikation und beschriankter Entwicklungsre-
gelmenge ist in [Pau02] das in Definition 5.5 beschriebene offene, endenmar-
kierte ESP-System M = ELSPs(spl,in, (1,2,2,1)) definiert. Es basiert auf
einer Chomsky-Typ-0-Grammatik in KURODA-Normalform, gebildet aus kon-
textfreien und kontextsensitiven Regelmengen (Por und Pcg), und besteht
aus zwei hierarchisch angeordneten Membranen. Analog zu dem TVDH2-
System aus Abschnitt 4.2 und den TT-EH-Systemen TT2 und TT6 aus den
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Abschnitten 3.2.2 und 3.2.1 sind die Axiomen- und Entwicklungsregelmengen
dahingehend unterspezifiziert, dass die zugrunde liegende Aufgabenstellung
als Parameter iibergeben werden kann.

Definition 5.5 (M)

Sei Ggnr = (Vg, X, Pg, Sg) eine Grammatik in KURODA-Normalform und
P, ={(,a)|la € (EUVgU{B})}, Pos = {(u,v)]| (u,v) € Pg, |u| = 2},
Por = Pg\PCS, P =P,UPor U Peg, {(u,v)l, ce (u,v)n} = P, U Por
sowie {(u, V)t (u,v)n+m} = Pgg, dann ist das extendierte Splicing-
Membran-System M(Ggnr) = (V, X, [1[2]2]1, M1, M2, R1, R2) gegeben mit

V = VeuXu{bB,X,X1,X2,Y,Y1,Ys,Zx, Z%, Zx,, Zy, Zy,, Zy,,
Ze, 2Ly U{Zx,, Zy, i € {1,...,n+ m}} U
{Yi/,ZY/H € {n+1,...,n+m}}

My = {XBSqY,X2ZY,, Zy,Y1,XZx, 2, Z.} U
{Zyibiyl\ie{1,...,n+m}}U{Zyi,yif‘ie{nJrl,...,ner}}
My = {Zy.,Ys, X1Z%,, ZyY } U {X1b'viZx, |i € {1,...,n+m}}

und den Entwicklungsregeln:

(Ti) (4)

uY (in) ' e| Z%, (here)
LI Vi € Nt .(u,v); € (P, UP, Xo
1 Z”i = (out) (ol € e Fer) gﬁ (out)
u2Y  (here) .
E‘T (out) Vie{n+1,....,n+m}.(wu,v); € Pog

TL

(Té)
u1Y] (in) .
Vie{n+1,...,n+m}.(uruz,v); € P,
Z (o ) { }( 1u2 ) cs
(rs) (r6)
bY2 (in) Zx (in)
Vae (XUVgU{B
Zile ) X la (ow "€ EUGUED
(r7) (r8)

BY  (here) e| Z. (out)
(out) X | & (out)

Jr

—

T9) (7”10)
Y1 (here) e| Zx,; (out)
(out) X| e (out)
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(r1) (r12)
e| Zx, (out) a| Y (out)
Vaoe (X UVgaU{B
E‘T (out) 7, | ¢ (out) ( c¢ U{B}) .

Ein ESP-System M, wie in Definition 5.5, ist mit den Alphabeten P =
{Zyi,Xl,Z}/;/,Zg/l,Xl,Zs,X,Zg/Q,XQ,ZY} und S = {Y, Z% Y/, Y2, Zx, Z,
Y1,Zx;, Z%,, Yo} mit i € {1,...,n +m} PS-markiert. Die durch ein auf ei-
ner Grammatik Ggxnp in Kuroda-Normalform basierenden ESP-System M
erzeugte Sprache L(M(Gknr)) besteht aus allen Wortern iiber dem Termi-
nalalphabet ¥, die das System durch Kommunikation aus der Skin-Membran
verlassen.

Das System simuliert die Wortableitung unter Verwendung einer Chomsky-
Grammatik Gxnr = (Vg, X, Pg, S¢) in KURODA-Normalform mittels ,, Rota-
tion und Simulation“. Zunéchst wird die Menge der Produktionsregeln durch
die Menge {(a, o) |a € (Vg UX U{B})} erweitert. Die resultierende Menge
besteht aus n kontextfreien und m kontextsensitiven Regeln. Fiir ein Wort
w = XwuY mit |u| = 1 in der ersten Membran und einer Produktions-
regel (u,v);,1 < i < n wird durch die Anwendung der Splicing-Regel r¢
das Wort u durch das Wort b'Y; ersetzt. Fiir eine kontextsensitive Regel
(ugug,v)i, n+1 < i < n+m,u = uyug wird durch sequentielle Anwendung der
Splicing-Regeln 7% und 7% das Wort u ebenfalls durch ein Wort bY; ersetzt.
Das resultierende Wort wird in die zweite Membran kommuniziert, wobei die
Anzahl des Symbols b die jeweils verwendete Produktionsregel kodiert. Durch
Anwendung der Regelmenge {r],|j € {1,...,n+m}} wird fiir jede Produk-
tionsregel das Priifix X des zuvor erzeugten Wortes Xw’ b'Y; durch lejvj
fir (u,v);,1 < j < n+ m substituiert und in die erste Membran {ibermit-
telt. Durch sukzessive, alternierende Entfernung von b am Wortanfang bzw.
Wortende werden abschliefend unzuldssige Wortableitungen entfernt. Mit-
hilfe der Splicing-Regeln r7 und rg kann jedes Teilwort w von XwBY das
ESP-System verlassen.

5.3 SOS fiir geschlossene Splicing-Membran-Systeme

Analog zur strukturellen operationellen Semantik (SOS) von TT-EH- bzw.
TVDH-Systemen und zu [ACLO7] wird die SOS fiir geschlossene ESP-Sys-
teme mit gerichteter Kommunikation eingefiihrt. Fiir ein System = (V, %,
p, My, ..., My, Ry, ..., Ry) ist eine Konfiguration Cg als Membranstruktur,
wie in Definition 5.6, induktiv gegeben. Eine endliche Folge von Membran-
strukturen My, ..., M,, wird mit M, bzw. M, beschrieben, falls die Folge
mindestens ein Element besitzt.
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Transitionsregeln 5.1 Transitionsregeln fiir die strukturelle operationelle
Semantik von Splicing-Membran-Systemen

(—1) (—2) (—3)
w—7 w w—r w My — M,
w—pw  (Llw) = (L|w)  (L|w; M) — (L|w'; M)

(=) (—1)
M—M M, — M L+#1
M, M, — M', M, (L|w) — (L|w')

s

MM
=1
C?

(w; My, My,) S (1w M M)

out(obj(Mj,))\ here(w)) N ET=¢

=

Mpy,. . My, — M} ... M,
(Llw; Mgy, ..., Mg,,) — (L|w"; 1(Mp,,ing, (w)), ..., T(My,_,ing,, (w))

(—4) (TRANS) (1)
M—M MM, Ci—C e en e
M, M, — M', M, cn “Yen Cn — ¢}

mit w' = ¢(w, Rr) U {(x,here) |z € w} in —1, w' = here(w) in —1, w”’ =

™ out(obj(My,)) Uhere(w) in —9 und w” = [JI", out(obj(Mp,)) U here(w
=1 i =1 i

in —73.

Definition 5.6 (Membranstruktur My einer Konfiguration)
Die Membranstruktur Mt einer Konfiguration fiir ein Label L und eine Spra-
che w C V1 ist induktiv definiert durch

(L|w)  fiir eine elementare Membran

(L|w;My,...,My,)  fiir eine aus n Membranen

zusammengesetzte Membran

mit den Membranstrukturen My, ..., M,. o

Die SOS fiir ein System II ist durch ein beschriftetes Transitionssystem mit
der Aktionsmenge Act C P(VT) x P(V") und den Transitionsregeln 5.1
gegeben. Die Funktionen here, out, label, obj sowie iny, fiir ein Label L und
die Aktualisierungsfunktion | mit here,ing,,out : (V' x {here,iny,out}) —
VT,label : My — Label,obj : My — VT, T: My — My sind definiert mit
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here(w) = {z| (z,here) € w} label((L|w;M,)) = L
inp,(w) ={z|(x,iny) € w} obj((L|w;M,)) =w
out(w) = {z|(z,out) €w} TL[w;M.),w') = ((L](wUw); M)).

In Analogie zu den in den Abschnitten 3.3 und 4.3 eingefiihrten operatio-
nellen Semantiken fiir TT-EH- bzw. TVDH-Systeme, jedoch im Gegensatz
zu [ACL07] bzw. auch [ACLO06], ist eine Transition beschriftet, so dass ei-
ne Differenzierung zwischen beobachtbaren und unbeobachtbaren Aktionen
moglich ist. Der beobachtbare Teil einer Transition von einer Konfiguration
Cr zu einer Folgekonfiguration Cj; besteht aus der Menge von Woértern ¢, die
in dieser Transition in die Hauptmembran kommuniziert werden. Um jedoch
die Definition von (Bi-)Simulation zwischen den verschiedenen Klassen von
Splicing-Systemen zu ermoglichen, besteht die Aktionsmenge Act aus einem
Tupel von ¢ und der leeren Menge.

Eine Transition besteht aus der sequentiellen Anwendung der Splicing-Tran-
sition (—) sowie der beschrifteten Kommunikationstransition (—) und wird
durch die Regel (TRANS) in diese unterteilt. Unter Verwendung der Re-
geln (—1), (—2),(—3) und (—4) wird fiir jede Membran die entsprechende
Splicing-Operation auf deren Inhalt angewandt, wobei jedem Objekt in der
resultierenden Zwischenkonfiguration eine Zielinformation zugeordnet ist. Die
anschliefende beschriftete Kommunikationstransition wird zunéchst durch
die Transitionsregel (—3) fiir die Skin-Membran und folgend induktiv fiir
jede weitere Membran realisiert.

Die strukturelle operationelle Semantik fiir geschlossene ESP-Systeme, un-
ter Zugrundelegung des beschrifteten Transitionssystems, erméglicht die Be-
schreibung von Verhalten dieser Systeme und somit auch die Definition von
Simulationsrelationen zwischen ESP-Systemen. Der Typ der Aktionsmenge
erlaubt jedoch weiterhin den Vergleich mit anderen Klassen von verteilten
Splicing-Systemen, so dass, wie in Satz 5.3, die Verhaltensgleichheit zwischen
einem ESP-System und einem TT-EH-System formuliert und bewiesen wer-
den kann.

Satz 5.3 (H2.ni_1 ~ Fz.n+1)
Fiir das System Ils.,,4+1 aus Beispiel 5.1 und das System I's.,,11 aus Beispiel 3.1
gilt ﬁQ.n+1 ~ I'9.n41, d.h. es existiert eine schwache Bisimulation & mit

(C(P) ¢ )es. o

Hypyr’ T2nt

Beweis 5.3 (Satz 5.3)
Fiir T'9.,4q1 und ¢ € Ny > 3 gilt

c© T, o® (kD) {0 S (nTT0) L) (nTTN0)

—
Tont1 Tont1 Fonta Ponta
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und fiir ¢ € N,4 > 3,4 mod 2 = 0 und das System I1
c0) ({"l?) cW e ({TLZ:}JZ)) ot T,

II2.n41 IIo.n41 2. n41 II2.n41

und es gilt fiir j € {0,1} und allei € N,i > 2, dass S = {(c(j) c© )

LPont1’ "y,
(Cl(jg)%ﬁtl’cl(?f;;fl)) ’ (Cl(j2)~n+1’cl(2122‘:fl)) } .

Satz 5.4 (Il2.py1 # Tainy1)
Es existiert keine starke Bisimulation zwischen den initialen Zustidnden der

beiden Systeme, d. h. -3S.CY  ~g Y

O

Tt ﬁ2-n+l' ©
Beweis 5.4 (Satz 5.4)
Der Beweis folgt unmittelbar aus den Transitionen Cl(“?.nﬂ 5 &?Ml und
(0 o)
HgAn+1 H2»n+1'
(]

Mithilfe der Definition einer Membranstruktur und des induktiven Charak-
ters der Transitionsregeln kann beispielsweise ein Simulator in einer funktio-
nalen Programmiersprache implementiert oder mittels MAUDE eine formale
Analyse von temporalen Eigenschaften durch Model-Checking erreicht wer-
den. Um den Zustandsraum eines gegebenen Systems einzuschrinken, kann
z.B. die Kardinalitdt der Objektmengen aller Membranen beschrinkt wer-
den, um nachfolgend nur Zusténde zu betrachten, deren Bewertung einen
Maximalwert nicht iiberschreitet. Da die Summe der Kardinalitéiten aller
Membranen mit jeder Folgekonfiguration monoton steigend ist, wird nur eine
endliche Anzahl von Zusténden generiert.

5.4 Formale Verifikation von ESP-Systemen

Wie bereits fiir die zuvor untersuchten TT-EH- bzw. TVDH-Systeme erlaubt
auch die SOS aus Abschnitt 5.3 keine universelle Analyse von Sicherheits-
eigenschaften bzw. Invarianten (Zusicherungen, die fiir jeden Zustand eines
Systems erfiillt sein miissen). Von besonderem Interesse ist dabei die Eigen-
schaft, ob ein Wort bzw. eine gegebene Sprache in dem System nicht erzeugt
werden kann, d.h. fiir ein System IT und ein Wort w die Aussage w ¢ L(II)
gilt. Aufgrund des Satzes 5.5 ist dieses Problem im Allgemeinen jedoch nicht
entscheidbar.

Satz 5.5 (Wortproblem in ESP-Systemen)
Das Wortproblem in nicht beschrdnkten ESP-Systemen ist nicht entscheid-
bar, jedoch semi-entscheidbar. o
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Beweis 5.5
Der Beweis fiir ESP-Systeme lédsst sich leicht aus dem Beweis 4.4 ableiten.
O

Fiir ein (offenes) ESP-System II und ein Wort w beschreibt das folgende
Tableaubeweisverfahren eine Methode zur Losung des Problems w ¢ L(II),
falls dieses, angewendet auf w und II, terminiert.

Aus der Definition einer Konfiguration, den Definitionen 5.2 und 5.3 so-
wie der Eigenschaft, dass sowohl Axiome als auch bereits erzeugte Worter
in jeder Folgekonfiguration vorliegen, ergibt sich fiir ein ESP-System II =
(V2 pu, My, ..., My, Ry,...,R,) mit n > 1 Membranen und der initialen

Konfiguration Cl(-? ) = (0, My, ..., M,) fir die Konfigurationen Cry und C{; mit
¢ 1+ Cy und Cy b €l
w € C  (w,out) € (C%,Rl)
und fiir jedes i € {2,...,n+1}:
weClf < (weM_1V (where) € (Cl,Ri—1) VvV (weChH V
((i >3)A3(,i— 1) € p((w,ini_1) € g(c{#,Rj))) v

(i —1,7) € p.(w,out) € (CIZIH,RJ-)) .

Fiir Systeme mit ungerichteter Kommunikation kénnen fiir einen Knoten in
der Membranstruktur mehrere Folgeknoten, also in ihr enthaltene Membra-
nen, existieren, so dass fiir ein Tupel (w,in) nichtdeterministisch eine dieser
Membran gewahlt wird. Aufgrund dessen sowie der Eigenschaft, dass auf-
grund der Bestédndigkeit durch Splicing erzeugter Worter das Wort w eben-
falls in der folgenden Transition erzeugt und nichtdeterministisch kommuni-
ziert wird, ist fiir jede entsprechende Membran die Ableitbarkeit des Wortes
w zu priifen. Deshalb ergibt sich

w € Cl « (w,out) € ¢ (C%[,Rl)
und fiir jedes i € {2,...,n+ 1}:
w E Cﬁ — (w € M;_1 V (w,here) € ¢ (Cﬁ,Ri_l) Vv (w € Cﬁ) V
((z’ >3) A3, 1) € . ((w,in) ¢ (cﬂ“,Rj) ) v

(i —1,7) € p. ((w,out) € (Cf{rl,Rj))) .

Daraus ergeben sich fiir jede ite Membran die Tableauregeln 5.1 und 5.2 mit

1 falls i =1

parent(u,i) = { Jj+1 falls (j,i) € p.
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Tableauregeln 5.1 fiir die ite Membran eines gegebenen ESP-Systems mit
ungerichteter Kommunikation

L
("'iriz)

T1ULU2T2 € CiL—F—l N Y1uszualys € CIZ—[—H

V(i j) € pVr1, x2,y1,y2 € V*. :
T1UIULY2 € C’ﬁ7+1

(row) (a,7)

T1ULU2T2 € CEH A Y1usugys € Cﬁi—l

Vxl,xg,yl,yz e V.

T1UIULY2 € C/Hparent(”’i) a € Cﬁ“
(A-ELIM) (rf’]‘cim)
A B € CHt A yrus € Ccitt
Va1, xo, y1, s € V* T1UIU2X2 i Y1uszugy2 I
) ) ) N :
ANB T1ULU4Y2 € C{—Z[+1
(rin")

T1ULUT2 € Cﬁ“ A Yruzusys € Cﬁ“

Y(i,5) € p.Vr1, 22, Y1,Yy2 € V™. :
, N y1uguszs € CoH

iy
(5,1") (roue)

, - -
v e v+ 2 cit Vay, xa, zrurugmy € Cif ' A yruguays € Cf
w —_— .
w € Cptt Y1, y2 € V*. yrusugmy € CLPAremind)
(rhere)

T1ULU2T2 € CEH A Yy1usugys € Cﬁ’_l

Vi, x2,y1,y2 € V*. g
1i+1
Yy1uzugws € Cpp

fiir jede Entwicklungsregel © = (u1#uoSuz#uy, (tary, tary)) mit r € R; und
die Nebenbedingungen tar; = in in (rillf), tar; = out in (rgl’ft), tar; = here in

(P2 ), targ = in in ("), targ = out in (r2) und tary = here in (107 ).

Da jedes Axiom und jedes bereits erzeugte Wort in einer Membran zukiinf-
tig in dieser Membran vorliegt und somit fiir z,y € V' mit = € C} und
y € Clt 3CH.(z € Cff Ay € Cf) gilt, ist eine Untersuchung der zeitlichen Kor-
relation, dquivalent zum Tableaubeweissystem von TT-EH-Systemen, nicht
notwendig.

WEeil jedes Axiom a der iten Membran in jeder Konfiguration vorkommt, be-
sitzt die Regel (a, i) keine Pramisse. Aufgrund der Persistenz eines Wortes in
einer Membran beziiglich einer Transition ergibt sich die Regel (i,i"). Aufler
der Regel (A-ELIM) ergeben sich alle weiteren Tableauregeln dadurch, dass
fir zwei Worter © = xjujusxo,y = yiusuqaye und eine Entwicklungsregel
r = (u1#ugSusuy, (tary, tary)) in der iten Membran durch Anwendung der
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Tableauregeln 5.2 ersetzen die Regeln (rlln’) und (rﬁf) der Tableauregel-

menge 5.1 fiir ESP-Systeme mit gerichteter Kommunikation

1
(Tin;)

T1U UL € CHH A Y1 ugugys € CHH

V$17$2791792€V*- 1L+1
riutuaye € Cpp
(i)
T1ULUTe € Cf—frl A YL ugugys € Cf—frl
/L+1
Cn

vx17m27y17y2 S V*
Y1u3u2T2 €

fiir jede Entwicklungsregel r = (u3 #uobus#uy, (tary, tare)) mit r € R;, jedes

Label L € {2,...,n} mit (i, L) € p, falls tar; = ing, in (rlanL) bzw. tary = ing,

4, )

in (rinL

Splicing-Operation ¢ die Worter w1 = xijujuqye bzw. we = yiususzwe fol-
gen, wobel w; abhéngig von tar; und we abhingig von tars kommuniziert
wird. Da fiir Systeme mit ungerichteter Kommunikation fiir ein Wort w mit
der Zielinformation in indeterministisch eine der Zielmembranen, die einen
Tochterknoten in der Membranstruktur besitzen, ausgewéhlt wird, existiert
fir jede dieser Membranen eine Tableauregel. Fiir Systeme mit gerichteter
Kommunikation werden die Tableauregeln (rilr;l) und (rﬁf) durch die Tableau-
regeln 5.2 ersetzt.

Auch das Tableaubeweisverfahren von ESP-Systemen kann durch Beschrén-
kung des Typs der Variablen z1,x2,y1,y2 € V* in den Regeln (rl’l), (7‘2’Z ),

in out

(rﬁjre), (rﬁf), (r>n), (rﬁﬁre) bzw. (rilﬁi), (rﬁii) fiir P,S-markierte ESP-Systeme
mit den Alphabeten P und S von Prifix- und Suffixsymbolen eingeschrankt
werden. Mit Pre’ = Pre\ {e} und Suf’ = Suf\ {¢} sowie PV = Pre- V' ¢
und SY = Vjp’s - Suf gilt fiir vy bzw. us entweder 1 = ¢ bzw. y; = ¢,
falls (pre(u;) N Pre’) # () resp. (pre(ug) N Pre’) # 0 gilt, oder z; € PV bzw.
y1 € PV, falls (pre(u;) N Pre’) = @ bzw. (pre(us) N Pre’) = @ gilt. Weiterhin
gilt xo = € bzw. ys = ¢, falls (suf(uz) N Suf’) # 0 resp. (suf(uq) N Suf’) # 0,
andernfalls zo € SV bzw. yo € SV.

Fiir ein System II mit n Membranen, ein Wort w € V', eine beliebige Kon-
figuration Cry des Systems und ein i € {1,...,n+ 1} ist w € C}; eine atomare
Aussage im Beweisverfahren. Ein Knoten im Tableau ist entweder eine ato-
mare Aussage oder eine Konjunktion von zwei atomaren Aussagen. Dabei ist
ein Knoten mit einer atomaren Aussage ein ableitbarer Terminalknoten, falls
eine Regel (a, ) fiir ein Axiom a € M; anwendbar ist, bzw. ein nicht ableitba-
rer Terminalknoten, falls keine Tableauregel anwendbar ist. Die verbleiben-
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den Nichtterminalknoten sind genau dann ableitbar, wenn fiir eine atomare

Aussage mindestens eine der Regeln (rilrf), (r2h), (rﬁ’eire), (rﬁf)? ("), (rﬁ’eire),

bzw. im Fall der gerichteten Kommunikation (TlanL) oder (rﬁ;’L), anwendbar
und der Folgeknoten ableitbar ist, bzw. falls fiir eine Konjunktion von zwei

atomaren Aussagen A, B jeweils A und B ableitbare Knoten sind.

In einem Tableaubeweis eines Systems Il wird fiir einen Knoten mit der
atomaren Aussage w € Cj; mit w € Pre - VZp s - Suf fiir ein P.S-markiertes
System, und w € V7 sonst, die Ableitbarkeit durch sukzessive Anwendung
der Tableauregeln untersucht. Falls der Knoten w € Cj; ableitbar ist, folgt
EICH.CI(IO) Hi Cnow € Cli-[. Fiir jeden ableitbaren Knoten w € CllI mit w €
¥+ folgt somit w € L(IT). Im Gegensatz dazu gilt fiir einen terminierenden
Tableaubeweis und einen nicht ableitbaren Knoten w € Cf; die Giiltigkeit der

Aussage —EICH.Cg]) i Cnow € Cﬁ.

Wie bereits erwahnt verbleiben sowohl Axiome als auch durch Splicing er-
zeugte und anschliefend kommunizierte Worter in den entsprechenden Mem-
branen, sind also persistent. Somit besteht keine temporale Abhéngigkeit
zwischen zwei an einer Splicing-Operation teilnehmenden Wortern, weshalb
Ableitungen der Form

w e ChAw' € Ch w € Ch
w € Cfi bzw. w e Cp

fiir jedes mogliche w’ ausgelassen werden kénnen. Falls fiir einen Nichtter-
minalknoten w € C{; eine Tableauregel mit einer allquantifizierten Variable v
anwendbar ist, jedoch v & seg(w), so geniigt der Nachweis der Existenz eines
v in der Pramisse.

Satz 5.6 (Vollstéindigkeit des Tableaubeweisverfahrens)

Seien 11 ein beliebiges ESP-System mit n Membranen und der Membran-

struktur u, Crp eine beliebige Konfiguration von I1 mit CI(IO) Hi Cn und w

ein beliebiges Wort mit w € Cy fiir jedes i € {1,...,n + 1}. Das gegebene
Tableaubeweisverfahren ist vollstdndig, d. h. angewendet auf Il und w € Cﬁ
existiert ein ableitbarer Knoten w € Cﬁ im Tableaubeweis. o

Beweis 5.6 (Satz 5.6)

Zum Nachweis der Korrektheit ist durch Induktion zu zeigen, dass fiir jeden
moglichen Ableitungsschritt eines beliebigen Systems 11 eine adédquate Ablei-
tung im Tableaubeweis existiert.

Zundéchst gilt fiir jede Membran i, jedes Axiom a € M; und jede Konfigu-
ration Cp infolge der Persistenz der Membraninhalte a € Cﬁ“. Aufgrund
der Tableauregel (a,i) gilt ebenfalls die Ableitbarkeit des Knotens a € Cﬁ“

im Beweis. Sei nun Cp eine Konfiguration mit CI(IO) i Cir, so dass fiir jedes
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i € {1,...,n+1} und jedes Wort w € C}; auch w € C}; einen ableitbaren Kno-
ten beschreibt. Es bleibt zu zeigen, dass fiir jede Folgekonfiguration Cf; mit
Cr b Cfy, jedes i und jedes Wort w € Cji der Knoten w € CJt ableitbar ist.
Das wird bewiesen, indem fiir jede mogliche Ableitung des Wortes w im Sys-
tem eine entsprechende Tableauregel existiert. Aufgrund der Implikationen
auf Seite 89 gilt fiir Systeme mit ungerichteter Kommunikation:

Vw € VT, ((w, out) € ¢(C4, Ry) — w € C) A

Vie{2,...,n+1}Vwe V. (we My —weCE)A

((w, here) € ¢(Ci, Ri—1) — w € CE) A

(w e Ch — w e C)A

(El(iflaj)e:u' )

((w, out) € <(CH, Ry) — w € C1))) A
Vie{3,...,n+1}.Ywe V™.
Y(j,i— 1) € p. (w,in) € <(C4 Ry) — w e Cff),

bzw. fiir Systeme mit gerichteter Kommunikation:

Vie{3,...,n+1}Ywe VTV(ji—1) € pu.
((wajnifl) € g(clj"rlaR]') —we CI,_ZI)

AusVw € VTVi € {2,...,n+1}.(w € M;_1 — w € Cft) folgt unmittelbar die
Tableauregelmenge (a,i) und aus Yw € VT.Vi € {2,...,n+ 1}.(w € C§ —
w € Cf}) die Menge (i,i'). Es folgen weiterhin aus

Vie{2,...,n+1}.Yw € V. ((w, here) € ¢(Ci, Ri_1) — w € Cf)

Vi € N} Vw € V. ((w, here) € ¢(C5™, R;) — w € Ciit™t)

Vi € NP vw € V1. ((w, here) € ({(z1u1uays, tary) |

I(uy HuoSusuy, (tary, tary)) € R;.3x1, 0, y1,y2 € V™.

(x1ugugwe € Cli-frl A Yy1ususys € Cli-[“)} U {(y1ugugz2, tars) |

I(uy #FuoSusHuy, (tary, tary)) € R;. 3wy, x2,y1,y2 € V™.

(z1urusms € CHY A yrugugye € CHY)}) — w € Cith)

& Vi€ N (((3(ur#uoSustug, (tary, tars)) € R;.3w1, 22,y1,y2 € V.
tar, = here.(x1ujuszy € Cﬁ“/\ Y1usULYs € Cﬁ“)) — T1ULU4Ys € Cﬁ“)

A ((F(ur#usSus#Huy, (tary, tare)) € R;.3x1, 2, y1,y2 € V*.tars = here.

T o

(z1uruzws € Cf ™ A yruguays € Cif ) — yrugusws € ')
& Vi€ N V(ui#uoSus#ug, (tary, tars)) € R Vo1, 20, y1,y2 € V.

tar) = here.((x1ujugzy € Cﬁ“/\ Y1UzULY2 € Cli_[+1) s rugay, € Cﬁiﬂ)
A Vi € NV (ui#uoSus#ug, (tary, tars)) € R;.Vaq, z2,y1,y2 € V™.

tary = here.((x1ujugxs € C}[H/\ Y1y € Cli{rl)H I Cﬁ“)
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die Tableauregelmengen (ri’eire) sowie (rﬁﬁre) und infolge der Ableitbarkeit
von TiuiusTy € Ci—frl und yiuzusys € Cﬁ“ nach der Induktionsannahme,
dass y1ususxry € Cﬁ“ bzw. x1ujusys € Cﬁ“ ableitbar sind. Aus

T 0

T 0

Vie{3,...,n+1}Vw e V*V(j,i — 1) € p.

((w,in) € <(CH™, Ry) — w € Cfy)

Vi€ {2,...,n}.Yw € V*Y(j,i) € p.(w,in) € «(CT, Ry) — w € CitY)
Vi€ {2,...,n}.Yw € V*Vj € Ni.(j,i) € p.

((w, in) € <(C{, Ry) — w € C™)

Vj e NiV(j,i) € pvYw € V*.((w,in) € (C5™, Rj) — w € Ciith)

Vi e NFV(j,0)puYw € V*.((w, in) € ({(z1u1usyo, tary) |
J(urF#uoSus#ua, (tary, tars)) € R;j.3x1, x2,y1,y2 € V™.

(x1uugTe € Cﬂ“ A yrusugys € Cﬂ“)} U {(y1ususxs, tars) |
J(urF#uoSus#ua, (tary, targ)) € Rj. 3w, x2,y1,y2 € V™.

(r1urusxy € Cﬂ“ A y1usuays € Cﬂﬂ)}) —w e Cﬁ“)

Vi € N V(j,1) € p.((3(wi#usSus#ua, (tary, tars)) € R;.

A1, 22, Y1, y2 € V¥ .tar) = in.(x1ujugxs € C{TH A Y1uztals € Cﬂﬂ))
— T1urugye € CptY)

((F(urH#u2Sus#uy, (tary, tars)) € Rj.3x1, x2,y1,y2 € V™.
tary=in.(T1ujusTs € Cﬂ“ A Y1 uzusys € Cf-?rl)) — YLU3U2 Ty € Cﬁ“))
Vi € NI .V(j,1) € p.V(ui#uoSus#uy, (tary, tars)) € R;.

Va1, xo,y1,y2 € V*.tar) = in.((x1ujugzy € Cﬂ“ A yruzugys € Cf—'frl)
— T1ULULYs € Cﬁ“)

Vi € NI .V(j,) € p.V(ui#uoSus#uy, (tar, tars)) € R;.

Va1, x2,y1,y2 € V*.tar) = in.((z1ujugzs € Clj{rl A y1usugys € Cﬂ“)

— yruguszs € Ci)

folgt, dass fiir jede Transition eine entsprechende Tableauregel in den Men-

gen (r

L) baw. (Tﬁ;i) existiert und aufgrund der Induktionsannahme auch

in

YLU3U2 L2 € Cﬁ“ bzw. riuiusys € Cﬁ“ ableitbar sind. Fiir die verbleiben-
den beiden Implikationen folgt

Vie{2,....n+1}.Yw e VT.(3(i —1,5) € p.(w, out) €

S(CIT Ry) — w e CfY) AVw € VT .(w, out) € ¢(CE, Ry) — w € C)
Yw € VF.(Vi € N Y(i,5) € p.((w, out) € s(C4 R;) —

w € C) A (w, out) € §(CF, R1) — w € Cfp))
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& Vi, j € NI vw € VTi=parent(u, j).(w, out) € g(CﬂH,Rj) —weClH)
Vj € Nt .Vw € VT .(w,out) € g(CﬂH,Rj) —w € Cﬁ)arem(“’j))

Vj € NF.Vw € VT.(w,out) € ({(x1uiusye, tary) |

(w1 #uoduz#ua, (tary, targ)) € R;. 31, 22,y1,92 € V™.

T o

(CﬂlulUQSUQ S CﬂJrl A Y1uU3uays € CIJ-[+1)} U {(y1U3u2x2, targ) |
(w1 #uodus#ua, (tary, targ)) € R;. 31, 22,y1,52 € V™.

(zrurugms € CFY A yruguays € CFY)}) — w e cprrentind)y

& V) € N (I(ur#usSus#tua, (tary, tars)) € Rj.tar; = out.

i+1 i1
Az1, 22,91, y2 € V¥ (z1ugugme € CLT A yruguays € CLY) —

rparent (p,5)
T1u1ugys € Cpp )

AN (F(ur#uaSus#ug, (tar, tars)) € Rj.tary = out.Ix1, 22, y1,y2 € V™.

j+1 j+1 ’ t(u,j
(x1ujugTe € C]H N Yy1usuqys € Clj-[ ) — yrugusxs € Cl_?aren (1 J)))

& V) € NPV (ug#usSus#uy, (tary, tary)) € R;.tar) = out

i+1 i+1
Va1, 2, y1,y2 € V.(x1uiuges € C%fL A y1ususays € Clj{r ) —

/parent(p,7
Truugyy € CE )

AV € NI V(ur#uoSusuy, (tary, tars)) € Rj.tary = out

i+1 i1
Va1, z9, y1,y2 € V. (w1urugas € Ci A yruguays € CLY) —

/parent(y,5)
y1ugugr2 € Cpp )s

und somit die Tableauregelmengen (r24) und (r2), ‘wobei aufgrund der
Ableitbarkeit von ziuiusxs € Cﬂ“ und yrususys € Clj]+1 auch riujugys €

Cﬁ’arem(“ ) bzw. yiusuoxoe € Cg’arem(“ ) ableitbare Knoten spezifizieren. Fiir
Systeme mit gerichteter Kommunikation ergeben sich ebenfalls durch die
folgende Aquivalenz die Tableauregelmengen (rlanL) sowie (rﬁi). Wiederum
basierend auf der Induktionsannahme, also der Ableitbarkeit der Knoten
T1UIULTY € Cﬁ“ und Yy usuglys € Cﬁ“, gilt aufgrund der Definition eines ab-

leitbaren Knotens die Ableitbarkeit von xiuju4ys € Cff“ bzw. yususxy €
CretL,

Vie{3,...,n+1}Yw e V*V(j,i —1) € p.

((w,ini_1) € <(C5T Ry) — w € Cf)
& Vie{2,...,n}Yw e ViV(,i) € p(w,in) € s(ChTL Ry) — w € it
& Vie{2,...,n}Vw e V*Vj e NI .(4,4) € p.

((w,in;) € s(CITY, Ry) — w e Cith)
& VieNIVLe{2,...,n}YweV*.(i,L) € u.

((w,ing) € ¢(CL™, Ry) — w € CF)
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& VieNtVLe{2,...,n}.Yw e V*(i,L) € p.
((w,ing) € ({(z1u1uay2, tary) | I(ur#uaSus#Hua, (tary, tars)) € R;.
1, 22,1, y2 € V.(x1u1u229 € Cﬁ“ A Y1usualys € Cﬁrl)} U
{(y1usugxs, tars) | I(uy #uoSus#uy, (tary, tary)) € R;.
Jz1, 22,1, y2 € V.(x1u1u222 € Cﬁ“ A Yy1usuays € Cﬁ“)}) N
w € CEth

& VieNIVLe{2,...,n}.(i,L) € p.
V(ur#uaSus#uy, (tary, targ)) € R;. Va1, xe,y1,y2 € V*.tar) = ing.
((x1urugzy € Cﬁ“ A Y1uguqgys € Cﬁ“) — T1UU4Y2 € C{ILH)

A VieNTVLe{2,...,n}.(i,L) € p.
V(ur#uaSus#ug, (tary, tare)) € R;. Va1, e, y1,y2 € V*.tary = ing.
((1‘1U1U2$2 € CEH A Yy1usugys € Cli—[—i_l) — Y1U3UTY € C{TL—H)

Da fiir jede méogliche Ableitung eine entsprechende Tableauregel existiert und
infolge der Definition jeder Knoten ableitbar ist, gilt die Vollstindigkeit des
Tableaubeweisverfahrens.

O

Satz 5.7 (Korrektheit des Tableaubeweisverfahrens)

Seien I ein beliebiges ESP-System mit n Membranen und der Membranstruk-
tur u, ein beliebigesi € {1,...,n+1}, w ein frei gewihltes Wort und w € Cj
ein ableitbarer Knoten im Tableau. Das gegebene Tableaubeweisverfahren ist
korrekt, d. h. fiir diesen ableitbaren Knoten gilt EICH.CI(-IO) Fi Cnow € Cﬁ. o

Beweis 5.7 (Satz 5.7)
Zum Nachweis der Korrektheit des Tableaubeweisverfahrens ist die Korrekt-

heit der Anwendung jeder Tableauregel fiir einen ableitbaren Knoten w € Cl/{
Zu zeigen. '
Aufgrund der Definition eines ableitbaren Knotens folgt somit fiir w € Cﬁ
die Anwendbarkeit mindestens eine der folgenden Regeln

— (i, w), woraus folgt, dass w ein Axiom der iten Membran ist und damit
mit j =i+ 1 aufgrund der Persistenz auch w € Cﬁ gilt, oder

- (rillf), woraus einerseits die Ableitbarkeit der Knoten xiujusxs € Cﬁ“
und y1uguglys € Cf—frl mit (i,7 + 1) € p sowie unter Annahme der Kor-
rektheit auch EICH.CS)) i Cro(ziuiugzs € Cﬁ“ A Yrususys € Cﬁ“)
und andererseits die Existenz einer Entwicklungsregel (uj#ua$us#uy,
(tary, tary)) mit tar; = in folgt. Somit gilt auch (w,in) € ¢(Ci", R;)
und wegen der nichtdeterministischen Verteilung gegebenenfalls auch
w E Cﬁ.
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- (rﬁii); dieser Fall gilt analog zu (rillf), jedoch fiir w = yyuzusxs und
tary = in.

- (ri{ft), wodurch einerseits die Ableitbarkeit der Knoten x1ujusxs € Cﬁ“
und yiuguglys € Cli-frl mit i = 1, falls j = 1, sonst (j + 1,i) € pu, so-
wie unter Annahme der Korrektheit auch EICH.CI(TO) Fip Crn-(z1uiugzs €
Cﬁ“ A Yrusugys € Cﬁ“) und andererseits die Existenz einer Entwick-
lungsregel (ui#uaSuz#uy, (tary, taro)) mit tar; = out folgt. Deshalb
gilt (w,out) € ¢(C4*, R;) und somit auch w € Cpj mit Cry b1 Cyy.

- (riﬁt), wodurch sich die gleiche Folgerung, wie fiir (rzft), jedoch mit

w = yruszugsxe und tars = out, ergibt.

- (ri’eire) und daraus resultiert die Ableitbarkeit der Knoten xiujusxs €

C’ljI und yuzusys € C1j1 und mit der Annahme der Korrektheit auch
EiCH.CS)) Hi Crn-(z1uiugzs € Cﬁ“ AYyrusugys € Cli]+1). Da fiir jede Regel
(ri’eire) eine Entwicklungsregel (ui1#uaSus#ua, (tary, tary)) mit tar; =
here in R; existiert, folgt (w, here) € ¢(Cii*, R;) und damit w € Cji™
mit w = x1U1ULY2-

- (rﬁgre) mit der gleichen Folgerung, wie fiir (rﬁgre), jedoch mit w =

y1usugxe und tare = here.

Beziehungsweise fiir Systeme mit gerichteter Kommunikation:

— (Tilﬂi)a und folglich gilt die Ableitbarkeit der Knoten xiujusTs € C{I
und Yy uzualys € Cﬂ Infolge der Annahme gilt wiederum EICH.CI(IO ) Fi
Cr.(r1urugxs € Cﬁ“ A Yyrusugls € Cﬁ“) und die Existenz einer Ent-
wicklungsregel (ui#usSus#uy, (tar, tare)), tar; = inp, mit (i, L) € p,

und damit auch w € Cﬁ‘H.

— (7‘4’i ), analog zu (rllr;ZL

iny ), jedoch mit w = yjusugxe und tary = iny,.

O

Korollar 5.1 (Entscheidbarkeit des Tableaubeweisverfahrens)

Da das angegebene Tableaubeweisverfahren ein Verfahren zur LOsung des
Wortproblems darstellt, jedoch Satz 5.5 gilt, folgt unmittelbar, dass das Ta-
bleaubeweisverfahren nicht entscheidbar ist. o

Vergleichbar mit den Tableaubeweisverfahren fiir TT-EH- und TVDH-Sys-
teme kann auch in diesem Fall der Nachweis der Nichtableitbarkeit einer
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Tableauregeln 5.3

(A-ELMR) (A-ELiMyp,)
01(AANB)  m(AAB)  m(AAB)  6(AAB)
A\B A\B

mit AAB = {(a Ab)|a € Ab € B}, m(AANB) = {al(a AD) €
ANABY}, m(AAB) = {b|(aANb) € ANB} und 6,(AAB) = {a|3b €
B.((a ANb) € AN B.bist ableitbar)}, 62(AAB) = {b]|3a € A((a AND) €
A\ B.a ist ableitbar)}

Menge von Wortern durch eine Modifikation des Beweisverfahrens gleichzei-
tig gefiihrt werden. Um nachzuweisen, dass fiir eine Menge von Wortern T fiir
jedes Element w € T die jeweiligen Knoten w € Cli] nicht ableitbar sind, wird
im modifizierten Beweissystem zunéchst ein Knoten durch w € Cﬁ,w eT
bzw. (w; € Cﬁ ANwy € Cﬁ),wl € T1,we € T5 fiir ein beliebiges ¢ und die
Sprachen 77,75 definiert. Ein jeweiliger Knoten ist ein ableitbarer bzw. nicht
ableitbarer Terminalknoten, falls fiir jedes w € T der Knoten w € Cf—l ein
ableitbarer bzw. nicht ableitbarer Terminalknoten ist. Ein Knoten ist parti-
ell ableitbar, falls eine disjunkte, jeweils nicht leere Zerlegung des Knotens in
einen ableitbaren Terminal- bzw. Nichtterminalknoten und einen nicht ableit-
baren Terminal- bzw. Nichtterminalknoten existiert, wobei ein Nichtterminal-
knoten mindestens ein Element besitzt, auf das eine von (a,?) verschiedene
Tableauregel anwendbar ist. Eine Ableitung im Tableau ist die Anwendung
aller moglichen Tableauregeln auf einen Knoten w € Cﬁ,w € T. Fiir einen
Nichtterminalknoten (w; € Cﬁ ANwsg € Cﬁ), wy € 11, wy € Ty wird die entspre-
chende Menge der Tableauregeln durch die Tableauregeln 5.3 erweitert. Eine
Menge von Wortern in einem gegebenen ESP-System II ist genau dann nicht
ableitbar, falls der entsprechende Knoten im Tableau nicht partiell ableitbar
ist.

5.5 Formale Verifikation grammatikbasierender ESP-Systeme

Zum Nachweis der Korrektheit und Vollstdndigkeit von ESP-Systeme mit
universeller Berechnungsstérke lassen sich die in den Abschnitten 5.3 und 5.4
definierten Anséitze nicht unmittelbar anwenden, da diese Systeme in ihren
Komponenten unterspezifiziert sind. Im Folgenden wird durch Modifikation
des im vorhergehenden Abschnitt eingefiithrten Tableaubeweisverfahrens ein
Verfahren zur Priifung der Korrektheit und Vollstéandigkeit grammatikbasie-
render, endlichkomponentiger, endenmarkierter Splicing-Membran-Systeme
definiert, welche auf der Simulation der Wortableitung unter Zugrundele-
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gung einer Grammatik basieren. Ein entsprechendes ESP-System ist genau
dann korrekt, wenn jedes durch das System erzeugte Wort auch zu der von
der Grammatik erzeugten Sprache gehort, bzw. vollstdndig, wenn jedes Wort
der durch die Grammatik erzeugten Sprache auch durch das ESP-System
erzeugt werden kann. Fiir eine Grammatik G und ein ESP-System II also
L(II) € L(G) bzw. L(G) C L(II) gilt. Fiir ein korrektes und vollsténdiges
System gilt somit L(G) = L(II).

5.5.1 Korrektheit

Die Korrektheit eines auf einer Chomsky-Grammatik G = (Vi, %, Pg, S¢)
basierenden ESP-Systems II mit n Membranen, die o. B. d. A. fortlaufend von
1,...,n nummeriert sind, wird durch den Nachweis L(II) C L(G) bewiesen.
Da L(II) = X" n{w € E|3(E, L1, ..., L) .((0, My,...,My,) Hy (€, L4, ...,
L))} gilt, ist zu zeigen, dass jedes Wort iiber dem Terminalalphabet 3 in
der ersten Komponente einer Konfiguration auch ein Wort der durch die
Grammatik beschriebenen Sprache ist. Fiir die Alphabete P CV und S CV
ist das System II endenmarkiert bzw. P,S-markiert.

Unter Verwendung des Tableaubeweisverfahrens wird zunéchst fiir jedes w €
YT die Ableitbarkeit des Knotens w € Cj; gepriift. Fiir jeden ableitbaren
Knoten ist im Anschluss einerseits zu priifen, ob mindestens ein ableitbarer
Terminalknoten die Startvariable S der Grammatik G reprisentiert, ande-
rerseits, ob die entsprechende Folge von Ableitungsschritten in II, beschrie-
ben durch die jeweiligen Knoten im Tableau, einer Ableitung der Grammatik
entspricht.

Fiir eine bijektive Kodierungsfunktion cod : (Vg U X) — V', welche jedem
Symbol der Alphabete der Grammatik eineindeutig eine Zeichenreihe iiber
dem Alphabet des ESP-Systems zuordnet, und das das linke Wortende mar-
kierende Symbol B € V mit B ¢ (Vg UZX), ist fiir ein P,S-markiertes System
eine partielle Normierungsfunktion norm :C V+* — VZp s gegeben mit

norm(a) = | V(@) fir we o%p(a)) Aw € y({B} - (Vo UT)")
1L falls kein derartiges w existiert.

Die Funktionen p,~,~' sind definiert mit

p(sufl®=1(a)) falls prel(a) € P
pla) = p(prel®=1(a)) falls suf'(a) € S
sonst
_ w,cod(w)} fallsw e (Vg UX U{B})
v(w) = { (w1) - y(wy) falls w = wy - we

o et~
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a-v'(w) fallsa e (VogUX)
Y(a-w) = v (w) falls a = B
b-+'(w) falls a = cod(b).

Ausgehend von einem ableitbaren Wurzelknoten ki mit w; € Cﬁ und wi € X
ist eine Ableitung korrekt, falls diese einen Terminalknoten k,,,, m > 2 besitzt,
fiir den eine anwendbare Tableauregel (a,7) mit norm(a) = Sg existiert, und
auf dem Pfad von ki zu k,, mit m € N, m > 2 Knoten kj:w; € CIC{ mit
Jj€{2,...,m—1},¢; € {1,...,n} existieren, so dass norm(a) —% -+ —&
norm(w;) —g -+ =5 wi.

Der Verifikationsansatz ermoglicht weiterhin fiir den Fall, dass das zu unter-
suchende System nicht korrekt ist, die Ausgabe eines fehlerhaften, d. h. nicht
korrekten, Pfades. Somit lésst sich unmittelbar ein Gegenbeispiel generieren.

Satz 5.8

Sei I ein universelles, grammatikbasierendes ESP-System, welches die Wort-
ableitung durch Anwendung einer gegebenen Grammatik simuliert. Das Sys-
tem II ist korrekt, falls fiir eine beliebige Konfiguration Cry und jedes Wort
w € X7 der Knoten w € Cll] eine korrekte Ableitung im Tableaubeweisver-
fahren besitzt. o

Beweis 5.8 (Satz 5.8)
Aufgrund der Vollstéindigkeit des Beweisverfahrens (Satz 5.6) existiert kein
Wort w € ¥ mit w € L(II), so dass w € Cj; fiir eine Konfiguration Cry
keinen ableitbaren Knoten besitzt. Da fiir jeden ableitbaren Knoten ki mit
einer korrekten Ableitung norm(a) —¢ -+ —§ norm(w;) —g - =G W
mit norm(a) = S gilt, folgt S¢ —¢ w mit w € X7 und nach Definition
w e L(G).

O

Zum Nachweis der universellen Berechnungsstérke von Splicing-Membran-
Systemen mit eingeschrinkten Entwicklungsregelmengen wurde in [Pau02]
das System M = ELSPy(spl,in,(1,2,2,1)) definiert und ein Beweis der
Vollstandigkeit und Korrektheit des Systems angegeben. Dabei wurde durch
Anfiihrung aller moglichen Ableitungen in einem Top-Down-Ansatz, d. h. aus-
gehend von den Axiomen des Systems, gezeigt, dass fiir jede Chomsky-Typ-
0-Grammatik in Kuroda-Normalform das System genau die durch die Gram-
matik beschriebene Sprache erzeugt. Um dieses Resultat zu bestéitigen, wurde
der in Anhang F gegebene Tableaubeweis mit der vorhergehend definierten
Beweismethode gefiihrt. Diese Uberpriifung des Systems ergab jedoch, dass
der in [Pau02] gefiihrte Beweis nicht vollstéindig ist. Wie in Satz 5.9 formali-
siert, kann die Korrektheit des Systems widerlegt werden. Der Beweis dieses



5.5 FORMALE VERIFIKATION GRAMMATIKBASIERENDER ESP-SYSTEME

Satzes kann einerseits durch Spezifikation einer nicht korrekten Ableitung im
Tableau im Beweis 5.9 andererseits durch ein entsprechendes Gegenbeispiel,
wie in Beispiel 5.2, gegeben werden.

Satz 5.9 (Korrektheit des Systems M)
Das universelle, grammatikbasierende ESP-System M ist nicht korrekt, d. h.
es existiert eine Grammatik Ggnr, so dass L(Ggnr) # L(M(GknNF)).- o

Beweis 5.9 (Satz 5.9)

Seien Ggxny = (Vg, 2, P, Sg) eine Grammatik, B ein Symbol mit B ¢
(VauX), A=VeUX U{B}, P, ={(a,a)|a € A}, Pos = {(u,v) | (u,v) €
Pg, ’U ’ = 2} = {(un-i—lavn—i-l); B (un—i-ma Un+m)}7 Perp = Pg \PCS; P =
PgUP,, {(ul,vl), R (un, Un)} =P,UPcp und P = {Zyi,Xl, ZYz'l’ Z{;l,Xl,
Ze, Zy,, X, X0, 2y}, § = {Y, 2%, Y], Y2, Zx, Z., Y1, Zx,;, Z' , Y2} mit i €
{1,...,n+m}, Pre = P! und Suf = S' zwei formale Sprachen und Vops =
V\(PUS), dann ergeben sich mit PV = Pre-VjPS und SV = VjPS-Suf die
in Anhang F aufgefiihrten Tableauregelmengen. Seien weiterhin M = (M; U
MyU{Zy, Y1, Zy Yo} U{X Zx,, XobZ' |i € N,J{er}),R ={Z%,, Zx, 2%, Zx,,
Zllie{l,...,n+m}} und S = {Zg/l,Zyi,Zyi/,ngz,Zy,Zeli e{l,...,n+
m}}, dann wird ausgehend von einem Knoten w € Clj,w € ¥ das entspre-
chende Tableau erzeugt. Aus Tableau 26 und Tableau 25 folgt, dass jedes
Wort w iiber ¥ aus einem Wort XwBY in der Hauptmembran abgeleitet
wird. Aus den Tableaus 24-9 kann mit i,k € {1,...,n} im Tableau unter
anderem die Ableitungsfolge

XvywY € 6121 — e XobF oy wbkY € Cfo’[ — XobFtlywu, Y € C%[ —
XobFHywugYs € Cf — Xob* lvwu Yy € G — - —
Xobrvwub—k1Y; € C% — Xoblv;wurbt*Ys € C% —
leiviwukbi’kYg S CIZI — qukbifkyé S Cl?')l — qukbi*le S C?I —
Xwupu;—Y € Clg[

hergeleitet werden, wobei in dieser Folge kein Knoten xk mit norm(k) —¢
norm(Xwv;wY') existiert. Unter Beriicksichtigung der gleichen Tableaus exis-
tiert jedoch mit der erfiillbaren Annahme Sg —7 norm(Xwuku;_;Y") auch
die Ableitung

Xwupu;_1Y € (312] — - — XBSgY € C%[.

Da ein ableitbarer Knoten w € C%[, w € X mit einer nicht korrekten Ablei-
tung existiert, ist das ESP-System nicht korrekt.
O

Beispiel 5.2
Fiir die Chomsky-Grammatik Gxnr = ({Sq, A, C, a,c},{a,c}, {(A,a),(C,c),
(Sa, AC)}, S¢) in Kuroda-Normalform ist das System 11 = M(Ggnp) mit
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P, = {(a, a)h (Cv C)Qa (Aa A)37 (Cv 0)47 (SG7 SG)57 (B7 B)6}7 Pcp = {(Aa a)77
(C,c)s}, Pos = {(Sa, AC)9} und den in Definition 5.5 spezifizierten Kompo-
nenten gegeben. Aufgrund der Existenz einer Konfiguration Cl({) mit 1 € NT

und Cﬁo) H Cg) sowie mit Cg) Fo Cl(IiH) ergibt sich eine Ableitungsfolge

XBSaY € ¢¥? XBacy € ¢? X Bab?y; € ¢4 X Bab?y; € ¢,
X1b3ABCLb2Y2 S Cl('[z+3)’27X2b3ABab2Y2 e Cl(-f+4)’2,X263ABabY1 c Cl(-}+4)’37
X2b3ABabY2 € CI(IZ+5)’3,X1b2ABab}f2 c Cl(_;+6)’2,X2bQABabY2 c CI(IZ+7),2’

2 (i+8),3 2 (i4+9),3 2 (i+10),2
Xob2ABaY; € ChT®? Xob2ABaYs € C 0 Xob2 ABay e et
Xob?ABBY € Cff % X2 ABBY; € et XibABbY, € cff T,
XobABWY; € C 0% XobABY: € ¢V XobABY, € Cff 0%,
X1ABY € Cf "% X ABY; € ¢f™"*"? und X ABY € i,

Infolge der Existenz einer Konfiguration C{; mit Cl(-fﬂg) H Cf und a € Cj
gilt a € LIM(Gknr)). Da a & L(Gknr) folgt L(G) # L(M(GknF))- ©

Durch die Modifikation von drei Entwicklungsregeln und Hinzufiigung von je-
weils zwei neuen Axiomen pro Komponente und insgesamt vier Entwicklungs-
regeln konnen die im Tableaubeweis gefundenen Fehler beseitigt werden. Die
notwendigen Erweiterungen sind in Definition 5.7 gegeben. Aufgrund der in
Satz 5.10 gegebenen Korrektheit und in Satz 5.12 gegebenen Vollstandigkeit
des modifizierten Systems gilt Satz 5.3.1 aus [Pau02], da auch das erweiterte
System einen Diameter (1,2,2,1) besitzt.

Definition 5.7

Die im Tableaubeweis des universell berechenbaren ESP-Systems M aus De-
finition 5.5 gefundene Inkorrektheit kann durch die folgende Modifikation
beseitigt werden. Sei M(Ggnr) = (V, X, u, M1, M2, Ry, R2), dann ergibt sich
das System M'(Ggnr) = (V, X, pu, M1, M}, R}, R}) mit

M| = M U{ZynY" X' Zx/}

M, = MyU{Zy/Y', X" Zxn}

Ry = (Bi\{re})U{re,ri0.r11}

Ry, = (Ry\{ro,m2}) U{ry,ms, 3,714} mit Va € (Vg UL U {B}) und

(r6) (T10) (r11)

€| Zx' (in) a| Y (here) €| Zx (here)
X1 « (OUt) Zy// 9 (OUt) X” « (OUt)
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(rg) (ri2) (ri3)

b| Y1 (here) a| Y1 (here) el Y" (out)
Zi e (ow) 7y s w)  Zy s (o)

(r14)
€| Zxr (here)
X'| a (out)

Satz 5.10 (Korrektheit M)

Sei Ggnr eine beliebige Chomsky-Grammatik in Kuroda-Normalform, so gilt

L(M'(Ggnr)) C L(GkNF), d. h. das universelle ESP-System M’ ist korrekt.
o

Beweis 5.10 (Satz 5.10)

Die Korrektheit des universell berechenbaren ESP-Systems M kann mithilfe
des Tableaubeweisverfahrens gezeigt werden. Ausgehend von einem ableit-
baren Knoten w € Clj,w € X7 folgt die Korrektheit aller Ableitungen und
damit die Korrektheit des Systems, unabhéngig von der zugrunde liegenden

Grammatik.
O

5.5.2 Vollstiandigkeit

Zum Nachweis der Vollstdndigkeit eines universellen, grammatikbasierenden
ESP-Systems II ist fiir jede Grammatik G zu zeigen, dass jedes Wort der
durch G beschriebenen Sprache durch das System II erzeugt werden kann,
formal L(G) C L(II). Nachfolgend wird die Vollstandigkeit einerseits des
Systems M aus Definition 5.5 in Satz 5.11 andererseits des modifizierten
Systems M’ aus Definition 5.7 in Satz 5.12 bewiesen.

Hilfssatz 5.1

Sei Ggnr eine Grammatik in Kuroda-Normalform und II = M(GgnF) das
auf Ggng basierende ESP-System nach Definition 5.5, dann gilt mit A =
Ve UX U {B} die Aussage Vo € AVw € AT.VCr.3C.Crr Hf; Ch(XwaY €
C3 — XawY € CP). o

Beweis 5.11 (Hilfssatz 5.1)

Fiir jedes Symbol o € (Vg UX U{B}) existiert eine Ableitungsregel («, a); €
P, mit 1 < i < n. Durch sequentielle Anwendung der Entwicklungsregeln
19, 1%, gilt fiir die resultierende Konfiguration Cfj, dass X1b'awb'Ys € Cf2.
Durch wiederholte Anwendung der Regelsequenz r4, 15,19, 711 folgt eine Kon-
figuration Cfj mit XjowYs € Cf’lz. Die Entwicklungsregeln r¢ und ris kom-

plettieren die Rotation.
O
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Hilfssatz 5.2

Sei Ggnr eine Grammatik in Kuroda-Normalform und II = M(Ggnr) das
auf Ggnr basierende ESP-System nach Definition 5.5, dann gilt mit A = VU
¥ die Aussage V(u,v) € Pg.Ywi,wy € A*VCr.3Cf.Crr I—f{ Cli-(XBwijuwY €
C% — X BwjvuwrY € C’r%) o

Beweis 5.12 (Hilfssatz 5.2)
Sei X Bwyuw2Y ein Wort in der zweiten Komponente einer Konfiguration Cry
mit wi,wy € (Vg UX)* und (u,v) € Pg. Durch die in Beweis 5.11 beschrie-
bene Rotation kann zunédchst das Teilwort wy an den Wortanfang rotiert
werden. Fiir die kontextfreie Regel (u,v); € P mit |VaUXU{B}| <i<n
wird durch Anwendung der Entwicklungsregel ri das Teilwort u am rechten
Wortende durch b® ersetzt und anschliefend mittels r9 und ri, das Teilwort
b'v an den Wortanfang gesetzt. Fiir eine kontextsensitive Regel (ujusg,v); € P
mit n+1 < i < n+m wird diese Modifikation durch die Entwicklungsregelse-
quenz r, %, rg, vl erreicht. Durch wiederholte Anwendung der Regelsequenz
T4,75,T9,711 folgt eine Konfiguration Cf; mit XjvwaBwYs € Cl’% und mittels
r¢ und 112 auBerdem XvwaBwiY € Cff mit Cj FJHF C{;- Die Rotation des
Teilwortes Bw; nach der in Beweis 5.11 beschriebenen Methode ergibt die
Existenz von C{{ mit Cjj I—Jﬁ Clf und X BwijvweY € Cif?.

O

Satz 5.11 (Vollstindigkeit des Systems M)
Sei Ggnr eine Grammatik in Kuroda-Normalform und 11 = M(Ggnr) das

auf Ggnp basierende ESP-System, dann gilt Vw € L(Ggnr).3CH.CY) i
Chw € C, d.h. L(Ggnr) C L(I1). o

Beweis 5.13 (Satz 5.11)
Ausgehend von dem Axiom X BSqY in der zweiten Komponente der initi-
alen Konfiguration gilt aufgrund der Hilfssédtze 5.1 und 5.2 fiir jedes w mit
Sa —%;KNF w die Existenz einer Konfiguration Cf; mit X BuwY € Cf% . Durch
Rotation des Teilwortes w an den Wortanfang und anschlieende Anwendung
der Regeln r7 und rg folgt Satz 5.11.

O

Satz 5.12 (Vollstéindigkeit des Systems M)
Sei Ggnr eine Grammatik in Kuroda-Normalform und II = M(GgnF) das

darauf basierende ESP-System. Es gilt Yw € L(GKNF).EICﬁ.CﬁO ) I—JHr Chw e
CH, also L(Ggnr) C L(II). o

Beweis 5.14 (Satz 5.12)

Sei Ggnr eine beliebige Chomsky-Grammatik in Kuroda-Normalform und
IT = M'(Ggnr) das auf der Grammatik basierende ESP-System. Die Hilfs-
sétze 5.1 und 5.2 gelten analog fiir das System M'(Gknr), wobei jedoch in
den jeweiligen Beweisen die Regelanwendung r9 mit ry bzw. iy ersetzt wird
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und die Rotation eines Zeichens durch die Regelsequenz 'y, m11, g, 6, 145 T13
und r; vervollstindigt wird. Somit gilt, ausgehend von dem Axiom X BS¢Y
in der ersten Membran, fiir jedes Wort w mit Sg —>J(’]ZKNF w die Existenz der
Konfiguration Cfy,Cj; mit XBwY € Cff und XwBY € Cj{2. Die sequentielle

Anwendung der beiden Entwicklungsregeln r;y und rg beweist Satz 5.12.
O



KAPITEL 5. SPLICING-MEMBRAN-SYSTEME



KAPITEL 6

Zusammenfassung und Ausblick

Im Spektrum bisheriger Arbeiten zur formalen Analyse und Verifikation im
Gebiet des molekularen Rechnens wurden in der vorliegenden Arbeit Ansétze
fiir verteilte Splicing-Systeme definiert. Mithilfe dieser konnte das Model-
Checking und die Definition von wechselseitigen Simulationsrelationen in
bzw. zwischen entsprechenden Systemen erreicht werden. Weiterhin konn-
te auf diese Weise der Beweis bzw. Gegenbeweis beziiglich der Korrektheit
und Vollstdndigkeit dieser Systeme, die moglicherweise universelle Berech-
nungsstirke besitzen, erbracht werden. Die Verfahren wurden dabei fiir die
verteilten kommunizierenden Splicing-Systeme und die zeitgesteuerten ver-
teilten Splicing-Systeme mit dynamischen Splicing-Regeln als Vertreter des
Berechnungskonzeptes in vitro sowie fiir die Splicing-Membran-Systeme als
Vertreter des in-vivo-Computing eingefiihrt und angewandst.

Sowohl fiir die verteilten kommunizierenden Splicing-Systeme aus Kapitel 3
als auch fiir die zeitgesteuerten verteilten Splicing-Systeme mit dynamischen
Splicing-Regeln aus Kapitel 4 und die Splicing-Membran-Systeme aus Ka-
pitel 5 wurde zunéchst eine strukturelle operationelle Semantik fiir eine je-
weilige Teilmenge der Systeme definiert und als addquat bewiesen, wobei die
Aktionsmengen, d.h. die in einer Transition beobachtbaren Aktionen, den
gleichen Typ besitzen. Die in dieser Arbeit definierte strukturelle operatio-
nelle Semantik ermoglicht die Korrelation zwischen der durch ein System er-
zeugten Sprache und dem beobachtbaren Verhalten dieses Systems, indem die
durch das System induktiv generierte Sprache jeweils initial leer ist. Dies wird
durch Beschrinkung der Definition der Semantik auf TT-EH-Systeme mit ei-
ner leeren Splicing-Regel- und Axiomenmenge in der letzten Komponente und
auf TVDH-Systeme mit einer zu der durch das System erzeugten Sprache
disjunkten Axiomenmenge erméglicht. Durch die Restriktion auf geschlos-
sene ESP-Systeme mit gerichteter Kommunikation gilt auch in diesem Fall
diese wechselseitige Beziehung. Mittels Model-Checking mithilfe der struktu-
rellen operationellen Semantik konnen somit temporale Eigenschaften dieser
Systeme nachgewiesen werden bzw. das paarweise wechselseitige Verhalten
von Systemen gleicher sowie verschiedener Berechnungsparadigmen studiert
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werden. So konnte jeweils fiir zwei verschiedene TT-EH-Systeme, ein TVDH-
System sowie ein geschlossenes ESP-System, die schwache Bisimularitét, also
das iibereinstimmende beobachtbare Verhalten, bewiesen werden.

Der Beweis von Invarianten in einem System ist im Allgemeinen jedoch
hierdurch nicht méglich. Um dies zu gewéahrleisten, wurde in den Abschnit-
ten 3.4, 4.4 und 5.4 jeweils ein Tableaubeweissystem definiert. Fiir ein gege-
benes System konnen mit terminierenden Tableaubeweisen Sicherheitseigen-
schaften bewiesen werden. Im Fall der Verletzung einer zu priifenden Eigen-
schaft liefert der Verifikationsansatz einen Gegenbeweis in Form eines Pfades,
welcher die Ableitung im System spezifiziert. Fiir zwei Beispielsysteme konnte
auf diese Weise die Korrektheit bewiesen werden.

Neben Systemen zur Losung spezifischer Aufgabenstellungen wurden in die-
ser Arbeit ebenfalls frei programmierbare Systeme mit moglicherweise uni-
verseller Berechnungsstéirke vorgestellt. Diese basieren auf der Simulation
der Wortableitung unter Zugrundelegung einer gegebenen Chomsky-Typ-0-
Grammatik. Zum Nachweis der Korrektheit dieser grammatikbasierenden
Systeme wurden die jeweiligen Tableaubeweisverfahren der entsprechenden
Systemklassen in den Abschnitten 3.5, 4.5 und 5.5 modifiziert. Unter Ver-
wendung dieser modifizierten Beweisverfahren konnte in dieser Arbeit erst-
mals die Korrektheit der grammatikbasierenden verteilten kommunizieren-
den Splicing-Systeme TT6 aus [HS04] und TT2 aus [HSVO08] bewiesen wer-
den. Fiir das grammatikbasierende zeitgesteuerte verteilte Splicing-System
TVDH2 aus [MRV03] mit dynamischen Splicing-Regeln konnte der in der Li-
teratur, basierend auf einem Top-Down-Ansatz, gegebene Korrektheitsbeweis
bestétigt werden. Hingegen konnte der in [Pau02] gegebene Korrektheitsbe-
weis fiir das Splicing-Membran-System M = ELSPy(spl,in, (1,2,2,1)) mit
universeller Berechnungsstéirke mithilfe des Tableaubeweissystems widerlegt
werden. Entgegen der Korrektheitsannahme ergab dieser eine Inkorrektheit
des Systems, wobei anhand des erzeugten Tableaus ein Gegenbeispiel gene-
riert werden konnte. Die universelle Berechnungsstirke von ESP-Systemen
mit einem Diameter (1,2,2,1) konnte jedoch durch Modifikation bestimm-
ter Systemkomponenten und einem anschlielenden Tableaubeweis in dieser
Arbeit gezeigt werden, so dass Satz 5.3.1 aus [Pau02] giiltig ist. Fiir jedes
entsprechende grammatikbasierende System wurde in den Abschnitten 3.5.2,
4.5.2 sowie 5.5.2 ferner die Vollstdndigkeit bewiesen.

Aufgrund der Turing-Vollstéindigkeit verteilter Splicing-Systeme ist der Nach-
weis von Invarianten im Allgemeinen nicht entscheidbar, wobei beispielsweise
in Satz 3.10 eine Einschrinkung beziiglich der Splicing-Regeln eines Systems
spezifiziert werden konnte, fiir welche das Problem entscheidbar ist. Einerseits
bleibt jedoch zu untersuchen, fiir welche Restriktionen beziiglich der Splicing-
Regeln, bzw. im Fall der verteilten kommunizierenden Splicing-Systeme sowie



der Splicing-Membran-Systeme auch der Filterregeln bzw. Zielinformationen,
das Wortproblem entscheidbar ist. Andererseits bleibt fiir diese Teilklassen
die beschriebene Sprachklasse beziiglich der Chomsky-Hierarchie zu bestim-
men.

Fiir die TT-EH-Systeme kann eine Erweiterung der strukturellen operatio-
nellen Semantik analog fiir nicht restriktive Systeme definiert werden, wobei
jedoch das beobachtbare Verhalten nicht zwangsldufig die initiale Axiomen-
menge der letzten Komponente beriicksichtigt. Entsprechend verhélt sich die
Situation beziiglich nicht restriktiver TVDH-Systeme. Abhéngig von der zu-
grunde liegenden Definition des beobachtbaren Verhaltens kann die angegebe-
ne Semantik der geschlossenen Splicing-Membran-Systeme fiir offene Systeme
modifiziert werden. Zur formalen Beschreibung und Analyse von Splicing-
Membran-Systemen mit ungerichteter Kommunikation ist gegenwirtig keine
strukturelle operationelle Semantik definiert.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Analyse- und Verifikationsansétze fiir die
verteilten kommunizierenden Splicing-Systeme wurden jeweils fiir entspre-
chende Systeme mit Einfach-Splicing definiert. Es bleibt zu untersuchen,
inwiefern vergleichbare Ansétze fiir Mehrfach-Splicing-TT-EH-Systeme, wie
das in Abschnitt 3.2.3 vorgestellte System TT3 aus [PRMO98]|, definierbar
sind.
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ANHANG F

Tableauregeln und Tableau fiir den
Korrektheitsbeweis des Systems M

)
wiuY € Clgl A Zyiwz S Clg[

Vi € N .(u,v); € PYw; € PV, ws € SV.

(r3")
Vie {n+1,...,n+m}.(ujug,v); € P. wiugY € CH A Zy;wa € Cit
Vwy € PV, wg € SV. ZyusY € Cyy
(r3")
Vie{n+1,....,n+m}.(uuz,v); € P. wiu1Y; € C A Zy,wy € C§
Ywy € PV, w2 € SV. Zy,u Y] € Ch

(r3)
wlZg(z S C% A X1bwy € Clg[
X1Z%, € Cfy

Ywi € PV, we € SV.

(r2)

w1bYs € C A Zy, wy € Cfy
Z{, bY; € Cfy

(r3)

wiZx € C% A Xjawsy € 0121
X1Zx € Ch

Ywy € PV, wy € SV.

Yw; € PV, wy € SV, a € (XU Vg U{B}).

(r3)
w1 BY € C% A Zews € C
Z.BY € C},

Ywy € PV, wy € SV.

()

'U}lzé € Clg[ N Xwy € C%[

Yw, € PV, wy € SV.
wWi1Wy € Clll
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(r3)
w1 ZL € Ci A Xws € C}
XZ! eCh
(r2")
Vie{n+1,...,n+m}.(ujug,v); € P. wiugY € C& A Zyywy € C3
Vw, € PV, wg € SV. wiwy € C3

Ywy € PV, wy € SV.

(r3) (rh)
wlZSQ € Clg[ A X1bwy € Clg[

wibwy € Clg[ XBSqgY € CIZI
(") &

BY € C2 A Z.wy € C3
VieNt,  ———  Vuw €PV,we SV it 2et2 & o
Zyibzyl S Clgl wiwo € Clgl

() (r?) %)

Vwy € PV, w2 € SV.

Vie{n+1,...,n+m}.
{ }&ﬁﬁwﬁ XpZ eCh  ZyY1eCq

(r*) (r3)

wYy € C3 AN ZL wy € C3
————  Vu €PVupeSy.—— -T2 =l
XZx €C} Zy 1 € C3
(r1y) (r%)
’wlin ECI?—’[/\XwQGCl?—’[

wiwy € Clg[ Z. € CIZI

Vi e N, Ywi € PV,w; € SV.

(r®) (T%bi)
w1 Zx, € C% A Xwy € C%
XZx, €Cq

Vi e N, Vw, € PV,wqy € SV.
ZLeC} " ! ?
(r11)

wlZg(l € Cl?zl A Xobwsy € C%

Ywi € PV, we € SV.
wiwg € C%[

(7"%1)
wlZg(l S C% A Xobwsy € C%[
X2bZ§(1 S Clg[

Yy € PV, ws € SV.

(T%Q)

wiaYs € C% A Zywsy € C%

Ywi € PV, we € SV. 5
wiawsy € Cf
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(T%Q)
wiaYs € C% A Zywsg € C%[
ZyYy € C%[
()

wiuY € 6121 N Zy,wy € CIQ]

Ywy € PV, wy € SV.

Vi € N .(u,v); € PYwy € PV, ws € SV.
wiWo € C%

(rs”)
Vie{n+1,....,n+m}.(uwus,v); € P. wiuY] € CE A Zy,wa € C
Ywy € PV, wy € SV. wiws € C3

(r9) (rd)
bY, € CE2 N Z! € C?
Vi €PV,uy € SV. Wiote & ng2 I
(r8)

w1 lx € C% A Xiowg € Clgl

Yw; € PV, wy € SV, a € (XU Vg U{B}).

wiowsy € C?I

(r5) (')
wY) € C3 A ZL wy € CP
V) € PV, wy € SV, ———— 1" 2 =l -
WwiwWy € CH XlZg(l € CH
(rth) (r12:4)
Vi e NS ,.(u,v); € P

ZyY € C} XibwZx, € C3
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