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%(')�E�(�4�$5
'?6! ���7�')#wj"Ib')#('

Ĥ
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W ⊂ V 7→ B = e + W 7→ h = B ∩ Ĥ.
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Dim W := dim W − 1.
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K := P(V n+1)
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P (V ) := {a ∈P(V )| Dim a = 0}.
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P n
K := P (V n+1) (n <∞).



���u��� ���f����	����
���
	 � ��� � 	 #

�
�
 1%M')�1*M+,�(��'Z-v68q��4�J'?�
K
�$9;� %M')F AY��#! 4'Zk� Ib')6g�$#(#! `Q=���	T:���,%c%M')� �3#;%M')k

K
FG')�V�U -v���� ��8')>V���4�U'?#ON

K	>.>���'?FG')��#]���(�4��+,�! F[��#i7��8#i'?�.#('?��� @ =��20 ),+AB /8021
k
3 ��g>021 0

W
QgT�'?#(#

Dim W = k
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�U 
k = 1

Q �U�\���(�4��+,�! iF[��# 7���# � 02@ -S6<091JQ �V�U 
k = 2
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U ⊂ W
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W ⊂ U
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�U'?>.I;�U &9(#;% ��>��[6�>�')��#;�U �'?�[%(')#  ��4�.7��V�$>�')# oE#! �'?���,�$9;F
o := {o} ∈ P(V )
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U ,W ∈ P(V )
7�')�,�U �')�;')#\T:���C�.�(�4')# �	9;�4+,�M@

�4+,�(#(�. U �
U ∧W := U ∩W .
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U ∨W := L(U ∪W ) = U + W .
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∧
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Hι.
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U, W ∈P(V )

� ��-81M1�:SB �O+G6,BD0���B ?�091��CBD=81 � d =,@C?�0��

Dim(U ∧W ) + Dim(U ∨W ) = Dim U + Dim W .
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Gn+1,k+1(= P n,k) �����lnk���m���jAk�y~�~��jLlnv�jLm�m�ln�~����oL}Plny�����jLm
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⊆ � A ⊂ B
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A ⊆ B
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q : x ∈ B 7−→ x̂ = q(x) := (x ∨ e) ∧H ∈H .
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q(g) = ĝ, q(h) = ĥ, q(a ∨ x) = q(a) ∨ q(x) = â ∨ x̂.
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q(a ∨ d) = â ∨ d, q(b ∨ c) = b̂ ∨ c.
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c1 = (a2 ∨ a3) ∧ (b2 ∨ b3),
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c1 = (a2 ∨ b3) ∧ (a3 ∨ b2),

c2 = (a1 ∨ b3) ∧ (a3 ∨ b1),

c3 = (a1 ∨ b2) ∧ (a2 ∨ b1)
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âi = aiµ, i = 0, . . . , n,
0 �<B
�>+ BD02@C+ �

tw'OTr'O�?�?N��	��'wt�� 5
')6! ���7��e ,pg f78��#
ϕ̃
-v��>��$ G�U��-v���� f�$9;�f%M')�f7��8#

ϕ
N jl�]�U'?��#�9(#

ϕ̃ = ψ̃
Nh�Y��#(#

-v�8>.�� l-vu(��%M��'�D��49(#;%M�(9;#(6! �'
ϕ̃−1([ci]) = ψ̃−1([ci]) = ai

Q��$>V�U�
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âi =

n∑

i=0

aiλi = (

n∑

i=0

ai)µ.

�	�.'?�4��9;��-v��>��$ 
λi = µ

-vu(�
i = 0, . . . , n

N(j��:I(>�')��IM 
µ ∈ Z(K∗)

S)9rS)'?�.�8')#�^gN"� u(�E�$>�>.'
x = [x] ∈

P n �8�.>. �JKE9;�
x = aix

i = âix̂
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f(o) := o
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Dim f(P n
o ) < 2

QO���r���U i%M��'&�	'2�;#(�. �����#��$s_')#�I;���C#(��+,�! c��')�(�a��#(�;��>e ,�
@
�4')�V+,�HE=S)9(F t�'?�����(��')>M�V�
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�Y�.'&68��>�>.��#('`�$�4')#�KEI(I(��>V%M9(#(�8')# FG�e 
Dim f(P n

o ) ≥ 2
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Qm

o ⊂ P n
o

Q
0 ≤ m < n

Qh')��#
�;����5
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B ⊂ P n
o

')��# %(��S)9 68��FG�(>�')FG')#! ,p$�4')�fo	#! �')�4�,�$9(FrNhoE#! �'?�]%M'?�
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Qm
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p(x) := (x ∨B) ∧Qm
o , x ∈ P n

o .
� J �

K	9;�E%M'?F �Y�.FG'?#;�U����#J���4�g 4S��8N ��-v�8>.�8')#x�.F �;�$>�>
x 6∈ B

�U��-v���� 

Dim(x ∨B) = Dim x + Dim B + 1 = Dim B + 1 = n−m
9;#;%

Dim((x ∨ B) ∧ Qm
o ) = 0

QO���r%;���4��%(9(�4+,� � J��YT:�.�46�>.�V+,� ')��# 2l9(#(6! c7��8#
Qm

o
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%('9�;#(��')�� E�V�
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p−1(o) = B.
� � �
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W := π−1(Qm

o )
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U := π−1(B)
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V n+1 = W ⊕U , dim W = m+ 1, dim U = n−m. � #��

t�'?S)')�V+,�(#(') 
pr : V →W

%M�.'E%(9(�4+,�[%M��'�^b'?��>�')�89(#(� � #��hIJ'`�
 4�.FGFi �'E2"�4�$5
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x ∈ V

p([x]) = [pr(x)],
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p
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p ◦ p = p
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Qm
o = a0 ∨ . . .∨ am

Q!9;#;%
B = am+1 ∨ . . .∨ an%(�.'<%;�$S)9�68��FG�(>�')FG')#! 4p���'[AY�����,%M�.#J�g �'?#M@

(n − m − 1)
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pr : x = aix
i ∈ V n+1 7→ pr(x) = aαx

α ∈W m+1;

�;�.'?��Ib')�:Ib')S?')�V+,�(#('Z 
W m+1 %(')# 78��# %(')#

m + 1
t���������7�'?6! ����4')#

aα, α = 0, . . . ,m,
��9M-v��')@

���;��#(#! �')# W1')6! ��8���,�$9(FrQ�'?�w����>e 
i = 0, . . . , n,
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(xα(x))
Q
α = 0, . . . ,m,
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aα
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eQ
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e
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P n
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���U �

eQ = p(e) = (e ∨ am+1 ∨ . . . ∨ an) ∧ (a0 ∨ . . . ∨ am) = [a0 + . . .+ am].
� N �
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W
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P n
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I(S)TaN
Qm
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a : V → W
9;#;%

σ : K∗
1 → K∗

2

K	I(I(��>�%(9(#(��'?#OQO-vu;�i%M��'
a(o) = o9;#;%

a(xα) = a(x)σ(α) (x ∈ V , α ∈ K∗
1 )

� � �

�8')>. �'?#ON;���$#(#rT:���4%x%M9(�,+,�

x = [x] ∈ P n
o 7−→ f(x) := [a(x)] ∈ Qm

o

� 
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f : P n

o → Qm
o
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σ
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a : V → W
�('?� !� �202?%B � B 1 0>-8@ Q1T�')#(#

σ : K1 → K2
')��# �
����FG�8���(�;����Fi9;�f%M')�

*M+,�;�.')-v6�q��4�b')�����U E9(#;%

a(xα+ yβ) = a(x)σ(α) + a(y)σ(β) (x, y ∈ V , α, β ∈ K1)
�8�.>. ?N1*�')FG��>.��#('`�$�4'<KEI(I;�.>V%M9(#(�8')# FG�. ]%M'?F �
�U�8F]�8���;�(����Fi9J�

σ
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σ
@B>.��#('`�$�4'�K	I(I(��>�%M9;#(��'?#w�8')#;��#(#! ?N"�	sb'?#;����+,�! �>��V+,�<')��-vu(>�>.'?#w%M��'a�U'?FG�.>��.#;'?�$�4')#xKEI(I;�.>V%M9(#(�8')#r%M��'
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K1 =

K2 = K
9(#;%

σ = idK
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K = C

9(#;%
σ
%M�.'���=81��C4S: -8+ BD=81

σ(α) = ᾱ
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K1 = K2 = K'?�.# *M+,�(��'Z-v68q��4�J'?�Y9(#J%
V = W
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K
QO���w�V�U �-vu;��5
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µ ∈ K∗
%M��'���0��51"451 :

dµ := x ∈ V 7→ xµ ∈ V
��')FG��>.��#('?���"FG�e �%M')F B 1M1 02@ 091 �'45+
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σ = σµ−1
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ν 6= 0
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σν : α ∈ K 7→ σν(α) := ναν−1 ∈ K, � � " �
T���Ib')�

σν
-vu;�	�$>�>.'C#(�V+,�! :S)9(F ^b')#! ��49(F �8')�(q8��'?#;%M'?#

ν ∈ K∗ \ Z(K)
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a : V →W σ
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W
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[W̃ ,+] = [W ,+]
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α ∈ K1
%M9(�,+,�

xα := xσ(α) (x ∈W , α ∈ K1)
%M'2�;#(��')�� �V�U ?N=j"��#]%M'?�4���U 4�.�8'?� W1')��- �$�(�4')#i#(')#(#! hF[�$#��G@
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a(xα) = a(x)σ(α) = a(x)α (x ∈ V , α ∈ K1),
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a
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a
Q

Kera := a−1(o) ⊂ V
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a
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Im a := a(V ) ⊂W
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rg a := dimK2
Im a
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dimK1
Kera+ rg a = dimK1

V = n+ 1 <∞. � �<� �
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a : V n+1 →W m+1 σ
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f : P n

o → Qm
o
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Dim f−1(o) + Dim f(P n
o ) = n− 1.
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a
��')FG��>.��#('?���w�V�U ?Q�����>e 

a(o) = o
Q�9(#;% �;�.'?�4��9;�&-v�8>.�� � � �ZN�j��x��')��')# #!9;#

x = [x], y = [y] ∈ P n
o
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x∨y = π([{x, y}]) %M9;�4+,�&%M��'E>��.#;'?�$�4' �Eu;>.>�'	Ib'?�U ���FGFc ?Q!9(#;%'`��-v��>��$ � � � �

f(x ∨ y) = π(a([{x, y}])) = π([{a(x), a(y)}]) = f(x) ∨ f(y),
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a([{x, y}]) = [{a(x), a(y)}] �$9;�]%M'?�[*M')FG�.>���#('?�����. 4p$ ]78��# a ')�4����IM `N1*M��FG�e G�V�
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2K	>��E')��#M- ��+,�('P�;��>���')�49(#(�G�$9J�:�	'2�;#(�. �����# �C')�4����IM E�U�V+,�
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f
B
�C+ -84��
�

f−1 02B 1 0 ��=�� �OB 170 -,+ABD=,1 � � B 1 6
f, g

)S=,� �OB 1 0>-8@S\ �2= B
�C+'-,4���� 68BD0 � 09@C3
),1 ��� d 451 :

f ◦ g )S=,� �OB 1 0>-8@�� � BD0 � � - �
�20P6S02@ �7@ = �20>)8+ B /8091 b��845?�0 �Vg>02@�g>0 � BD0&g2B :<021 � �
�;BD0 d )�a8@ �"09@C1
g2B � 6<09+G?�B +G6<091 )S=,� �OB 1 0>-8@ 091��fg&g2B � 6,451 : 091 -��$� 
 =8@ ���;B
�C?�021 09B 170���-,+.0.: =8@CBD0��

2

� #") ��� ) #��*1 � �	��'G�$9M-
P n )<=81��>+
-81M+.021 �fg&g2B � 6,451 : 091

f : P n
o → Qo

Q
f(o) := o

9(#J%
f(x) :=

y0 = const
-vu;�

x 6= o
Qh�U��#;% �
 4'Z 4�f6��8>.>���#('?���?NhD��.>. 

y0 6= o
Q1�U� ���U 

Dim f−1(o) = −1
N �3#

%(�.'`�U'?F �;��>.>y�V�
 � � � �l��'?#;�$9x%(�$#;#<')��-vu(>�>e `QMT�'?#(#
n = 0

�V�
 `Q�9(#;%x#�9(�:%(�$#(#w6g�$#(#
f
%M9(�,+,�<'?�.#;'

��')FG��>.��#('`�$�4'YKEI;I(�.>V%M9(#;�f��#;%M9(S?�.'?�U �T�')�,%M')# � *M�g 4S%��� N(D���>e 
y0 = o

QM���iT:���4%
f
#;�g 4u(�4>.�V+,�<%M9(�,+,�

%(�.' �	9(>�>���I(I(��>�%M9;#(�&��#;%M9(S?�.'?�U `N(�
�
 	-v')�4#(')�
f : P 1

o → Q1
o

')��#('cIb')>��.'?I(����'ct�� 5
'?6! �����#r�(�4�$5
')6! 4�.78')�
D�'?�4�8%M')# FG�e 

f(o) = o
Q"�U���V�
 

f
')��#('RA	�8>.>��.#;'?�g 4�.�8#OQ1%M��'x��F ��>.>���'?FG')��#(')# ')Ib')#M- ��>.>V�[#(�V+,�! 

%(9(�4+,�r'?�.#('a��')FG��>.��#('?����'aK	I(I(��>�%M9;#(�[')�4S)'?9(�$ :T�')�,%M')#w6=��#(#ON
2

�����\� �
	 � �O1=! �U!#�(�@�G
&! Zd�G
&" J 
&�G�[��I(�V�G
&!#� ��%'�&�&
&!#�712�,
�%+! f : P 1
o → Q1

o

��I(� J �,%2K)�G8L�,
&MF�	�����E1+�(�G!I#WX��� !#
&CEDL�^
�"$%+� %+� J D#�G! ��B+� J �;�,! Q
� ���:T���>�>.'?#w#�9(#r')��#(����'Cj"����'?#;��+,�J�g-/ �'?#x%(')�:6��8>.>���#('?����'?#wKEI;I(�.>V%M9(#;��')#r�('?��>�')�. �'?#ON(KE9J�:�	')@

�J#(�e 4�.�8# �a9(#;%rXEI(9;#(� ��N � -v�8>.�� :>.'?��+,�! 

� #"0 0 � 1 � �
�C+
f : P n

o → Qm
o

)<=�� �OB 170>-8@S\G451 6 �>B 176
A ⊂ P n

o

\
B ⊂ Qm

o

� @ = �20>)8+ B /�0�� 1"+
02@C3
@ �845?�04\ �2= �CB 1 6�-84��
�

f(A)
451 6

f−1(B)
� @ =��20 ),+AB /80 � 1"+
02@C@��845?�0 � � �"0�`2BD0�� � �CB 1 6�-,�$�2=

f−1(o)45176
f(P n

o )
� @ =��20 ),+AB /80 � 1M+.02@C@��,45?�0��

2

� #"0 0 � � � ��� �902B
f : P n

o → Qm
o

)S=,� �OB 1 0>-,@�� ��-81"1 :,B � + d �5@�-�� � 0
k ∈ N0, xi ∈ P n

o

f(x0 ∨ . . . ∨ xk) = f(x0) ∨ . . . ∨ f(xk).
� ��J��

tw'OTr'O�`�)NG� ���c-vu(�(�4')# '?�.#;')# �3#;%(9(6! �����#;��IJ'?T�'?���?N � u(�
k = 0, 1

�V�
 G%M��'<t�')�;��9(�M �9;#(�R ��4��7!�V�$>
I;S)TaNy#;�8+,� W1�8�4��9;����'Z 4S)9(#;�<')��-vu(>�>e `Nyjl�a��')� � ��J����4+,�(��#L-vu(�

k
Ib')T:��'?��')#ON D���>e 

xk+1 ∈ Hr :=



� % ���������
	��
������������	����
����	���	���� 	��!���"	

x0 ∨ . . .∨xk
QM�U�f���U � � J �1��sb'?#!IJ�$���$9;+,�[-vu;� {x0, . . . ,xk+1}

'?�U-vu;>.>. ?N�jl����')�_#�9(#
xk+1 6∈Hr Q

��>����
M r+1 := x0 ∨ . . . ∨ xk+1 = Hr ∨ xk+1

Q;9(#;%
z ∈Mr+1 NMjl�:�V�U 

f(z) ∈ f(x0) ∨ . . . ∨ f(xk+1) = f(Hr) ∨ f(xk+1)

S?9 S)'?�.�8')#ON � �.�G68q�#(#('?#
z 6= xk+1

9(#J%
z 6∈ Hr ��#(#('?�(FG')#OQhT�')��>�����#;�U ]%(�.'xt�'?�;�$9;�M �9(#;�

#;�8+,�\�3#;%M9;68 4�.�8#;��7����,�$9J����'Z 4S)9(#(�<����>e `N_���
Hr ⊂ Mr+1 '?�.#('��E���b')�4')Ib')#('G�V�
 `Qy��+,�(#;')�V%M'Z a%M��'

D�'?�4�8%M'
xk+1 ∨ z

�U��']�.# ��')#J�$9L'?�.#;')F 2"9(#;68 
y = (xk+1 ∨ z) ∧Hr E_9(#;% T�'?�.>

f
68��>�>.��#('?���

�V�
 `Q(����>. �T�')�8')#
z ∈ y ∨ xk+1

�

f(z) ∈ f(y ∨ xk+1) = f(y) ∨ f(xk+1) ⊂ f(Hr) ∨ f(xk+1),

��>����
f(x0 ∨ . . . ∨ xk+1) ⊂ f(x0) ∨ . . . ∨ f(xk+1).

K	#;%M')�4')�,��')�. 4�����U 
Mr+1 ')��#x�(����5
')6! ���7�'?��o	#8 4')�4�4��9(F 7��8#

P n
o

QM9(#;%w#;��+,�xmO'?F]F[��Ji�V�U :%;�$�('?�
f(Mr+1) ⊂ Qm

o

')��#\�(�4�$5
'?68 4�.78')�	o	#! �')�4�,�$9(FrN"� ')�8')#
f(xi) ∈ f(Mr+1), i = 0, . . . , k + 1,'?���8�.IM c����+,���$9J��%(')�c�Y'9�;#(�. �����# %M'?�aW1')�4I(��#;%M9(#(�R��>��C6�>�')��#;�
 4')�a9(F]- �8����')#;%(')�aoE#! �'?���,�$9;F %M��'

t�')�J�$9(�M 49(#(�JN
2

+ � � 
1# ������
 � �#��� �202B
f : P n

o → Qm
o

)<=�� � B 1 0>-8@�� �%-,1"1 B
�>+ d �5@ �7@ = �20>)8+ B /80 � 1"+
02@C@��8453
?�0

A,B ⊂ P n
o

68BD0 � B 1������5@��815)8451;:
f |A : A → Qm

o

0sg 021 d -,� �$� )S=,� �OB 1 0>-8@S\�45176 0���:SB �O+
Dim f(A) ≤ Dim A

� �'4 � 02@ 6S02? B
�C+��C+.02+ �

f(A ∨B) = f(A) ∨ f(B).
� � � �

tw'OTr'O�?�?N�t�'?��%('it�')�;��9(�M �9;#(��'?#R')�4��')Ib')#\���V+,�\�$9;� � � J � QbT�'?#(#RF[�$#
A, B

%M9(�,+,�R�(�4�$5
'?68 4�.7
9(#J�$I(�;p�#(������'�2"9(#;68 4'a')�4S)'?9(�$ `N

2�Y')�:-v�8>.�8')#;%M'c*M�$ �Sa+,�;���4��68 4')�4������')�� �%M��'a�.#$5
')6! ���7�'?#x68��>�>.��#('`�$�4')#wK	I(I(��>�%(9(#(��'?#��


 � ' � � �#��� �209B
f : P n

o → Qm
o

)<=�� �OB 170 -,@�� ��-81M1��CB 1 6R6,BD0 d =�� : 09176S021 �'4��
�2-2: 021 � �245B /�-,� 021"+ 	
� �
f
B
�C+*B 1��20>),+AB /�,

I �
Dim f(P n

o ) = n
,

+ � d �5@ �20>6S021 �7@ = �20>)8+ B /8091 � 1M+.02@C@ -845?
A
:SB �O+

Dim f(A) = Dim A
�

tw'OTr'O�?�?N�KE9;�C���E-v��>��$ �I � �yK	#(��'?#(��FGFG')#OQ_'`����')�
B := f(P n

o ) 6= o
9(#;%

Dim B = k < n
N

���$#(#f6�q8#(#(')#iT:�.�
B
%M9;�4+,�

k+1
2"9(#(6! �'���#f�$>�>���')FG'?�.#('?� m �$�8'l�$9M- ���;��#(#(')# �

B = b0∨. . .∨bk
N

jl�G��')��')#
ai ∈ f−1(bi) 6= o, i = 0, . . . , k

N1�Y��#(# �V�U GFG�. 
A := ao ∨ . . . ∨ ak

#;��+,� � � J �
f(A) = B = f(P n

o )
9(#J%

Dim A < n
N8���$�;')� �J#;%M')#[T:���l'?�.#

x ∈ P n
o \A

Q$-vu(��%(���
f(x) ∈ B�8')>. �')#LFi9;�4�2E_����FG�e C6g�$#(#

f
#(��+,�! C�.#$5
')6! ���7\�U'?�.# NJ�
�U 

B = o
Qy�U�wFi9;�4�YT�'?��')#

n ≥ 0
-vu(�C�$>�>.'

x ∈ P n %M')� � ')�� 
f(x) = o

�U'?�.#OQM9;#;%
f
�V�
 :'?IJ'?#M- �$>�>��E#(��+,�! E��#g5
')6! 4�.7_N

KE9J�	I �:-v��>��$ Y� � �bjl���U'?�
f
#(�V+,�8 Y�.#g5
'?6! ���7bN_���$#(#\�8�.I( Y'?�

x,y ∈ P n
o , x 6= y

QbFG�e 
f(x) =

f(y)
N"�J�$>�>��E'Z 
T��

x = o
���U ?Q;����>e 	��9;+,�

f(y) = o
9;#;%

y 6= o
NL� ���	��'Z �S?')#R%(��#(#

a0 := y
9(#J%

'?���!p$#(S?')#
a0

S)9 ')��#(')���(�4�$5
'?68 4�.7r9(#J�$I(�;p�#(������'?# �(�8>.�8'
(a0, . . . ,an)

�.#
P n

o

NyKE9J�
f(a0) = o-v�8>.�� �#J��+,�rmO')FGF[� �

f(P n
o ) = f(a1) ∨ . . . ∨ f(an),

�$>V���
Dim f(P n

o ) < n.
� ��# �

*���#;%
x
9(#;%

y
Ib')�V%M'x9(#(��>�')�V+,�

o
Q1�U� ')�4�8p�#(S)'?# T:�.�

a0 := x, a1 := y
S)9 ')��#(')�]�(�4�$5
')6! 4�.7

9(#J�$I(�;p�#(������'?#��;��>���'
(a0, . . . ,an)

�.#
P n

o

N5� '?��'?#
fa0) = f(a1)

-v�8>.�� :%;�$#(#rT:��'?%M'?� � ��#�� N



��� �J���������.���,	����
��� ��	�� �<N

� ')��> FG�. 
f
�$9J+,�

f |A -vu(�l5
'?%M'?#LoE#! �'?���,�$9;F
A ⊂ P o

�.#g5
'?6! ���7w�V�
 `Q(-v�8>.�� Y+ ��9;#(FG�e � �')>�I;���
��9;�l%(')�	4 $!9(��7g�$>�')#(SE78��#[���19(#;%[I �ZN8���aI �"')��#<*��J'?S)�V�$>.- �$>�>;78��#[+ �h�V�U ?Q��V�U �+ �"S)9[I �1p<$!9(�.7g��>.'?#8 `N
2 tw'OF 'O�;6�9:#:�;N �	sb'?#�I;�$�h����>. 1-vu(�_5
'?%M':��#g5
'?68 4�.78'�6���>�>��.#('`�$�4'�K	I(I(��>�%(9(#(�

f−1(o) = o
N8� ��'

%;����t�'?�����(��')> Ja')��#(')��6��8#;�U 4�$#! 4')#[KEI(I;�.>V%M9(#(�
f
FG�e 

y0 6= o
9(#;%

n > 0
S)'?�.�� ?Q8-v��>��$ ���9;�l%M��'?��')�

jl�.�8')#;�4+,�;�g-/ E#;��+,�! E%M��'a�3#g5
')6! ���7��e ,pg E78��#
f
NMjl�:����>. 15
'?%M�M+,�


 � '���� �#��� �202B
f : P n

o → Qm
o

)<=�� �OB 170>-8@ 45176
Dim f(P n

o ) ≥ 1
� � BD0 �fgsg2B � 68451;:

f
B
�C+ B 1��20>)8+ B /

: 021 -84 6<-81M1J\ �*021"1
f−1(o) = o

:SB �O+ �
tw'OTr'O�`�)NG� ���E6�q8#(#(')#r�8�(#('it�'?�4+,�(�,p$#(6�9(#;�]%M'?�YK	>.>���'?F]'?�.#;�(')�. 

f
�$>V�E�U9;� 5
'?68 4�.7x�$#(#;')�(FG')# N

j��E�U'?�.'?#
bj , j = 0, . . . ,m,

2"9(#(6! �'8Q(%M��'
Qm

o

��9M- �U�J�$#(#('?#��
Qm

o = b0 ∨ . . . ∨ bm
N5� ���:T�p$�(>�')#

2l9(#(6! �'
aj ∈ f−1(bj), aj 6= o,

9(#J%GI(�.>V%M'?#
A := a0∨ . . .∨am

N!KE9;� � � J � -v��>��$ 
f(A) = Qm

o

Q
9;#;% #;�8+,� �;��>���'?��9(#;� #x���U 

Dim A = m
N �	��+,� *M�$ �S %\���U 

g := f |A I(� 5
')6! ���7_N#� ���c-vu(�(�4')#
%(')# t�'?T�'?���f��#;%M����'?68 `N K	#(��'?#(��FGFG')# Q '`�G�U'?�

f−1(o) = o
9(#;%

f
�U'?��#(��+,�! G�.#$5
')6! ���7_Nh���$#;#

�!p$Ib'G'?��')��#
c ∈ P n

o \A
Q_-vu(�c%(�8�Y'?�.#

c0 ∈ A
FG�e 

f(c0) = f(c)
')kM���U ���')�� �'8N � ')�8')#

c 6= o9;#;%
f−1(o) = o

�V�U 
f(c) 6= o

9(#;%
c0 6= o

N#� �.�aIb'Z 4�4�8+,�8 4')#�%M')# �(�4�$5
'?68 4�.78')# oE#! �'?���,�$9(F
Hm+1 := c ∨A

9(#;%r%M'2�;#(��')�4')#R%M��'cKEI(I;�.>V%M9(#(�

q := g−1 ◦ f |Hm+1 : Hm+1 → A,

%(�.':#;�8+,�]*M�$ �S �	6��8>.>��.#;'?�$�h�V�
 19(#J%fT�')�8')#
q|A = idA

%(�.'Et�')S?�.'?��9(#(�
q2 = q

'?�U-vu;>.>. ?N!^_9	5
'`%M')F

x ∈ Hm+1 ����IM i'`�a��'?#;�$9�')��#
x0 ∈ A

Q #;p$FG>���+,�
x0 = q(x)

QO-vu(�]%(���
f(x) = f(x0)

����>e �E
%(')#(# #;��+,� �	'2�;#(�. �����#��V�
 

q(x) ∈ A
Q
f(q(x)) = g ◦ g−1 ◦ f(x)

9(#;%
g = f |A �V�
 a��#g5
')6! 4�.7_N

j��]��')�
x ∈ H \ A

Nh���$#(# �V�U 
q(x ∨ x0) = q(x) ∨ q(x0) = x0

Q ��>����
x ∨ x0 ⊂ q−1(x0)

N
� ����S)')����'?#OQJ%;���4�

q−1(x0) = x ∨ x0
����>. ?N � p$�4'c#;p$FG>���+,�

x1 6∈ x ∨ x0
9(#;%

q(x1) = x0
Qb���

Ffu;�4�
 4'fT�')�8')#
x 6= o

9(#J%
q−1(o) = o

�$9;+,�
x0 6= o

9(#J%
Dim x ∨ x0 ∨ x1 = 2

��')��#ON_KE9;�
%(')�	�Y�.FG'?#;�U����#J�
-v�8��FG')>y'?���!p$Ib'����V+,�

Dim(x ∨ x0 ∨ x1) ∧A = 2 +m− (m+ 1) = 1,

T�����T�')�8')#
q|A = idA

%M')�Et�')S?�.'?��9(#(�

x0 = q((x ∨ x0 ∨ x1) ∧A) = (x ∨ x0 ∨ x1) ∧A

T:�V%M'?�4���(�,p�+,�('8N � ')��>O#;�8+,�wW1�8�4��9;�4�U') �S)9;#(�]%('?�E*M�$ �S)'`�
m+ 1 ≥ 2

����>e `Q5�;#;%M'?#rT:�.�:'?�.#

z ∈Hm+1 \ (A ∪ (x ∨ x0));

'`�O�8')#�u(�$ `QZ')��#a�(�4�$5
'?68 4�.78'?�OdE')� �)�4'
(a0, . . . ,am+1; e)

7��8#
Hm+1 �U�ES?9aT�p��(>�')#OQ)%;���4� x∨x0 =

a0 ∨ am+1
9;#;%

A = a0 ∨ . . . ∨ am
��'?>e 4')#HE1%(��#(# ')��-vu(>.>. 

z = e
%M��'xt�'?%(�.#(�89(#(�JN j��[�U'?�

z0 := q(z)
N;���$#;#x�8�.>. ?QMT:��'a��Ib')#x��'?S)'?�.�� ?Q

q−1(z0) = z ∨ z0
Q;��>����[�$9;+,�

z0 6= x0
N"�('?��#('?�����U 

(z ∨ z0) ∧ (x ∨ x0) = o;

%(')#(#w-vu(�
yι(z ∨ z0)∧ (x∨x0)

Ff9;�4�
q(y)ιx0

9(#J%
q(y)ιz0

��'?>e 4')#OQ�T�����T�'?��')#
x0 6= z0

#�9(�
-vu;�

y = o
FGq��8>.�V+,�R�V�
 `NJ���$�('?�Y���.#;%L%M�.']D�')�,��%M'?#

z ∨ z0, x ∨ x0
T:��#;%(�4+,�(��'Z-
Q;9;#;%\����FG�e Y���U 

L := (z ∨ z0) ∨ (x ∨ x0)
')��#\%M�4')�V%M��F]'?#;���.�8#;�$>�')�Eo	#8 4')�4�4��9(F 78��#

Hm+1 NM� '?��')# Hm+1 =
L ∨A

-v�8>.�� 
Dim L ∧A = 2
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A ∧ L ⊂ q(L) = q(x) ∨ q(x0) ∨ q(z) ∨ q(z0) = x0 ∨ z0.
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c = [(a0 + a1ξ)α+ (a0 + a2ξ)β] = [a1γ + a2δ],
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c′ = f(c)
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= [(a′0 + a′1σ1(ξ))α̃ + (a′0 + a′2σ2(ξ))β̃] = [a′1γ̃ + a′2δ̃].
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α̃ = −β̃, γ̃ = σ1(ξ)α, δ̃ = σ2(ξ)β̃ = −σ2(ξ)α̃,
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p1(x) = (x ∨H01) ∧ (a0 ∨ a1) = [a0 + a1x
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σ
�

f(p1(x)) = [a′0 + a′1σ(x1)] = p′1(f(x)) = [a′0 + a′1x
′1)],
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x′1 = σ(x1)
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f([a0 +

n∑

j=1

ajx
j ]) = [a′0 +

n∑

j=1

a′jσ(xj)], xj ∈ K1,
� � ���

9(#J%c%(��� ���U %(�.'�t�'?�;�$9;�M �9(#;� � � "��_��F��;�$>�>
x 6∈H0
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x ∈H0

Q`���E�V�
 h�$9;+,�
x′ = f(x) ∈H ′

0

Q
9(#J%w'`�����U 

x0 = x′ 0 = 0
N(�3#R%M��'?��')F �J�$>�>O>��.'?�$ 

x = [x]
FG�. 

x =
∑n

j=1 ajx
j ��9M- %M'?�YD�')�,��%(')#

a0∨ [a0 +x]
NS�Y��+,� � ��
�� 9(#;% � �5� � >���')�$ l��>����

f(x)
�$9(-_%M'?�lD�')�,��%M'?#

a′
0∨ [a′0 +

∑n
j=1 a′jσ(xj)]

N
jl�E����>e E%(���(')�

x′ = [a′0µ+ (a′0 +

n∑

j=1

a′jσ(xj))ν] = [

n∑

j=1

a′jy
j)].
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yj = σ(xj)
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σ
')��#c�
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x = [a0+a1(ξ+η)+a2]>���')�$ "��9M-b%M'?�lD�')�,��%M'?#
[a0+a1ξ]∨ [a1η+a2]
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x′ = [a′0+a′1σ(ξ+

η)+a′2]
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[a′0+a′1σ(ξ)]∨[a′1σ(η)+a′2]
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σ(ξ+η) = σ(ξ)+σ(η)
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x = [a0 + a1ξη + a2η]
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a0 ∨ [a1ξ + a2]
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x′ = [a′0 + a′1σ(ξη) + a′2σ(η)]
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a′
0 ∨ [a′1σ(ξ) + a′2]
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a′0 + a′1σ(ξη) + a′2σ(η) = a′0ν + (a′1σ(ξ) + a′2)µ
'?���8�.I( 

ν = 1, µ = σ(η), σ(ξη) = σ(ξ)σ(η)
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b := a−1 ◦ a1 : V → V
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τ := σ−1 ◦ σ1
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λ : x ∈ V \ {o} 7→ λ(x) ∈ K∗
1

FG�e 
b(x) = xλ(x)

�8')Ib')#ONb*��J'?S)��')>�>O����>. 
b(ai) = aiαi

Q
αi ∈ K∗
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NL� ')�8')#

b(ai + aj) = (ai + aj)λ(ai + aj) = b(ai) + b(aj) = aiαi + ajαj
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αi = αj =: µ

9(#;% ����FG�. 
b(aj) = ajµ
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µ ∈ K∗
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a0
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dim V ≥ 3
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λ(x) = µ
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x ∈ V \ {o} N�*��8FG�e x���U b(x) = xµ
Q��$>V���

a1(x) = a(xµ)
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µ ∈ K∗
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b(xξ) = xµτ(ξ) = xξµ

Q���>����
τ(ξ) = µ−1ξµ
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σ1(ξ) = σ(µ−1ξµ)
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Dim f(P n
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g(A) = f(P n
o )
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g : A→ f(P n
o )
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K1 = K2
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n ≥ 2
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f : P n → P n 78��#
P n �$9M-"����+,�ONb�	��'cj">�')FG'?#8 4'

f ∈ Aut P n �(')� !�'?#r%(�.' �'45+
= )<=�� � B 1 0>-8+ BD=817091x%M'?�
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f : P n → Qm �U �'Z ,�G%M9(�,+,�
f(o) := o

S)9
f : P n

o → Qm
o
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(ai; e)
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i = 0 . . . , n
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σ ∈ AutK

9(#;%
(ai)

')��#('a%(���:d:'?���?��'
(ai; e)
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V
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ϕ : σ 7→ fσ
FG�e 

fσ([aix
i]) := [aiσ(xi)]
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AutK
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(ai; e)
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f(ai) = ai, f(e) = e, i = 0, . . . , n,
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σ(0) = 0
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σ(1) = 1
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fτ◦σ =

fτ ◦ fσ
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fσ = idP n
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fσ([a0 + a1ξ]) = [a0 + a1σ(ξ)] = [a0 + a1ξ],

9(#J%w�;�.'?�4��9;��-v��>��$ :9(#(FG�. U �'?>.IJ�$�
σ(ξ) = ξ
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σ ∈ AutK
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a(ai) = aiµi, a(
∑

aj) =
∑

ajµj = (
∑

aj)µ,
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µi = µ 6= 0
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a(aix
i) = aiµσ(xi),

� � #��

f([aix
i]) = [aiµσ(xi)] = [aiµσ(xi)µ−1].
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τ := σµ ◦ σ
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f = fτ
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a(aix
i) = a(ai)σ(xi) = ajα

j
iσ(xi).

� �<N �



��� �J���������.���,	����
��� ��	�� JSJ

�	s_')#�I;���[>�pS!$ &����+,� 5
'?%M'\��')FG��>.��#('`�$�4'rK	I(I(��>�%(9(#(�
a
7��8#

V
��# �U�V+,� �.# %M��'?��')�<D�'`�
 ,�$>. <%(�$��@

�U �'?>.>�')# Qy9(#;%<5
'?%M']7��8# %M'?� �	9(>�>���I(�.>V%M9(#;�w78')�,��+,�(��'?%(')#(']%M')�,�$�� �����'iK	I(I(��>�%(9(#(�rIJ'`�
 4�.FGFi a%(')#
S?9(��'?�(q��4����')#wKE9M 4��FG���4�(�(�V�UFf9;�

σ ∈ AutK
'?�.#J%M')9M 4�.�ME(%M��' �	9(>.>V�$I;I(�.>V%M9(#;�]�V�U �#J�g �u;��>���+,�w>.��#(')@

���?N7� u(�
a ∈ G

���U 
a
��#!78')�� ���')�4I;�$�`Q(9(#J%\%M��'i��#!78')�,�U'cK	I(I(��>�%(9(#(�

a−1 �V�U ���')FG�.>���#('?���	FG�e C%M')F
K	9M ��8FG���4�(�(�V�UFf9;�

σ−1 Nh^b9;�ct�'`�
 4�.FGFf9(#(�\%M'?� �\�g 4���.k %(')�a��#!78')�,�U'?# K	I(I(��>�%(9(#(�L��'Z 4S)')#�T:���
a−1(aj) = akγ
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i ) = akγ
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j σ
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Φ : a ∈ G(V n+1) 7−→ Φ(a) := ((αj
i ), σ) ∈ GL(n+ 1,K)×AutK.
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Φ(a−1) = ((σ−1(αj

i ))
−1, σ−1).

� � ���
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dµ(x) = xµ
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µ ∈ K∗ 7→ dµ−1 ∈ D, K∗ ∼= D,
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i µ
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 � ' � ��1 � � BD0 �fgsg2B � 68451;:
F : a ∈ G(V n+1) 7→ fa ∈ Aut P n \ n ≥ 2

\ 6<0 �*1"BD02@C+�6,45@ ���
fa([x]) := [a(x)]

\ B
�>+ 02B 1��C45@ �20 ),+ B /�02@,e =,?�=,?�=,@ � �;B
�C?�4���?%B + 6S02? ��02@C1

KerF = D,
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�2=R6<- �
� :,B � +
Aut P n ∼= Gn+1(K)/K∗, n ≥ 2.
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')6! ���7�'?� �	��FG��FG�8���(�;����Fi9;� �V�
 `Q?-v�8>.�� 19(#(FG�e � �'?>.I;���1�$9;�h%M'?F �	��9(�M U@

�4�g 4SY9(#J%w��9;��%(')��>.'?��+,�! �#;��+,�;S)9(�4'?+,�(#;')#;%M'?#��;���4F]'?>
fb◦a = fb ◦ fa

N;*��8F]�. :')�4�;�$>. �'?#&T:��� � J � �
T�')�8')# � JL� � 9(#J% � J�� � �$9J� � JSJ � N�^b9(�1t�')�4'?+,�(#�9(#;�Y%M'`� AC'?��#J�

KerF
T�p$�(>�')#fT:�.�h')��#('�t�������� 7��8#

V n+1 9(#J%wIb'Z 4�4�8+,�! �')#R%M��'c%M9(�,+,� fa = Φ−1((αj
i ), σ)

Ib'?�U ���FGFc 4'iKEI(I;�.>V%M9(#(�&��9;�
G(V n+1)

Q
-vu(�C%M��'

fa = idP n

��')>. �'8NM� ')��>
fa

���J'?S)��')>�> � � � �:')��-vu(>.>. ?Q_'?���;��>e 4')#RT:���YT:��'iIb')��F t�')T�')�V�E78��#
m ')FGF[�����]%M�.'ct�'?S)��')��9(#(� � � %�� Q;T��8IJ'?�yT:�.�:#�9(�

µ
%M9(�,+,�

µ−1 ')�,�U') �S?')#��

(αj
i ) = (δj

i µ
−1), fa = fτ

FG�. 
τ = σµ−1 ◦ σ,
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P n, Qn n
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σ ∈ AutK
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=8?�=8@ � �5B
�C?%4���/�=,1

K
� �%-,1"1 0 �SB
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σ
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j , f(e) = e′ � J*#��

: 0 � +.021 � �
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σ(0) = 0
9;#;%
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f = idP n
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µ, α ∈ K∗ FG�. 
µαµ−1 6= α
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n ≥ 1
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f([x]) = [a(x)] = [a0µα+ a1µ] = [a0µαµ
−1 + a1] 6= [a0α+ a1] = [x],
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WX�G�&
&�GW#
&A'� J �,%=K`�G8L�,
�M'� /�8+1+��1 1=9(� P 1
_

bj ∈ P 1
_
j = 1, . . . , 4

M�
&���5M'���,"$C;D(
&�7�(�G!(� ' 9(!#8L�,�O� 
��5���G!/�8+1+�&�G!L].�;�$�,�G!
βj := ξ(bj) 6=∞ Q �O1=!OWX��][�G
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(b1, b2; b3, b4) =< (β1 − β3)(β1 − β4)
−1[(β2 − β3)(β2 − β4)

−1]−1 > .
-)4 � 6

-j��
&!L].�G
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x1 x4

y1 y4

∣∣∣∣
:

∣∣∣∣
x2 x3
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∣∣∣∣
.

-)4 o 6

�Y��'��(���4FG')>�# � ��#��	9;#;% � � % �Y����#;%�%M�.'G6�>V���4�U�V��+,�;')# K	9;�4%M��uJ+,6�'f-vu(�i%(�8�a�:W EO��9M-�����']�8')�! 
%(�.'xt�'?S)'?��+,�(#�9(#;�r03�Y���;�J'?>.78')�4�;p$>. �#(�V�BH&S?9(��uJ+,6bN � u(�]%;���cW1'?���J�$>. �')# %('?�]�:W Ib')��6��8>.>��.#;'?�$�4')#
K	I(I(��>�%(9(#(��'?#R����>e 


 � '�� � �#�����202B
f : P n

o → Qm
o

02B 1 0�)<=�� �OB 170 -,@ 0 �fg&g2B � 6,451 :�\ 68BD0 6845@���� 09B 170
σ
3 �OB 170>-8@ 0 �fg93

g2B � 6,451 :
g : V n+1 → W m+1 ?�B +

σ ∈ AutK
02@@`�094S:S+ �&B @ 6 � ��-81M1 :SB �O+ d �5@ �20>6<091 � 45@ d

(a, b, c,d)
B 1

P n 	��G1"+ �*0 6<09@PB
�C+

Dim(f(a) ∨ f(b) ∨ f(c) ∨ f(d)) < 1,

=�6S02@
(f(a), f(b), f(c), f(d))

B
�C+G09B 1 � 45@ d B 1
Qm ?�B +G6<09?

DV

(f(a), f(b); f(c), f(d)) = σ((a, b; c,d)).
� ��N �

� �L0S`2BD0 � �"B
�>+ 6S- �
DV

g>02B �20>6<09@ ��=�� � B 1 0>-8+ BD=81V\ 68BD0 6,45@ �
��09B 170 �209?�B �OB 170 -,@ 0 �fgsg2B � 68451;:P?�B + 09B 1709?
B 1M1 02@ 021 �'45+
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σ = σµ
B 17684�`2BD02@C+ �&B @ 6x\*B 1"/8-8@CBD-,1"+ �

tw'OTr'O�`�)N�jl���U'?�;') 
T��
c 6= d

9(#;%
H = c∨d

N�D���>. 
f(c) = f(d)

Q��U�c�V�U 
Dim f(H) < 1

Q�9(#;%
'`�" 4���. U :%M'?�l')�,�U �' �J�$>�>J'?�.#ON;�;��>.>V�

f(c) 6= f(d)
�8�.>. ?Q!�V�
 

Ĥ := f(H) = f(c)∨ f(d)
')��#('CD�')�,�g@

%('�Q!9(#;%[#;�8+,�&*M�g 4S'J(N %C�V�
 
f |H '?�.#;'	A	�8>.>���#('?�$ �����#ON����$�;')�l�V�U 

(f(a), f(b), f(c), f(d))
T:��'?%M'?�

'?�.# � 9(��-
NOjl�c��')��')#
U ⊂ V

Q
Û ⊂ W

%M��'[S)9
H

I(S?TaN
Ĥ

�8')�(q8��'?#;%M')# S)T�')�V%M��FG')#;���.�8#;�$>�')#
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g(U ) = Û
NL� ')�8')# � ��� ��6�q8#(#('?#xT:���	��#(#(')�(FG'?#OQJ%(�8���

b, c,d
�;�8�$��@

T�')�V��'�78')�,��+,�;�.'`%M')#x�U��#;%yQMT�����%(��#(#R�$9;+,�<-vu(�E���(��'at���>�%M'?������>e `NL� p$�(>�')#xT:���E%M�.'at������V�
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U
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a = a0 + a1ξ
9(#;%

g(a) = g(a0) + g(a1)σ(ξ),

T�')��>
g
')��#('

σ
@B>.��#('?����'Ct�� 5
'?6! �����#x���U ?N;���G%M��'Ct���>�%(')�:%M')�Et��8�U�V��%M')F t���>�%r%M'`� � 9(��-v'?�:'?#! 4���(��')@
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σ
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σ
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f : P n
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o
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(a, b, c,d)
�.#

P n Q�-vu;�	%M')#
f(a) ∨ f(b) ∨ f(c) ∨ f(d)
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(f(a), f(b); f(c), f(d)) = (a, b; c,d).
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n > 0
� � B 170 �fgsg9B � 6,451 :

f : P n
o → Qn

o

B
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b ∈ c∨d
Q
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f(b) ∈ f(c)∨ f(d)
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f(c∨d) ⊂ f(c)∨ f(d)
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â
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��9M-/ ��4'Z 4')#;%(')#R�:W �$>V���(�4�$5
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ξ̂(f(x)) = σ(ξ(x))
Qg�M%M')�

σ = ξ̂◦f ◦ξ−1 ��')>. �'?#iFf9;���?Ng�Y�$@
�;')�1�V�
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σ
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f
'?�.#;' �'1M+AB �7@ = �20>)8+ B /�B + �,+ Q(7��8> N��$9;+,��� �	����� ��� I��,"8K Q � �U��� N � "(N��	��'aKE#! ����(�4�$5
')6! 4�.7��. 4pg 4')#

����#;%r�$#;��>.�8�fS?9R*(�g �S � %M9(�,+,�r%M�.'ajl�.�8')#;�4+,�;�g-/ 

(f(a), f(b); f(c), f(d)) = (a, b; c,d)

+,�J�$�,�$6! �'?���V�U��')�� ?N`�3F �;��>���'?#;%M')#]T�')�,%M')#fT:�.�1Ib')�(68��FG�(>�'ZkM')#G*�6g�$>V�$�4IJ'?��'?��+,�
K = C

#�9(� �C+
09+ B :<0
)<=�� � B 1 0>-8@ 0 �fgsg9B � 6,451 : 091GIb'Z 4�4�8+,�8 4')#ON�����������>e �')#! ,�U�(�4'?+,�;')#;%&��9;+,�[-vu(�:%M��'CKE9M 4��FG���4�(�(�V�UFG'?#M@
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Aut P 1 %(')�l68��FG�(>�'ZkM')#G�(�4�$5
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K	I(I(��>�%(9(#(��'?#R�.#r'?�.#('?�:�(�4�$5
')6! 4�.78')#x*M6=��>��

z = z(x(ξ))
� 7!�8> N(t�'?�����(��')> �(N ��� Q(���f-v�8>.�� ?Q(%(�8���:%(�.'

2l����5
')6! ���7��e ,pg �'?#R%M9(�,+,�w�8')I(�4�M+,�(')#w>.��#('?����'P� �4��#;�U-v���4FG�$ �����#('?#

f(z) =
az + b

cz + d

FG�e 
ad− bc 6= 0

9;#;%r%M�.'cK	#! ����(����5
')6! ���7��e ,pg 4')#r%M9(�,+,�w�8')I(�4�M+,�(')#x6��8#g5
9(����')�� U@B>��.#('`�$�4'

f(z) =
az̄ + b

cz̄ + d

FG�e 
ad− bc 6= 0

%;�$�4��'?�U �'?>.>. :T�'?�4%(')#x6�q�#;#(')#ON
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H
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H
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 `Q$-v�8>.�� l�$9;�"*M�$ �S �(Q8*M�g 4S %C9(#;%G%M'?F �	��9(�M ,���$ �S � !;0>6<0

��=,� �OB 1 0>-8+ BD=81
f : P n

o → Qn
o

\
n ≥ 2

\�` �&B
�����"091 �24"-8+
09@C1MBD=81"B
���
�L021 �7@ = �20>),+AB /8091 b �,45?�021�� ���
�>+
�CB �
� �OB 170 -,@�02@@`�094S: 091�,��CBD0�� ��� + 6S-��

DV
B 1M/�-,@CBD-81"+ �OK	>.>���'?FG')��#(')������>e C%(���E-vu(��5
'?%M'f6��8>.>��.#;'?�$�4'

K	I(I(��>�%(9(#(�
f
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Dim f(P n
o ) ≥ 2

QM7���> NL�(��>���'?��9;#(��J;N �<��N
2

� #") ��� ) #�� � �JKE9;��X	I(9(#(�]�U� NON�N � NON�')�4����IM ��U�V+,�&9(#(FG�. U 4')>�I;�$�:%M��'	>�')�V+,�! �S?9&IJ'?T�'?����')#J%M'	�
����FG����@
�;�(�.':%M'?�1^_')#! ��4')#

Z(GL(V n+1)) ∼= Z(K∗)
QgIJ'?�M%M')�J5
'?%M'`�

µ ∈ Z(K∗)
�$9M-;%M��'�')#! 4���(�4'?+,�('?#;%M'

�Y')�;#!9;#(�
dµ ∈ GL(V n+1)

�$I;��')I;�.>V%M'Z 1T:���4%ON�t�')S)'?��+,�;#('Z "T:��':u(I(>���+,�
SL(m,K)

%M�.' � �"0�`2BD0�� � 0
� B 1 0>-8@ 0 � @C4��*�L0)Q8%;���"�V�U �%M��'YD���9;�(�J'Y%M')� $89J��%M�,�g 4���4+,�(')#��\�$ ��4�.S?')#

m
@  4')� �Y�,%M#�9(#(�au(Ib')��%M')F

AYq��4�b')�
K

FG�. i%M')�c�Y'Z 4')�4FG�.#;��#! �'G')��#;�?QO�U�w-v��>��$ c�$9J� � � ���	9;#;%�%M')�at�')�4'?+,�(#�9(#;�x%M'`�aAC')�4#;�
%('?� �	��FG��FG���4�(�(�V��Fi9;�

p : g ∈ GL(n+ 1,R) 7−→ g

(det(g))
1

n+1

∈ SL(n+ 1,R), n = 2k ∈ N0,

%(�.'ct�')S?�.'?��9(#(�
PLn

∼= SL(n+ 1,R), n = 2k ∈ N0.
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���~wA��jLm ( %xmsv�j"����wSm lnm����	�
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����������
� ��������������� �"!#� $&% �'!)( ) &+* ��m�vGlnm��&lnjA|njLm-,ZjL��k��st�����jLk�mcvsjAk.��|np4jA�sk~w �
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Im

%M�.'wj"��#(�(')�. 4��F[�g 4���.k�%(')���Y�,%M#�9(#(�
m
N �;')�4#(')�fIJ'?S)')�V+,�(#(' |SL(m,R)| %(�.'D��49(�(�b'\%M')��$!9;�8%M�,�g ��V�4+,�(')# ��'?')>�>.'?# �L�g ��4��S)')# %M'?���Y�4%(#!9;#(�

m
Ql%(')�4')# �	') �')�4FG�.#J�$#! �'\%M'?#

t�'Z 4�4���f'?�.#J���;�g `N;�Y��#(#r')�4�;�$>. �'?#wT:����-vu(�E9;#(��'?�4�8%M'?�
n
��#;�$>����

PLn
∼= |SL(n+ 1,R)|/{±In+1}, n = 2k + 1 ∈ N.

� u(�
K = C

'?����#(#('?��#[T:���l��#&%M�.'�D���9(�;�J'
Km

%M'?�
m
@  4')#[j"��#(�('?�e ,�UT:9;��S?')>�#OQ87��8> N8*(�g �S	� N �(N J;N NMN

�3#;%(')F T:���
g ∈ GL(V n+1)

%M9(�,+,�\'?�.#('
(n + 1)

@  �'�� 9(�4S)'?> ��9;�C%M')� �E�8��F
N(g)

%M��7!�V%M��')�4')#
9(#J%x%;�$#(#r%(����jl���8')I(#(�V��FG�e 

Kn+1
Fi9;>e 4�.�(>���S)��')�4')#OQ('?���J�$>. �')#xT:���

PLn
∼= SL(n+ 1,C)/Kn+1 (K = C).

���$Ib')�O�V�U 
Kn+1

%M9(�,+,�r%M�.'c�Y')�;#!9;#(��'?#
dε
Q
ε ∈ Kn+1

Q;�.#
SL(n+ 1,C)

')��#(��'?IJ') U �') ?N
2

=?> ��>�� � R � � K�F�HAYZTVU,C��cR
X�C�>
�3F �$>�>.�8')FG')��#('?#�����#;% %M��' %R�:WiQh%M��'&#;�8+,� � � � �CIJ'?��%M'?# 2h')�4Fi9M ,�g �����#;')# %M')�f2"9(#(6! 4'&')��#('?�
� 9(��-v'?���$9M-/ 4��') �')# Qb��>.>�'i78')�,��+,�(��'?%(')#ON;�����Y����>. ?QbT:�.']��+,�(�8#RIJ'?FG')�468 `Q_#(��+,�! ��.#L%(')F �;��>.> � ��J�� Q
%(�S! %M'?�%� 9(��-	S)T�')����>�')�V+,�('w2"9(#(6! �'x')#! 4�;p$>. ?Nh�
�U ]%(�8�f�:W ')��#('`� � 9(��-v'?�

(a, b; c,d) = −1
Q
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(a, b), (c,d)
Ng�3#[%M�.'`�U'?F �;��>.>M'?���J�$>. �')#]T:���1IJ'?�(%M')#G2h')�4Fi9M ,�g 4�.�8#(')#]%M')�12"9;#(6! �'

%M'`� � 9(�U-v'`�:#;�8+,� � � � ��#!9;�E%M�.' � '?�U 4' −1, 2, 1/2
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a0

a2

a1

a3

d0

d1

d s
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&��� ' 9(!#8L�,�G!�_����G! 
 
�� ��
 ai ∈ P 2
_

i = 0, . . . , 3
_#MF%'!H���G!#��!O!#
&CED:���:�,�G
�8F%+�&��
&!(�71=��"$
�!#� _#9#!U�Y
�D��,�G!H"$�GCED#" a �;�,W#
&!U��9#!#A+"$A'���E1+�(�G! _U��
&�<�51=!1+9(C;D��(
&��� ���
� ��
 �(�G"^MF%+���&")�EP=!U�(
&A+�G! a 
&���,��C;8:"^!#�G!(!L�7_(M:A+� Q ��W(W#
&���(9(!#AY4 Q � Q ��
��S/��G
��,�G!O%=�E�(!(�G!�"$
&CEDO
&!���,�G
 ' 1'12�,�SMF%'! � ��� ��
 �3���
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{a0 ∨ a1, a2 ∨ a3}, {a0 ∨ a2, a1 ∨ a3}, {a0 ∨ a3, a1 ∨ a2},
-
� 
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&�S"$
&C;DO
&!H���G!�� � ��� ��
 � � � � 
�� � ��
 ���G"^MF%'�&�&")�EP+!#�(
&A'��! a 
&���,�GCE8:"
d0 := (a0 ∨ a3) ∧ (a1 ∨ a2)

d1 := (a1 ∨ a3) ∧ (a0 ∨ a2)
-
�=n 6

d = d2 := (a2 ∨ a3) ∧ (a0 ∨ a1)

"$C;D(!#�G
��(��! Q �O1+! 3G�G
&A+� ��1'6 d0, d1, d2

"$
�!#� A'��!U1+9 �#1+!(! !(
�CEDL�<8F%'�&�&
&!#�712�7_�].��!#!
charK 6= 2

A+
&�&� Q �WX6<��
�� a ���,W#
&!U��9#!(A'"$A'�;�E1'�(��!
di ∨ dj

_
i 6= j

_��(�;�@��
�1+A+%'!#1+� J 9(!#8L�,�YA+�GD#��! !(
&C;DL���(9(�,CED �(
&� e CE8F�G!�(�G" a 
&���,��C;8:" Q -j��
&!L].�G
&" Q �O1+!OWX���,��C;D(!#�S��
���D#%'� %+A'�G!(�G! ��%L%+�E��
�!#1=�,�G!O�(��� di

WX�G3GI#A+�&
�CEDO�G
&!(����Z.1+"$
&"
�*I(�@�#1=" J �,%=K`�G8L�,
�M'�Yf � J�� �,� (a0,a1,a2; e)

� 
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e := a3 Q 6 � C26 ��9��\K)�7�����5/:�G
��,� �(�G" MF%'�&�&")�EP+!#�(
&A'�G!a 
&���,�GCE8:"<�&
&�GA=� A+�G!U1=9 �G
&! ��
 1=A'%+!U1+� J 9#!#8L�7_ 3G9(� Z[�G
&" J 
&�G� d := d2 ∈ a0 ∨ a1 Q e "VWX�G3G�G
&CED#!(� s

�(�G!
/�CED#!#
��$� J 9#!#8L�\�(���d/:�G
��,�b� 
&������� a ���,W#
&!U��9#!(A'"$A'�;�E1'�(��!���������
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&C;DL��1=9(�X
&D(� �&
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&")��1+9�� �(����/:�G
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���"$����/�CED#!#
��$� J 9#!#8L�

s = (a0 ∨ a1) ∧ (d0 ∨ d1).

�O1+!OWX��][�G
&"$�'_l�(1+"$"
(s,d; a0,a1) = −1

-
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charK 6= 2
�J�g ?N!�3F �;��>.>�'

charK = 2-v�8>.�� T�')�8')#
1 = −1

�$9J� � � # �ZQ?%(�8���
s = d
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charK 6= 2 Q ��
��b�(��!5Z[�G3G�G
&CED#!:9#!(A'�G!5MF%+! � W#9(!#A o WX��][�G
&"$���51+!��F��
&� ��
�1+A+%'!U1=� cJ 9#!(8L�,� (d0,d1)
W(
&� ���G! � 
&���(�G! /:C;D(!#
��$� J 9(!#8L�,�G! p

_
q
�(��� �����E1'���G!

d0 ∨ d1

� 
������G!>!#
&CED:���(9��,C;D
d0,d1

A'��D#�G!#�(�G!O/��G
��,�G!��(�G"^MF%+���&")�EP=!U�(
&A+�G! a 
&���,��C;8:"G_

p := (d0 ∨ d1) ∧ (a0 ∨ a1), q := (d0 ∨ d1) ∧ (a2 ∨ a3)

�G
&!#�G!OD#1=�,� %+!#
&"$C;D(�G! � 9(�$� �
(p, q; d0,d1) = −1 Q

�����\� ��� � ' �;�,��9(�,
&���$�5�51=!
��
&� ' 9(!#8L�,���G
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�����Z��� � ���.��� � � #,


�Y��'?��'�2l9(#(6! �'�>.��')�8')#wT�'?��')#
f(hi) ⊂ M̂

2 Q
i = 1, 2, 3

Q���#x%(')�:*M+,�(#(�. U 4��')�,��%(')#
M̂

2 ∧ Ĥ
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A ⊂ B ←→ B⊥ ⊂ A⊥ � ���

(A ∨B)⊥ = A⊥ ∧B⊥, (A ∧B)⊥ = A⊥ ∨B⊥,
� J �

(A⊥)⊥ = A,
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Dim A = k ←→ Dim A⊥ = n− k − 1,
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%(�.' �\')#(�8'c�$>�>.'?�:j"IJ'?#(')# QJ%M��'aFG�e Y%(')�YD�'?�4�8%M')#x�.#;S)�V%M�.'?��'?#OQ;%yN �ONb�U��'a')#! ��J�$>. �')##E;%M��'iD�'?�4�$Fc �@
�;')�. C��>.>h%M��'?��')�	jlIJ'?#(')# #(')#(#! �FG��#L%(�8� ��g>021 021�g �������"0 �JF]�. �%(')F �L@��2: 09@

B
Ny*M�.#;%

a, b ∈ BS?T�'?�O7�'?�4�4+,�(��'?%M'?#('�2"9(#(6! �'c%(')�	D�')�,��%(')#OQ(���G����>e 

B = a ∨ b = (a⊥ ∧ b⊥)⊥,
%(�.'RD�')�,��%M'<')�,��+,�('?�.#! G�$>V�cW1')�4I(��#;%M9(#;�L7��8# S)T�')��2"9(#;68 4')# 9(#;% %(9;�$>��$>V�]*(+,�(#(�. U f78��# S?T�'?�
jlIJ'?#(')#ON�j"Ib')#J�U�fT:�.'E��#<%M'?�l2"9;#(6! ��4')���('	'?���;p�>e �FG��#&��F j"Ib')#;')#�I(u;�4+,�(')> Q�%(���O5U�c')��#('YD�'?�4�8%M'
��#

P ′ 3 �V�U ?Qy')��#��:WiQy9(#J% %(��FG�e a�V�
 cS?9(F t�')�V�U�;�.'?>h%(�.'G�;����FG��#;���4+,�('fm �$�8'f78��#L7���')�aj"Ib')#;')#
'?�.#;'?�Cj"Ib')#('?#�I(u;�4+,�(')>V�c%M'2�;#(��')�� ?NH� u(�

n = 2
')#! 4���(�4��+,�! a%M')���\')#(�8'G��>.>�')�C2"9;#(6! �'&�$9(-�')��#('?�

D�'?�4�8%M')#\%(9;�$> %M�.'%�R')#(�8'i�$>�>�')�YD�'?�4�8%M')#R%M9(�,+,�R')��#('?#R2"9(#(6! ?Q_%M��'iF[�$#R'?�.# � 02@ -S6<091�g �����
�L0��
#;')#(#! ?Q`9(#;%a��9;+,�a��#c%M�.'`�U'?�#�R'?#(��'"�V�U %(��� �:W %M'2�;#(��')�� ?N�� u;� Ib')>��.'?I(�.�8'?�

n > 1
')#! 4���(�4��+,�! O')��#('?�

D�'?�4�8%M')#w%M'?��%M9;��>.'?#<dE��9(F[�
P ′n %(�8��t�u;�4+,�('?>b��>.>�')�G�E���b')�4')Ib')#('?#w%M9(�,+,�&'?�.#('	-v'?�U �'

(n− 2)
@

jlIJ'?#('�Q;%(�.'�T:�.'`%M')�:%M'?� � �,p$��'?��%M'`�G�E���J'?��'?IJ'?#(')#�I(uJ��+,�('?>����('?� !� ?NMKE>���'?I(�,�$�V��+,�&'?#! 4���(���V+,�! �%M'?�
K	9Msy���4�U9(#;�x'?�.#;')�

k
@Bj"IJ'?#('[�$>V�	W1'?��I;�.#;%(9(#(�r7��8#L2"9(#;68 4')# �.�;��']21�$�,�$FG'Z 4')�,%(�$�,�
 4')>�>.9(#;�;Q;9;#;%

%(')�hKE9Msy���4�U9;#(�	�$>V� *(+,�(#(�. U 78��#��	�!�b')�4')Ib')#;')#c���(�4'����$�,�
 4')>�>.9(#;�	�$>V� m q8��9(#(�:')��#('`� �(�8FG����'?#(')#
D�>�')�V+,��9(#(�!�����M�
 4')F[�)N
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����������� � 1F6^�O1+!��(9U1=�&
�"$
&���,�V��
&�VZ[�GA+�,
 �l�S8F%+�&��
&!(�71=�7_ � 9��$�`_�� a �G
&!#��" � 9(�$���G"^1+9��\� � J ���,��WX�G!#�G! Q �WX6��O1+!53G�G
&A+� � m ")� (a, b, c,d)
�G
&! � 9(�$� MF%+! ' 9(!#8L�,�G!5���G" P n

_L"$%V
&")�
(a⊥, b⊥, c⊥,d⊥)

��
�! � 9(�$�lMF%+!� � J ���,�GWX��!#�G!��(�G"^f�1+9#� " P ′n
_U9#!#����
��V� a ��
���"$��� � I(�$�*�V")�,
&� � �G!YI#WX���,�G
&! Q � C26 �O1+!Y�*%+�,� 9#�&
&���,�9#!#� WX��][�G
&"$�V�G
&! ��!#1+�&%'A+%'!OMF%+! � W#9#!(A n�Q n �*I(� � I��$�*�SMF%+!�� � J �;�,�GWX�G!#��! Q

� #") ��� ) #	� � � �3# � ��N�� �C�J�$Ib')# T:���i'?�.#('<6=��#(��#;���4+,�('<K	I(I(��>�%M9;#(�
π : V → P n

o

%M'2�;#(��')�� ?Qh%M��'
��9M-_o	#! �')�4�,p$9(FG':�$#(�8')T��$#;%M h'?�.#;'	d:'?��>.�V���.'?��9(#;��%M'?�"�(�4�$5
'?68 4�.78')#GoE#! �'?���,p$9;F]'

B ∈Pn 9(#! �')�
j"�4�;��>e 49(#(�w%(')� �3#;6!>�9;���.�8# ⊂ �$>V�E2l9(#(6! �FG')#;��')# ��'`�
 ,�g U 4'Z 4'SE_%(�$Ib')� ����>e �F]�. CW1')�4T�'?#;%M9(#(�w%M')�
�3#(S?��%(')#(S?��'?>��$ �����#

ι
π(B) = {x ∈ P n|x ι B}. � ���

�Y�.'R��#;�$>����8'&6g�$#(�8#(���4+,�('rKEI(I;�.>V%M9(#(�
π : V ′ → P ′n ��'`�
 ,�g U 4'Z G'?�?Q_5
'?%M'?# �;����5
')6! ���7�'?# oE#M@

 4')�4�4��9(F
U ⊂ P ′n �$>V� �R'?#(��'[78��#�2"9(#;68 4')# ��#

P ′n Q �$>V�U�RT�')�8')# %M'?�i�	9J�$>��e ,pg f��>����\')#(�8'
78��# �E���b')�4')Ib')#('?# %M'`�

P n �$9(-vS)9M- �8����')#ONh�Y')F oE#(�;9(#(6! 
o′ = π(o) ∈ P ′n ')#! 4���(�4��+,�! ]T�')@

�8')# � % �E%(��IJ'?� %(')�	�!�$#(S?'idE��9(F
P n Nb�	��']�Y9;��>.�V�U��')�49(#(�[78��# � ����-vu;�(�U �9(#;���$9M-l%(�.'a-v�8>.�8')#;%('

�8')��FG') ��4���4+,�('C�	'?9M �9(#;�&%M')�EK	#(#�9(>.>V�g 4���4IJ'?S)��')��9(#(� ⊥ �

τ(B) := {u ∈ P ′n|u ι B} = B⊥;
� 
 �

%M'?#(#
τ(B)

�V�
 �5U�\#J��+,� �Y'9�;#(�. �����# %M')� �3#(S)�V%M'?#(Sw%M��'��\')#(�8'w�$>�>�')�%�	���J'?��'?IJ'?#(')#
u
Q %(�.'

B'?#8 4�;�$>. �'?#OQb-vu(�C%M�.'G�$>V���
(u|B) = 0

����>. ?Q_9(#;% %(���Y���U 
B⊥ EbF[�$# #(')#(#! 

τ(B)
%(���fe ���"02@20&g>023

17091�g �����
�L0���?%B + 6<09? �L@��2: 09@
B
N � �E��#(S)9\68��FGFc E#;��+,�\%(')�Y%(')F oE#(�;9(#(6! 

o′ '?#! 4���(��'`+,�(')#J%M'
�!�$#(S?'LdE�$9;F

P n Q:%M')�x�
 4'Z ,�<S?9 �$>�>.'?# dEp�9(FG')# 78��#Q�E���b')�4')Ib')#('?# �(��#(S?9(S)9M-vu;��')# ���U E�T:�.�
T�')�,%M')#<�.#x^_9(6�9(#M-/ :%(�$�,�$9M-OFG'?���U �#;��+,�! �'?�.#;��')�;')#ON�� � p��(�4')#;%[Ib')�

π
%(�.'�d:')>V�g 4�.�8# ⊂ ')�4�;�$>. �'?#

I(>�')��IM `QJT:���4%L�U��'i#;�8+,� � ���:Ib')�
τ
9(FG��'?6�')�;�U �Eb%(���(')�YT�'?�4%(')#RT:���

τ
Ib'?�4�U'?�	#(�V+,�! ��$#J�$>����

π
S?9

'?�.#('?���
%M')#! 4� �;S?�.'?��9;#(�GIJ'?#!9( �S)'?#OQ(9(F �3���� �u;F]'?�:S)9x7�'?��FG')�V%M'?#ON
2

����������# � e "�"$�G

(ai)i=0,...,n

�G
&!(��Z.1="$
&"<M'%'!
V n+1

9#!#�
(aj)

�(
&� �#1=3G9 ��9U1=��� Z.1="$
�"VMF%+!
V ′ Q ��
&�3G9

aj
A+�GD#B=�,�G!U���S� � J ���,�GWX��!#� Hj


&")���(� �U!#
&���$� ��9(�,CED

x ∈Hj ←→ x = [x]
9#!#�

(aj |x) = 0;

Hj


&")�V��
&� 3G9(� ' 9#!(8L� aj = [aj ]
A'�GA+�G!:I#WX���,�&
&�GA'��!U�(� /��G
��,� �(�G"�3G9 �(���VZ[1+"$
&"SA'�GD(B+�,�G!#�(�G!���%L%+�E�(
 c!U12�,�G!#"$
&� J �&� � Q ���G� e 
&!#D(�G
��," J 9(!#8L� e = [a0 + . . .+ an]

�G!L�," J �,
&CED:� ��9U1=����
�� 
��

 �;���
� ����������� � ����
 �

E := [a0 + . . .+ an] = {x ∈ P
n
o |x = [ajx

j ]
9#!U� n∑

j=0

xj = 0}.

�O1+!H3G��
�A+� � � P=D#��� �51+!H1=�&"�9(!#�G
&A'��!:�,�&
&CED#�V� � J ���,�GWX��!#�S���G"�12h !#��!Of�1=9#� " An
�(
&� e 
�!(D#�G
��,"$D � J ��� c�GWX�G!(�

E ⊂ P n
�G
&!#��" J �,%=K`�G8L�,
�M'�G!�f � J�� �,�G"G_("$%@A+
����

x = [x] ∈ A
n ←→

n∑

j=0

xj 6= 0,

9#!#�Y��
�� � %+�,� 
&���,9(!#A

νi := xi(

n∑

j=0

xj)−1 (x ∈ A
n)

�(� �#!#
&���$�@�(
&� � ��� �
�
��
;� �
� ��

�;��
 � � ��� ���

 ��� ��
 MF%+!

x
WX��3GI#A+��
&CED
���G"

n c /�
&� J �&� � ([a0], . . . , [an])
_ M:A+� Q

� W(9#!#A m;Q n�Q �LQ �:Q



�����Z��� � ���.��� � � %*#
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Pn �
���
� n ��� �����
�������������������
�����! ��#"%$��&�('
 &�*)��	+,����-��/./�	�����0�& ����/1
23�	 � �
�546"%$����
78+�9� &':�
 
K ; � � Ak ∈ Pn �
���
��2:�
�����	2
��<����=78�#���><��
�@?*$
�����

k � �A23�	�
��BDC(�,���
 � �
� 0 �6E:F�G0H � �	 I'
 ���)��
+ ��&��-��
�JC(���&�
 & &? ; ���K���L� � �
� �6M �
N,G0M
Ak -��
 %�����
$��
�O���� � ���QPR�
��<��S�*�����
 Ak �
�,��$����L�&�
� � �
�C(�,���
 & %? ; ����T

Pn/Ak := {B ∈Pn|Ak ⊂ B}. U�V	W,XYZ�� [2:�
���
�\���	�]� ; �

 � '�� �D^ �_E�`aG0M[F�G
E��3bcM�d*egf
G0` `
e6E,N,G0E]F�G0M �hG��AE3ij`kilb*E U�V#W�X f0G
ilG
E V n+1 ⊃W k+1 FcilG P n, Akg%G0fm`kijnon�G
E:F�G0E �:G&p*`�b*MmM��ce6nKG �Vg%G0MqF�G
n �=r%s ilG d p�a*Mut
G
M

K
,
V /W

g%G�`#G
i r&s E:G>F�G0E.-vd	p*`�b*MmM�dce6n ^
�odcE3EwF�G �xE�ilG
Mm`

p : B ∈Pn/Ak 7−→ p(B) := B + W ∈P(V /W ) U�V�V#X
G
ijE:G[p�dcE=bcE3i\f r%s G 0[i y
G%pc`uilbcEV\AF*ilGIG0ijE �%f
b*n�b*Mut s i\fmnoegf/F�G
M �:G0M�g��cE=F�Gzi\fm` ^ �hd s G
M(i\fm`{ijE

Pn/AkG
ijE:Gxt=M�bay
G%p*`kij|cG�}[G%bcnKG0`uMmilGIF�G
M �!ijn�G
E
fmilb*E
n−k−1

F�G��AE3ilG0Mm` ^ �oG
M�`
e6n~t=M�bay
G%p*`kij|cG0E ��e6E6pc`u�
M&dce6n

P (V /W )
F*e�dcH�Gfb(d*e6n5i s M�G0M,e>�&t
G
M�Gsg%G0E=G0E�i\f%`?`
e

A⊥ p�d*E:bcE3i\f r&s i\f
bcnKbcMut s ^
�]�D���D�#�
B��z�
 {�A���67l��"%$
$��
���_$�����2:�
 {��9�<��

B
���c����$�� � �	�h���	+��&�� ; �,���	 � %� ; ���*�\�{� ; "%$ � �
�o'
 &� �)��	+,����-��
�]C[�,���	 � %� ; ��23�	�
�	��"%$
���
�D�g�*�\���@)��(����"%$S�z���,���
�g�x�*�\�A���
+,�&�� &�o�	�
<���� � �	 x� ; �
+,�����
�
<��� ;�� � ; ���	�����	���DB:�(���h�(2
2
��� �
; �
< p ��2:�0�& &��"%$��&�0�(�����z�[2
2
��� �6; �
< � �
 [���	+,���� ; �,���	 � %? ; �o���
���� ����:�	�g2��* �6;  &"%$ � ���I+����
�������&"%$
�/�A ���)��
+,�������

p : x ∈ V 7→ x + W ∈ V /W

�	 ��	� ; <�� ; � � ����� � ��$
�
 >� ;  k)��
+,����-=BD�z����$
 !�q�	 �� W
�\���#� ; � �O� ���SC[ &2
��� � �	 � �
 hC[�,���	 � %? ; ���

p−1(B + W ) = B + W = B
781
 /�*�����

B ∈ Pn/Ak �
 �781
�����	���Q781
 � ���#���><������A)�� W ⊂ B
�

�\��� � ���>�(2
2
��� �
; �
< U�V�V#X � ; "%$]���c)��
+,�&��-=B34g���I�
 &$�?��L���*�=�
�g2��� � ���>�[�
�\�c������� ⊂ ; � � �
 �781
�����
p(B1) ∨ p(B2) = p(B1 ∨B2);

78����<����\"%$K�\���������[�
���
�(�z���������
�#�c���������c����23�	� � ���>M�G
H�dc`uij|cG �>ijnKG0E�fmilbcE>������1�� � �
�3� ; 2:�	��"%$��&�
���\���#T
Dim rel(B) := Dim B − k − 1. U�V���X

Yw�
�����	 z�\���
Ak⊥ � ���z��1���"%$��
� � �
 z�(�g'3�	 ��	23�	�
�
����� P n � � ��� Ak �
�,�&$��*�����	�DB ����� u = [u]

�	�����
� �
 %�* �����<��z�(�g'3�	 ��	23�	�
���
���!<������ u|W = 0

� ; � �]; ��<��
+��
$
 ��	B6�/�*$
�	 @����� û(x + W ) := u(x)
�
���
�

����$�� � �
���
���
 ����>�����
�#�* �78�� &��� ; 7 V /W
B3�z���h�[2
2
��� �6; �
< u ∈W⊥ 7→ û ∈ (V /W )′

�\���[�����
�	�� 
; � � $��c� � �
�R�q�
 &� o � �����I����� � ��$
�
 ����c)��
+,�&��- ; � � 78����<����\"%$]���
<��
� � �
 z./���
�\"%$
$
�	�L� � �
 [�z�����
� ��������
�	�

dim W⊥ = dim V /W = n− k �	����+c�*�����
�\��"%$ � �
���
���
 ����
 ������
�	�� ��	 ���������� �'
$������ ; �

W⊥ ∼= (V /W )′, W ⊂ V
C[�,���	 � %� ; ��� dimV <∞. U�V	�,X

�(���	 &� ; �@�
 &<���26�[����"%$ ; �
���������	��23�* � ���I�
���
�����I���
$3� ; '6� ; �
<3B 2
�o g¡l¢ � ¡k g£ 1D^ �(���x���	 &�����&"%$�� ; ���\"%$ ; �
< � �	�_� ; 7 � �
�>�	 &�����	�!�����\"%+z�
�������=78�� &�K�*���
�!46�*���	�	� � 781
$
 ��
; ���[� ; 7 � ���I$
� ;  ��\�����\��"%$
�>���
�� %��"%$,� ; ��< � �	 �'
 &�*)��
+,�&��-��
���A23�	�
�>���R���	����'
���
� V B V � ;  �13"%+:B
�z�� ��$3�*2:�
������ [���L�q�[���L78� � �	�z��1�� � �
�\�(�������
 /4,�� %�*$
���
� �
;  &"%$��	���
�	�R� ; �
+,� � ���!'
 ���)��
+,����-��I�x23�	�
�
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� �
���
���
 ��	�6-g<��uB
�[2�2DB V B V B6�z���I &�
�\�c�&��-��/�z�����	��������� � �	 (./�
 %� � �	�]�*�\���z26)��
+,�&� � �	����1
� � �	���@�\���� ; ��� � �����>����� ��� �����a� ; �
+,�&��� � �	����1
� � �
�\�
B�46"%$��
�
� � �
������ � ������1
� � �
� �6;  &"%$��
���
�
��� ; ��+�� A�����[�
���
�
 ��
�\"%$,� �6;  %"%$ A
<��
$
�	� � �	�]�A2:�
��� H

�
��������� � ���	� ; �� � � ; ��<
h : x ∈H 7−→ h(x) := x ∨A ∈ P n/A U�V�
,X

�	���
���A &�*)��
+,�&��-g���&?c� � ���
������� � �#�v���
�\��'
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K = L = H

)(� �I4 896(�-� 78+�9���, � � )*� �TX ;  $"�� � �(� � �(��� ; ��) Pn �����(� � ��8965"��
,����0E � + "�� - � . � � &3�F" � �-� 1
2 � �

H
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 �@"

Qm � 2 ��� 7  $�-�-�����-�(� � ��8965"�� ,(�#�$E � + "�� - � . � � &'��" � ��� 1
2 � �
H ; ��) N � � )Y)*�-� +0����� ���! 
"#� - � �(2
2 �-�-) ; � < F : Pn → Qm ) ; � 896=���-�(� σ + ���-�(�� � � �(2
2 �-�-) ; � <� ��� � ; < "�1(� �h+�9 �(����� N � � ��"��F"9�A���-�(� C &3� ��� & ; � < U!
,X )*� �  � " -0��� ����6(&3���W1;)� 0�#� σ1

)*�-� �D� � E ;*+<  
"#� � �
τ : q 7→ q̄

-�� �
H ; ��)Z)*�-� �[2�2 ���!) ; � < a1

dcE3`kijH ijE=G%dcM N � � )H1( $�!� �
a1(xλ) = λ̄a1(x), λ ∈ H,

� ��781 ����" � &[ $� 2 �� �8965"�� � ���-� , �-��� 
 B 
z; ��)T)(��� �  $"#�# 0896(��1�)( ���� τ ◦σ ����� 
 � � & �0�#, 6(�!��& ; � -0� � H
�-��" B� �� $� ��<S7%� � < "D ; ��)*��&[����� 2 ��� � ���!� , �����\1>)( 0�#� F ) ; � 896/�����(�����-�(�� � � �[2
2 �-�!) ; � < a : V →W ′

� ��� � ; < " N � � )*��� +  0�(�B1 N ���(� Qm ���������-�-� + � ,(�#�$E � + "�� - � . � � &3��" � ��� 1
2 � �
H
�-��" B
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F : Pn →Qm +��0�#� ���- $"�� - 1;� �o< ����"

F (o) = Qm B �_1(� ���-�(��� � ; � + " x = [x] ∈ P n < ����"
F (x) = Qm ←→ x ∈ Kera; U � X

6���� � N � � )(� F ) ; � 896 a � �&� � ; < " BgY ����"�� � �-��"
DimF (x) = m− 1←→ x = [x] ; ��) x 6∈ Kera. U ��X

� ��� < ��&3���-�[�-��" F�G
Mf@�G
MmEQ|cbcE
F
T
KerF := Kera

����� ,(�#�$E � + "�� - � �AC �5"�� �#�  ; &])(� �x� ��&3������� � �
Dim KerF = n− rg a; U ��X
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rg a = 0

1A $�!� �
KerF = P n 1:� � 6(��� � "

F
)(��� p�b*MmM�G
H�dc`uij|�G��Ie6HjH�d�YBY
ijH�F*e6E,N � 781(� ���-�<�!��"

F (A) = Qm 781(�  0���-�
A ∈ Pn B �v1��AE ��)*��� ,����0E � + "�� - ��� C �5"�� ���  ; & H ∈ Pn < ����" 2 ���J)*� �2 ���-��� 2 � < ��� +��0�#� ���- $"�� - ��� �(2
2 �-�-) ; � < F
DimF (H) = m−Dim H + Dim(H ∧KerF ). U�V#W�X

P  0� 2 �� �8965"��01()� 0�#�
F (H)

6(��� �  $�!� �W�%?*< � � )*��� �[�;, � � � 2 ���(��� 2
1 ��896(���-�
τ(F (H)) = {F (x)|x ∈H}

� � �#896(���-�5" � � , � � �-���-�B�-��" F � ; �\E � + "�� -Q< ���� ; )( 0�(�B1 N ����� F (P n) = o
< �-��" B

>� 5? � ¡! #¡#" � I ^ ���������
F : Pn → Qm )*�-�') ; � 8962���-�(� σ + �-���(�� � � �(2
2 �-�-) ; � < a : V → W ′

� ��� � ; < "�� +0�0�#� ���! 
"�� - � �[2
2 ���!) ; � <3B��  $�(�Y6(��� � "�)*���[) ; � 896 )*�-�[) ;  $�-� σ−1 + �-�-�(�� � � �[2
2 ���!) ; � <
a′ : W → V ′ � �&� � ; < "#� +��0�#� ���- $"�� - � �(2
2 �-�-) ; � <�FcilG P e F Fce�d*H�G � ���-� N � � ) &'��"

F ′ : X ∈Qm 7→ F ′(X) := a′(X)⊥ ∈Pn U�V�V�X
2 � � ���!896(�(�F" B
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U �  
 I ^�V fIf
G0i
F : Pn → Qm p�b*MmM�G
H�dc`uij| ^�K dcE�E s;e E,N�`�F*ilG�Fce�dcH�G,`&YBY
ijH�Fce6EgN

F ′ E3i r&s `@|�b*EF�G0M���d s H_F�G
M
F
G0M P G
e�N�G
E:F�G0E σ �aH ijE:G%dcM&G0E `&YBY
ijH�Fce6EgN a d]Y ^�V f(N,G0HL`�G
E

F ′(Qm) = KerF, U�V���X
F ◦ F ′(Y ) ⊃ Y , F ′ ◦ F (X) ⊃X , (Y ∈Qm, X ∈Pn), U�V	�,X
(F ′)′ = F. U�V�
,X

amf%`
F
G0ijE=GT@�b*MmM�G0H�dc`uilbcE W f0bhN*ijHL`

F ′ = F−1. U�V���X
� � N �B��� B@� �-��� � ��"�� � ��6� ; , " ; � <K7%� � < "P ; � 4  
" � � B 
 B�Y ����"�� �/< �-��"D�� �896 U�V�V�X &3��" X = Qm

; �G) U � B V �,X &3��" U = W

F ′(Qm) = a′(W )⊥ = Kera = KerF.

� ��� � � ��"�� � � � ����6 ; � < U�V#��X � � 6 ? ��":&[ $�Z ; �:)*��� � � � �(��"�� � �(���O� 2 ��� 7  $�-�!�:�� 0896 U � B V	��X
F (F ′(Y )) = (a(a′(Y )⊥))⊥ = (a(a−1(Y ⊥)))⊥ ⊃ Y

N � < ��� a(a−1(Y ⊥)) ⊂ Y ⊥ B�� �-� � N ����"�� � � � �-��6 ; � < U�V#��X � ��< � 2 "	���-896/ ; �:)*� � � � �@"#��� ; ��)Z ; �)*� � ; �(&3�4"�"���� 2  �  ; � � � � �(��"�� � � � 7%� � < ���G)*��� . �����-896 ; � < U�V 
,X B2
 ��" F ���-�(� ������� ���! 
"#� � �B1 � �
< ����"V)( ��� ; 896 781(� F ′ 1 ; ��)  ; � � �-&3������� � ��� <0�&1 ��)*��� & ; �#����� U�V	�,X 2 ���!)*� P  $�-�D)*�-� . �����-896(6�����"�����5" � �F"#���B1 N �0�  ; � U�V���X 7%� � < " B 2
�1� �����

F � -9+�:;:;!�2�� +�%&f�!�%
	$!�% g�%&f
σ ��� '�
d+�:�� !=%

Y � � N � ���-���<� ; �=)(����� ����� ���! 
"#� - ��� �(2
2 �-�-) ; � < ���<�-� � � � &3���Y)*� �I� ; ���5"�� x ∈ P n
o , y ∈ Qm

o ; ��) ��1 8������ B6�  � ; )*� � �(�-� � ��� N � �
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F : Pn → Qm ���-�(��� ����� ���! 
"#� - � �(2
2 �-�-) ; � <�BvP  $�Y�� < "�1B)( 0� �  � �
(x,y) ∈ P n

o ×Qm
o

p�bcMmM&Gmfut�bcE:F*ilG0M&GIijERF�G
M�`&Y Y0ijH�Fce6E,N
F W � )*� �/G0f(H ilG�N�G/ijE F �b@�bcMmM&Gmfut�bcE:F�G0E P 1N ����� y ιF (x)

< �-�4" B
2

E "3£GF3 5HJI � FYQ ^�K ilG
F
�b@�bcMmM�G0fut
b*E:F�G
E P G
E s d�Y%G0EDO0bcH N,G
E:F�G V iLN,G
E
f r&s d)O%`aG0E��d S K ilG���G
E,N,G {y ∈ Qm
o |y ιF (x)} i\fm`[FcilG��I�&t�G0M�G Y%G0E=G F (x) ⊂ Qm

o
W dcehO�N,GGO0d�f%fm`zdcH f���e6Egp*`k�nKG
E,N,G W O0d*HjH f x 6∈ KerF W e6E=FSF�G
MzN,dcE P G	�(d*e6n Qm

o
W O0dcHjH f x ∈ KerF

^
Y S V f(N*ijHL`

y ιF (x)←→ x ιF ′(y); U�V � X
F�d s G0M�i\f%`	Y%G
i�O0Gmfm`aG0n

y
F*ilG
��G0EgN�G {x ∈ P n

o |y ιF (x)} F*ilG dcH f���e6E6pc`unKG0EgN�GwdcehO�N,GbO0dcf%f%`aG
�>�&t
G
M�G Y%G0E=G

F ′(y) ⊂ P n
o ,
O0dcHjH f

y 6∈ F (P n
o ),

e6E=F>N�d*E P P n
o

f0b*E
fm` ^
2

�C� � � ; �? $�?���F" � ��� N � � N �-��)(� �
���0�  ; ��1B)( 0�#� K = L
���-� 2 ���-��� 2 � < � ��4 896(�-� 7 � 9���, � � ; ��)

σ
����� � �5"�� + � ; " � & ����, 6(�-��& ; � �0� � K �!��" B ���������-���

Pn = P(V n+1), Qm = P(W m+1)
� ;� ��8965"#��� � � �5" �0�#�&? ; &3��� 1
2 � � K < ��6 90� ���G)*� ,(�#�$E � �5"#� � � . � � &'��" � �����B1 ; ��) F : Pn → Qm

������� ) ; � 896<�����(� σ + ���-�(�� � � �(2
2 �-�-) ; � < a : V → W ′ � ��� � ; < "���� ����� ���! 
"#� � � �[2�2 ���!) ; � <�BDY � �
)(� � �(�-� � ���

b(x, y) := (a(x)|y), (x, y) ∈ V ×W . U�V � X
�� ������<U ^�K ilGRF*e6M r&s U�V � X F�G��AE3ilG0Mm`aG	`&YBY
ijH�F*e6E,N b : V ×W → K

s dc`1O0b*H N�G
E:F�G V iLN,G0E3�f r%s d�O%`�G
E��
d S
b
i\fm`�H ijE=G%dcMIijE

y W F ^ s ^ Gmf(N�ijH `

b(x, yα+ zβ) = b(x, y)α+ b(x, z)β,

Y S
b
i\fm`

σ
�aH ijE=G%dcM>ijE

x W F ^ s ^ Gmf(N�ijH `

b(xα+ uβ, y) = σ(α)b(x, y) + σ(β)b(u, y). U�V ��X
2

>� 5? � ¡! #¡#" � U ^ �K�:�����-���
V , W

� ��8965"�� � � �5" �����%? ; &'� 1
2 � � )*��& 4 896(�-� 7 � 9���, � �
K
B �J�-�(� �[2 +2 ���!) ; � < b : V ×W → K

6(��� � "����-�(� c[i O0bcMmn � )*� �z< ���G ; � � σ �Gc�i O0b*Mmn 1 N ���(� �����L)*�����J� < ��� +�#896� 7 "����/ X 1 2 X  ; � � ��&'&[ � 2 �����4" � " B 2
� �-���-�(�� � � � )*� � 6(� � &3��"����#896(� �(��� &3���3���-��) � ���-� , �-���-� �0� �

σ + � � 7%��� &3��� B �(7 "K�� < "C&[ $�[��"# 
"�"
σ + � � 7%��� &  ; 896 dcE=F�G
Mm` s dcH Y
H ijE=G&d*M�G
�vbcMmnoB
� ���@"#��&3&�"�)*��� �(2
2 �-�-) ; � < a1 : V →W ′ � 2 ��� 7  $�-�!�
)(��� � �0�#� ���- $"�� � � �[2
2 �-�!) ; � < F 1V� �O< �-��" U!
,X�U �g< � B �[2 ; � < ��X 1 ; ��) N � � � � 6� $��"����  ; � a1

)*�-�
σ1 +

� � 7%��� &
b1(x, y) := (a1(x)|y) = σ(µ)b(x, y). U�V	��X

� N ��� � � 7%�0� &3��� b, b1 )*�-�'���-896<� ; � ; & ���-�(��� �  �5" �0�
ν ∈ K∗ ; ��"#� � ��896����!)*���B1H� � �-����� t=M�b&t�bcMm�`uilbcE=dcH
< ���� 0�(�5" N � � )(��� B�
 �@" b �����(� σ + � � 7%�0� & ; �G) b1 = νb

� ; b ,�����,G��� "#� � �� $� 1(� � �!��" b1 ���-�(�
σ1 +

� � 7%��� & &3��"
σ1(α) = νσ(α)ν−1 B �(� ��� 2  �/2 ����"��-&3&T" E ��)(� � � 7%�0� & b 6= 0

)(��� � ; < ��6 9�� � +< ��� � �5"�� + � ; " � & �0�#, 6(�!��& ; � �0� � K ������)(� ; "#� <3B=� �-� � � 7%�0� &3���2�����G) 2 ��� � ��)(� � � < ����� < ���F"�1�)*�-�� �0�#� ���- $"�� � ��� �[2
2 ���!) ; � < ���  0�-� �D�0�#� ��� ,>� ��)(��� � ��� � ; 2 ���#896 � ��� 2 ��� T
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G%F�G0M>p�b*MmM�G
H�dc`uij|�G
E `&Y Y0ijH�F*e6E,N
F : Pn → Qm M�G r&s `�G
M�t=M�bay
G%p*`kij|cG0M�}[G%bcnKG0`uMmilG0E

NSY%G
MhF�G
n!f
G
H Y%G0EXZ r&s ilGbO�p�\cMut�G0M
K

N�G s \*Mm`(G0ijE=G Y0i\fod*ehO	��M&b&t�bcMm`uilbcE:d*H ij` e `zG
ijE:F�G0e6`uiLN Y%Gmfm`uijnhno`�G
c[i O0bcMmn

b : V ×W → K
F�G0M�d*Mm` W F�d�f%f

[y] ιF ([x])←→ b(x, y) = 0, (x, y) ∈ V ×W . Uk��W�X
�_nqN,G&p�G s Mm`�Y%Gmfm`uijnhno`=y
G&F�G @hH�d�f%f
G P e�G0ijE=dcE:F�G0M[t:M�b%t
b*Mm`kilb*E:d*H�G0M,c[i O0bcMmnKG0E |cG0Mmn \&N�G Uu�*W�X G
ijE��F�G0e6`uiLN]G
ijE:Gqp�bcMmM�G
H�dc`uij|cG&`&Y Y
ijH�Fce6EgN

F : Pn →Qm ^
� � N �B��� B@� � � � � ��"�� � �����H)*� ��� ��6� ; , " ; � <>7%� � < ": ; � � ��&3&[ �!; ��) )*� �  ; 7 U�V	��X 781 6 � ����)*����(2 � � �-� < ; � <�B 
 ��" ; & < � �0��6 � ":���-�(� � � 7%�0� & b

< � < � 2 ���B1(� � )*� � ����� � "
b
�� 0896

x ∈ V 7→ a(x) ∈W ′, a(x)(y) := b(x, y), y ∈W , Uu�6V�X
�����(�

σ + �-���(�� � � �[2
2 ���!) ; � < a 1 N ���!896(� F � �&� � ; < "�1 ; ��) ,(�#�0,>�0� "�� � �G $�-� � � 7%�0� &'��� )*� � ����� � ���
)*�-������� 2 � � �0�#� ���! 
"�� � � �[2
2 �-�!) ; � <3B 2P ��"�)*��� 2 �!��6(� � � < ��� � � � ���-896�� ; � < ��� � �&< � 2 "	���-896/ ; � �(� � < � � ; � < 
�; �G) Uu�*W,X � �*7%��� "

y ιF (x)←→ b(x, y) = 0←→ x ιF ′(y), Uu����X
� � )( 0�#� N � ��< �����-896 � ����"�� <  ; 8963)*�-�A) ;  $�-� � ����� ���! 
"#� � � �[2
2 ���!) ; � < ) ; � 896 b 2 ����896 � ��� 2 ����� 9 �(�(��� BY ����)(��� N � � )( < � < ��� U�V � X  ; 7 )*���[) ;  $�-� �[2�2 ���!) ; � < a′  $�W1�� �Q< ��6 9�� " N � < ��� U � B V � X � ; F ′

)*�-� `uM�dcE�fkt�bcE3ilG0Mm`aGTc[i O0bcMmn
b′(y, x) := σ−1(b(x, y)), (x, y) ∈ V ×W . Uk�*�,X


 �/)*� ���  $"A�!��"
(a′(y)|x) = σ−1((a(x)|y))

B �(� ��� 2  �
�!�@"

b′ σ−1 + �-���(�� � �-� y ; ��)O���-�(�� � ��� x
B

Y � � N � ���-��� � ; �/)*��� �  � �@"#���-� ; � < )*� � � �0�#� ���- $"�� � ��� �(2
2 �-�-) ; � < ���Z���Z6 � & ��< ���(��� ���;�0� )*� +�� $"����O 0� < � 2 ��� B�� ��� � ; ���-�� $�G)*� � ) ;  0����� �  ������

(ai), (aj), (ai|aj) = δj
i , i, j = 0, . . . , n,

(bα), (bβ), (bα|bβ) = δβ
α, α, β = 0, . . . ,m,

& 9�< ���3)*�-� ���;��� )*�-�� $"����G� � ��"���&3�V���
P n 2
� N B Qm 2 ����"��-&3&'��� Bg�  2 �������������[)*��� ���;�0� )*�-�� 
"#���

(xi)
��������� � � �5" ��� �

x
 $�!� 4*,  $��"���� � � �5" ��� ; ��) )(���=���-�(���Z) ;  $�-��� � � �5" �0� �O $�!� � ���-����� � � �5" ���< ���#896 � �-� 2 ��� � N � � N ���G)*��� N ����)*� � )*�-� 4 ; &'&3����� � � � ���5"�� � �  $� B@� �-� P  
" � � �

(ai α)
)*� �

σ +�-������ � ��� �[2�2 ���!) ; � < a : V →W ′ N � � ) 2 ����"��-&3&T"�) ; � 896
a(ai) = ai αbα, i = 0, . . . , n, α = 0, . . . ,m. Uk��
,X

�  
"
x ∈ V

)(��� �D�;�0� )*���G 
"����
(xi) ; ��) u ∈W ′ )*�-� ���;�0� )*�-�� 
"#��� (uα)

1G� ��< �-��"

uα = σ(xi)ai α; Uu����X
(uα)

�����G) )*�-��6 � & ��< ���(��� �D�5��� )(���� $"���� )*� ���[�;, � � � 2 ���(�
F (x)

1()*���P)*��& � ; ���5" x = [x]
&'��"

)*��� 6 � & ��< ������� ���;��� )*�-�� $"����
(xi)

���5"#� ,(� �-8965" � (aiα) ∈ Mn+1.m+1(K)
�-��" < �-���!896 � ����"�� < )*���

P  $" � � � )*� �
σ + � � 7%��� & b

1()*��� � ; F < ��6 90� " T
b(x, y) = (a(x)|y) = σ(xi)aiαy

α, aiα = b(ai, bα); Uu� � X
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�� � �
6���� � ������)

(yα)
)(��� ���;�0� )*�-�� 
"#��� �0� �

y
B �_1(� )(��� � ; F ) ;  0��� �(2
2 �-�-) ; � < F ′ 2 � � ��896(�(��"�&[ $�

 ; � Uk��
,X�; �G) U � B V � XA; ��&'��"�"#��� 2  �

a′(bα) = a′αia
i = σ−1(aiα)ai, Uk� � X

� � )( 0�#� )*��� P  $" � � �
(a′αi)

�0� �
a′
���!896L $�!� �W�  $�G� ,>� �(�-� � "��A)*� � &3��"

σ−1 " �  $��� 7%�0� &3��� � "#��� P  
" � � �
��� �

a
� ��< � 2 " T

(a′αi) = (σ−1(aiα))′. Uk� ��X
��
���� ����� D 3`35+A)

(aiα) �
)*+_���:95"$)�� � +,"`O� ]"5"$+A'4�]9$)*S�+A� � /(/ )*' � %.�(G F : Pn →Qm

�\��@CB/����
 �MW �����
;A+A)*GP+

DimKerF = n − r, Dim KerF ′ = m− r,
����� �

12 / +,) r �
+,"	�E�]�(G6S� ��

(aiα)
)43R9P�LS?G�'LW�
 / %(�(G6Y5YCW �=W 
?W ���MW��`)*+,"C��%.3E�! �'4G]9XK � �]353 r �()*@CBN9	S� �� � +,"�� ��B.'

� +," ^E N ]" � )*�\�:9$+A�0� / B��]�(G]9����	)*+�� ��B.'
r
1U) " � � +,"	����� ��SP P� F G�+A�\�]�(�N9XW

��
���� �"!2�\DF3 / +A;,+A)*@MB.�(+ B := B(Pn,Qm) �
)*+���+,�(GP+	��'*'*+,"UO� �"5"$+,' �:9$)*S�+A�L� /(/ )*' � %(�.GP+A� S� �� Pn)4�

Qm
W#�E)4+ T`"$%.>(> +

G := PL(P n) × PL(Qm) �
+,"%$��P�:"$+6S� P�&$F"$ :QR+,O=9$)*S=) 9'�]9$+A� 1U) "$O�+6H / +," B�\��@CB

(g1, g2) ∈ G, F ∈B 7→ g2 ◦ F ◦ g−1
1 ∈B.

�(
�) �
����� / +M12+A)*35+PK � �]353V;,12+A) O� ]"5"$+A'4�]9$)*S�+V� /(/ )*' � %(�.GP+A� F

K
F̃ ∈B

G�+A�\�]% � ���(� %(�N9$+," � +,"*� ) "$O?%.�(GhS� P�
G

��+N%()*SP�]'*+A�N9E35)*� � K(1 +A�(� 35)*+ � +A�(35+,' / +,�,�E�]�(G B\� / +A�0%(� � � )*+A35+A' / +%-E+ / +,�(O='4��3535+ σ̂ )*� � +,"	T`"$%(>.> +
Aut(K)/ Int(K) /

+A3R9$)*#6#6+A� K=S?G�'LW�
 / %(�.GD
?W*<P<j%(� � ��
 �MW
� � �/.%� �10�����)(�32( 
" �"4 �-�!)*�F" )*�-��5 �76 ��)*�! 800� .(9(� )(��� � � � �(��"�� � � )*� � V	:<;�= r%s�>3e ; p8? ;�@

F |A������� �  6 " � � �0�#� ���! 
"�� � ��� ��4�4 ���!) 6 ��0
F : Pn →Pn  6�. �����(���3A	�5"�� ���  6 &

A ⊂ P n B
U �  	
DCFE V�=G=�H�:

Pn = P(V n+1) W A ∈ Pn I :<J
A = π(W ) W W ⊂ V

H�:<; � ;#JKH >�>7L ? INM HO=
L HQP8JKR >�>7L ? I =

V
? ; M F : Pn → Pn H�:<;SH L ? JTR�PUR >�> HOV L JW: | H `&Y Y :<V M ? ;�@ W Q H�V1XQYZH M ? > X[Y\HO:<;]H

σ
� V^:<;SH L > H `&Y Y :<V M ? ;�@ a : V → V ′ H > P H ? @_J Q : > M E K L ;Z; Q : > M`M ? > XQY

x ∈ A 7→ F |A(x) := F (x) ∧A ⊂ A al�Zbdc
H�:<;SH L ? JKRdP_R >�> HOV L Je: | H `&Y Y :<V M ? ;�@ F |A M H � ;#:�H > J W Q HOVfXQYZH M ? > X[Y M :�H σ � Vg:<;]H L > H `&YBY :<V M ? ;�@

x ∈W 7→ a|W (x) ∈W ′ al�,�_c
H > P H ? @_J Q : > M h :i=�J

b
HO:<;]H

F
Y H�=�X[Y > H�: Y HO; M H σ �Gc : O R > I W =OR Y HO=�XQY > HO: Y J M :�HDHO:<;�@UHO=�XQY >3e ;�P JTH

σ
�

c : O R > I
bA := b|W ×W al����c

M :�H V	:<;�=�X[Y >3e ;�P ? ;�@ F |A E
2

� � ��� � N ���!� .%� �100" 6 �(&3��"�"���� 4  �  6 � )*���  0��00��00� 4 ���(��� � � � ���4"#� � �(���Fjlk  0� &[ 08965" ���-896
�-���!8965"V 0�(6� $�G) �0� � � ���-� , �-���-��� �;�- � 15)( 0�#�

F |A )(��� � �0�#� ���! 
"�� � � �%6 ���! 4 ���!) 6 ��0'������� �
 0�(�B1; 6 896
N ����� KerF = o

00�-��" a � 00�ej*6(��� ����6  6 896Z)*���nm bdo N ���4"#� �p6 �5"���� c j�K��� ��6 ���-896Z����� 4 �@"�) 6  $�-� ��� ��0 � � � �-��"�)*� � ���-�(���p0���&3�!��8965"����`q 6(�7. ��� B
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>� 5? � ¡! #¡#" � � E �K�������-���
Pn 1 n ≥ 2

1B���-�(� ,(�#�$E � ��"#� � � 5�� � &3��" � ��� 9�4 � � )*��& 2*896(�-� . � � ��, � �
K
1
a, b ∈Pn � 6 ���5"��01

C,D ∈Pn �[�;, � � � 4 ���(���B1
a 6= b, C 6= D

j�q � � ���F" � ���
c := C ∧ (a ∨ b), d := D ∧ (a ∨ b)

�  0� X 6  �) �Q6(, ���
(a, b,C,D)

6(��� � "[���-� @�H I :i=�X[Y�JTH > � ? > O 1 N ���(� (a, b, c,d)
����� q 6(�7. �!�@"dj

A���"#� � )(��& K R����ZHOV | H > Y e V^JW;#:i= M HO=*@�H I :i=�XQY�JKH�; � ? > O HO= � � � �@"#��65"H&3 0� a � 00�ej � j � � � "#� ��� � ��� 1_m b ��c
(a, b; C,D) := (a, b; c,d). al��
�c

2

��
������
	 ���E�N9$+," � +A��
  �"C�]%(3535+,9$;,%(�(G�+A��SP P� �	+��\�.) 9$)4 ����&;A+A)*GP+	# �]�G�.DF)4���E%\� � "$%(> +,' (a, b,C,D))*3R9`G�+A�\�]% � �]�(� +A)*��GP+,#6)435@CBN9$+," � %?"5� K=12+A�.��#6) 9

A := a ∨ (C ∧D), B := b ∨ (C ∧D)

� �]3��E%(� � "$%.> +A' (A,B,C,D)
+A)*� ���?> +,"$+ / +,�(+A�N1U%."5�\)43R9V�LS=GP'LW 
 / %(�.GP+A���?W 
?K��=W 
 �MK=%(� � � �]�(�6GP)*' 9 �IH."

� )*+ DV
(a, b; C,D) = (A,B; C,D).

�(
����
��
�������� �(D 3V35+,)4+,�

Pn, Qm, n ≥ m ≥ 2
K?"$+,@MBN9$+`>."$ :QR+AON9$)*S�+�TE+, P#6+,95"$)*+A� H / +," � +A# 7?@CB()*+,�IO���"$> +,"

K
���!+M"$�(+," 35+A)*+A�

(a, b,C,D) /
;M1�W

(a1, b1,C1,D1)
GP+A#6)*35@CB=9$+�� H?"5�!+ )*�

Pn / ;,1�W Qm
W?���]�6;A+A)*GP+��

D 3UG�) / 9 GP+A�(��% � ���(� +A)*�(+	>?"$ ]Q +AON9$)*S�+	� /./ )*' � %(�.G F : Pn →Qm
#6) 9

F (a) = a1, F (b) = b1, F (C) = C1, F (D) = D1,
12+A�.� � )4+ DV � +,"UGP+A#6)*35@CBN9$+A� � H?"5�!+�H / +,"$+A)*�(3R9$)*#6#6+A���

(a, b; C,D) = (a1, b1; C1,D1).
�(
�� �

��
��������F�N��)*9 � +A�(35+,' / +,��� +A;,+A)*@MB.�?%.�(G�+A�h1U)*+V)*�%
 / %.�(G��`%.� � � +A�&;A%(3 �:9$;A'*)*@MB.+A� 
  �"C�]%(3535+,9$;A%.�(G�+A��K
� �]353 n = m

%(� � K
+A)*� ^!��"$> +M"�)*3R9XK ;A+A)*GP+-# �]�G� DF3	G�) / 9�GP+,�\��% � �]�(� +A)*�(+&>."$ :QR+AON9$)*S�+&^E �"5"$+,' �:9$)* P�

F : Pn →Qn
#6)*9

F (a) = C1, F (b) = D1, F (C) = a1, F (D) = b1,
12+A�.�O�(
�� �2GP)*' 9XW

"$#&% '�(*)+) 
 �
�	�-,/.�0 
21$3 �
�54����
� 
76-1 �
�-8�
:9<;=; �-6->?3 �?@�
��

 � )*�-������&BA 4 �#896(�(��"�" 4 �F" �  �8965"���� N � �  6 " � � �0�#� ���- $"�� � ��A 4�4 �-�-) 6 ��00��� F : Pn → Pn jB�K���(�
� � �!896(��A 4�4 �-�!) 6 ��0 6����DC$" =FE I I HOJ > :i=�XQY*1 N ���(�/�����P&3�4"	�-6 � � � ) 6  $�-��� 9�4 � � ���-���@"#��&3&�"�1�) j 6Fj

F = F ′ a b c
0�����"�jHGD�������5IV�KJ����!896(� 6 ��0 N � � ) )( �) 6(� 896 �� 06(� 00���-��00"�1*)( ����V)*�-� J 6 00��6 � � �f00�

F +ML �0�#� ��� ,>� ��)(���NJ�����(�T�&O;&3&'��" � �-�#896(�5P:���- $"�� � � 9�4 � �
P n

o

�-��"�QG�� 0896 aSR j b�TUc �!�@"��VU$&3���!896 F 0����� 6 )� $�(�/�&O5&3&3� +" � �!��896W1 N ���(�
x ι F (y)←→ y ι F (x), x, y ∈ P n

o aXWUc
� �'.(9 �-��"3�!��"�j �K�/00� 4 "�J N ���7Y�O , ��� �&O5&3&3�F" � �!�#896(� �  6 " � � �0�#� ���- $"�� � � � A 4�4 �-�-) 6 ��00��� B )*�-�[Z 6 �-� +�&O*�@"#��&3� 6 ��) )*�-� ,>� �! � ���\A 4Z4 ���!) 6 �Z00��� j�q � � ��"������-��� 6 �G� )*�-�]A 6�. 0� 4 ��1	���-�(� ,(�#�$E � ��"#� � �
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L �! 0�#����� �
 $"�� � � )*������� � A 4�4 ���!) 6 ��0���� ) 6(� 896NJ 6�.(9 6 � ��� Q����-� N � � ) .(9(� )*�-�
Z 6 �-�!� O*��"���&3�/�-� )*��� +����&��C �  80 �  , 6(��� ��� �-�-��"�U0��)*�f0 6 ��) .(9(� )*�-� ,>� �! � ��� A 4Z4 ���!) 6 �Z00��� ��& � U�896��@"#�����C �  80 �  , 6(���.(9�� N �-8965"#�10��l2 , �KJ��- 0� . U0���-�l00��� � �@"dj�GD�-� Z 6 �-�-�&O*�@"#��&3� 4 �-�-)*���')(����5 �Q6 ��)*�! 80��V)*� � � O;& , �-� �5"��!�#896(���
5�� � &3�F" � �-��Q N � � N � � )*��� �����P 6 896  $�!���-�-�(�� � � 5�� �  0)*����� � & , �����;�%00� � &3�F" � �!��896 �-�5"�� ��,(� �F"#��� � ���Fj

���������! �" �8� � �$# "%�'&(�����*) �(+-,.+ � )/� � �	)*+��\�]B(+A'*)*+AG�+A�10?+ � +A;A+A)*@CB(�=%(�.G�2 3 �?#6#6+,95"$)*35@MB43 �!H."50?)4+�D ) �GP+A�.35@MB(�]�I9��R< �`35@MB.+A)*�N9 / )*35B(+,"E12+A�.)4GO�L 40.+,"�GP�]"h�()*@CBN9
6F� / +A�=%.9$;,9E12 �"�0?+A��;A%835+A)*� W#�E+,"87�+,35+,"h#5�PGP+%(�(3jS�+M"$;A+A)*B(+A� K90.��353j1U) ":0?+A� S=)*+A'*+A�[� +A;,+A)*@MB.�?%.�(G�+A�;0.)*+A35+M"-DF)*GP+A�.35@MB(�]�I9XK<0.)*+-1U) "_)*�;0?+,"*7�) 9$+,"C�]9$%?"
�L���=0.+A� K �( N@CB +,)4�.+��.+A%(+ B()*�(;A%?�!H.G�9$+A� W �	)*+�S� ��$>?WF�	)*+A%10? P�(�@?BA 
=<DC KFE6YMW �?KFG�+,1��]B(' 9$+*� +,;A+A)*@MB.�=%(�(G
2 "$+�G\+Q�?)*SH3635@CB(+A)*�N9_%.�(3h�()*@CB=9h35+AB?"_G�'*H(@CO?'*)*@CB�K<0.��0.)*+ +A�N9$35>."$+A@CB(+,�10.+

F �
^` �"5"$+A35>  ��10.+,�(;6�=%."j�!H?":0?)*+

-E%('*'*3 �?3R9$+A#6+`"$+�G\+Q�?)*S-)*3R9:�L# ��� S�+M"$GP'*+A)*@MB.+l�	+��(�() 9$)* P� YMW )?W �NW �NK\DF)*GP+A�.35@MB(�]� 9�<PK?#6) 9F0.+M"V%(�N9$+A� ���.GP+AG�+
�

/ +A�(+A� �	+��\�.) 9$)4 ��8<F�MWU�[W�� %."C�]%IA ��)JC��(+A�.�=9K0?)*+hOP �"5"$+A'4�]9$)*S�+,�[� /./ )*'�0.%(�.GP+A� #6) 9	�R<F�	2Z)*�=S� �'4%?9$ �"$)*35@CB%3CK / 12 �B(' �\�]@MB�7.�:9$;p�=W 
=KG���NW*<-���MK.�=%."	0.)*+E3 �?#6#6+,95"$)*35@CB(+A�6^` �"5"$+A'4�]9$)* ��(+A�L0.)*+M0.)*+`Y �=S� P'*%?9$)4 ��(+A� @CB\�:"C��O �9$+,"$)*35)4+M"$+A�10?+	DF)4G�+A�(35@CB\�:�I9
F ◦F = idPn

/ +A35) 9$;A+A�#�%0?)*+A35+`3 �?#6#6+,95"$)*35@CB(+A�&^E ]"5"$+A'4�]9$)* P�.+A� 1 +,"�0.+,�6S� P��hW �2�]+,"�A 
-C@2Z>  �'4�]"$+�� /(/ )*'N0?%(�.GP+A�432G�+A�\�]�(�N9XKP12��3	0?)*+���+AG�"$)PO 35S�+,"51U) "5"$%.�(Gj#5�PG�'4)*@CB(+,"51 +A)*35+`SP P'*'*3R9'���10?)*G# ��@CB=9XW�� �10.+M"$+,"$35+A) 9$3U3$��G�9��jW�� ��+,"E���.3R9$+A'*'4+jS� ���^` �"5"$+A'4�]9$)* ��(+A��2Q0.%(��'*+:� /(/ )*'�0.%.�(G�+A�%3CK?%(�=0 �]�(3R9$+A'*'*+S� P� � %.9$ POP �"5"$+A'4�]9$)* ��(+A�L2Z�]%.9$ 40.%(��'*+�� /./ )*'�0.%(�.GP+A�43CK.35 R0.��353U1U)*"E��%?��0.)*+j�\�]B(+A'*)*+AGP+,�10.+ � +,;A+A)*@MB.�=%(�(G2 �]%.9$ 40?%\��' 3E�!H."��R< �V'*)*+ / +," S�+M"$;A)*@MBN9$+,9UB(� / +A� W

���QS���� T g�<�<32@U�2�(*! � !dgT%hf � +�<�/�:S! c[e&eT'�<MfhgT%ji�!�%
>�V5?XWXY/Z-Y\[]W_^SE �K�O�����

F : Pn → Pn �����(�<� O;&3&3�F" � �!��896(� � �0�#� ���! 
"�� � � A 4Z4 ���!) 6 �Z0Zj G��-�
� 6 ���5"��

x ∈ KerF
6(��� C���� =�:<;�@ ? V e > H 6 ��) )*�-�' 0��)*� � ���

x 6∈ KerF
> HK@ ? V e > H
� 6 ���5"#� ��� �

F
Q

&[ 0�2�(���(�5"
x 6∈ KerF

���-�(��� � R8VG)*� �a` O , � � � 4 ���(�
F (x)

1 6 ��)
F (x)

)*�-� � R V L8> H �0� �
x

4 ���
)(� � � ����� ���! 
"#� � ���[A 4Z4 ���!) 6 �Z0

F
jH�K���=�J�-��&3���5"

X ∈ Pn 6����DC$" L ? JTR��ZR V L8> 1 N ���(� X ι F (X)0�����"�j>�K� 4 �KJ����-896��(�
QF ⊂ P n )*��� k/���Z00�L)(� �  6 " ��,G� �- � ���I� 6 ���5"�� �0� �

F
j]5��-��"

QF = P n 1
� � 6(���DC$"

F
���-� � ? V<V�=FE =[JTH I Q* $�G)*� � � .  $�-�!�K�(���(�5"V&[ 0� F �����(� �ZR V L8> H `&Y Y :<V M ? ;�@_j F 6(���DC$" ;Z:�X[Y�JL ? ='@UH L > JTH�J\1 N ���(� KerF = o

1  $�!� �
F
���-�(� L �0�#� ���- $"�� � �P�!�@"�Q�)*�-� ,>� �! � ��� L �0�#� ���! 
"�� � ����� N � � )*���� R V L8> :<J e JKH�; 00���� $����"dj

2

k2 $� 4 �� �896�"#�01�)( 0�#�	�G 0896�GD�b�����4"#� � � R j W E ��)*�' 6 " � � ����� ���! 
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 ��" x 6∈ KerF
1

� � �!��" E ��)(� � � 6 ���5"
y ∈ (x ∨ KerF )\KerF

� � � �0� �
F (x)

Q )*���(�?��� 00�-��"
P n 6= F (y) ⊃

F (x) ∧ F (KerF ) = F (x)
j
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Q H�;Z;D=�:�H :<;hj R8V ? JW:kj :i=�J �
F 2 = idPn .
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Pn B �K� �!�@" A = F (B)
0����� 6 )( 0�(�B1 N ���(� B = F (A)
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F
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Pn E K L ;#;�:i=�J

KerF = F (P n), a
��c? ; M H�=%@_:<VgJ
KerF ⊂ F (A)

OdN > L V<V1H
A ∈Pn E aQlUc

F
Y H�=�Je: I I J M :�H =�E I I HOJ > :i=�XQYZH @ R >�> HOV L Je:�R ; M HO= c�N ; M HOVg= M H > � ;ZJTH >�> e ? I H M ? > XQY KerF
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F̂ : X ∈Pn/KerF 7−→ F (X) ∈Pn/KerF. aXTUc
I � N �B����j!ZD 0896 2* $"&J R j o 1 a R j b�W_c 1 00�-�4" a���c N ��0���� F = F ′ jFq<��00��� A ⊂ P n 6 ��) aSR j T�c� � 0�� 4 "	���-896 a l_c  6 � a
��c jZk  0�Z� � ���(��� � �P���!896O� 6 �/ 0�Z)(���$GD�b�����4"#� � � )*� �:,(�#�$E � �5"�� � ��� I 9 ��)*��� +0�� � &3��" � �����B1�A 4 �#896(�(��"�" b j T j o jdq<��00��� aQlUc �-��" F̂ N � 6(�-)(�b���(�-� � "�j �K� & � 00� F �0� �')*� � σ + ���-�(�� � ���A 4�4 �-�-) 6 ��0

a : V → V ′ &3��" KerF = Kera =: W
� � J�� 6 00" N � � )(��� Q�)� $�(� N � � ) F̂ ��� �/)*� �

�
 $� � �(�!��896[J 6 00� �0� )*�(��"����W1
σ + �-�-�(�� � ���
I�� E � �5"#� � � â : V /W → (V /W )′ ∼= W⊥ � � J�� 6 0$"�1>)*�-�

) 6�� 896
(â(x + W )|y + W ) := (a(x)|y) aSR8c

)*�����(�-� � " N � � ) j��K� 4 �-��� 4 "�J 6 J����f00���B10)( ���� F̂ �&O;&'&3��" � �-�#896L�!��"�1� 0�-� �
(F̂ )′ = F̂

0�����"�j�Z� 0896*GD�b� +�(��"�� � �')*� � ) 6  $�-��� A 4�4 �-�-) 6 ��0 T j b 1 a T j b�T�c 1 N � � )�)(�������V) 6(� 896L)*�-�V) 6  $�-�V����&3�-���-�(�� � ��A 4�4 ���!) 6 ��0� � J�� 6 00"�1()*�-�
σ−1 + �-������ � �!�@" B

((â)′(x + W )|y + W ) = σ−1((â(y + W )|x + W )) = σ−1((a(y)|x)) = (a′(x)|y).
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a′
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F
j�Z� �896

)*� � �J�-��)*� 6 "��f0 ������"#�# 6 �#�� _00� )*��� `  6(, "#�# 
"�J���� o j b�o 1 a\o j b�R_c 1�0�� 4 "	���	 0�-� � ���-� µ ∈ K∗ � � 1�)� 0�#�
a′(x) = a(xµ)

0�����"�jS2;�F"�JF"	&[ $�Z)( 0�A�-�/)*�-� ����"&JF"#� 5������-896 6 �Z0'�����W1(� � .%� �f0$"
((â)′(x + W )|y + W ) = (a(xµ)|y) = (â(xµ+ W )|y + W ),

 0�-� �
(â)′(x + W ) = â((x + W )µ)

1 N �0�  6 �V)*�-� 2 O;&'&3��" � ��� ��� �
F̂
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q � � N ����)*��� 6 ���V� 6 �Z)*� � m �  80�� J 6 1 N  0�(� J N ���H 6 " � � �0�#� ���! 
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Pn

α

6(��� C������ > R	��HQP8JW:kj e�� ? :kj L V1H�;ZJ 1 N ���(�=���P�����(��� �#�$E � �5"�� � ��"�U$" g : Pn
1 → Pn

2

0�� 4 "
)*� �  � "�1*)( 0�#�

F2 = g ◦ F1 ◦ g−1 a���c0�����"�Q N � � �#896 � ��� 4 ���Z)( 0�(� F1 ∼ F2
j
2

q � � � � �(�(��� 6 �G) N � ���-��� 6 ��� N �-��)(� �  6�. )(���;m� 0��� Pn
1 = Pn

2 = P(V )
4 ����896 � U0���0���Fj*�K�	�����

a1 : V → V ′ ���-�(� F1
� � J�� 6 00���G)*�

σ1 +
�-�-�(�� � � A 4�4 �-�-) 6 ��0�1 N U$6 � ����)Y)*�-� �-�-�(�� � � Y �  $��� .%�0� +&[ 
"#� � �

c ∈ GL(V )
)*�-�L� ���0E � �5"�� � �4"�U
"

g
� � J�� 6 00� QG&3��"

c∗ := c′−1 4 �KJ����!896(�(��� N � � )(����J 6 c� � �5" �  80 � ��)*�����5"�� Y �  $��� .%�0� &[ 
"�� � � jUq=��0����
(c∗y|cx) = (y|x) a��Uc
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c(X)⊥ = c∗(X⊥), c(Y ⊥) = c∗(Y )⊥, X ⊂ V , Y ⊂ V ′. a bdoUc
q=��0���� a���c 6 ��) a'b�oUc � � J�� 6 00"J)*���:� 4 ��� .  $�-�!� σ1 +

�-�-�(�� � �7A 4Z4 ���!) 6 �Z0
c∗ ◦a1 ◦c−1 )(��� A 4�4 �-�-) 6 ��0

F2
Q(���/)*� � Y  $"�1*���p00�-�4"

c∗ ◦ a1 ◦ c−1(X)⊥ = c∗(a1(c
−1(X)))⊥ = c(a1(c

−1(X))⊥) = g ◦ F ◦ g−1(X),
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σ2 +
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F1 ∼ F2
00���G 6 )( 0�(�B1 N ���(�
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c ∈ GL(V )

6 ��)O���-�
µ ∈ K∗ �b�*�!�@"#��� � ���O)*� �  � "�1()( 0�#�

a2 = c∗ ◦ a1 ◦ c−1 ◦ dµ
6 �G)

σ2 = σ1 ◦ σ−1
µ a bUbdc

0�����"���� Q 6���� � 4 �KJ����-896��(���
dµ

)*�-�=GD��6(� 6 ��0<&3�4"3)*��& m� �5" �0�
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σµ
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µ
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b2(c(x), c(y)) = κb1(x, y), x, y ∈ V , a'b�WUc
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4 J N j

b2
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κaij = σ2(γ

k
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i))
′(bkl)(γ
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j); a b-oUc
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κb(y, x) = σ−1(b(x, y)), a'b ��c
� )*� � ���3k  $" � ��� .%��� & ) 6(� 896

κ(aij) = (σ−1(aij))
′ a bHl_c
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b(x, y) = 0
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y ∈ V

00�-�4"�Q
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Pn

α

WF����� ;A+A)*GP+�� D 3-G�)*'*9
F1 ∼ F2
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Aα ∈Pn

α
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b(x, x) = 0 a b�TUc
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dim V = 1
" � � � �- 0� B q<��00��� b = 0

00�-�4"
rg b = 0

j=m 9(�
dim V = 2

.%� �100"A)(����IV��6� 6(, " 6 ��0L 6 � a'b���c B 
 & m� 0���
b = 0

�!��"
r = 0

1 6 ��) .  $�-�!�
b 6= 0

���F"�J���� N � � a1 = xo, a2 = yo

j*�K�:�����-��� �#896 � � �C� �5" ��� ���
a1, . . . , a2k ∈ V

00� .(6 ��)*��� &3��"

b(a2j−1, a2j) = −b(a2j , a2j−1) = 1
.(9(�

j = 1, . . . , k,

b(ai, al) = 0
.(9(�

i, l = 1, . . . , 2k, |i− l| 6= 1.

q � � 4 �F" �  �896�"#���Y)*�-�[���-�(�� � � `%9 ���-�
W 2k := L(a1, . . . , a2k)

6 ��)=�-6 �T�0� "�6 � 0 � �� $�-��� L � & , �-� +&3����"
Ŵ := {x ∈ V |b(y.x) = 0

.(9(�  0���-�
y ∈W }.
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dim Ŵ = dim V − 2k
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V = W ⊕ Ŵ
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P n,1
)(� � 5�� �  �)*��� )*���

Pn j.�K�L����� F ���-� Z 6 �-�!� O*��"���& �0� & P	 0��0
2r > 0

j G� $�(�O6(���DC$"�)(��� 5�� �  �)*���(&3����00�

KF := {H ∈ P n,1|H ι F (H)} aSW8o�c
����� Vg:<;]H L > H > 
�H >QL M H�;�PUR I �SVfH _ 1 .  0���!� n ≥ 3
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���� � � �FY 3R9

F
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K�35 )*3R9
r = 1
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KerF = zo
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KF = τ (KerF )
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W

q � � J����f00��� � 6 �B1;)( 0�#�
KF
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� V���� � � E�a =�J
F

H�:<; �G? V<Vg=�E =�JTH I :<;
Pn W =�R @8:<VgJ

KF = {x ∨ y|x,y ∈Pn, x 6= y,x ι F (y)}. aXW�bdc
I � N �B����jp5�����" H = x ∨ y ∈ KF

1(� � �!�@"A�� �896 aXW_oUc x∨ y ι F (x∨ y) ⊂ F (x) ∧ F (y)
Q()*���(�

F
�-��"[& � � � " � � .  $�-�-����) j�A	�!� � �!�@" � , ��J��-���-�

x ι F (y)
j�2;��� 6 &/00� �0��6 � "

x ι F (y)
j�G� 

F
�����

Z 6 ���!�&O;��"���& �-��"�1 .%� �f00���
y ι F (x)

1
x ι F (x)

6 ��)
y ι F (y)

j>�K�D�����
a : V → V ′ ���������-���(�� � �A 4�4 �-�-) 6 ��0�1>)*���

F
� � J�� 6 00"�Q(&3��"

x = [x], y = [y]
�-��"�)*�-�T���-�(�� � � `�9 �-���

L(x, y) = H
Q� $�!� � �-��"

F (H) = (a(L(x, y)))⊥ = L(a(x), a(y))⊥
896� �  �5"�� � �!���-� � "V) 6�� 896

z = [z] ∈ F (H)←→ (ax|z) = 0
6 ��)

(ay|z) = 0.

ZD 0896Z)*��� �_4 ���Z $�Z00��0�� 4 ���(��� 
 � J��!)*���NJ����"00�-��"
(ax|x) = (ay|x) = (ax|y) = (ay|y) = 0.

G� $6(� � �!��"
x ι F (H)

1
y ι F (H)

1 6 ��) N ���-� F (H)
���-� ,(�#�$E � �5"�� � � � A	�5"�� ���  6 & �!�@"�1: 6 896

x ∨ y ι F (H)
1�)Fj 6Fj

H ∈ KF
j
2q � � 4 ��J��-��6(��� � 6 � )*���D5�� �  �)*���

H ∈ P n,1 = Gn+1,2
1 � 00�ej�GD�b�����4"#� � � b j b 1J 6�. �-6 � �

� V N XQPUH > =�X[Y�H�; @ R�R > M :<; L JTHO;VQK������) �-� �����(��& 6 � & � 00���(��� L �;�0� )*�-�� 
"#�����&O*�@"#��& (xi), (yi)
)*�-�

L �;�0� )*���G 
"���� �0� � x
4 J N j

y
1
x,y ∈ P n, x 6= y

1W� � �����G)2�� �896 a 
C
 j � j o j b���c a .(9(� r = 2 c )(���GD�F"#� � &'�-�� 0��"#���
pij =

xi yi

xj yj

.(9(�
i < j aSW�W_c

)*�-���J� 9 8���� � ��896(��� L �;�0� )*�-�� 
"#���Z)*� � 5�� �  0)*���
H = x ∨ y

jVIV�F" �  �896�"#��� N � �  $�-�f00��&3�����(� � )*���
J 6

V n+1 0���6 � � ����)*��� P	 6 & )(� � I�� � � �5" �0� ��� ∧2
V
1C� � 00��6 � � "�J 6 )*�-������& )*� �',(�#�$E � ��"#� � �

P	 6 &
P N (

∧2
V )

)*� � GD��&3������� � �

N = (
n+ 1

2
)− 1.

GD��� L �;�0� )*�-�� 
"#���/)*� � IV� � � �5" ��� ���Z���-��)"00�-���!896NJ����4"#�10[6 � & � 0����(� L �;�0� )*���G 
"����O)(� � �-6(�(���/���5" +� ,(� ��896(����)*��� � 6 ���5"�� ���
P N (

∧2
V )

j G��-�&5 �  C�&[ $�(���#896(�,k  0�(�(�f0 .  $��"��f0 ������"
P n,1

N � � )  $�!�
Y ���-��&3����00� a � 0��Wj � 4�6 ��0 o 1 aXW T�c N ���4"#� �p6 �5"#��� c

P n,1 ⊂ P N (

2∧
V ) aSW4o�c

) 6�� 896 )(��� � V N X[P_H > =�XQYZHO; � HOV L Je:�R ;SH�; a 
C
 j � j o j W8o�c 1�2* 
"�J 
C
 j � j o j � 1;896� �  ��"#� � �-���-� � "�Q P n,1
�!��"A 0�-� �

�����(�  $�f00� 4��  0�-�#896(�/A	�5"�� � &[ $���(�10 .  $��"��f0 ������" �0� �
P N (

∧2
V )

1 )*�-� ) 6�� 896 ����� 2 O*��"���& � 6  �) �  +"#�-�#896(� � 5������-896 6 �Z00���/�-�2)*��� 6 � & � 00���(��� L �5��� )(���� $"���� 4 ����"��-&3&T" N � � ) j G��-��Z 6 ���!�&O;��"���&3� F)*���
Pn � �0�#� ��� ,>� ��)(��� � ���2�� �896 2( 
"&J l J 6 )*���? 0�4"#� � �(�-� � ����)*��� I��-�-���(�� �7.%�0� &3���

b ∈ ∧2
V ′ 1

)*�-� ) 6�� 896
F

4 �!�� 6�. ���-�(��� m� �5" �0�
κ ∈ K∗ �����G)*� 6 "#�10 4 ���@"#��&3&�"'������) QW&3�4"3 $��)(� � ��� q �0� +"#��� B GD���5Z 6 ���!� O*��"���&'� �0� � Pn N � � )*��� 4 � E � �5"#� � ) 6�� 896O)*��� � 6 � ��"#� )*��� ,(�#�$E � ��"#� � ��� P� 6 &3���

P (
∧2

V ′)
4 ����896 � �-� 4 ���FjB���T���������

aij
)*���[6 � & � 0����(��� L �;�0� )*���G 
"���� ��� � F a � )(� � b c QW)( $���0�����"

aij + aji = 0, i, j = 0, . . . , n, aXW���c6 �G) ��� .%� �f0$" B
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∑

i<j

aijp
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b
4 ����896 � �-� 4 ��� N � � )(��� � � ���(���B1()(��� �C� �  0���f00��&'������� �Q6 ��00���O)(� � �&O5&3&3�F" � �!�#896(��� 4 � +�-�-�(�� � ��� 6 ��)<)*� � 6(� � &3�4"#���#896(��� m �0� &3���2�����G) j ZD 0896�GD�b�G�(�4"#� � � � j b 0�����" .(9�� )*�-�/k/����0��

QF)(� �  6 " �0,>� �! � ���I� 6 ���5"#� ��� �
F
��"��F"9�

QF 6= P n Q N � � �(���(����� QF
)(���') 6(� 896

F
4 ���@"#��&3&T"#�

� ? L M > :1P���� P n j]q=���(� K ���-� L � �#, � ��6 �G)
b
4 �-�-���(�� � �-��"�1H��"��-&'&�"�)*�-������GD�b�G�(�4"#� � �2&3��"P)*� �

�;�! 0�#���!�#896(��� 9Z4 � � �����Fj � ������)(���������!A 4 �#896(�(��"�"����A�-��"A���-�(� L �- ����������  $"�� � � )*� �A,G� �- � ���=A 4Z4 ���!) 6 � +0���� 6 ��)=)*� � ����"9� ,�� ��896(����)(��� X 6  0) � � ����� .(9���,����0E � �5"�� � �,5�� � &'��" � �����B1H)*� � ��� 2 �
 $�! �Q4 � � ���-896
)(��� � �����-�����B1A)*��� � � & , �����*��� � )*� � )*�-� � 6  $"�� � �(� � ���-�#896(��� �  $6(�-��� ���-��) j � � � )(������� � L �! 0�#��� +���  $"�� � �7 6 �700��6(����) N � � )*��� N � � �-& � U0896���"���� L  , �4"#���A)*��� N �!896�"#�105�@"#�����V �O;�-�KO +ML ���������#896(���5�� � &3�F" � �-���Z����� .(9 6 � ���Fj
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�1�������
σ � 6�! :�� ')(*!�2 4S6�! � '�
d+�:�� !=%

IV�KJ����!896(�(��"
b
���-�(�

F
4 ����"��-&3&'����)*�

σ + I�� .%�0� &Z1 N ���-896��O�-�7���-�(��& 6 � & � 0����(&3��� L �;��� )*�-�� +"#�����&O*�@"#��& &'��"')(� � IA ����!�
(ai)

�0� �
V n+1 )(���&k  
" � �N�

(aij) ∈ Mn+1(K)
6� 4 ��� & � 00��1 � �

� � 6� 0�4"#��� N � �  $�!� 5��-���!896 6 ��0 .(9(� )(���
J 6 00��6 � � �f00� X 6  0) � � �
QF ⊂ P n �G 0896 aSR j W W_c 1 aSR j b�T�c

a 2 6 &3&3����� � � � ����"#� � ��� c B
x = [x] ∈ QF ←→ b(x, x) = 0←→ σ(xi)aijx

j = 0, (x 6= o); a'bdc
6(�-� � 4 ��J����-896(�����

xi )*�-�T6 � & � 00���(��� L �;�0� )*�-�� 
"#���/)*���
� 6 ���5"#��� x
4 ��J 9 0����!896 )*� � IA 0���-�

(ai)
1

i = 0, . . . , n
j�q � � )*�b�G�(��� � ���

>�V5?XWXY/Z-Y\[]W ^SE �K�T�����-���
V

����� �C� �5" �0�#�  6 & 9�4 � � )(��& 2*896(�-� . � � ��, � �
K

6 �G)
σ
����� A���"#� +A 6 " � & ����, 6(�-��& 6 � �0� �

K
j(�K���(�

σ + IV� .%��� & b : V × V → K
6(��� C0"

σ
�WY�H > I :<JTH�=�X[Y;1 N ���(�O���-�

b(x, y) = σ(b(y, x)), x, y ∈ V , aXWUc
� �'.(9 �-��"�j
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U�� Z�� ^SE V�= =�HO:
Pn = Pn(V )

H�:<;SH � > R	��HQP8Je:kj H 
�H[R I HOJ > :�H NSY H > M H I Z XQY�:�H O P \ > �ZH >
K

E
L S K L ;Z;3@8: Y J HO= P ? ��H M H > �ZR V L > H�; `&YBY :<V M ? ;�@ F : Pn → Pn HO:<;]HO; ` ;#JW: � ` ? JTR I R > �ZY�:i= I ? =
σ
j R8;

K W H�:<;SH F Y H�=�Je: I I HO; M H σ �WYZH > I :<JTH�=�X[Y�H c : O R > I b
NSY H >

V
? ; M H�:<;

xo ∈ V M H >QL > J W
M L =[=

b(xo, xo) = 1 a\oUc
@_:<VgJ h ? I @�HQPUHQY > J Y HO=OX[Y > HO: Y J ��H M H σ �WY�H > I :<JKHO=�XQYZH c : O R > INM :�HO=�H > ` > J	HO:<;]H!�ZR V L8> H `&Y Y :<V M ? ;�@ Fj R ;

Pn E�� Y S M H > P ? HO:<;]H >
σ
�WYZH > I :<JKHO=�XQYZHO; c : O R > I b 6= 0

@UH[Y \ > HO; M H ` ;ZJe: � ` ? JTR I R > ��Y�:i= I ? =
σ

:i=�J	:<; j R V ? Je:kj W M E Y E H�=%@_:<VgJ
σ ◦ σ = idK . a
��c

� He@�H�; R�� S @8:<V^J =S�ZH P :�H�V<V
σ(b(x, x)) = b(x, x), x ∈ V . aQlUc

I � N �B����jV�K� ����� bo � � 00���G)*���-�(� F )*�b������� � ����)*��I�� .%�0� &"j GD 
F
,>� �! � �-��"�1 0�� 4 "����D�����

xo =
[xo] ∈ P n &3��"

xo 6∈ F (xo)
1. $�!� �

λ := bo(xo, x0) 6= 0
j q � � ���F"&J����

b := λ−1b0
Q )( 0�(� 00�-��"

aQoUc j Z� �896n2* $"&J R j T )*�b�G�(��� � " )*�-��IV� .%�0� & b
� 4 ��� .  0���!�

F
Q>���������

σ
)*� � J 6

b
00��6 � � ���G)*� A	�5"#� +A 6 " � & ����, 6(�-��& 6 ��j G� 

F
,G� �- � 1H 0�-� � �&O;&3&'��" � �-�#8962�!��"�1 00�-��" a�� j b ��c .(9�� ���-�

κ ∈ K∗ j 2;��"&J����
N � � x = y = xo

�����B1G� � .%� �f0$" N ��0���� a\oUc B
κ = κb(xo, xo) = σ−1(b(xo, xo)) = 1.

G� $&3��" .%� �f0$" aXW_c 6 �(&3�4"�"���� 4  �  6 � a�� j b ��c j�A�& 0�� ����6 � "W�!�@" aSW_c ���-� 2 , ��J��! $� .  $�-� ��� � a�� j b���c jKGD 06(� ��!�@"A)*�-�D) 6(� 896
b
4 ����"��-&3&T"�� L ����� ���! 
"#� � �'�&O;&3&'��" � �-�#896 6 ��) N ��00��� aQoUc ���-�(� ,>� �! � � A 4�4 ���!) 6 ��0

a G������(��"�� � � � j b c j + 4 c G� b 6= 0
6 ��)/�-�

y
���-�(�� � �!�@"�1 � � �(�(��� N � � J 63E ��)*��& ξ ∈ K ���-�;�  � �

(x, y) ∈ V × V
&3�4"

b(x, y) = ξ
����)*���Fj A 6 � aXWUc .%� �f0$":� 6 � a
��c B

ξ = σ(b(y, x)) = σ(σ(b(x, y))) = σ ◦ σ(ξ).
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F, b, σ, xo

1U)*+6)*� 7.�:9$;�<PW�Y 3R9
b1
+A)*�(+

σ1 �
� ) �! �"$#�K]0.)*+-+ / +A�.�!��'*'*3 F / +,35@MB?"$+A) / 9XK35 �GP)*' 9

b1 = κb
K 12 / +,) κ ∈ K

+A)*�87?O���'4�]"	)43R9XK �IH."80?+A� +A3	+A)*�
y ∈ V

#6)*9
κ = b(y, y) 6= 0

GP) / 9�� b1)43R9
σ1 �

B.+,"$#6) 9$+A35@MB K=12 / +,) σ1 = σκ ◦ σ
GP)*' 9XK

σκ(ξ) = κξκ−1
W.Y 3R9 %(#6G�+AO�+AB?"59

κ = b(y, y) 6= 0
�IH." +A)*�

y ∈ V
+,"5�IH('*' 9XK\35 -)*3R9

b1 = κb
+,)4�.+

σ1 �
B(+,"$#6) 9$+A35@CB(+!� ) �! ]"$#�K(0.)*+�+ / +,�.�L�]'*'43 F 0.+&�\�()*+,"59XW

�LV1Y��BAXYQV1g8^#E �K�������
K

���-� L � �#, � � )*� � ��6� �  �5"�� � �!�@"#� � 2
6 ��)

V = Kn j G� $���O�!��"

b(x, y) := x1y2 + x2y1

������� � O;&3&3�F" � �!��896(�*IV�-���-�(�� �'.%��� & ��� & P	 0��0 W 1 .(9(� )*��� b(x, x) = 0
.(9��  $�-���

x ∈ V
00�-��"�QW�����4 ����"��-&3&T"  $�!� � �0�����(� ,G� �- � �?A 4�4 ���!) 6 ��0=�-� )*� � J 6 00��6 � � �10���� ,(�#�$E � �5"�� � ��� 5�� � &3�F" � �-�_j�A 6 �

)(��& .%� �f00���G)*��� �B��&3&3 ?� � 00� 4 " ���!896 U$6(�����!896 N ��� 4 ���-& I�� N ���-� ��� � 2* $"&J b 1K)( 0�#�[�-& mG $�-�
charK 6= 2

E ��)(�
σ + 6(� � &3��"�����896(�5IV� .%�0� & b 6= 0

���-�(� ,G� �- � �5A 4�4 �-�-) 6 ��0 )*�b�G�(��� � "dj
2

� V � � � � E V�=l=OH�:
K

H�:<; Z XQY�:�H O P \ > �ZH > W charK 6= 2 W ? ; M b 6= 0
HO:<;]H

σ
�WYZH > I :<JTH�=�X[Y�H c : O R > I

NSY H >
V

E K L ;#;&@_: Y JpH�= H�:<;
x ∈ V I :<J

b(x, x) 6= 0
E

I � N �B����jV�K������� b(x, x) = 0
.(9��  $�-�-�

x ∈ V
j GD 

b 6= 0
00�-��"�1��G��)*��� N � � x, y ∈ V

&3��"
b(x, y) 6= 0

Q N � � � � �(�(��� N ��0����/)*� � �B�-�(�� � ��"�U$" �0� � b �-� y b(x, y) = 1
 $�(����6(&3��� jVG� $�(��0�����".(9��CE ��)*���

λ ∈ K B
0 = b(x + yλ, x + yλ) = b(x, yλ) + b(yλ, x) = λ+ σ(λ).

G� $&3��" �-��"
σ(λ) = −λ .(9(�  $�-���

λ ∈ K 1�� , �KJ��-���-�C $�!� �
σ(1) = 1 = −1

j ` �-� �  6 � .%� �f0$" E ��) � 896
charK = 2

j
2

>�V5?XWXY/Z-Y\[]W �FE �K�D�����
b : V × V → K σ + 6�� � &'��"�����896 j�A	�5"�� � )*��& K H O H[P J ? ;ZJTH >�>7L ? I ��� �

b� � � �@"#��65":&[ $�Z)*���3A	�5"#� �#�  6 &

W b := {x ∈ V | b(x, y) = 0
.(9(�  0���-�

y ∈ V }. a T�c
GD� � K H O HQP8J ��� �

b N � � )O)*�����(�-� � "�) 6(� 896

def(b) := dimK W b. aSR_c

 ��"

a
)*�-�P) 6(� 896

b
)*�b������� � "#�

σ + ���-�(�� � � A 4�4 �-�!) 6 ��0 �0� � V
�-�

V ′ 1 6 ��)`00�-�4"
dim V <∞ 1;� � �!��"

)(� � � L ;�@ ��� �
b
) 6(� 896Z)*�-� 5������-896 6 �Z0

rg(b) := dim V − def(b) a��Uc
)(�b���(�-� � "�j<c
d>��� 4  � �!��" M H > K H O H[P J ? ;ZJTH >�>7L ? I j R8;

b
@8V1H�:�X[Y

W b = Kera = KerF
1 N ����� F)(��� ��� �

b
)*�����(�-� � "�� ,>� �! � � A 4�4 �-�-) 6 ��0 4 �KJ����-896��(�F"�1 � 00�ej aSR j �Uc j G� $6(� � 00�-�4" rg(b) = rg(a)

j
2
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GD��� .%� �10�����)(���32* 
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U�� Z�� I E V�= =OH�:
b
H�:<;SH

σ
�WYZH > I :<JTH�=�X[Y�H c : O R > I NSY H > M H I n

� M : I HO;Z=�:�R ; L V1H�; L H[P JTR >�>QL ? I VNSY H > M H I Z XQY�:�H O P \ > �ZH >
K M H >�� Y L >QL P8JKH > :i=�JW:1P

charK 6= 2
E K L ;Z; @8: Y J H�=`H�:<;SH c L =�:i=

(ai)j R ;
V W :<; M H > M :�H � L J > : _ j R ;

b
K : L @UR8; L V @UHO=�J L VgJ Y L J �

b(ai, aj) =




β1 0 · · · · · · · 0
0 · ·
· · ·
· · ·
· βr ·
· 0 ·
· · ·
· · ·
· · ·
0 · · · · · · · · 0




; a���c

Y�:�H > Y H�: @8:<V^J
βh = σ(βh) 6= 0

OdN >
h = 1, . . . , r = rg(b). a b�o�c
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GD��� �  $6(�-���
βh ∈ K

�-� a���c ������)Z�G 
" 9�� �-�-896 ) 6(� 896 b �(�!8965"	���-��)*� 6 "��f0 4 ���@"#��&3&�"�j>� � ���F"�J����
N � � ah

) 6�� 896
âh = ahλh, λh ∈ K∗ 1�� � 4 ����� 4 ��� a���c 1 a'b�o�c 0 9 ��"��f0 6 ��)O��� .%� �f0$"

β̂h := b(âh, âh) = σ(λh)βhλh. a'b_b c
GD����Y �  0��� .%��� &[ $"�� � � a bUbdc �
 0�(� &[ $� 4 ��� 6 "�J����B1 6 & Z ��� &[ $� .%�0� &3��� .(9(� )*�-� ,>� �! � ����A 4�4 �-� +) 6 ��00��� 4 J N j )*�-�

σ + IV� .%�0� &3��� J 6 � � 6G $��"���� j/GD�������?Z �0� &[ $� .%�0� &3���=6 U$��0���� ��� �?)*��� �J�10���� +�#896� . "#���[)*����2*896(�-� . � � �#, � � �
K

6 ��)[)*��� A	�5"�� + A 6 " � & �0�#, 6(�!��& 6 �
σ
 4 j �S6(� L �- ������N� �
 
"�� � �'6� $"&[ $��J 6 � U0896G�@"K)*�-�	�-� �0� � 6 "#� � ���*A	�5"�� + A 6 " � & �0�#, 6(�!��&3��� σ ��� � K J 6 �;�! 0�#���N� J��-� � ���W1 6 ��)[)( 0�(�.(9(�KE ��)*���

σ
���5"9� ,(� ��896�����)*�$Z �0� &[ $� .%�0� &'���/)*� �

σ + 6(� � &3��"����#896(���
I�� .%�0� &3��� b J 634 ����"��-&3&3���Fj

 �/)*��� � U�896���"���� Y ���-�- 4 ��896��(�4"�"���� 4 ��6G $��)*����� N � � )*�-��m U0���-� K = R,C,H

�-& ����� J����-�(���Fj
��
������ � � DF3E35+A)

F
+A)*�.+h>  �'4�]"$+P� /(/ )4'�0?%(�(G:0.+,"`>."$ :QR+AON9$)*S�+A��TE+, P#6+,95"$)*+ Pn, n ≥ 2, charK 6= 2

W
����� ;A+A)*GP+��\��� D 3VG�) / 9 n+ 1

$F%(�.O=9$+
ai ∈ P n, i = 0, . . . , n

K@0.+,"C�:"59XK%0(��353
ai ∈ F (aj)

�IH."
i 6= j

%(�=0
ai 6∈ F (ai)

GP+A' 9$+A� K�G�+A�\�]%;0(�]�(��K 1 +A�(�
F
+A)*�(+ $� P'4�:"$)*9'�:9_)*3R9XW�� / �j���]�8�! ]"$#_%('*)*+,"$+a0.��3��	%(��'�0.+,"

�`%.353$��GP+ ���MW��0@F�l�	)*+ $ %.�(ON9$+
ai

#6) 9
0.+A� )*� � �����.GP+AG�+ / +A�.+A� DF)4G�+A�(35@CB\�:�I9$+A� 35)*�=0 )*� ��'*'*GP+,#6+A)*�(+,"
7��]GP+d�N1 ��B(' 9V# �]�6+A)*� >."$ :QR+AON9$)*S�+A3 �`+A>��M"$+

(ai; e)
#6) 9	0.+A�

ai

��'*3UT`"$%(�=0.>.%(�(ON9$+A� KP35 jB(�]9F0?)*+	���:95"$)g�
S� P�

F
�	)4��GP ��\�]'4G�+A3R9C��' 9��(� �2#6) 9

r = n
W DF)4�07?)*#6>('*+Q�

(ai), i = 0, . . . , n
#6) 9K0?+A��)*�0���U�]�(G�+AGP+ / +,�(+A�D )*G�+A�(35@CB\�:�I9$+A�0B.+A) �P9 +A)*���F+-,g� �
	 ) ��� , ��
 0?+,"�$� P'4�]"$) 9'�]9

F
W

��
�������� � DF3E35+A)�#6)*9�0.+,��
� ]"C��%.3535+,9$;A%(�.GP+A��1U)*+h)*�`
 / %.�(G �
F
+A)*�`$� P'4�]"$) 9'�]9XK %.�10

ai ∈ P n, i =
0, . . . , n,

+,)4�.+ J( P'*GP+US� ��G$F%(�(ON9$+A�&)*� ��'*'*GP+A#6+A)*�.+,"	7���G�+PW?����� / +M12+A)*35+PK40.��353�0.)*+2�! �'*GP+A�=0.+A�T� %(353$��G�+A��d+N%()*S���'*+A�N9U35)*�10(�
� �

(ai)
)*3R9 +A)*�,$� P'4�:"$35)4#6>.'*+Q�

;

/ � F (ai) =
∨

j 6=i

aj ;

@F�
ai =

∧

j 6=i

F (aj).
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M H � ;Z:�H > JKH�; ` ;#JW: � ` ? JTR I R > �ZY�:i= I HO; E
I � N �B����jA�K�A����� σ ����� 4 �����-� 4 �f00� � A	�5"�� + A 6 " � & �0�#, 6(�!��& 6 � ��� �

H
jHG� $�(�O�!�@"

τ ◦ σ ���-�?A 6 " � +& ����, 6��-��& 6 ��1�)(� � �G 0896 IV���!� , ����� 
M
 j � j � j l ����� �-�(�(� � � � A 6 " � & ����, 6(�-��& 6 � �0� �
H
�������[& 6 ����j0���

0�� 4 "� $�!� � ���-�
q ∈ H∗, |q| = 1,

)*� �  � "�1�)( 0�#�
τ ◦ σ = σq

�-��"�j ` �-� �  6 � .%� �f0$"
σ = τ ◦ σq

jZq=���-�
σ
�-� �0� � 6 "#� � �!�@"�1(� � 6� 0�4"#��� N � �l.(9(�  $�-��� λ ∈ H

q−1q̄λ = λq−1q̄.

G� $6�� � & 6 �#�
q−1q̄

���
R
1H)*��& � ���5" �76 & ��� �

H
1��-����00���Fj A 6 � |q| = 1

.%� �100" |q−1q̄| = 1
1H 0�-� �

q−1q̄ = ±1
1 � )*� �

q̄ = ±q j 
 �@" q̄ = q
1H� � �-��"

q = ±1 ∈ R
6 ��)

σq = idH

1� $�!� �
σ = τ

j A 6 �
q̄ = −q .%� �f0$"

q ∈ R⊥ = LR(i, j, k)
1 6 ��)

σ(λ) = −qλ̄q j G 6�� 896 )*� � � �5"��$P:��896(� 6 ��0 4 ����"�U
"#�100"
&[ 0�O�-���!8965"�1()( ���� E ��)*� � )(������� � A	�5"�� + A 6 " � & �0�#, 6(�!��&3���Z�-� �0� � 6 "#� � �!�@"dj 2GD�-�$J 6

τ + 6(� � &3�4"#���#896(���[IV� .%��� &3��� 0���6 � � ����)*��� ,>� �! � ���[A 4�4 ���!) 6 ��0���� N 6(� )*��� 4 � � ����"#�:�-�
2( 
"&J R �;�- ������N� J��-� � "�j1m 9(� � , U
"�� � ��A	� N ����) 6 ��00���O�#896 � ��� 4 ��� N � � � � 896 )*�-� )*��& Y � U80�6(����"#�#�� $"&J
���5"#� ,(� ��896(���G)*� 5�����"# 0�4"D���-�(� � � � �-896(���/) 6(� 896 
 ��)*�b�

l
6 ��)�P	 $��0

r
896G �  �5"�� � �!���-� � "����=IV� .%�0� &9Z4 � � �����(��&

n + )*�-&3������� � �� 0����� �C� �5" �0�#�  6 & V n �-� ���-�(� � Z ��� &[ $� .%�0� &3��� 4  ����!� (ai), i = 1, . . . n, 6�. B
b(x, y) = −

l∑

a=1

x̄aya +

r∑

c=l+1

x̄cyc, 0 ≤ l ≤ r; a'b���c
6���� �74 ���>���-��)

xi, yi, i = 1, . . . , n,
)*�-� �C� ��" �0� � �;�0� )*�-�� 
"#��� �0� �

x, y
��� )(� � Z �0� &3 0� .%��� &3��� 4  0���-��j

q � � N ����)(��� 6 ���:� 6 �/)*���
τq +
6�� � &'��"�����896���� I�� .%�0� &3���?J 6"6 ��) 4 ��&3� � �0���=J 6 � � ��"

� V � � � ^��FE V�= =OH�:
τq

M ? > XQY a b R8c M H � ;Z:�H > J E K L ;Z;3@8:<VgJ � Vl:<;SH c : O R > I b : V × V → H
:i=�J

τq
�WY�H > I :<JKHO=�XQY @UH�; L ? M L ;Z; W Q H�;Z; b̂ = qb

=�XQY�:�H O YZH > I :<JKHO=�XQYn: I Z :<;#;SH�j R8; a b�TUc :i=�J E
2

GD��� IV� N ���!�:� � 6 U$��"�&[ $�<) 6(� 896 )*� � � �5"#��� ZD 0896 � ��896��(���Fj#q<��00��� τq = τq̄ = τ−q
.%� �f0$" 6 �(&3�4" +"#��� 4  �

E�[hgGFhV5HJIXW=Fi^]^#E�a =�J
b

HO:<;]H
τq
�WY�H > I :<JTH�=�X[Y�H c : O R > I NSY H >

V W =�R :i=[J
b̃ := ± i qb

H�:<;SH
τi
�

YZH > I :<JTH�=�X[Y�H c : O R > I NSY H >
V

E
2
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q � �&4 �F" �  �8965"���� J 6 � � ��" )*�-�
τi +
6(� � &3�4"#���#896(��� I�� .%�0� &3��� 6 ��) .(9 6 � ��� � , U
"�� � )(���  0���f00� +&3���-�(��� m� 0���P)( �  6�. J 6(�79 8��Sj!G 6�� 896 �������2���-� .  �896(��P:��896(� 6 ��0 J����f0$" &[ $� B M :�H � H�;�@�H M H >

� : _ HOVfH I HO;#J j R ;
τi

:i=�J M H > j R8; 1, j, k
L ?hO @UHO=S� L ;Z;ZJTH > H[HOV<V1H � ;#JKH >�>7L ? I j R ;

H
�

{β ∈ H| τi(β) = β} = LR(1, j, k). a'b���c
�K�[�����:� 6 �

b
���-�(�

τi +
6(� � &3��"�����896(�[IV� .%�0� & 6 ��)

(aj), j = 1, . . . , n,
���-�(�[IV ����!��1.�-� )*� � )(���

k  $" � ��� �0� �
b
)*��� 5����@"9 $��" a��Uc 6G 
"�jNGD�-�$Y �  $��� .%�0� &[ 
"#� � � a bUbdc �!�@"	�-�/)*��������& m� 0���

β̂ = − i λ̄ iβλ. aSW8o�c
q U06(����� N � � J 6 � � �@" λ = |β|−1/2 1 N  0� N ��00��� β 6= 0

& � 00�-�-896 �-��"�1�� � .%� �f0$" |β̂| = 1
j�q � �

� � �(�(���  $�!� � �#896 � � |β| = 1
���0�  6 �#����"&J���� 6 ��) 4 �F" �  �896�"#���/� 6(� � � 896
Y �  $��� .%�0� &[ 
"#� � �(���O&3�4"

|λ|2 = λλ̄ = 1
1B $�!� �

λ̄ = λ−1 j q<��00��� a'b��Uc �-����0$"T)( ��D�K����&'���5" iβ
 6�. )*� � �K���(6�����"#�#� , 6VU � �

��� �
R⊥ j ZD 0896 � 4�6 ��0 
C
 j � j � j l � � �(�(��� N � ��E ��)*��� �J�-��&3���5" )*� � � , ��J��-���-����� �0� "�6 � 0 � �� $�-���

5 �Q6(,(, �
SO(R⊥)

 0�-�V���-�(��� �-�(�(� � ���?A 6 " � & ����, 6(�-��& 6 �
σλ
1 |λ| = 1

1()( � �@"#���-�����Fj I�� �
 $�(�5"��-�!896
N � � �5" SO(R⊥) ≈ SO(3)

" �  0������"�� �  6�. )*� � �J�-�(6(���4"9��� , 6 U � � Q N � � ����)(���2 0�-� � ���-� λ � � 1G)( ����

λ̄ iβλ = i
1� 0�-� �

β̂ = 1
0�����"�jhm 9 6 � ��� N � � )(�������$Y �  0��� .%�0� &3 $"�� � �(��� .(9(�  $�-���5GD�- _0 � �� $�-���-��&3���5"#�

βh
��� a���c  6 ��1(� � � � 0�� 4 ":���!896O 6 ��2* 
"�J o 6 ��)Im � �10�� �Q6 ��0 b_b

U�� Z�� ^ � E V	= =OH�:
V

HO:<;
n
� M : I H�;�=�:�R ; L V1H > L H[P8JKR >�>7L ? I NSY H > M H I Z X[Y�:�H O P \ > �ZH >

H M H >
� ? L JTH > ;Z:�R ;]HO; ? ; M τq M H > M ? > XQY a b�R_c M H � ;Z:�H > JTH ` ;ZJe: � ` ? JTR I R > ��Y�:i= I ? = E.a =�J

b
H�:<;SH

τq
�

YZH > I :<JKHO=�XQYZH c : O R > I W =�R H _ :i=�Je:�H > J H�:<;SH c L =�:i=
(aν), ν = 1, . . . , n,

j R ;
V M H >7L > J W M L =[= bM :�H O R8V @�HO; M H � R > I L V O R > I Y L J �

b(x, y) =

r∑

a=1

τq(x
a)q̄ i y

a = −q
r∑

a=1

x̄a
i y

a. aSW�b c
� :�H > Y H�:�:i=[J

r M H > � L ;�@�j R ; b W xν ? ; M yν =�:<; M`M :�H @ R�R > M :<; L JTHO;fj R8; x
Y P�Q E y

Y H P N @8V^:�XQY M H >
c L =�:i=

(aν)
E

I � N �B����j�m 9�� q = i
� � 6� $��"���� N � � �� �896 )*��& �_4 ��� IV� N ���������(��& ���-�(� IA ����!�J&3��"

βh = q̄ i = 1.(9(�
a = 1, . . . , r

1A $�!� � aSW�bdc j 
 ��" b ���-�(� τq + 6(� � &3��"����#896(�'m �0� &O1�� � �!��" �� 0896 m � �f00� �Q6 ��0 bUb
b = −q i b̃

1 N �U4 ��� b̃ �����(� τi + 6(� � &3�4"#���#896(��m �0� & �!�@"dj I � �-��00��� N � � )*�-�����3 6�. Z �0� &[ $� .%�0� &O1H� �
� � 6� 0�4"#��� N � � N �-��)(� � aXW�bdc 4 ��� 4 ���-��� 4 �f00��& q ∈ H∗ j

2

E�[hgGFhV5HJI�W�Fi^;I E � :<J M H�; c H P H�:�X[Y�; ? ;�@UH�; j R ; Z L J P�� � @_:<VgJ ��a =�J
b̂

H�:<;SH�=�XQY�:�H O YZH > I :<JKHO=�XQYZH
c : O R > I j R I � L ;�@

r
NSY H >

V W =�R @_: Y JpH�= H�:<;SH c L =�:i=
(aν)

j R ;
V W :<; M H > b̂ M :�H � R > I L V O R > I

b̂(x, y) =

r∑

a=1

x̄a
i y

a aSW�WUc
Y HO=[:<J P J E 2

GD� � IV� N ���-� .%� �f0$"� 6 � aXW�bdc 6 ��) �B��&'&[ bdo jFq � � 4 ��&3� � �����B1.)( 0�#� aXW�bdc 6 ��) aXW W_c Z �0� +&[ $� .%�0� &3���(&3����00��� .(9�� )*�-�
τq +
6(� � &3�4"#���#896(��� 4 J N j>�#896(�-� . 6(� � &3��"����#896(��� IV� .%�0� &3���300��00��� 9Z4 � �

)*� � q � � � 6 ��0 a 
 j l j � j ��b c )*� � � 6  $"�� � �(� � �(�!�#896(���7���-�(�� � ��� 5 �76(,�, � �����G) QJ)*�-�
Z �0� &[ $� .%�0� &3���
�����G) ,  0 � N ���!���[�(�-8965"�U�� 6 � �  0������"dj/GD���(�7)*� � P	 $�Z0 �0� �

b
�-��" � d>�������-8965"��-�!896 ��� �  � �- 0�5"�1 6 ��)
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τq +
6(� � &3�4"#���#896 4 J N j ��896���� . 6(� � &3�4"#���#896 J 6 �����-� 4 �-��� 4 "L� 4 ��� .  $�-�-� 4 ���V���-�(�� +� ���]Y �  0��� .%��� &[ $"�� � �(���2�-� �  � �! $�5"�j A 6 � 6 ����� � ���<� � 00� 4 �(�-�#�����=� � 6� $��"���� N � �G6 �(&3��"�"���� 4  � )*�-�

L �! 0�#����� �
 $"�� � �Z)*� �:,>� �! � ���?A 4 �-�-) 6 ��00��� B
U�� Z � ^5Q E V�= =�HO:

F
H�:<;SH �ZR V L8> H `&YBY :<V M ? ;�@ :<; M H > n � M : I H�;�=�:�R8; L VfHO;=� > R ��H[P Je:kj H�; 
�HQR I H�J > :�H

Pn NSY H > M H I Z X[Y�:�H O P \ > ��H >
H M H > � ? L JTH > ;#:�R ;]HO; W n ≥ 2

E K L ;Z;�:i=�J
F
� > R ��H[P8JW:kj e�� ? :kj L V1H�;ZJ

P ? HO:<;]H > M H > `&Y Y :<V M ? ;�@�HO; Fr,l
; L X[Y Z L J P�� W R M H > F :i=�J�� > R ��H[P8JW:kj e�� ? :kj L V1H�;ZJ P ? HO:<;]H > M H >

`&Y Y :<V M ? ;�@UH�; Jr
I :<J M H > � R > I L V O R > I

Jr : ya = x̄a
i
OdN >

a = 0, . . . , r − 1, yc = 0
OdN >

c = r, . . . , n; 0 < r ≤ n. aXW%oUc
a ; Y HO: M HO; � e V<V1H�; :i=�J

r M H > � L ;�@ j R8;
F

? ; M M H > P ? @�HQY \ > :^@�H ` ;#JW: � ` ? JTR I R > �ZY�:i= I ? = M :�H
@ R8; � ? @ L Je:�R ;

τ
:<;

H
E ` V<V1H M :�H�=�H � R > I L V O R > I H�;3=�:<; M � L_L > Q H�:i=�H ;#:�XQY�J � > R	��HQP8Je:kj e�� ? :kj L V1H�;ZJ E

I � N �B����j7Z� �896 2* 
"�J R j T � � �(�(��� N � � F ) 6(� 8963���-�(�
σ + IV� .%��� & aSR j W_oUc 4 ���#896 � ��� 4 ��� j A 6 ��2* $"&J

b .%� �f0$"�1C)( 0�#�
σ
���-� �-� �0� � 6 "#� � � � A��5"�� + A 6 " � & ����, 6(�-��& 6 � ��� �

H
�-��"�j Z� �896 �W��&3&[ � & 6 �#�

σ = τ
)*��� L � � E 6 0� $"�� � � � )*� � σ = τq

) 6(� 896 a'b�R_c )*�b������� � "������-�Fj A 6 ��m � �10�� �Q6 ��0 b_b � � 00� 4 "���!896B1J)( 0�#�')*���Z&3��"
q i

& 6 �4"#� , ���DJ��-� � "��[IV� .%��� &Z1C)*�-�O)(��������� 4 � L ����� ��� ,G� ��)*���NJ 4 ���#896 � ��� 4 "�1
τi +6�� � &'��"�����896 �!�@"�1 N  0� N � �  $�!� � ��"���"#� ���0�  6 �#���F"&J���� � � ���(���Fj A 6 � 2( 
"&J b�W � � 6� $��"���� N � � )*�-�.%� �10�����)(�$Z �0� &[ $� .%�0� &3���(&[ $�Z00� .(9�� )*�-� ,>� �! � ��� A 4Z4 ���!) 6 �Z00���Z&3��"

σ = τi
B

ya = τi(x
a) = − i x̄a i

.(9(�
a = 0, . . . , r − 1, yc = 0

.(9(�
c = r, . . . , n; 0 < r ≤ n. aXW���c

GD� � � 4 � � 05 $��0
J 6
b̂ = i b

�G 0896 �B��&3&3 b�o .(9 6 � "3 6�. )*�-� �#896(�-� . 6(� � &3��"����#896(�?Z �0� &[ $� .%�0� &
aSW�WUc 6 �G) )( 0&'��"[ 6�. aSW4o�c j�A	�-���Z)*�-�?Z �0� &3 0� .%��� &3��� a bHl_c a &3�4" a b�W_c7c 6 ��) aXW%oUc`a � )*� � ��"# 
"�")(���#����� aSW ��c7c ���-��) ,  0 � N ���!���L�(�!896�" ,(�#�$E � �5"�� � U�� 6 � �  0�����5" B Z� �896 2* $"&J R 6 ��) N ��00���<)*� �6
 � +�  � �! $�NJ3)*���5P	 $��0���� 00��� 9 0$" ��� )� .(9(� J 6 J����f00���W1�)� 0�#�P�(���3�����(�

τi +
6 ��)=�����(�

τ + 6(� � &3�4"#���#896(�IV� .%�0� &
b 6= 0

) 6�� 896 k 6 ��"�� , �-� �
 
"#� � � &3��" ���-�(��&
h ∈ H∗ �-�(���-�� 0��)*� �/9�4 � � 00��6(��� � � �(�(���Fj

A���00��� � &3&3���W1
b1 = hb

�����B�����(�
τi +
IV� .%�0� &&jVGD 

b
�������

τ + IV� .%�0� & �!�@"�1��!�@"
b1
�����(��I�� .%�0� & &3��"

)(��& A���"#� + A 6 " � & ����, 6��-��& 6 �
ξ 7→ hξ̄h−1 j 2 � ���C)*�-����� � 00�-���!896

τi
�����-�B1H� � & 6 ��� 4 �!�P 6�. ���������6 � N �������5"#���!896(��� � �����-�-���Im� �5" �0� h = i

00���4"#���FjNG� $�(� .%� �100"� 4 � �

b1(y, x) = i b(y, x) = i b(x, y) = i i b(x, y) i,

 0�-� �
b1(y, x) = −τi(b1(x, y))

1 6 ��)Z)( ��A�-��"
τi +
6�� � &'��"�����896 � 6(� )( 0�(�B1 N ���(� b = b1 = 0

00�-�4"dj
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B Ā
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xα := (xl
α) ∈ Rn
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(yα) = (Aαβ)(xβ), xβ ∈ R
n, Aαβ ∈Mn(R).
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�K�L�����J� 6 �
V n+1 ����� � ��8965"�� � �C� �5" �����  6 & 9�4 � �

L
6 ��)

(ai)
������� 4 �����-� 4 �10�� IA 0���-� ��� �

V
j

G� $�(�/)*�����(�-� � "
J(

n∑

i=0

aix
i) :=

n∑

i=0

aiσ(xi) a�����c
�����(�

σ + �-������ � � 
 � �0� � 6 "�� � � �0� � V
1 6 ��) )*�-����� 4 ����"��-&3&T"A���-�(��00�-���!896 4 �KJ����-896��(�F"#� L � ���-�-�(�� $"�� � �

J ∈ Aut(P n(V ))
jFq � � �(�����(���

J
���-�(�

σ
� @ R ; � ? @ L Je:�R ;G1 N ���(� J 4 ����00�����f00�(��"�� � qY $6(��)*� �

IA 0���!�A���/)*� � 5�����"# $��" a
� �Uc )( � 0�����"�������" N � � )*��� �
 0�(�Fj�q=���(� �;�! � �!�@"�1 6 & N ���-896(���?A 6 " � & �0� +, 6��-��& 6 �.���.���!896L6� 0��)*���4"�1 � ,(� �-8965" &[ $������� .  0896 ��� �')*� � L � � E 6 05 
"#� � � J j � N ���;�J����&3���5"�� A,B
a � 6 ���5"���1 �C� �5" ��� ���B1�A	�5"�� ��� U 6 &'��1#j�j�j c 6����DC0��� P ? HO:<; L ; M H > PUR ;�� ? @8:�H > J\1 N ����� J(A) = B

�-��"�j
2

U�� Z�� � E � ;#JKH > M H > L R >7L ? =[=OH�J P ? ;�@5I c @_:<VgJ ��� H M H σ � @ R8; � ? @ L Je:�R ;
J
Y HO=[Je: I I J M ? > X[Y

P n
K := {x ∈ P n(V )|J(x) = x} aQl_oUc

H�:<;SH
K
� Z J > ? P8J ? > :<;

P n
L := P n(V ) W ? ; M OdN > ��H M H K � Z J > ? P8J ? > P n

K ⊂ P n
L

@8: Y J H�=�@�HO; L ? H�:<;SH
σ
� @ R ;�� ? @ L JW:�R8;

J W OdN > M :�H a l8oUc H > OdN V<VgJ	:i=�J E
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�
L
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�
 �;� �����T
�
 bUb_b
I � N �B����jA�K� ����� (as)

��������IA 0���-� �0� �
V
1��-��)*� � a����Uc 00�-�4"dj�G� $�(�T�-�-��0$" � d���� 4  � )*�-��) 6(� 896T)*�-�����IA ����!� 4 ����"��-&'&�"��

K + 2;" �Q6 �5" 6(� a��Zb c ��� )*� � m.�N� ,Z6 ���5"�&3���Z00� �0� � J j 
 �@" 6 &/00� ����6 � "
J(x) = x

1
� � 00�-�4" .(9(� )(��� �C� �5" ���

(xs) ∈ Ln+1 )*� � 6 � & � 0����(��� L �;��� )*�-�� $"���� �0� � x
4 �KJ 9 00�-�-8963)*� � IV ����!�

as
B �K� 00� 4 " ���-� q ∈ L∗ &3�4" σ(xs) = xsq

j ` ��� �  6 � .%� �100"
σ2(xs) = xs = σ(xs)σ(q) = xsqσ(q)

j
G� N ���(�f0���"������A���-� xs 6= 0

�-��"�1�� � 00� 4 "	���!896
qσ(q) = 1, a l�b c

6 ��) E ��)*� L �;�0� )*���G 
"�� xs 6= 0
��� �

x
� �'.(9 �-��"�)*��� 5��-���!896 6 ��0

(xs)−1σ(xs) = q
j�q � �p4 � N ���-�����

� V � � � ^��FE V�=`=OH�: a l�bdc OdN > H�:<;
q ∈ L

H > OdN V<V^J E K L ;Z; @_:<VgJ ? ;#JKH > M H > L R >7L ? =[=�HOJ P ? ;�@=I c �� L J M :�H 
lV1H�:�XQY ? ;�@
ξ−1σ(ξ) = q a l�WUc

H�:<;SH�� \ = ? ;�@
ξ0 ∈ L W

=�R`H > Y e VgJ I L ; M ? > X[Y ξ = κξ0
W κ ∈ K∗ W L V<V1H :1Y > H�� \ = ? ;�@UH�; E

I � N �B����j7A 6 � σ(κ) = κ
.%� �100"�� �_.%�0� "�1B)( ����

ξ = κξ0
���-�(� � � � 6 ��0Z�-��"�j �K�T�����K� 6 �

ξ ∈ L∗

� � 00���G)*���-�(� � � � 6 �Z0 ��� � aQl W_c jNG� $���&0�����" N ��00��� σ(ξ−1
0 )ξo = σ(q)

σ(ξξ−1
0 ) = σ(ξ)σ(ξ0)

−1 = ξqσ(q)ξ−1
0 = ξξ−1

0 .

m � �f00�-�-896O�!�@"
κ := ξξ−1

0 ∈ K∗ 1� $�!� � ξ = κξ0
j
2G� [� 6 � )*�-� ��� �
Z 6 ��� � � � �#896(����)*������� L �;��� )*�-�� $"����Z)*�-� 5��-���!896 6 ��0 aQl W_c � �'.(9 �-�-���B1�� � ���(���N � � xs = κsξ0

&3��"
κs ∈ K

1
s = 0, . . . , n

1
ξ0 ∈ L∗ 1���896 � ��� 4 ��� Q .(9(� xs = 0

���F"�J���� N � �
κs = 0

j Z� �896 � 4�6 ��0 b�o 6(��� C0" )( 0�3 4 � � 0�� �  0)*�
x ∈ P n

K

j 
 ��" � 6 � 6 & 0�� ����6 � "'�������
K +2;" �Q6 �5" 6(� 00��0�� 4 ���B1G� � � � 6� 0�4"#��� N � � ���-�(� σ +ML � � E 6 05 
"�� � � J &'��"D)*� � �J�f00������896G . " aQl_oUc 1 N ���(�N � � J ) 6(� 896 a
� �Uc �-� 4 ��J 6 0  6�. ���-�(�

K + IA ����!� (as)
)*�����(�-� � ���FjG�K������� � 6 �

J1
� 4 ��� .  $�-�-�����-�(�

σ +ML � � E 6 05 
"#� � � &'��" )*� � m.��� ,�6 ���5"�&3����0��
P n

K

j GD 0�(� 00�-��"
J1|P n

K = J |P n
K = idP n

K

1 6 ��)
N ��0���� J1(as) = J(as) = as

�!�@"
J1 = J

j
2G� 0�A� � 0�� 4 �(�!�:)*� �p.%� �f00����)*��� � 4Z6 ��0 N � � ) N ���4"#� �p6 �5"#��� 4 ��� � "#�100"�j

��
���� ���_� � �`�N9$+,"80.+M" 
� ]"C��%(3535+M9$;A%(�.G��C� / +,1 +A)*35+6# ���������	D 3�G�) / 9h+A)*� q ∈ L∗
#6) 9

σ(q) = −q
W

� / �EYZ3R9 q0 ∈ L∗
+A)*�8�I+A3R9hGP+,1 ��B(' 9$+A3&DF'4+,#6+A�N9j#6)*9

σ(q0) = −q0
K�35 �)*3R9 Q + 0.+,3

x ∈ L
+A)*�=0.+A%?9$)4G )*�

0.+,"	TE+A3R9C��' 9
x = α + q0β

#6) 9
α, β ∈ K

0.�]"$3R9$+A'*' / �:"XK %(�=0�+A3 GP)*' 9 dimK L = 2
W � @F� �E)4+�� /(/ )*'�0.%.�(G

α ∈ K 7→ τ (α) := q0αq
−1
0 ∈ L

)43R92+A)*�'� %.9$ P#6 ]"$>(B.)435#&%(3FS� ��
K
�
τ
)*3R9V)*�=S� P'*%?9$)4S_GP+A�(��%R0(�]�(��KN1 +A�(�

q20
)*# � +A�N95"$%.#

Z(K)
S� ��

K
'*)*+AG�9XW���0;������� ;,+A)*GP+ ��� +,)4�.+A# � +A)*35>()*+A'LK�0.��353h+A3jO�+A)*�

q ∈ L∗
;A%

GP+ / +A� / "C�]%(@CBN9XK(12+,'4@CB(+,3	GP'*+A)*@CB(;A+A) 9$)*G σ(q) = −q
%.�10

σ(q) = q−1
+M"5�!H('*' 9XWZ�E)*�N12+A)*3AW ���]� / +M95"C��@CB=9$+0.)*+�^E ���QR%.G��:9$)4 ��0)*�

Q[
√
−3]

W

�����������
K � - <�/ 2 2 ' # �=/�(;')+�% f�! : ��:;+ ��!���(;'$b�!�%

L � �0%�(*! :S: �Vg
� !

q � � N � �-����� 6 ���A� 6 �Z)*� �V,����0E � �5"�� � ���
K + 5�� � &3�F" � �-�D)*� � L + A��5"�� �#� U 6 &3� ��� � P n

L

J 6 N ����)*���FjA 6 � GD�b�����4"#� � � b .%� �100":�����-8965" B
� V � � � ^]^#E � :<J M H�; L R >7L ? =[=�H�J P ? ;�@�H�; ? ; M c H P H�:�X[Y�; ? ;�@UH�;�j R8;DK H � ;Z:<Je:�R ; � @_:<VgJ �Sa =�J A ⊂
P n

L

HO:<;[� > R	��HQP8JW:kj H >
L
� � ;ZJTH >�>7L ? I W =�R3:i=�J

A ∩ P n
K

H�:<; � > R ��H[P Je:kj H >
K
� � ;#JKH >�>7L ? I W ? ; M H�=

@_:<VgJ
DimK A ∩ P n

K ≤ DimL A; aQl%oUc
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M L = 
lV1HO:�X[Y_YZHO:<JW= P HO:�X[Y�H�;D@8:<V^J�:<; aQl4o�c @�HO; L ? M L ;Z; W Q HO;#;
(A ∩ P n

K)L = A a l ��c
H > OdN V<VgJ	:i=[J E

2

U�� Z�� ^ � E � ;ZJTH > M H > L R >7L ? =[=�H�J P ? ;�@�I c Y HOJ >7L X[Y�JTH�; Q : > M :�H�� > R	��HQP8Je:kj H V > Q HO:<JTH > ? ;�@ P n
K ⊂

P n
L
W Q R Y H�: P n

K

; L X[Y aQl_oUc M ? > XQY M :�H σ � @ R8; � ? @ L Je:�R ;
J M H � ;Z:�H > J =�HO: E K L ;Z; @_:<VgJ aQl���c OdN >H�:<;SH�;*� > R ��H[P Je:kj HO;

L
� � ;ZJTH >�>7L ? I A ⊂ P n

L

@�HO; L ? M L ;Z; W Q HO;#; J(A) = A
:i=�J E

I � N �B����j I���J��-��6(��� N � � A ∩ P n
K

 6�. �����(�
K + IV ����!� (ai)

1
i = 0, . . . , l = DimK A ∩ P n

K

1
� � .%� �100"P 6 � a l ��c � �8.%��� " l = DimL A

1B 0�-� � )*�-� 5������-896�6(����"��-� a l4o�c 1 6 ��) J(A) = A
j��K�P�����

� 6 � 6 & 0�� ����6 � "
J(A) = A

� �7.(9 �-�4"dj#q � � ����)*��� N �-��)*� � ���-�(� K + IV ����!� (ai)
1
i = 0, . . . , l

1 .(9(�
A ∩ P n

K

jNA	��0���� � &'&3���B1(���l0�����"
k := DimL A > l

jNG� $���O�!��"
B := (A ∩ P n

K)L ⊂ A, l = DimLB < k,

6 �G) ���l00� 4 ":���-�(����� 6 ���5"
b ∈ A \B

j m � �10����!896 �!�@"	 6 896
J(b) ∈ J(A \B) = A \B

Q(� , �KJ��������
0�����"

b 6= J(b)
jZq � � N U$6(�-���O���-�(��� �C� �5" �0� b

&3��"
b = [b]

j]c
d���� 4  � �!��"
J(b + J(b)) = b + J(b), J(b− J(b)) = −(b− J(b)), a l%lUc

6 �G)O)� $6(� � 00����"����
a := [b + J(b)] ∈ A ∩ P n

K , a′ := [b− J(b)] ∈ A ∩ P n
K .

G� 
(ai)

���-�(�
K + IA 0���-� .(9(� )*��������� K + A��5"�� �#�  6 & �!�@"�1 .%� �f0$"	 6 � � 4�6 ��0 bJo

a := b + J(b) =

l∑

0

aiγ
i, a′ := b− J(b) =

l∑

0

aiγ
′iq, a l T�c

γi, γ′i ∈ K 6 ��)
q ∈ L∗ &3��"

σ(q) = −q. aQl�R8c
` ��� �  6 �A� � 6� $��"���� N � � � �8.%�0� "

2b =

l∑

0

ai(γ
i + γ′iq), a l��Uc

6 �G) N ����� charL 6= 2
�!�@"�1 .%� �100"

2b 6= o
6 ��)

b = [b] ∈ B
�-& q �-)(� � � ,(�Q6 896 J 6�� qY $6(� �0� �

b
j

G� $6(� � 00�-�4"
l = k

1 6 ��)Z 6 � �B��&3&[ b_b .%� �f0$" a l ��c j 2A 6 � 2( 
"&J b�W .%� �f0$"P� 6 � �����-8965" )*�-� L �! 0�#���N� �
 
"#� � � )*� � L + A	�5"#� �#� U 6 &3� ���=)*� ��,(�#�$E � �5"#� � ���
K + 5�� � &3�F" � �-� ��� � P n

L
B

U�� Z�� ^*IFE � ;ZJTH > M H�; L R >7L ? =Q=�H�J P ? ;�@UH�;Ij R8; Z L J P b�W @_:<VgJ �=Z :<; M A,A1 ⊂ P n
L

� > R ��H[P Je:kj H � ;	�
JTH >�> e ? I H W =�R @_: Y JlHO=%@UH�; L ? M L ;#; H�:<;SH � > R ��H[P8JW:kjd:<J e J

f ∈ P̃Ln,K
I :<J

f(A) = A1
W Q H�;Z;

DimL A = DimL A1
? ; M DimK A ∩ P n

K = DimK A1 ∩ P n
K a l���c

@�HOV^JKH�; E
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 bUbJo
I � N �B����jlq=��00��� f(P n

K) = P n
K

�!�@"�)*�-�$Z � " N ����)*�f0 ������":)(� � IV��)*�-��0 6 ��0 aQl��Uc �;�- � j m 9(� )(���IV� N ���-�	)(� � A�& ����6 �Q6 ��0 ,  �������� N � � ���-�(� K + IA 0���-�:)(��& P� 6 &
A
 $�Fj �S6 � U�896��@" N U$6(�-��� N � �

�������=IA 0���-�
a0, . . . , ad ∈ W

)(����P	 6 &[�
A ∩ P n

K

Q.6(��� � 4 �KJ����!896(�(��"
W = W n+1 )(��� J 6(�

K + 2;" �Q6 �5" 6(� P n
K

0���6 � � ����)*���
K + �C� �5" �����  6 &&jHZ 6 �Z�-��"

A ∩ P n
K = J(A) ∩ P n

K = (A ∧ J(A)) ∩ P n
K ,6 ��)O��� .%� �100"A�G 089632* 
"�J b�W

d = DimK A ∩ P n
K = DimL A ∧ J(A); a T_o�c

)(���(�
A∧J(A)

�!��"
J + �-� �  � �- 0��"dj$�K�A����� k = DimL A

Q N � � � � 0 U0�NJ���� )*�-� IA 0���-� a0, . . . , ad
��� �

A∧ J(A)
) 6(� 896 )*��� �C� �5" �0� ���

bd+1, . . . , bk ∈ V n+1 1 P n
L = P n(V )

1 J 6 �����(� � IA ����!� ��� �
A
j

G� $���O�!��"
J(A) = [ao] ∨ . . . ∨ [ad] ∨ [J(bd+1)] ∨ . . . ∨ [J(bk)],6 ��)

A ∨ J(A) N � � ) ��� � )*���
2k − d + 1

�C� ��" �0� ���
(aα)

1
α = 0, . . . , d

1
(bν)

1
(J(bν))

1
ν = d+ 1, . . . , k

1� 6�. 0���� ,  $����"djHZ� 0896Z)*� � G��-&3������� � ��� .%�0� &3���H�!�@"
DimL A ∨ J(A) = 2k −DimL A ∧ J(A) = 2k − d, aXT�bdc

6 ��) .%� �10����!896 �����G) )*�-�O� 4 ���  0��00��00� 4 ���(��� �C� �5" �0� ��� ���-�(�� � 6 �� 4 6 U$��0��10#j q � � � �*��� � ���?� 6 �
� � 00���G)*���-�

q ∈ L∗ 1()( 0�:)(��� 5��-���!896 6 ��0 aQl�R8c � �7.(9 �-�4" a � 0��Wj � 4�6 ��0 b-oUc 1 6 ��)Z)*�b�G�(��� � ���
aν := bν + J(bν), âν := (bν − J(bν))q−1. a T�W_c

q=��0����
J(aν) = aν

6 �G)
J(âν) = âν

���-��0���� )(���
aν , âν

�-�
W n+1 1 6 ��)O)( N � �p6 &/0�� �0��6 � "V)*�-�

bν , J(bν)
) 6(� 896Z���-���-�-�(�� �  6 �#) �Q9 8��0��� � � �(�(��� a charL 6= 2 c B

bν = (aν + âνq)/2, J(bν) = (aν − âνq)/2, a T%o�c
���-��) )*�-�

2k − d+ 1
�C� �5" �0� ���

a0, . . . , ak, âd+1, . . . , âk
���-�(�

K + IV ����!� .(9(� )*��� J + ��� �  � �- 0�5"����A��5"�� �#�  6 &
A ∨ J(A)

j	q � � � � 0�U$�NJ���� �����=) 6(� 896
(aλ)

1
λ = 2k − d + 1, . . . , n

J 6 ������� �

K + IA ����!� ��� � V n+1 j IV����"��-&3&T"L� 6 � )*� � A	�5"�� ���  6 &
A1

)*�-������� 4 ��� GD��&3���G��� � �(���
d, k N �-�

A
1G� � � � �(�(��� N � � �-6(& ���305 $�NJT 0�� $� � 0�� � q=���!���T�������

K + IA 0���-� ��� � V
J 6��0� )*�(���W1�)*�-�$J 6

A1)(��������� 4 ��� �W _00�����10������#896� . "���� 6G 
" N ���A)*�-� K + IV ����!� a0, . . . , an
J 6

A
j GD������� IA 0����� 4 ����"��-&3&3���

�������a� ���0E � �5"�� � �4"�U
"
f ∈ P̃Ln,K

&3�4"
f(A) = A1

j
2

E�[hgGFhV5HJIXW=Fi^;Q E � ;#JKH > M H�; L R >7L ? =[=OH�J P ? ;�@UH�;;j R ; Z L J P b�W =�H�:
A ⊂ P n

L

HO:<;
L
� � ;ZJTH >�>QL ? I E

K L ;#;&@�HO; N @UH�; M :�H.K : I HO;Z=[:�R8;SH�;
k = DimL A W d = DimK A ∩ P n

K
M H > � ;�@_V1H�:�XQY ? ;�@

max(−1, 2k − n) ≤ d ≤ k ≤ n. a T���c
` V<VfH � L_L8> H
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ã(aix
i) = τ(xi)a(ai). 2



��� ���5� 
��)�*���	�T
 ���T�I
=� ��
�� 
��
� 
�
��g
�����
�
L
�� ��
�� ��
�
 �;� �����T
�
 bUb-l
�LV1Y��BAXYQV1g � E�
 ��"

L
� � &3& 6 "9 
"#� �"6 ��)

F
����� �G? V<V�=FE =�JTH I 9�4 � � )(��& ,(�#�$E � �5"�� � ��� P	 6 &

P n
K&3��"V)*��& YW����� � � ��, � �

K
1�)( ��K) 6�� 896[)*�-�D 0�4"#� � �(��� � ����)*� IV�-���-�(�� �'.%��� &

b(x, y), x, y ∈W n+1
K

1 4 � +��"��-&3&T" N � � )H1*)( 0�(� )(�b���(�-� � ":)*�����-���(�� � �*m �0� "#���F"&J 6 ��0 bL(x, y), x, y ∈ V n+1
L

15�����?Z 6 �-�!� O*��"���&
0������-896�����P	 $��0���� 9�4 � � )*� �C,(���0E � �5"�� � ���T� � N ���4"#� �Q6 ��0 P n

L

j GD�-��k  
" � �N� �0� �
bL

4 �KJ 9 00�-�!896L�����(� �
K + IA ����!� ��� � V

��"��-&3&T"J� U0&3���!896�&3��"C)(� � k  $" � ��� ��� �
b
4 ��J 9 0����!896L)*�-����� � IA 0���!� 9Z4 � � �����Fj8k2 $�

� � � 00�-���!896(��6(��� � J 6  6 896 � 4�6 �Z0 
C
 j R j � j b�o j 2
q � � )*�!� � 6 "��-� � ���O� 6 �Z)(���am ��� "9����"&J 6 ��00��� ,>� �! � � � A 4�4 �-�-) 6 ��00���Z 0�(6� 0��) ������� � P:����6�� ��� �

IV���-� , �-���-���Fj
�LV1Y��BAXYQV1g � E �K�������

K = R
6 ��)

L = C
j ZD 0896 � 4Z6 ��0 
 j W j b j o �-��" α = idR

1 6 ��)Y��� 00� 4 "
J N ��� m ��� "9����"&J 6 ��00���2)*�-�������5A 6 " � & ����, 6��-��& 6 �� 6�.

C B τ = idC

� )(� �
τ
�!��"P)*�-� L � � E 6 05 
"�� � ���� �

C
j 
 & � � �@"#��� m� 0���J� � 0�� 4 " E ��)*� ,>� �! � � A 4�4 ���!) 6 ��0

Fr,l
�0� &BP	 $�Z0

r
6 �G) 
 �G)*�b�

l
���-�(�

,>� �! � � A 4�4 �-�!) 6 ��0
Fr
��� & P	 0��0

r
�0� �

P n
C

1 � 00�ej82* 
"�J � j l j 
 ��" 6 &/00� �0��6 � "
(aj)

�����(� IA 0���-� )*���
� � & , �-�b�*��� �C� ��" �0�#�  6 &[�

V n+1 1 4 �KJ 9 00�-�!896 )*� � )(���T 6 " ��,G� �- � �5A 4Z4 ���!) 6 �Z0 Fr
Z �0� &[ $� .%�0� &

6G 
"�1G� � 6� $"�)*��� ) 6�� 896Z)*�-�$IV ����!�

bλ = aλ i, λ = 0, . . . , l − 1, bν = aν , ν = l, . . . , n,

4 ����"��-&3&T"#�
R + 2;" �Q6 �5" 6(� P n

R
⊂ P n

C

)*�-���K�10������#896� . "�1�)� 0�#�
Fr|P n

R

)*����P	 $��0
r
6 ��)L)*��� 
 ��)*���

l
6� $" 6 �G)<���-896=) 6(� 896

Fr
 6�.

P n
C

.%�0� "#���F"�JF"dj 
 ��" )( 80���00���
τ
)(��� L � � E 6 05 
"�� � �W1>� � � � 0�� 4 "�)*�-�m �0� "#���F"�J 6 ��0[������� � A 4�4 �-�-) 6 ��0 �0� & Y�O ,

Fr,l
���-�(� � 4 ���G� �,4 �KJ����!896(�(�F"#� A 4Z4 ���!) 6 �Z0 �0� �

P n
C

1
N ���!896(� ) 6(� 896O���-�(� 6(� � &3�4"#���#896(�am ��� & 4 ����"��-&3&T" N � � )B1 � 00�ejZ2* 
"�J � j R j 2
�LV1Y��BAXYQV1g8^��FE m 9(�

K = R
6 �G)

L = H
� � 00� 4 "L)*�-��m �0� "#���F"�J 6 ��0 �0� �

idR

J 6(� L � � E 6 05 
"�� +� �
τ
 6 �

Fr,l
N �-��)*� � )*���Z� 4 ����� � 4 �KJ����!896(�(�F"#��� A 4�4 �-�!) 6 ��0����  6 �,2* $"&J � j R j�A	�G)*� � � � �����4"9�� � �(����� N � � N ��0���� a�� j b �Uc )*��� �!)*���5"��!�#896(��� 
 � � & �0�#, 6(�!��& 6 �

idR

 6 896 ) 6(� 896 )*��� A��5"�� +A 6 " � & �0�#, 6(�!��& 6 �
τi a � 00�ej a�� j b�R_c &3�4" q = i c  6�. H

.%��� "9����"&J����Fjlk  $� J����100"O�-���!8965"�1A)( 0�#�
���!896 �����(� ,>� �! � � A 4�4 �-�-) 6 ��0

Fr,l
�0� �

P n
R

)( $���=J 6 �����(� � A 4�4 �-�!) 6 ��0 �0� & Y�O ,
Jr
1 � 00�ejZ2* $"&J

� j b�� 1 ��� � P n
H

.%��� "9����"&JF"dj
2

�LV1Y��BAXYQV1g8^]^#E q � � 4 �F" �  08965"#���3� 6 � )*�-�:�J��� 4 �F"�" 6 ��0
C ⊂ H

j 
 �@"
α = idC

10� � �b�*�!�@"#��� � ���3�� 0896
2( 
"&J � j l � 6�� )*�-�/ 6 " �0,>� �! � ��� A 4�4 �-�-) 6 ��00��� ��� &2Y�O ,

Fr
j k  $�?� � �����(�5"3�����-8965"�1 )� 0�#�L)*� �

A��5"�� + A 6 " � & ����, 6(�-��& 6 �
τj a �� �896 a�� j b�R_c &3�4" q = j c α  6�.

H
.%�0� "#���F"�JF"�QG)*���5m �0� "#���F"�J 6 �Z0 ��� �

Fr
.(9 6 � "J)( 4 ���G 6�. ���-�(� ,G� �- � � A 4�4 ���!) 6 ��0 ��� & Y�O ,

Jr
j 
 �@"J)( _00��00���

α
)*�-� L � � E 6 0� $"�� � � ��� �

C
1>� � ���;�!��"��-� � ��� J N ����m �0� "#���F"�J 6 ��0����?J 6 A���"#� + A 6 " � & ����, 6��-��&3���B1(�VU$&3���!896/)*�-� L � � E 6 05 
"�� � �

τ
�0� �

H
6 ��)=)*���3�#896 � �/�-� IV���!� , ����� b�o 4 �F" �  �8965"��F"#��A 4�4 �-�-) 6 ��0

τi
Q�� � ��"�� � � .(9 6 � " ��� � �����(� �

,>� �! � ���?A 4�4 ���!) 6 ��0
Fr,l

�0� �
P n

C

 6�. )*���P� 4 ����� � 4 �KJ����-896��(�F"#� ��� �
P n

H

1 6 ��) �-�F"�JF"#� � � N �-��)*� �
 6�. ���-�(�$A 4�4 ���!) 6 ��0 ��� & Y�O ,

Jr
j
2

G� 0� .%� �f00����)*��I����-� , �-����J����100"�1�)( 0�#��)*���'�J�-���#896 � U0��� 6 ��0 ������� �  6 " �0,>� �! � ���
A 4Z4 ���!) 6 �Z0
F��� �

P n
L

 6�. ���-�(� 00��0�� 4 ���(�
K + 25" �Q6 �5" 6�� P n

K ⊂ P n
L

���-8965"V) 6(� 896 ���-�(� ,>� �! � � A 4�4 �-�-) 6 ��0 ��� �
P n

K

4 ���#896 � ��� 4 ��� N � � )*��� �
 0�(�Fj
�LV1Y��BAXYQV1g8^ � E �K�L�����

L
���-�(� L � �#, � � � � N ���4"#� �Q6 ��0 ��� &BP	 $��0��

s
��� �

K
Q
c1, . . . , cs

�����K���-�(�
IA ����!� �0� �

L
9�4 � �

K
6 ��)

charK 6= 2
j q � �`4 �F" �  �896�"#��� �����(�<) 6(� 8967�������2� O;&3&3�F" � �!��896��



bUb�T � � � ����
��"�]� � 
 ��� 
��	�����=
���
T�	� 
T� 
�� 


IV�-���-�(�� �'.%��� &
b : V × V → L

4 ����"��-&3&T"#� ,>� �! � ��A 4�4 �-�-) 6 ��0 �0� �
P n

L

j 
 ��"
W n+1

K ⊂ V n+1

)*� � )*�-�
K + 25" �Q6 �5" 6(�l4 ����"��-&3&'����)*� K + A��5"�� �#�  6 &Z1*� � J�� � �-��0���� N � � b|W K ×W K

�� �896

b(x, y) =

s∑

ν=1

cνb
ν(x, y), x, y ∈W n+1

K .

G� $�(�?���-��)Y)*���
bν

� O;&3&3�F" � �!��896�� I��-�-���(�� �7.%�0� &3��� 9�4 � �
W K

1 N ���!896(�[��&  $�-�f00��&3�����(��� �0� � +������ 0��)*� � 6 �� 4 6VU$��0��10 6 ��) 6 ��0������-896]Z 6 �-�K�����G) QB���-�[)*�b�G�(��� � ���
s
���-& 6 ��"# 0��J 6 4 �F" �  �8965"����G)*�

,>� �! � ��A 4�4 �-�-) 6 ��00��� �0� �
P n

K

j GD�-��IV��6G $��)*� 6 ��0Z)*� �
K + 5�� � &3�F" � �-�L)*� �D,>� �! � ��� A 4�4 �-�!) 6 � +0����B1 6 ��) )( $&3��"V 6 896 )*� �	X 6  �) � � �0���B1 ��� �

P n
L

) 9(�7. "��P $�!� � ��&  0���f00��&'��������� � ��8965"V 6�. N U0��)*�f0
N � � )*��� j

2

��
�������� � �#� ) " / +,95"C��@CBN9$+A� +,)4�.+ R �
7N95"$%(ON9$%."

P n
R ⊂ P n

C

W�DF3�35+A)
F
+,)4�.+6>  P'4�]"$+T� /(/ )4'�0?%(�(G S� ��

P n
C

S� P# 
 �?>
Fr,l

K 0.)*+a0.%?"$@MBB0?)4+_B(+,"$#6) 9$+A35@CB(+&J( �"$# / H / +,"80.+,# O� �#6>('*+Q�?+A�*
 +AON9$ �"5"C��%.#
V n+1

/ +A3R9$)*#6#&921 +,"�0.+�W ���]��;A+A)*GP+�� DF3 G�)*'*9

b(x, y) = α(x, y) + i β(x, y), x, y ∈W
n+1
R ,

� �d���
12 / +A) α(x, y)

+A)*�(+ 3 �.#6#6+M95"$)435@CB(+6%.�10
β(x, y)

+A)*�(+���' 9$+,"$�()*+,"$+,�10.+ "$+A+A'*'*+*� )*'*)*�(+X�:"5�! �"$# �]%.�
W n+1

R)*3R9XW27=)*�10 %(#6G�+AO�+AB?"59
α
%.�10

β
��%?�

W n+1
R

��'*363 �?#6#6+,95"$)*35@CB(+ / ;,1�W��]'*9$+M"$�()*+,"$+A�=0.+*� )*'*)*�(+X�:"5�! ]"$#6+A�GP+AG�+ / +A� K\35 6GP) / 9`+,3`+A)*�.+�+A)*�10.+,%.9$)*G / +A3R9$)*#6#&9$+	J( �"59$35+,9$;,%(�(G:0.+," 0.%?"$@MB � � ��� 0?+��\�.)*+,"59$+A�0J( ]"$# b
��'*3

B(+,"$#6) 9$+A35@CB(+ J. �"$# H / +," V × V
K<0.)*+ 35 P#6) 9&+A)*�(+ >  P'4�:"$+'� /(/ )*'�0.%.�(G�SP P� P n

C

S� �� +A)*�(+,# G�+,1U)*3535+A�

 �?>

Fr,l

�LS=GP'LW\7.�:9$;��?W ��� / +A3R9$)*#6#&9XW �8+A'*@MB.+ � +A;A)*+AB=%(�.GP+A� / +A3R9$+AB(+,��;,1U)*35@MB.+A��0?+A��Y �=S��]"$)4���N9$+A� S� ��
b
K
α
%(�=0

β
6

��
�������� �F�?DF3 35+A).1U)*+ 0?+," +,)4�.+
R �
7N95"$%(ON9$%."

P n
R ⊂ P n

C

GP+AG�+ / +A� W �	)*+V>  P'4�:"$+V� /(/ )*'�0.%.�(G F SP P�
P n

C35+A)=�=%(�
0.%?"$@MB
0.)*+�3 �.#6#6+M95"$)435@CB(+/� )*'*)*�(+X�:"5�! �"$#
b
0.+&�\�()*+,"59XKX1 +A'*@MB.+V��%?�(0?+,"

R �
7=95"$%(ON9$%?"90?)4+ � +M"$'4+,GP%.�(G

� � ���_B\� / +�W2���]��;A+,)4G�+�� �	)*+�O� �#6>('*+Q�?+��E%(�-0="$)4O
QF

35@CB(�.+A)�0.+,9�0?)*+
R �
7N95"$%(ON9$%."&)*# �	%?"$@MB.35@MB.�() 959

;,12+,)4+M"7�E%(�-0?"$)*O�+,�G�
QF ∩ P

n
R = Qα ∩Qβ,

� � � �
12 / +A)���'*'*+*0.+A�.O / �]"$+A� �	%."$@CB(35@CB(�.)*959$+	"$+,+A'*'4+M" �E%\�J0?"$)*O�+A�0�]%.� 95"$+,9$+A�0O����(�(+,��W �E�N9$+," 12+A'*@CB(+A� � +D0.)*�

�GP%.�(GP+,��)*3R9 0.+," �	%?"$@MB.35@MB.�() 959V35+A' / 3R9 +A)*�.+ �E%\�-0="$)*O=6



� �������	��

�

� ���
��������� ���������! #"$� % ��&(' ��)+*,�����

ZD 0896 m	j L �-���-�.- � � � �! $�Z00� � � �#� 0 �  0&3& � l�b � 1K)( 0� N � � �#896 � � 
 � m 
 j T j l 0����#896(���!)*� � "36� 4 ���W1
6VU$��0���� 5�� � &'��" � ��� 6 ��) YA6(� ��� �-� )*� � Y �  $�G� .%��� &[ 
"#� � ���70 �Q6(,(, ���2����0[J 6 �� 0&'&3���Fj GD��� 0 � � C +"#��� 5 �76(,�, ���B1 ��� � )*���(��� N � � ��� )(��������& L  , ��"����� 6 �700��6(���W1�������) )*���<���-�(�� � ��� 5 �Q6(,(, ���
GL(V n+1)

����)*�-�-896 + )*�-&3������� � �� $�-� � �C� �5" �0�#� U 6 &3� 9�4 � � ���-�(��& 2(896(��� . � � ��, � �
K

6 ��)�)*�-�V��6(�����
J 6 00� �0� )*�(��"���� ,(�#�$E � �5"#� � ��� 5 �Q6(,(, ���

PL(P n)
10)*�-�:��896 � ���-� L  , ��"���� b )*�����(�-� � " N 6(� )(��� Q N � �.  ��������2��6 � ���K�10������#896� . "#��� �-�2)*��� .(9(� )*�-��A�� N ���G) 6 ��0���� N �!896�"#�105�@"#��� m�U0���-��� K = R,C,H�-& � U0896G�@"#��� A 4 �#896(�(��"�"'� O*��"���&[ $"��!��896]J 6 �� 0&'&3��� 6 ��) 4(� ���Z00���Y� � 896Y���-�(�f00� � � 0�U$�NJ 6 ��00���Fj

� ���!896(�(�F"T&[ 0�<� 6 �=���Y�����(� ���0� �<)*�-������� 5 �Q6(,(, ��� 4 ���@"#��&3&T"#��� ,(�#�$E � �5"�� � ��� 5�� � &'��" � ���'���-�
c 4(E � �5"

F
 0�-� `&Y =OR8V ? J� 6 ��1�� �%4 ����"��-&3&T"C)*���	A	�5"�� � 0 �76�,(, �

GF
)*� � E ���(�10���� ,����0E � �5"�� � ���$Y �  $��� +.%��� &[ $"�� � �(���B1G)*�-�

F
. ���@"��! 0�#�����B1> $�!� � )*�-� a =�R J > R��]:�He@ > ? ���ZHLj R ;

F a � 00�ejFm 
 j b j ��c 1(�����(� . ���-�(� � �
 0�-�P)*�-� ,(���0E � �5"�� � �/5�� � &'��" � ����1H)*� � ��� 
 ��6� $��"T)*��� E ���(�f00���2�J�f00�����#896� . "#���< 6 ��&3 �896(���W1>)*�-� 4 ���
�K�����#896 � U$��� 6 �Z0 )*� ��,(�#�$E � ��"#� � ���"q � � � 6 ��0O 6�. )(��� A	�5"�� � 0 �76(,�, �

GF
�-� �  � �- 0��" 4 ����� 4 ��� j G� 

)(������� 5 �Q6(,(, �[���-�(�,A	�5"�� � 0 �76(,�, �[)*� ��,����0E � �5"�� � ��� 5 �Q6(,(, �[�-��"�1B�����G)<)( ��P&3��6 �  0�-�P)*�-� ,(�#� +E � �5"�� � ���O�J�f00������896G . "���� Q;&[ $� � ,(� �-8965"A)( $6(� �  6 896 ��� � ���-�(� � � Y H > @�H[R I HOJ > :�HA)*� �A,(�#�$E � �5"�� � ���
5�� � &3�F" � �-�01 � 00�ejXc j 5��-� � ����0 � o@l � j � � � A j �V �O;����O � W�T � 1 � W R �	6 ��) m	j L �-���-� � ��T � 1 � � R � 1 ������6(� 6 896 � � � � 1 IA) j b 1 N 6�� )*���7)(�������35�� � &'��" � ����� 4 ��� � �G)*� � � .(9�� )*��� m� 0��� 4 �F" �  08965"#�F"�1J)� 0�#�

F�������*� � �! � ��"�U
"����-�(� ��� �����-����� ,(�#�$E � �5"#� � ���`5�� � &3�F" � �-�	�-��" 6 ��) �-� �  � �! $�5"#�%k/�F" � � �0���[�b�*�!�@"#��� � ��� Q
�-� )*���������im�U0���-���7� ,(� �!896�"3&[ $� �0� � � L E V1HKE � @ V1HO:<;Z=�XQYZHO; � e ? I H�; W 
�H[R I H�J > :�H�; ? ; M � H�J > : �
PUH�;Zj�q � � N � �-����� )*�-����� IV��0 � �Nd��01;)*� � ���`A�& .  $��0'���O)*� � �B��"�� �  $" 6(� �(�!8965"����-�(6(���4"#���!896 . ���@"Q00������0$"
�!��"�1 �(�!896�" N ���4"#� �L,(� U�J��!���-� � ��� j 
 � )*��& ��896 � � � � N U06(�5"���� I 6 896 �0� � c j 5��-� � ���Z0 � o@l � ����)*��"&[ 0�[���-�(��� )*� �  � "#�10�����A	���# 
"�J_j�GD�-� � ����� .  �896�J��4"#��� � "#����� ��� �-��� 6 ��0���� �0� �Lm����-��� L ������� � ��� � 1 � l8o ����5"�6� 0�4"#��� )(�F"# 0���-�-��� � "#�?G� � �@"#���-� 6 ��00��� )*�-����� � 5�� � &'��" � �����  $�!��A	� N ����) 6 ��0<�����-�(���'� � �! $��0�� �� ��� 0 �  $&3&[��j

/*#K" 021	�B4�6K1$, ,31-, .�0 ��465 � 3	787 ��4
GD�-� IV�KJ����!896(� 6 ��0:9 @ V L =[=�:i=OX[Y�H 
 > ? ���ZHO;<;F�!�@" N � 6(����6(� � ���-�(��6(�!�@" �0� �-�#896 + ����"�� �  � �!��896�� IV����896 � ��� +4Z6 ��0?�����(� � L �! 0�#��� ��� � ���-�(�� � ��� 5 �76�,(, ��� � )*� � k  
" � �DJ�����0 �Q6(,(, ���B1�)*���2�(�-8965" � 6(� ��� )*� �
5�� � &3�F" � �-�01�� � ��)*� � �  6 8967��� � �-���-��� &[ 
"#6(��&[ 
"#�-�#896(��� GD�-�&J�� , �-������� �0� �7)(� � A��10�� 4(�  9�4 � �
�  $6(�-���5"�6�� �0� �-� 6 ��)�A	�� 0� O*���-� 4 �!� J 6(� "�6�� �0� �F"#�-�#896(���5�J6 O*��� �T������� .(6 ��)( 0&'���5"# $�-� P � ���-�	� , ���������Fj
c 4 N � 6(�5)*�-����� � IV��0 � ��d'����)(����YA��"������ �0� �5J N ����J�����"��-�-896 N ����". 6 �����-�� $��)(� � �-����00����)*��� k � � � 0 �  +, 6(�����  6�. " � ��"�"�1 J 6 � � �@" N � 6(�(�-& M  $6 � b��%o�� �-� ` j8q=�KO;�=- � 0 �Q6 ��)*�-��0�����)*��& I 6 896 � �Uo �Z6 ��)[)� $�(�



bUb�T � � � ����������� � �
�	�
�:��� � �
���)� ���	�
� �����	���T���������

b ��R�b �-� M j GD�-� 6 ) � �(��� - ��� � 0�� 4 ���-� 4 � � �!8965" � oZb � 1(����)*��"�&[ $�/�-� )*�-�������[I 9 896(� � � �0�����(�$GD�b�G�(� +"#� � � )*� � �;�! 0�#���!�#896(���35 �76�,(, ���FjVG� N � �%6 �G�:��& m � �f00���G)*���Z&3�4"�)*���D5 �Q6(,(, ��� 4 ���#896 U . "#�10����B1
)*�-� �-� )(��������� q<� � �����  6�. " � �F"#���B1 4 ��� 6 "&J���� N � � )*���G����� 4 ��� Y � � &3��� 6 �L�-� )*��&[����� 4 ��� ��" N  ��6 �G��896� �'. ���\2;�-�(�Fj 
 &:A 4 ��896(���4"�" W j b 4 ����896 � ��� 4 ��� N � � )*�-����� � �;�- ������-�#896(��� � 5 �Q6(,(, ���B1C)*� � ���
5�� � &3�F" � �-���/�-�<)*���2)( �  6�. .%� �f00���G)*����A 4 �#896(�(��"�"���� 6 �5"#� � � 6 8965" N � � )*���Fj � 2 , �KJ��-���-�*00��6 � � ���
)*�-� .(9(� )*�-� �V �O;����O + L �-���-���#896(��� 5�� � &3�F" � �-���&0 �Q6 ��)(����00���G)*���35 �76�,(, ��� J 6 )*��� �;�- ������!��896(���Fj
a��3�1���  ')!8<�'3%�! / :;!�% g�%&f f�'�! �T:;+��5! �f(;'5b�!=% 	9: g
�
� !�%
GD�������-�(�� � ��� 6 ��)[)*�-� �0� �[��6��(���  4 00�������4"#�F"���� ,(���0E � �5"�� � ��� 5 �76(,�, ��� N � ���-��� N � � � 4 ��� .  $�-�-�� $�!�9fP8V L =[=�:i=�XQY ; 4 �KJ����!896(�(���W1 �_4 N � 6(� ���-�T�-�2)*� � P:��0����W���-8965"������ .  �896(� �W������896(� 5 �76(,�, ��� ���-��) j 2;�-�
N 6(� )*��� 4 � � ����"#�T��& � � �@"#��� L  , ��"����J���-��0�� .(9 6 � "�1 N �����K���-� )*���=A 6 " � & �0�#, 6(�!��&3����0 �Q6(,(, ���Y)*� �
,(�#�$E � �5"�� � ��� 5�� � &3�F" � �-� 4 ���@"#��&3&3���Fj�GD��� N ����"�� � 6 �5"���� 4 ��" �  08965"���"���� �;�! 0�#���!�#896(��� 5 �76�,(, ���
�����G) �-�Z)*� � P	��00���FA	�5"�� � 0 �76�,(, ���O)(� � �-���(�� � ��� � )*� � )*� �:,(�#�$E � �5"#� � ���&5 �Q6(,(, ��� j

q �-� 4 �!��6(� �F4 �KJ����-896��(��� N � � )*�-��5 �Q6(,(, �K)*� � ���-�(�� � ���5A 6 " � & �0�#, 6(�!��&3������������� n + )*�-&'������� � +�� 0����� �C� �5" �0�#�  6 &[�
V n 9�4 � � )*��& 2*896���� . � � �#, � �

K
&3�4"

GL(V n)
j 2*���'�-��" J 6(� 5 �76(,�, �3)*� �

�-� � � � "��-� �Q4  � ��� � 6  0) �  
"#�-�#896(��� k  $" � � J����Z)*� � c � )*� 6 ��0
n
�!� � & �0�#, 6 B

GL(V n) ∼= GL(n,K). a bdc

 ��"

K
����� L � ��, � � 1 � � 4 ���@"#��65"

GL(n,K) ⊂Mn(K)
 6 �C)*��� k  
" � �DJ����B1$)*� � ����G���"�� � &3�-�� $�5"��6 �Z00�-���!896�Z 6 �-���!�@"�1 � 00�ej%m � �10�� �Q6 ��0 
 j l j � j R j%m 9(� �-�-�(�� � �:�J�G) � & �0�#, 6(�!��&'��� a )*��� �C� �5" �0�#�  6 &[�

V n 6VU$��00"�)*����G���"�� � &3���G $�5"��T)*� � k  $" � ���
(ai

j)
�0� �

a
�(�-8965" ��� �Z)*� � q= 06(� )*� � IA 0���-�: 4 Q������

N � � )2)*��� � R > I N(a)
)*�����K��) � & ����, 6��-��& 6 � 00���� $����"�1 � 0��Wj 2* 
"�J 
 j l j R j W 1 G������(��"�� � � 
 j l j R j W jA 6�. )*� � 5 �Q6 ��)*�! 80��A���-�(� � ��� � M j GD�-� 6 ) � �(��� � o_o � 00� .(6 ��)*���(��� �C� �  $�-�f00��&3�����(� �76 ��0�)(� � GD�F"�� � +&3�-�� $�5"����/ 6�. k  
" � �DJ���� 9�4 � � 2*896(�-� . � � �#, � � �&00�����-��00"A������� U$6(�����!896(� ��6� �  �5"#� � �-����� �76 ��0' 6 896

�-� )*�-������& m� $�-� 1 � 00�ejG)( �J 6 ��j A � "��-� � o � 1Fm 
 � j b jZq=���-� N � � 6���� �  $�!�:���-�NJ��10����/�(�!8965" � � &3& 6 "# +"#� � ���&2(896(��� . � � ��, � � )*���O)*� ��X 6  $"�� � �(� � ����� 4 �F" �  �896�"#���B1�0���� 9 0$" .(9(�l6 ���A)*�-�P��� � 4�6 ��0 b j b�o j T����"#6� $��"����(�5Z ��� &[)*�����(��"�� � �FjZk �4"�)*��& Z �0� &�� `	� & � & �0�#, 6(�!��& 6 �
a ∈ GL(V n) 7−→ N(a) ∈ K∗ (K L � ��, � �A� )*� � K = H) aXW_c

�!�@"�)(� � L � � � KerN
00� �  0)(��)*�-�/=S��H P :�HOV<VfH V^:<;SH L > H 
 > ? ���ZH

SL(n,K) ∼= SL(V n) := {a ∈ GL(V n)|N(a) = 1}, aQoUc
)*�-�=� 4 ��� .  0���!�Z $�!� �;�! 0�#���!�#896  $��0�������6(��� N � � )(��� � � �-�Wj7G� 0�&00�-���!896(�n00�-�4" .(9(� )*�-�
� > R ��H[P Je:kj HO;

 > ? ���ZH�;

PLn
∼= GL(n+ 1,K)/Zn+1,

N �_4 ���
Zn+1 := {(δi

j)k|k ∈ Z(K∗)} a
��c
����30�� %��7$�3 
='��#H���30$-/1305 6"
�$&�=��>?)+�7 ��75�%=��5��*� 30B1B1�  �>03 /&��@+5 %��7$* 30���F�7��5='<30�1 ��75"! ����#���)+���=$&�75 )+���=/*�7B)�?���7$


�5��75�%������1 �� �?�7$&���75 �7��5='(30�� ��7$�! ����B&�� ��7$$# ��)+�7��$-��5 
=5�% ' ��5='&%('$�F��5 �4@+5 B1@+)�H)#)
�B&5 30 �DE��30��)+�7��$&�75 ;��?)+�<H+*�H,%A� /&B
- .0/2143 D 305 ��B&/��4�7$&B�
��� 4/C; 
�54/1�7$ %��75 >�� 30B1B1��B&�� ��7565 $�
 � �F�75 %����87-�75���)+�75:9(����5���30$-�75+;<5 $�
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 �U� ��� bUb�R
)� 0� � ���5" �Q6 & ��� �

GL(n + 1,K)
4 �KJ����!896(�(��"�1 � 0��Wj � 4�6 ��0 
M
 j R j � j R 6 ��) G������(��"�� � � b j � j o jm 9(� )*�-� L � ��, � � K = R,C

6G 4 ��� N � � 4 � � ���4"9� �-� I����-� , �-��� b j � j l )*��� �S6 �# $&3&3���(6G $��0/)*� �
,����0E � �5"�� � ���?&3�4"[)*��� � , �KJ��������A�-���(�� � ��� 5 �Q6(,(, ��� 4 ����896 � �-� 4 ��� Q.&3�4"[)*���7) �0� "L�����Z00� .(9 6 � "#���
IV��J����!896(� 6 ��0����&00���4"#���

PLn(R) ∼= SL(n+ 1,R), n = 2k, a l_c
PLn(R) ∼= |SL|(n+ 1,R)/{±In+1}, n = 2k + 1, aXTUc
PLn(C) ∼= SL(n+ 1,C)/Kn+1, aSR_c

N �_4 ���
Kn+1 = {(δi

j)k|k = e2π i l/n+1, l = 0, . . . , n}
)(��� 5 �76(,�, ��)(� �

(n+1) + �@"#���3�J�-�(6(���4"9� N 6(� J������ 4 �KJ����!896(�(��"�j 
 &�m� 0���>)*� �:X 6  
"#� � �(� � �(���'� � 6G $� +"#��� N � � �����-8965"D��������U$6��(���!896(� G� � ��"����-� 6 ��0 B Z� �896 � 4�6 ��0 b j bdo j T �-��" .(9(��E ��)(��� g ∈ GL(n,H))(���$Z �0� &
N(g)

,G� ����"�� � jNGD 06(� � � � ���(��� N � � g �����G)*� 6 "#�10[�-�Z)*� � m �0� &

g = goρ, N(go) = 1, ρ > 0, N(g) = ρ2n,

)� � �@"#���-�����Fj ` �-� �  6 � .%� �100"
PLn(H) ∼= SL(n+ 1,H)/{±In+1}. a���c
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���� ���������]� ;,+A)*GP+PK]0(�]35380.)*+ -` �"$# ��' 9$+A)*'*+,"j)*��0.+A� -E+,�(�(+M"$��SP P�2� � � �Z� � �`G�+,"C�-0?+a0.)*+G� +A�N95"$+A�
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 +AO
�9$ �"5"C��%.#63

V n
WF����� ;,+A)*GP+PK�0.��353*0.)*+ T`"$%(>.> +

SL(n,H)
;A%'0.+," �`�=9$+M"$G�"$%(>.> +a0.+M"LQR+A�.)4G�+A� '*)4�.+X�]"$+,�

� /(/ )*'N0?%(�.GP+A� g ∈ SL(V |C)
)*35 �#6 �"$>(Bk)*3R9XKX0?)*+�#6) 9�0.+," +N%(�]9$+,"$�.)4 ��()*35@CB(+A��7=95"$%.O=9$%?"

J
SP P�

V |CO� P#6#&%.9$)*+,"$+A�[�LS=GP'LW8
 / %(�.G6<PW*<�)=W ���MW\J.+,"$�(+,"2GP+ / +`# ��� �\�:9$H."$'*)*@MB.+	DF)4� / +,959$%.�(G�+A� S� P� SL(n,C)
%(�10

SL(n,R)
)*�

SL(n,H)
����K.35 a0.��353U35)*@MB / +,)�+A�N9$35>?"$+A@MB.+A�10?+A� Y 0.+,�=9$) �(;A)*+,"$%(�.GP+A�L0.)*+jJ( P'*G�+

SL(n,R) ⊂ SL(n,C) ⊂ SL(n,H) ⊂ SL(2n,C)

S� P���E�N9$+,"$G�"$%.>(> +A� +,"$GP) / 9XW
IV��&'� � � 6 �Z0Zj GD��� J 6(� 5 �Q6(,(, �

SL(n,H)
�-� � & �0�#, 6(� A��5"�� � 0 �Q6(,(, � �0� �

SL(2n,C) N � � )�_. "	&3�4"
SU∗(2n)

4 �KJ����-896��(�F"�1 � 00�ejZ2]j ` ���105 0� � � � o�� � 1S2]j ���1l j
a����1�Za  '�! ��:S+��5! �f(;'5b�!���25+1(*:;+ �.')!Fi�: g � � ! !�'3%�! :9-9+�:;:S!�<)/�(;')+�%

G� 0� 2*896(��&[ J 6(� G������(��"�� � �?)*� �G9�4(� �10���� �;�- ������!��896(��� 5 �Q6(,(, ��� ������6�"T� 6 � .%� �10�����)*� � &[ �C0���
 6 � B k  $� J����-896��(�F" �-�Y)(� � ,(�#�$E � ��"#� � ��� 5�� � &'��" � ���

Pn ���-�(� �&O5&3&3�F" � �!�#896(� L ����� ���! 
"#� � � F 1 0�-� � ���-� �(�!8965"	 6 �700�� � "��F"#���!Z 6 �-�!� O*��"���& � )*� � ���-�(�:� � �! � �4"�U
"�1; 6 ��1 N ���!896(� )*�-� L Y =OR8V ? JTH @ R > �> HOV L JW:�R8;"00���G $�(�5" N � � ) QG�-6 � � 
 � � " ����, �-��0 �Q6(,(, � 6 �5"#� � )*� � q � � � 6 ��0Z)*� ��,(�#�$E � ��"#� � ���D5 �Q6(,(, �
PLn

PGn(F ) := {g ∈ PLn|g ◦ F ◦ g−1 = F}, a���c
� 0��Wj GD�b�����4"#� � � b j � j W 1>6����DC$" )*����� > R ��H[P Je:kj H�
 > ? � ��H M H > @ R >�> HOV L Je:�R ;

F
jH��� �����.� 6 �

b = bF�������Y)(��� L ����� ���! 
"#� � � F
4 ����"��-&'&3����)*�

σ + IV� .%�0� &&j7ZD 0896 2( 
"&J b j R j T �!��"Z����� 4 �!�Z 6�. ���������
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� �#�0,>�0� "�� � �G $�-�4"�U
"#� .  �5" �0�
κ ∈ K∗ ���-��)*� 6 "��f0 4 ����"��-&'&�" 6 ��)O�� �896Im � �f00� �76 �Z0 b j � j o �(�!896�"� 6 � +0��� � "���"�j 
 6 � � 
 � � " ����, ����0 �Q6(,(, � 6 �5"�� � )*� � q � � � 6 ��0 a 
 j l j � j ����c )*� � ���-�(�� � ���"5 �Q6(,(, �

GL(V )4 �KJ����!896(�(��� N � � &3�4" UGm(b)
1
m = dim V

Q*���p00�-�4"	 0�-� �
g ∈ UGm(b)←→ g ∈ GL(V m)

6 ��)
b(gx, gy) = b(x, y)

.(9(�  $�-���
x, y ∈ V m. a'b�o�c

A 6 �	)*��� � 4 � � �-��0 6 ��00��� �-& A 4 �#896(�(��"�" b j � 1 � 0��Wj a'b j � j b�W_c 1 .%� �f0$"
� V���� � ^SE V	= =�HO:

b
H�:<;SH M :�H L Y =�R V ? JTH @ R >�> H�V L JW:�R8;

F
Y H�=�Je: I I HO; M H σ � c : O R > I ? ; M g ∈ PLnH�:<;SH M ? > X[Y M :�H Vg:<;SH L > H�� >7L ;�= O R > I L Je:�R ;

a ∈ GL(V n+1)
H > P H ? @_JKH � > R	��HQP8JW:kjd:<J e J E K L ;Z; :i=[J

g ∈ PGn(F )
@�HO; L ? M L ;Z; W Q HO;#;

b(ax, ay) = κ(a)b(x, y)
OdN > L V<V1H

x, y ∈ V n+1 a'b_b c
@_:<VgJ h Y�:�H > :i=[J

κ(a) ∈ Z(K)∗
H�:<;"; ? > j R ;

a
L Y Y e ;�@�HO; M H > Z P L V L > W M H > σ(κ(a)) = κ(a)

H > OdN V<VgJ E
c H P H�:�XQY�;SH�J p : GL(V n+1) −→ PLn

M :�H P L ;]R ;#:i=OX[Y�H `&Y Y :<V M ? ;�@ W =�R @_:<VgJ�=S��H P :�HOV<V
p(UGn+1(b)) ⊂ PGn(F ). a'b�W_c

I � N �B����j A 6 � a b j � j b�WUc .%� �f0$" 6 ��&'��"�"#��� 4  � )*��� I���6� 6�, " 6 �Z0 a b_b c &3�4" κ(a) ∈ K∗ j G� b �(�!8965" 6 �'0��� � "#�F" �-��"�1%����)*��"K&[ $�
x, y ∈ V n+1 &3��" b(x, y) = 1

j�ZD 0896 a b_b c 00�-�4" .(9�� 4 ���-��� 4 �10���� λ ∈ K
b(axλ, ay) = κ(a)b(xλ, y) = κ(a)σ(λ)

= σ(λ)b(ax, ay) = σ(λ)κ(a)b(x, y) = σ(λ)κ(a).

q=���-�
σ
� 6(�\E � �5"#� � �!��"�1(�-����0$"

κ(a)
��& � ���5" �Q6 & ��� �

K
j ��6(�(�-�-896 4 � N ���!�@"	&[ $�

b(ay, ax) = κ(a)b(y, x) = κ(a)

= σ(b(ax, ay)) = σ(κ(a)). 2

GD��� k/����00�[)*� �
a ∈ GL(V n+1)

1B)*�-� a bUbdc � �7.(9 �-�����B1H�-��" � d���� 4  � ���-�(�,A	�5"�� � 0 �76(,�, � Q����-�
6(��� C0"3)(���3P_R8; O R > I H 
 > ? � ��H M H > c : O R > I b

6 ��) N � � )?&3�4"
CUGn+1(b)

4 �KJ����!896(�(��"�j 2;�F"�JF"
&[ $�O�-� a'b_b c a = a2 ◦ a1

���-�B1�� � � � 00� 4 "	���!896
E�[hgGFhV5HJI�W�F � E K :�H `&Y Y :<V M ? ;�@ κ : CUGn+1(b) → Z(K)∗

:i=�J H�:<; 
 > ? ���ZH�;�Y�R I R I R > ��Y�:i= �
I ? = E a =�J

K
H�:<; @D\ > ��H > W =�R @_:<VgJ

κ(a)n+1 = σ(N(a))N(a). a b-oUc
I � N �B����jp5���65"D&[ $�/�-� a'b_bdc �� 0896/�K��� .(9 6 �76 ��0 �����(� � IA 0���!� J 6 )*� � ���5"#� ,(� ��896(����)*����k2 
" � � +J�����0������-896 6 ��0 9�4 � � 1 � 00�ej a b j � j b-oUc B

(σ(ak
i ))(bkl)(a

l
j) = κ(a)(bij) a'b ��c

6 �G) 4 �-�-)*��"A)� �0� � )(��� G���"�� � &3���G $�5"���15� � .%� �100"V 6 �
N(a) = det(aij)

1
(aij)

)*��� k  
" � �N� �0� �
a
1

)*�-��m ��� &3��� a bJo�c j 2GD���\IV���#896 � ��� 4Z6 ��0])*� � ����0 &'��"������G $��)*� � J 6 �# $&3&3���(6 U0��00����)*��� 5 �76(,�, ���
PGn(F )

1
UGn+1(b)

1
CUGn+1(b)

6 U$��00" �0� �')*� � k � 00�-�-896 �0����"C 4 1
)*�-�7I�� .%�0� &3��� 9�4 � � )*��& 2*896(�-� . � � � +, � �
K
J 6 �;�! 0�#���N� J��-� � ��� j m 9��

K = R,C,H N 6(� )*�T)*�-�����5A 6�. 05 4 � ��&<A 4 �#896(�(��"�" b j � .(9(� )*���
� � �! � ��"�U
"#��� 6 ��) a 4 ��� 4 �����-� 4 �f00��& K c ��& A 4 �#896(�(��"�" b j � .(9(� )*�-��Z 6 �-�-�&O*�@"#��&3�'� � ����)*�100"�jSq � �4 ���#896 � U$������� 6 �����-& .%� �f00���G)*���  6�. )*�-����� N �!8965"��f00����m U0���-� 6 ��) � � � N ���-����� .(9(� )*�-�� 0���f00��&3���-�(�
YA6(� �0� ���P 6�. M jNG��-� 6 ) � �(�&� � oZb � j
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F : P2n−1 → P2n−1 ���-� �(�!8965"3 6 �700�� � "#�F"#��� Z 6 �-�-�&O*�@"#��& 6 ��)
b : V × V → K�������

F
4 ����"��-&'&3����)*� IV� .%��� &"j ZD 0896 2* 
"�J b j � j l & 6 ��� )( 0�(�

K
����� L � �#, � � 1 b 4 ���-������ �G6 ��)

 0�4"#� � �(�-� � ����) 6 ��)
dim V = 2n

00� �  0)(��������� Q 4 ��� 00��00� 4 ���(��&
K

6 ��)
n
�����G)2 $�-�-�L)*� �  � "#�10����

Z 6 �-�-�&O*�@"#��&3�
F
U�� 6 � �  $�-���5"�j G 6(� 896 00�����f00�(��"��	q= 06(�()*� � IA ����!� � � ���(��� N � � � �#� ���!896(���B1
)( ����.)*�-�k2 
" � �N� �0� �

b
)*�-��5�����"# 0�4" a 
 j l j � j � WUc &3��" r = n

6� 
"dj@c . " N � � )T���-�(�A�F" N  0�. $�G)*� � �!Z �0� &[ $� .%�0� &4 � ���0� J 6 00" B .(9 6 � ��� N � � )*�-� L �;�0� )*�-�� 
"#���5" �  $�G� .%��� &[ 
"#� � �

x̂i = x2i−1, x̂n+i = x2i, i = 1, . . . , n, a b-lUc
 6 ��1�� � 6� $"�)*��� k2 
" � �N� �0� �

b
���/)*��� ��� 6 ��� L �;�0� )*�-�� 
"#��� )(��� 5����@"9 $��"

(blk) = Jn :=

(
0 In
−In 0

)
. a b�TUc

�K��� �C� ��" �0�#�  6 &
V 2n 1 ��� )*��& �������[�(�-8965"� 6 �'0��� � "#�F"���1H $��"�� � �(�-� � ����)(� I��-�-���(�� �7.%�0� &

b
 6 � +0��KJ����!896(�(�F"	�!��"�1 N � � ) =�E I �SVfHQP8JW:i=�X[Y/0����� 0�(�5"�j GD����IA 0����� a � )*� � L �;��� )*�-�� $"���� c �-� )*���(��� b )*�-�Z �0� &[ $� .%�0� & a'b�TUc 6� 
"�1G6����DC0��� =�E I �SVfHQP8JW:i=�X[YDj 
 ��"

(ωa)
�����(�`=FE I �]V1HQP8Je:i=OX[Y�H @ R Y L =�:i= 1H)( 0���-��"

)(���[J 6 ������� � �&O5& , �-� �5"#�-�#896(��� IA 0���-�[) 6  $�-�01J� � 6� 
" )*�-�  $��"�� � ����� � ����)*� W + m �0� & b
��� �-6 � )*�-�

5����@"9 $��"
b = ω1 ∧ ωn+1 + ω2 ∧ ωn+2 + . . .+ ωn ∧ ω2n, a b R8c

6 ��) 6 &/00� ����6 � " a � 00�ejNIV���!� , ����� 
C
 j � j o j W_c jGD�-� Y �  $��� .%�0� &[ 
"�� � �����
a ∈ Sp(V 2n) := UG2n(b)

6����DC0��� =FE I �]V1HQP8Je:i=OX[Y;1�)*���35 �Q6(,(, �
Sp(V 2n) N � � ) =FE I �]V1H[P Je:i=�XQYZH 
 > ? ���ZH 0����� 0�(�5"�j�A 6 � a'bJo�c .%� �f0$" N ��0���� κ(a) = 1

.(9(� �J�-��&3���5"��
a ∈ UGm(b) B

σ(N(a))N(a) = 1 (a ∈ UGm(b), K L � �#, � � ; ) a b���c
.(9��p4 ���-�-�(�� � �

b
6 �G)

a ∈ UGm(b)
00�-��"A 0�-� � ��"���"#�

N(a)2 = 1
j�2 O;& , ��� �5"��!��896(��Y �  0��� .%��� &[ $"�� � +�����Z� �7.(9 �-�����&0����� 6 � �

N(a) = 1 (a ∈ Sp(V 2n)). a b �Uc
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���� ����� ���]� / +,12+,)435+T�R<[� �2%(�N9$+,"K0?+," 
� ]"C��%.3535+,9$;A%(�.G charK > n

W��E)*�N12+,)43AW\����� / +,95"C��@CBN9$+M0.)*+��' 9$+,"$�()*+,"$+,�10.+
2n �

J( �"$#
bn :=

∧n

1
b
W��EB(�.+�0?)4+EGP+A�(���(�N9$+�
� ]"C��%(3535+M9$;A%(�.G_GP)*' 9	�R<����2��%.@MBZ�=0?+," � +M12+A)*3

)43R9 QR+D0. N@CB�35@MBN1U)*+,"$)*GP+M"XK\S=GP'LW(DUW5� "59$)*��A 
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?W ���NW
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���� �"!2� D 3 35+A)

[V 2n, b]
+A)*��3 �?#6>.'4+,O=9$)*35@CB(+,"�
 +AON9$ �"5"C�]%(#�W(����� ;A+A)*G�+�� +A)*�(+ 
�"C�]�(3R�I �"$# �]9$)* ��

g ∈
GL(V 2n)

)*3R9 3 �?#6>('*+AON9$)*35@MB G�+A�\�]%�0(�]�(��K=1 +A�(� )4B?"$+j���]95"$)�� / +A;AH.GP'*)*@MB�+,)4�.+,"U3 �?#6>('*+AON9$)*35@MB.+A���2��35)*30.)*+ � '* N@MO=3R95"$%.O=9$%?"
(ai

j) =

(
A B
C D

) #6)*9
A,B,C,D ∈Mn(K),
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"#� � �(���?J 6
Ker p

00��6 � � ���B1 .%� �f0$": 6 �A)*��& `	� & � & �0�#, 6(�-���# 
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1;� � & 6 �#���G 0896 )(��& Y � U_006(���4"9���# 
"�J 
 j l j � j T � � 0� � κ(a) = 1
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 j T j W j o@oUc'c jm 9(� )*�-� � ? L JTH > ;#:�R ;#:i=OX[Y�H�; �#=�H ? M R � ? ;Z:<J e > H�; 
 > ? � ��H�;

Sp(l, n − l)
4 � N ���-����� N � � )*���.%� �10�����)*���"2( 
"&J�1�)*� � ���-�(� � � & , �-�b�*�5P:�� $�-�-����� �76 ��0')(������� � 5 �76(,�, ���O���5"�6 U0�4" B

U�� Z�� I E V�=`=�H�:
V = V n HO:<;

n
� M : I H�;�=�:�R ; L V1H > W > H[XQY�JKH > L HQP8JKR >�>7L ? I NSY H >

H
? ; M b H�:<;SH

;#:�XQY�J L ? ='@UH L > JTH�JKH W τ �WY�H > I :<JKHO=�XQYZH c : O R > I j R I a ; M H _ l NSY H > V W τ(q) = q̄ M :�H @ R ;�� ? @ L JW:�R8;
:<;

H
R j[@_V E�Z L J P � E��UE � S E � H�:<JKH > Y H P HO:�X[Y�;]H V |C

M :�H PUR I �SVfH _ HRVl:<;�=�XQY >3e ;�P ? ;�@Ij R ; V
E � : >

P H > V1HK@UH�; b(x, y) :<;�=�H�:<;SH Y HO: M HO;�P_R I �]V1H _ H�; @ R I �ZR ;]HO;#JKH�;D; L X[Y
b(x, y) = α(x, y) + jβ(x, y) (x, y ∈ V ), a\oUoUc

α(x, y), β(x, y) ∈ C
E K L ;Z;"@UH�VgJTHO; �

�
S
α

:i=�J�;#:�XQY�J L ? ='@UH L > JTH�J ? ; M Y�H > I :<JTHO=OX[YIj R I a ; M H _ 2l
NSY H >

V |C
h

� S
β

:i=[JpH�:<;SH ;Z:�X[Y�J L ? ='@UH L8> JKH�JKH W L V^JKH > ;Z:�H > H�; M H c :<Vg:<;SH L8> O R > I NSY H >
V |C

h
� S M :�H 
 > ? ���ZH Sp(l, n−l) :i=�JF:i=�R I R > �ZY P ? M H > 
 > ? ���ZH�PUR I �SV1H _ �TVg:<;SH L > H > � >7L ;Z= O R > I L Je:�R ;SH�;

Sp(l, n− l) ∼= Û (2l, 2(n− l)) ∩ Sp(n,C), a\o�b c



�&��� ���T��� � ��� � � �����	�6��� �=�L
 �U� ��� b�W4o
Q R Y HO: Û(2l, 2(n − l)) M :�H P ? U (2l, 2(n − l)) :i=�R I R > ��YZH 
 > ? ���ZH M H > ��H�;Z:^@�HO; � >7L ;Z= O R > I L �
Je:�R ;]HO; :i=�J W Q H�V1X[Y�H M :�H YZH > I :<JTH�=�X[Y�H � R > I α

:<;hj L8> : L ;#J	V L =[=�HO; W M H > H�; � L J > : _
(αij)

:<; HO:<;]H >
R Y H P N @_Vg:�X[Y β S =FE I �SV1H[P8JW:i=�X[Y�H�; c L =�:i= (aj , an+j)

W j = 1, . . . , n W O R8V @UH�; M H c V1RdX[P I L J > : _ :i=�J �

(αij) = Kl,n−l :=




−Il 0 0 0
0 In−l 0 0
0 0 −Il 0
0 0 0 In−l


 . a\o�W_c

I � N �B����j7G� b ���-�(� τ + I�� .%�0� & �!�@"�1 .%� �f0$"

b(y, x) = α(y, x) + j β(y, x) = b(x, y) = α(x, y) + jβ(x, y).

Z 6 �300�-��"
j ·β(x, y) = β(x, y) · j = − j ·β(x, y).

GD� � �C� � 00�-���!896')(� � L � & ,>� �(����"#����J����100"�10)( ���� α 6(� � &3��"����#896 6 ��)
β
4 �-���-�(�� � 6 �G)[ $��"�� � �(�-� � ����)

�!��"�j(�K�������H� 6 �
(ai)

1
i = 1, . . . , n

1(���-�(� 4 �KJ 9 00�-�-896
b
, ��� 6 ) � + �0� "�6 � 0 � �� $�-� IA 0���!��1() j 6Fj(���l00���4"#�

b(ak, al) = εkδkl, k, l = 1, . . . , n. aQo%o�c
G� $���O�!��"

(ak, an+k)
1
k = 1, . . . , n

1(&3�4"
an+k := akεk j

�������$IV ����!� �0� �
V C

jZk  $� 9�4 � �#,(�Q9�. "
�-���!8965"�) 6(� 896[���-�(��)(� � � �5"�� P:��896(� 6 �Z0�10)( ����K)*������� IV ����!� 4 �KJ 9 00�-�-896

β
�&O;& , ��� �5"��!��896[�!�@" 6 ��)[)*�-�

IV� .%�0� &
α
�-�L�-6 � )*�-�pk  
" � �N� a\o�W_c 4 ������"&J�"�j ` ��� �  6 � .%� �f0$"�1
)( ���� E ��)*� H + �-������ � � Y �  $��� .%�0� &[ 
"#� � �

a
1�)(���

b
��� �  � �- 0�5"A� U0�#��"�1( $�!�

C + �-�-�(�� � ��Y �  $�G� .%��� &[ 
"#� � � � � N � 6(� α  $�!�: 6 896
β
�-� �  � �! $�5"A�DU�����"

6 ��)Y� � &'��"
a ∈ Û (2l, 2(n − l)) ∩ Sp(n,C)

� �'.(9 ����"�j A 6 �T)*� � � U0896G�@"#��� � 4�6 �Z0/� � 00� 4 "T���!896B1
)� 0�#� E ��)*� Y �  $��� .%�0� &[ 
"#� � �

a ∈ Û (2l, 2(n − l)) ∩ Sp(n,C)
��� �

V |C
� � 05 �

H + �-�-�(�� � �!�@"djG� $6�� � 0�����" a\o�b c j 2
��
���� �
	����������IH(B."$+
0?)4+j)*# � +,12+,)43`S� P��7?�]9$;%
_�! ]"59$GP+A'4�]3535+A�(+A�`� +A@MB.�=%(�(G�+A�0�]%(3AW��`)*�=1 +A)*3AW �����
3R9$+A'*'4+50.)*+����]95"$)��;0?+,"

C �
'4)*�.+X�]"$+A� � /(/ )4'�0?%(�(G a / +,;AH(G�'4)*@CB'0.+,"&)*# � +,12+,)43:0.+��(�()*+,"59$+A�[� ��35)*3

(ak)
K

k = 1 . . . , 2n
K(��'*3�� '* N@MO=# �:95"$)��L0?+,"`J( �"$#

(
A B
C D

)
, A,B,C,D ∈Mn(C),

0(�]"XK / +M"$+A@MB.�(+*0.)*+ � + 0.)*�.GP%(�.GP+A�0�IH." a ∈ Û (2l, 2(n − l))
%.�10

a ∈ Sp(n,C)
K %(�=0�GP+,1U)*�(�.+:0.�]"C��%.3

;,12+A)5�`%.3 0?"$H(@CO�+F�!H?"
a−1

��'*3 � '* N@MO=# �:95"$)4;,+A�a0.+,3535+A' / +A� 
 �.>.3AWPYZB." 
 +,"$G�'4+,)4@CB-;A+,)4G]9XKH0.��353 a(x j] = a(x) jGP)*' 9XW��E)*+,"C�]%(3V�! �'*G�9XK 0.��353 �
H �
'*)*�(+X�:"`)*3R9XW

G 6(� 896 2( 
"&J o N � � )=)*���3����00�*IV�KJ�����6 6 ��0 ��� � Sp(l, n − l) J 6(� �&O5& , �-� �5"#�-�#896(��� 5 �76�,(, �
Sp(n,C)

)*� 6 "��-�!896 6 ��)Z)*���$IV��J����!896(� 6 ��0 4 ��0 �Q9 ��)(�F"�jS2 , ��J��-���-�F00�-��"

Sp(n) ∼= Sp(n,C) ∩U (2n), aQo���c
N �_4 ��� )*��� �_4 ���/)*�b�G�(��� � "#�$IA 0���-� (ak)

1
k = 1, . . . , 2n

1�0������-896NJ�����"��f0[� O;& , �-� �5"��!��896 6 �G) �0� "�6 � +� �0� &'�-� � "	�!�@"dj 
 �/)*� ��.%� �f00���G)*��� � 4Z6 ��0 N � � )O�����[J 6 2( 
"&J o  0�� $� � 0����7P:��� 6 �4"9 
" .(9(� )*��� � �������-��K�����#896 � U$��� 6 �Z0'��������� � � & , �����*��� , ��� 6 ) � + 6 ���4"�U � ��� �C� �5" �0�#�  6 &[� .%�0� & 6 �-�-� � "�j



b�W � � � � ����������� � �
�	�
�:��� � �
���)� ���	�
� �����	���T���������

��
�������� ��DF3_35+A)
V = V n

+A)*�
n �
0.)*#6+A�(35)* ��\��'*+,"_O� P#6>.'*+Q�?+," 
 +AON9$ �"5"C�]%(# %(�=0

V |R

35+A)*�.+ "$+A+A'*'*+
D )*�.35@MB?"'���(O=%.�(GU�

b
35+A)�+A)*�.+�B.+,"$#6) 9$+A35@MB.+ � ) �! �"$# H / +," V

S� P# Y �=0.+Q�
l
W:���]� / +,12+A)*35+��]���Z�	)*+ � +,"$'*+AGP%.�(GS� P�

b(x, y)
)*�/�`+A��'

�
%(�10 Y # �]GP)*���:"59$+A)*'

b(x, y) = α(x, y) + i β(x, y) (x, y ∈ V ),0.+��(�()*+,"59V+,)4�.+	�()*@CBN9V��%.35GP+X�:"59$+,9 3 �?#6#6+,95"$)*35@MB.+!� )*'*)*�(+X�:"5�! ]"$#
α
S� P# Y �=0.+Q�

2l
%.�10 +A)*�(+	�.)4@CBN9V�]%(35GP+

��]"59$+,9$+-��' 9$+,"$�()*+,"$+,�10.+�� )*'4)*�.+X�]"5�I �"$#
β
H / +," V |R

W�� / � �	)*+->(35+A%=0. � %.�() 9'�]"$+-T`"$%(>.> + U (l, n − l)
)*3R9

)*35 P#6 �"$>.B�;A%�0.+,"`T`"$%.>(> +E"$+A+,'4'
�
'*)*�(+X�:"$+," 
 "C���(3R�I �"$# �:9$)4 ��(+A�

U (l, n− l) ∼= Ô(2l, 2(n− l)) ∩ Sp(n,R),

12 / +A) Ô(2l, 2(n − l))
0.)*+�;A%." >(35+A%=0. 

�
 ]"59$B( �GP P�(��'*+A� T`"$%(>.> +

O(2l, 2(n − l))
)*35 �#6 �"$>(B.+ T`"$%.>

�> +R0.+,"LQ +A�()*GP+,� "$+,+A'*'
�
'*)*�(+X�:"$+A� 
�"C���.3R�! ]"$# �]9$)* P�.+A� / +A;A+A)*@CB(�(+M9XK�12+,'4@CB(+50.)*+ � )*'*)*�(+X�:"5�! �"$# α

)*�=S��]"$)4���N9
'4��3535+A� K 0.)*+&)*� +A)*�(+M"	3 �?#6>('*+AON9$)*35@MB.+A�*�2�]35)*3

(aj , an+j)
K
j = 1, . . . , n

K S� ��
V |R

0.)*+-���:95"$)��/�(
 ��� / + �35) 9$;,9XW��`)*�=1 +A)*3AW\YZ3R9
(aj)

K
j = 1, . . . , n

K\+,)4�.+�>(35+A%=0. 
�
 ]"59$B( ��( �"$#6)*+,"59$+ �2��35)*3 S� P�

V
K.35 a0.+&�\�()*+,"$+�# �]�

an+j := aj i εj
%.�10 S�+,"5�L�]B."$+	1U)*+ / +A)*# � +,1 +A)*3`S� ��07?�]9$;p
_%.�10 
 / %.�(G �=W

��
��������F��� ) " / +M95"C��@CB=9$+,� 0.)*+"� ) "$O=%(�.G 0?+," %(�.)*9'�:"$+A� T`"$%.>(> +
U (n)

�]%.��0?+A# B(+,"$#6) 9$+A35@CB(+,�

�+,O=9$ ]"5"C��%.#

V n
W DF3 / +A;,+A)*@MB.�(+ G2n,k(R)

K
0 < k < 2n

K 0.)*+ �	� ��� � ���U����� ���U� ) � � �J, 	k) �  H��)�	�� ���
k
� �J) �a� � 	 ) +����-, � � � � � , , � �	�#� 	Q������
J"4����� ���;�!��� , , � �
� ) � 	����4��
 �  �" � �

V |R �
+��

V
Wj����� / +,12+,)435+��� �

G2n,k(R) /
'*+A) / 9E%.�=9$+M"�0?+," � ) "$O?%.�(G6S� ��

U (n)
)*�=S��]"$)4���N9XW � / � J�H?" k = 1

%(�=0 �!H?"
k = 2n − 1)*3R9�0?)*+l� ) "$O?%.�(G&S� P�

U (n)
��%.�

G2n,k(R)
95"C���.35) 9$)4S K.%(�=0 �!H?"

1 < k < 2n− 1
GP)*' 9�0.��3U�()*@CB=9XW

�LV1Y��BAXYQV=g �FE q � �%4 �F" �  �896�"#���/� 6 � )*�-��6�� � &'��"�����896����I� � �! � �4"�U
"����
Hn,l

�0� �
P n−1(K)

1
K =

C,H
j�q=��0���� aSR_c 6 ��) a���c � � ���(��� N � � J 6(� IV����"��-&3& 6 ��0[�-6 � � �	
 � � " �#�0, ����0 �Q6(,(, ���

PU (l, n− l) := PGn−1(Hn,l)
.(9(�

K = C,

PSp(l, n− l) := PGn−1(Hn,l)
.(9(�

K = H

N �-��)*� � �0� � SL(n,K)
 6 �'0���6(��� Q*�� 0896 a b-oUc � � 6� 0�4"#��� N � � κn(a) = 1

1 6 ��)Z)( N ����)*� �Q6 & �����
Y � U_006(���4"9���# 
"�J 0�����" a �W��&3&[ b j � j �Uc 1;� � 6� 0�4"#��� N � �l.(9�� l 6= n/2

� � 0� �
κ(a) = 1

j*�K� .%� �10����
PU (l, n− l) ∼= SU (l, n− l)/Kn

.(9(�
K = C, l 6= n/2,

PSp(l, n− l) := Sp(l, n− l)/{±In}
.(9��

K = H, l 6= n/2.

m 9(�
l = n/2

�-��� . � � " 6 ���
so

�G 0896 aXW�b c N ����)*� � ������� Y �  $��� .%�0� &[ 
"#� � �2&3�4" κ(so) = −1
1 6 ��)

&[ $�O� � 6 U0�4":���-� J 6 aXW@l_c  $�G $� � 00���K� � 0�� 4 �(�!��j 2
a��3�1���  ')! �	g�/�(*! :S%�'�+�%�'32 4S6 � 2 4S6�'�! 
 6�! :�� ')(*!�2 4S6�!=% � +�<)/ :S')( �=(*!�%

Z 6 � 4 �F" �  08965"#��� N � � )*�-� � � �! � �4"�U
"����
Hn

)(� � � 6  $"�� � �(� � ���-�#896(��� ,(�#�$E � �5"�� � ��� 5�� � &3�F" � �-�
Pn−1(H)

1 � 00�ejF2* 
"�J b j � j b�W QH����� N � � )*���=) 6(� 896<)*�-� �#896(��� . 6(� � &3�4"#���#896(��I�� .%�0� & a b j � j W W_c &3�4"
r = n

4 ���#896 � ��� 4 ���Fj G��-�����7I�� .%�0� &
b
J�� � ����00��� N � � N �-��)*� � �� �896 aQo_oUc �-���-6 � � 4 ���!)*��� � � & , �����;���

L � & ,>� �(����"#��� α, β 6 ��) 4 ��" �  08965"����')(��� � � & , �-�b�*���K�����#896 � U$��� 6 �Z0
V n

|C

j_q<�����
b
4 �KJ 9 00�-�-896

H�#896(�-� . 6(� � &3��"����#896 �!�@" a � 00�ej b j � j b�TUc7c 1��!��".)*�-�!IV� .%�0� & α C + ��896(�-� . 6�� � &'��"�����896 6 ��)
β
�&O;&3&'��" � �-�#8966 �G)

C + 4 �-���-�(�� � jH��������� (bj)
1
j = 1, . . . , n

1B������� IV ����!� �0� �
V n 1 4 ��J 9 0����!896 )*� � )*�-�`k  $" � ���

��� �
b
)*�-� Z �0� &3 0� .%��� & a'b j � j W�W_c 6� 
"djNGD 0�(� �!��" (bl, bn+l)

1
l = 1, . . . , n

15&3��"
bn+l := bl j

�������
IA 0���!� ��� �

V n
|C

Q(������)

xl = ξl + j ξn+l, l = 1, . . . , n, ξl, ξn+l ∈ C, aQo@lUc
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 �U� ��� b�W%l
)(��� � 6  $"�� � �(� � �(�!�#896(��� L �;��� )*�-�� $"���� )*��� �C� �5" �0� �

x
4 �KJ 9 00�-�-896

(bl)
1�� � �����G) )(���

ξk 1 k =
1, . . . , 2n

1 �������(� � � & , �����;��� L �5��� )(���� $"����Fj 
 �7)*��������� ) �Q9 8��0��� ���-896 )(��� IV� .%��� &3���
α, β N �-�.%� �100"� 6 � B

α(x, y) = i

n∑

l=1

(ξ̄lηl − ξ̄n+lηn+l), a\o TUc

β(x, y) = − i

n∑

l=1

(ξlηn+l + ξn+lηl). a\o R8c
k2 $� � � �0���(�5"�1�)� 0�#� 4 ���!)*��IV� .%��� &3��� �(�-8965"W 6 �'0��� � "#�F"W������)FjJm � �10����!896P�-��"

β
� � & , �-�b��� 6 �;�-�-)*�!�#896Fj

m 9 6 � ��� N � � �-� V |C
)*�-� L �;��� )*�-�� $"����5" �  0��� .%��� &[ $"�� � �

ξl = (ξ′l + i ξ′n+l)/
√

2, ξn+l = (ξ′l − i ξ′n+l) i /
√

2

 6 ��1�� � � � 6� 0�4"#��� N � ��4 ���!)*�$IV� .%�0� &'��� �-�Z��6 � � � Z �0� &[ $�f00����"# 0�4"

α(x, y) =

n∑

l=1

(ξ̄′n+lη′l − ξ̄′lη′n+l), a\o��Uc

β(x, y) =

n∑

l=1

(ξ′lη′l + ξ′n+lη′n+l). a\o��Uc
GD�-�DA	�5"�� � 0 �76�,(, � )(� � � � & , �-�b� + �0� "�6 � 0 � �G $�-��� Y �  0��� .%�0� &3 $"�� � �(���B1C)*�-� α �-� �  � �! $�5"[�! 0�#�����B1
N � � ) &3��" O∗(2n)

4 �KJ����!896(�(��"�Q N ����"�� � �����
SO∗(2n) := SO(2n,C) ∩O∗(2n). a
�Uo�c

��
���� ����������� ;A+A)*GP+��
SO∗(2n)

)*3R9�+A)*�.+ �`�=9$+M"$G�"$%(>.> +jS� P�
SU∗(2n)

�LS=GP'LW 0?)4+ � +A#6+,"$O=%.�(G6�\�]@MB

 / %.�(G ���MW
��
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l

O(l, n− l),
O(n) := O(0, n)

C Fn
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l
U (l, n− l),
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 ��)(�b�
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 6 ��1 N �_4 ���
W 1 = U o ⊕ Û o
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Û o = L(b̂1, . . . , b̂m), m = def U ,
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Ũ := ϕ(U ) = ϕ(U o)⊕ ϕ(U 1)
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(cα) := (ϕ(bα)), α = 1, . . . ,m,
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ψ|U := ϕ, ψ(b̂α) := ĉα, α = 1, . . . ,m,
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〈̂cα, cα〉 = −〈cα, ĉα〉 = −1 = 〈b̂α, bα〉,
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〈̂cα, cα〉 = σ(〈cα, ĉα〉) = 1 = 〈b̂α, bα〉
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A��5"�� �#� U 6 &3�

W⊥ 6 ��)
W̃

⊥ j G� /)*��� GD�-&'������� � �(��� 00�-���!896Y���-��)H1 00� 4 "T���P�����(��� 
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ψ = ϕ ⊕ ϕ⊥ )(� � 00��� 6 8965" A 6 " � & ����, 6(�-��& 6 �
ψ ∈ Sp(V )
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N � � V = Ṽ
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Ũ := ϕ(U )
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W 1 := ψ−1
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1 (Ũ )

6 ��)
ϕo := ψ−1

1 ◦ ϕ : W →W 1
����� 
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R j[@_V E

K H � ;Z:<Je:�R ; � E � S E � L ;nP L ;Z;�@�HO; L ? M L ;#; R ; L X[Y M H I Z L J P j R ;[V E � :<JeJ�H _ :i=�Je:�H > H�; M H S � R > J �=�H�J P ? ;�@UH�; g ∈ On
j R ;

ϕ I :<J Y H�Vg:�H Y :^@�j R > @�HK@UH Y HO;]H > � R > I N(g) = ±1
� ; M HO; W Q H�;Z;"@8:<V^J

dim U + def U < dim V . a��Uc
I � N �B����jp2;�-��) g1, g2 ∈ On

m ��� "9����"&J 6 ��00��� &3��" � � � �#896(�-��)*���(� � Z ��� &Z1�� � �-��"

g := g−1
2 ◦ g1 ∈ On

������� A 4Z4 ���!) 6 �Z0�&3�4"A)*� � Z ��� &
N(g) = −1

1 N ���-896�� g|U = idU
� �7.(9 ����"�Q������-��"� 0�-� � J 6 J����f00���B1

)� 0�#�D&[ 0�
idU

0����� 6 )( 0�(��J 6 ������� � 6 �(���10����5"��-�-896���� IV� N ��0 6 ��0 .%�0� "#���F"�J������
 $�(�B1 N ����� a���c0�����"�j q � � J�� � �-��0����
U = U o ⊕ U1

�-� ���-�(� ��� "#6 � 0 � �� 0���,2 6 &3&3� �����-�(���$G�� . � �5" 6 ��"#� �#�  6 &[�
U o

6 ��)Y�����(��� L � & , �-��&3���5"9� U1
j GD 0�(� �!�@"

U1
�(�!896�"T�!� � " �#�0, QB���

U⊥
1

00� 4 "T�������-�(���Y" � "# 0�
�!� � " �#�0, ���&A	�5"�� ���  6 &
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V n = Û o ⊕U = Û o ⊕U o ⊕U 1
jVG� 
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N � � )*�-�pq � � � 6 ��0  6�. )*�-� � d���� 4  �

PGn +
�-� �  � �- 0��"#�7YW�����-&3����0��A)(� �  6 � �- 6 "�� � � � � �#896(����)*�������

� 6 ���5"���� 4 ����"���6(����)(���;m � �10����O���-� Q(���������B $�!� � .(9(� �����(� 4 ���-�-� 4 �f00�Gk/����00�
B

Mk(B) := {(x1, . . . , xk) ∈ (B)k |xµ 6= xν
.(9��

µ 6= ν}. aXW_c



�&� �&� ��� � � � � � � � � � � � ��� � �	�
� � � � ����� ��
 � � ��� � � � � bHl4o
A 6 �:)*� �E
 � �  � �! $�NJ�)*� � GD��&3���G��� � � 6 ��) �B��&3&[ b j b � � 00� 4 ":���!896 � �8.%��� "A)*�-� .%� �10�����)(�D� � " N ��� +)(�10��$I���)*�-��0 6 �Z0
��� Z � ^SE�� L��	��>	
 M L =[=���
 HO:

k
� � ? �ZH�V

(xµ), (yµ) ∈Mk(P n)
PUR ;�@ > ? H�;ZJ =�:<; M 
 I � =[=�HO; � R V @�H�; M H� H M :<;�@ ? ;�@UH�; H >��	� V<VgJ	=�HO:<; �L S � ��> L V<V1H

ρλ
I :<J

1 ≤ ρ1 < . . . < ρl ≤ k


1 ≤ l ≤ k @8:<VgJ

Dim xρ1
∨ . . . ∨ xρl

= Dim yρ1
∨ . . . ∨ yρl

. a\o�c
� S�� =%@8: � JpHO:<;

κ ∈ Z(K)∗ I :<J
σ(κ) = κ


 ? ; M HO=�@_: � J��#H[P8JKR > HO;
xµ, yµ ∈ V n+1 =�R 
 M L =Q=

xµ = [xµ],yµ = [yµ]
? ; M

〈yµ, yν〉 = κ〈xµ, xν〉
�	��>

1 ≤ µ ≤ ν ≤ k
@�H�VgJKH�; E

2

G������������ �!�5I"�#����$�0 6 $Z0���$%$&�('	)+*,)&�-$/.!� ��'	)&� $/�%�0��$/�21NJ ���f03*
�LV1Y�� 4XYQV1g8^#E�5 �6�0� �

K = R
6 $/�

F4,2
�������87:9���.!�-*�U3*����#�

P 3 � 7�;=<>$/�����
2
j/G��3$&$\0�� 4 *��#�

� �-$/�?*�73*���9@���!73*�.!7:AB� 5�� .��:���
H1 ⊂ Q

j]kC�3$;�/$B���D*5J�E�����F 6 �:��. 6 AB� 9
(xµ), (yµ) ∈ M4(H

1)
1

�&��.���$$GG7�A&AH��9�I�� .!) U�9J*�$&�(�!�!�K$&�('	):* 9�4 ��.�����$/��*��-;6;6��$ Q#�!�-�ML � $/$&��$N�39(�!7,� 6 .	'	)NL�����$&� �M.!7�O���L+*!��IP�J*�UQ*
��$&� �-$/��$/��� .R*!.	�3$B� . 7:.!;6����.!*SE���.	��� $FjKA,$B����.���.	�0� �J*	�R�!�-$/� .(9 . J E"� � 4 � 9-��� 4 �10:�M����.	�3.!*!�f0��MF 6 �:��. 6 AB� 9
�&�-� I"�#����$�0 6 $Z0���$T� c 1 4 c � 6 �"2��Q*�J b ��. .(9 9�9J*dj 5 �-$U�3$/��9-7U0�� � I"� ���!A&����9GLV��$&$T;W�3$X;Y�-*=J E"� �
�(�!73*!.�7�AH��$ 5���.	����� $?��� �@��.����(����;6��$/�!�-7:$/�39���$?A&.!7�O���L+*!��IN� OP;6A&9���L+*!�(��'	)&��$ P�� 6 ;6� �ZL�7:$/�0*!. 6 �-� .!� $Fj
2

m/7�.	����.!*";W��$ J 6 ��UQ*�J�9���'	)[1P�/�����"������A/.!7�O���L+*!��I�� `�9 9�9-�\��� . 4 �D*�.��:'	):*��D*���$B� 6 $&L+* . 7:910:��$]$/��'	)+*
�(�!73*!.�7�AC���0* 12�!7]LQ�3$&$^;W�3$^�&�-� . 7�9f0�� $/����I��#���-$Z0 6 $�0 .(9 .N����� L 7�$Z0�. 6 ��$NJ5J E"� �-� .*� 6 $&L+* . 7:910:��$4 ��E����(�!��$ B
��� Z ���FE � = =�HO:�H�;

(xµ), (yµ) ∈Mk(P n)
��
 H�:R_ ? ;�P8J � R8V @UH�; 
 
 H�V1X[Y�H M :�H � H M :<;�@ ? ;�@UH�; L	`V
 � `

L ? =\a L J�� b H >��	� V<V1HO; E 
l:<VgJ L ? � H > M H I6bX ` � :�H7� > R ��H[P Je:kj H\c � V<V1H
x1 ∨ . . . ∨ xk

:i=�J ;#:�XQY�J�:i=�R8J > R�� 

=�R @8: � JpH�= HO:<;]HO; � > R	��HQP8Je:kj H�;ed�=�R I R > ��Y�:i= I ? =

ϕ : x1 ∨ . . . ∨ xk −→ y1 ∨ . . . ∨ yk a
��c
I :<J M H�; � :^@�HO;Z=�XQY L�� JTHO;

ϕ(xµ) = yµ, µ = 1, . . . , k, aQl_c
〈ϕ(x), ϕ(y)〉 = κ〈x, y〉 �	��> L V<V1H

x, y ∈ x1 ∨ . . . ∨ xk. a T�c
d�=�J

Dim x1 ∨ . . . ∨ xk = n

 R M H > @_:<VgJ

M `�� =%@8: � JlH�:<;
ρ ∈ Z(K)∗

L V�= �Zf = ? ;�@ej R8;
σ(ρ)ρ = κ



=�R =�:<; M`M :�H�_ ? ;�P8J � R8V @UH�;�P_R8;�@ > ? HO;#J E
Ig�REe�R�#��j 5 ���0� �-� $

X := x1 ∨ . . . ∨ xk
6 $B�

m := Dim X
j G��3$&$D0�� 4 *G�#�,��$^��� .*m&7:910:�

(xµ) m + 1
� 6 $&L+*!�:1"�����h��)&.!�iA/.!7�O���L+*!��I�� `�9 9-9��h��.�J�� 6 0�� $Fj GG�-� a $/��'	) 4 c7c � $:*	�0A/.!�#'	)&��$/�&��$�K� L+*!7�.���$[1/�!�_0�� $]E���.

a0 := xµ0
, . . . , am := xµm

,



bHl � ����� ��� ������� � � �	�
�:��� � �
� ��� ���	�
����������� � � � � �
4 ��9(����$i�&��$&$g� �-$/�$I��:�0�(��I�7:$

X
j A 6 �,��� . I�� ����$�� 6 $��W� c	� 7�9
�3*#1/�&�������&��$&$%�&�-� �K� L:*�7�.���$

b0 := yµ0
, . . . , bm := yµm

� �-$&�$I �:�0�(����� � P,� 6 ;W�
Y := y1 ∨ . . . ∨ yk

�0��$/� j#q �-.��H�D*�.��:'	)+*!��$e��� $h� 6 .	'	)%����� I���9���� .,����.
I ���!�(�

ϕ(aµ) := bµ
�����/$&����.!*!��$C9-��$&� ��.!� $h<��!7�;67�.�A&)&�(�0; 6 �

ϕ : X → Y
j A 6 ���&��.�I"�#����$�� 6 $��

� c
� 7:9���* 6 $&;6�J*!*!��9
�/��. 1R�&�:�!�N�&�-� 5�9����('	) 6 $�� aXTUc ��. � 9 9�9J* �(�0*�j q ��.��B� E"� ���!��$ $ 6 $ a l_c j 5 �N�0� �-� $
x = xν

1
y = yν

J�E����H����.�� �-$B�3$/��� .M� $:*	�0A/.!�#'	)&��$/�&��$R13$B��'	)�� c �&�-�*� 6 $&L+* � 7:9��:��$��H� �0*!��;6;Y� $/��� $
�K� L:*�7�.���$Fj�<>)/.!�5I ���!�����&��.��0*!� 9-9 6 $��:��$ ��$

X
�NJ EGj

Y
�0� �-� $

x =

m∑

µ=0

aµx
µ, y =

m∑

µ=0

bµy
µ.

k 6 9J*��-A&9��DJ�����.���$eE��-.,�&�-�#�0�5I ���!�����&��.��0*!� 9-9 6 $��:��$]I:7�$g9-��$&L��,�!LV��9���. ;Y�-*
aν

�NJ EGj
bν

1/�07 � 7:9��:��$

〈aν , x〉 =

m∑

µ=0

〈aν , aµ〉xµ, ν = 0, . . . ,m

〈bν , y〉 =

m∑

µ=0

〈bν , bµ〉yµ, ν = 0, . . . ,m.

G��6�39�9-���-$i��� ; J�E����-*!� $&5�9����('	) 6 $��:���&OP�0*!� ; � 6 � *�.!��*!� $/����$ �K��L+*�7�.���$e����$e�&�3. 9 �H��.��0*!��)/��$/��� $
��$ 6 $/�!��.���$�� 6 $&L+* � 7�9
��� $ ��$+*	�0A&.�� '	)/��$R13L � $&$/��$WE���."� 6 � �/��� J E"� �J*���� O��0*!��; ����� I�� �&�-$�� 6 $���� c��$+E���$B����$ 6 $/�h��.�)/�39-*!� $i$/��'	) L 9 .�J�� $i��� ���PLQ�39(�3.	�

κ
� �-$ 5�9-� ��'	) 6 $��+�!�&O���*���; ;Y�-*��&��$/�!��9
�B� $

L 7P� �*J�����$+*!� $TE���� �/���g��.	��*��_jlq^� �-9N$B��'	)X��� .[I"�#����$�� 6 $�� ' c ��� .[P,� 6 ;
X

$&�('	):*e�(�07�*!.�7�A
�(��*#1[�(��*6����.�P,�3$��^���-�#�0� . 5�9����('	) 6 $��:��� O��0*!� ;Y���:9-� ��'	)

m + 1
Q � 7:9��:9-�('	) ; 9 �!�!��$ ����� � � � 6 $���� $9 �H��.�����$/�0*!��;6;Y� $ B (yµ) = (xµ)

j ZG��'	) G����/$&�-*!��7�$eI�7:$
ϕ

��.����
��*,�0�('	)

ϕ(x) =

m∑

µ=0

ϕ(aµ)xµ =

m∑

µ=0

bµx
µ =

m∑

µ=0

bµy
µ = y.

G��3;6�-*8� . � 9 9�9-*@������I�7�$
ϕ

��.�J�� 6 �3*!� 6 $/���:9-� ��'	)��B��J����('	)&$&��*!��A&.�73O���L+*��-I:��A����/�-9(� 6 $��\�������H��)B� 6 A��
*��D*!� $ 5�9����('	) 6 $��:��$ a l_c 6 $/� a TUc j2<���* m = n

12�07 � 7�9
�3*N� 6 � �[��;6;W� b j b 1S�/����� ϕ ��$
PGn(F )9��-���3*#1 6 $/� E��-.��0��$/� � � .0*����#j�<>; m/��9-9��

m < n
E�7�9�9���$WE���."��� $����Q*�J W j o I�7:$ 5 j�q �J*!* ��$+E���$B����$Fj

q ����9
ϕ

��; ��9-9
��� ;6����$&��$eL�� �-$i<��!7�;67:.!A&)/���!; 6 ������. A,$+*!� .!.�U 6 ;6�N;6�-*G��$/� 6 J �-� .0*���;��PLQ�39(�3.�A&.!7��
� 6 L:*"���0*��Y�/�����:�-9-*[O0�N$ 6 .M�-; m/��9-9

κ = 1
1�I���9ej aXTUc 1 �H��$ � *!�
����$WE���.M$ 6 $ �&�-� I��#���-$�� 6 $���� c 6 $B������/$&����.���$

ψ(x) := ϕ(x)(ρ)−1 jNG��3$&$ � 7�9
�3*�� 6 � a T�c E"������$
ρ ∈ Z(K)∗ B

〈ψ(x), ψ(y)〉 = σ(ρ−1)ρ−1〈ϕ(x), ϕ(y)〉 = (κ)−1κ〈x, y〉 = 〈x, y〉 � 9 .��39�9��
x, y ∈ x1 ∨ . . . ∨ xk.

G��3)&� .��(�0*
ψ

����$ <��!7�;67�.�A&)&�(�0; 6 �?�&��.,A,$+*!� .!.�U 6 ;Y�:1Z��� $ E���.�$B��'	) ��� ;!���Q*�JgI:7�$ 5 j*q �-*0*
J 6 ����$&� ; A 6 *�7�;67�.�A&)&�(�!; 6 �

g ∈ PGn � 7�.!*��!�D*&J ��$^L � $/$&��$Fj]q ����9K���-�6I:7�$C��� $C9��-$/� �3.���$ A����
�&��9(� 6 $��:��$

ψ
6 $/�

ϕ
��.�J�� 6 �3*���$iA&.�73O�� L+*!��I���$[A
���&��9�� 6 $���� $ 9 �H��.�����$/�0*!��;Y;6� $R1B.�� ��9-�(�!�-� .0*

g
���-�

L 7�$��:. 6 ��$NJ�����.8� 6 $&L+* � 7:9��:��$Fj 2
�LV1Y�� 4XYQV=g �FE q �-.WE�7�9�9-� $ J ���
����$[1@�/�����Y�&�-�[I�� ����$�� 6 $�� � c �-; mB�39�9

m < n
$&��'	)+*W��$+*��B� )&.0*

E���.	����$ LQ�3$&$ j 5 � �!������$
K = R

1
n = 4

1
V 5 ��� .WA/�0� 6 ��7�� 7:.0*�)&7��:7�$/��9-� �K��L+*!7:.!.	� 6 ; I�7�;



�&� �&� ����� � � � � � � � � � � ��� � �	�
� � � � ����� ��
 � � ��� � � � � bHl%l
<>$B���b� W 1 6 $/� (ei)

1
i = 0, . . . , 4

18� �-$/�%AB�0� 6 ��7 � 7�.!*!)/7�$&7:.!;6����.!*!� I ���!�(��j*q �-.��H�D*�.��:'	)+*!��$ ���-�
� 6 $&L+*!� A/����.!�

x1 = [e0],x2 = [e1]
6 $/�

y1 = [e3],y2 = [e4]
j G��3$/$ �!��$/� ���-� I��#���-$�� 6 $��:��$

� c 1�� c 1 ' c ;6�-*
κ = −1

��. � 9 9�9J*#1�$/��'	)+*YO�� ��7�'	)X� c jlq �-.e��.�)/��9J*���$ J E���.]����$&� $XA&.�73O�� L:*��-I:��$
<��!7�;67:.!A&)/���!; 6 �

ϕ : x1 ∨x2 → y1 ∨ y2

1P����$gE��-. E�� ��� $]���#��YZ.�U���)&� �J*	�!���Q*�J��#��$&�('	)+*�J 6 ����$&��;
<��!7�;67:.!A&)/���!; 6 �

g ∈ PG4 � 7:.0*	�0��*&J�� $]L � $&$&� $FjNG�����L�7:;Y;?*,� 6 '	)g�-$e����.�$VU�'	)/�0*!� $�m&7:9��:��. 6 $��
o J 6 ; A 6 �!�&. 6 '	L B

2

��[hg��hV����XW	��

��� ���
K = R,C,H ����� � ����������� � ��� ��� � ����� � � �

� � ��!��"!�� � ���#��� _%$ � � � ��&('�&(��� �
� � ���*) � �+�-, � �-������� � � $ & 
 �����.�/!���� � �0�.����!21���! � ` j�$ � a#� & � � κ = ±1

� $ � �2� � � � d �3& F =
Fn+1



F = Fn+1,l

$ �2� �
F = Hn+1,l


 1��#�4!2���5& l < (n+1)/2

 � $ ) � ���6, � � κ = 1

j � � � � �7!���� �
� ���8� �0����� ��9:1����;� E �3&(��,<�6) � �+� κ = ±1 1��#� �	��� ) $ ,4=��>�@?7� κ = 1 !��3����& � & 
 � � �2��� � d �A������ '.���>��� 
 ���B�2������� κ = 1

j � � � � �7!.& 
 � � �����*) � �+� 
 �3���#�8�.�C� � �0������!21���!���� � `V
 � `*D ,E��& κ = 1
`

1��#�6F `EG ��� � ���CF G ����� �	��� ���C� � $ �7! � 1+��� � �2� � _ 1��7).& � $ � !���� �
Ig�REe�R�#��H G���� � ��)&9

κ
) U3$���*]$7I&. I:7�$ ����.=J�I �/$B����$/�&��$ YZ.���$/� � 7:.!;W�3*!��7�$ � �JH�<>$T�&��$

I�� ���!A&����9���$8K2H o � l I&$/�Y��; A��B�!'	)&$/�J*!* W H K2H T E%I&.	��������J����
�3*#1Q�&�����8;6��$Y�!�('	)Y�2I � ����� �-$�m&7:9��:��.@I&$��
o �:��$/��$&$+*!��$ML^� .0*�� �H� ��'	)&.�U3$&L:��$hLQ��$&$JH GG�-�*ANIB�!��� �:�EO��H��.N�����*ZNI&9�9(� O��0*!��;6� � 7�9
�3*N�.IB���&��$
I���*!.	��'	)+*PI&$�����$ ���#�$A��B�!'	)&$/�J*!*�� W H>K�H o H	Q���9J*���'	)&9��-��C�9���'	)

κ = 1
1[�!7h�(��*?��R\*!.���I+�(�39M��. � O&9-9-*?;6�-*

ρ = 1
H
2

S	��� ��S � �UT �	�UV�W ��� �MX � � � � �:T ����Y � ��� � � � ��� ����� � ���

GG��� m/7�9
����.@I&$�� o H>K���$+*!) U�9J*��B� .!� �J*	�M� �-$&� ANI/����� ���%O��B� .������
PGn

� � ��I&��IQ�39���$NJ J�E�������.K�ZI&$&L+*!�:1
�/���%�-$ ����$U7��H��$ �B� E��-�#�0� $&��$ �39�9��:��;6����$&��.���$ L .!�-*!� .!����$ � $:*�)/�39-*!� $X�(��*[H7Z���'	) I����(�0A&����9 W H oE���.�L:*W�����eA&.!7�O���L+*!��I � �&OP;6A&9-� L+*!�(�!'	)&�8Q�.PI&A/AB�

PSpn

*�.���$/�0�-*!��I �.I � ����; A/.!7�O���L+*!��I�� $ P,�.I/;
P 2n−1 H 5 �H��$/�!7iE���.!L+*?�����W<��07�*!.�7�A&��� �:.PI/A&AB�

PGn(F )
����$&��.a�@7:9���.!�-*�U3*�*�.���$/�!�J*��-I �.I � ����.5J\I

F
��� )U]�.���$B����$ F^I/����.���L�H_L ��.NL2]:$&$&� $MI&$B� �39(�07e�.I � ����� I��D*�.��:'	):*@I&$��%I�7:$f�@7�9(�3.��-*�UQ*���$MI&$/�

�/� �H�����.I � ���-��$&�('	)+*8��$
Q

9���� ��� $/��� $R�`I&$/L:*����H� ��'	)&.�U3$&L:��$JH�G���� �!��E"� .���� $?��I&.	'	) $&�('	)+*8�(�!73*!.�7�AH�
�K� L+*!7�.���$ �H� �0*!��;6; *\a

x = [x]
;6�-* 〈x, x〉 6= 0

H G������PLQ��9���. ��I/�:��.��3*�)VU3$���*\$B�Q*PO/.!9���'	) I:7�$ ����.
L �3)/9[��� � P���A&.�U��!��$+*	�3$+*!� $g� �
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� �%�$� �
��µ ��&"� � �2��� ��$ � � 17�0����& � 1���!���� ¦ $ � � ��� �i=��C�����E�����C��� x1,x2 6∈ Q

_ 1��7).&(� ������� � �+�CF G &
& � �7!����+&i�C����� ��� ¨N� � � ����� B

�2� � �+�6!2���5& Sq(x1,x2) = 1 !���� � 1 � � �+� 
 
 ����� x1 = x2 � �0& � a ���#�
�.�C� _ 1��7).&"� x1,x2 ¦ � � ��F G �C�@����� 
 � $ � �3& Q ∩B 6= ∅ !���� � 1*� � ��� 
 
 ���+�

− det(〈xj , xk〉) = 〈x1, x2〉2 − 〈x1, x1〉〈x2, x2〉



�&� �&� ����� � � � � � � � � � ��� � � �	�
� � � � ����� ��� � � ��� � � � � K �UK

�����®« 1 � � � � &���� K � �3& �
kg�REe�R�#��H L ��.%Elf3)/9-� $X�39(�¬k �:�0�(�g�&� �Jg�I

B
�:��)U]:.!� $/����$ mK� L+*!7�.�.	�.I&;W�g����$&�^7:.0*�)&7��:7�$/��9-�

k �:�0�(�
(a1, a2)

;6�-*
[a1] = x1

H 5 �?�!������$
λj := 〈aj , aj〉

1
j = 1, 2

H �	O/. ����$&��$ mK� L+*!7�.
x2

;6�-*
x2 = [x2]

�0� �
x2 = a1α + a2β

�&�-�­k ���!�(�!�&��.��0*!� 9-9 I&$���H 5 ���:�-9-*
Sq(x1,x2) = 1

�:��$/�2I �&�3$&$[1
E���$/$

α2λ2
1 = λ1(λ1α

2 + λ2β
2)

�(��*#1JI&$/� �&�����:�-9-*���� $/�.I �&�3$/$R12E"� $&$
λ1λ2β

2 = 0
�(�0*\H^���

B
$&�('	)+*�*���$���� $:*��-� 9-9 1/��9��!7W����. g\I���� )U]�.����:� mK� L+*!7�.�.	�.I&; $/��'	)+*,�(�07�*!.�7�A%���0* 1��:�-9-*

λ1λ2 6= 0
I/$/�

�#� � 7�9
�3*,�����\��.	��*��ik�� )/�.I&A&*PI&$���H%�����"g�E����-*!����.����
��*,�0�('	)6I/$&;6�J*!*!��9
�/��.��.I/� ��� .B���(�!L�IB�!�!�-7:$g��� .
k��#���-$��2I&$�� � O&. y := [x1t+ x2] ∈ Q

;6�J*
t ∈ K a

〈y, y〉 = 〈x1, x1〉t2 + 2t〈x1, x2〉+ 〈x2, x2〉 = 0. 2

�����������c�B����� �-�-�!+6�QZ5�*2����¬b?�-�©]^G$�1�$Z <@<@��2��-Z �5+6���©��G6�©S;�-�!<@U5�!�-&��*zBVF���5b
(x1,x2), (y1,y2) ∈

M2(P
n)

Z5��b.+6�!&�2
Sq(x1,x2) 6= 0

E <@Gi+6�!#?29��<4+$�-����Zwb5���5���-�!�
g ∈ PUn+1

,"��2
gxj = yj

E
j = 1, 2

E
:c�-� �

ξ(x1) = ξ(y1)
Z5�5b

Sq(x1,x2) = Sq(y1, y2)
IKA��6L

+6�-&�2��-��)
�����������R� {jZ <�v�2��-&!�!/10"�-Z.b �-�"]^G$�1��Z5<@<@��2���Z5�5+$�-�i��G$�.S;�-�!<@U5�!�-&�� <@���

K 	 ��2���2c�$&!+6��# �1�$�!<@/10(�$#5+$�-<@/105&!G6<K><@�-�M)�
^<B<@�-�!�-�
xj ,yj 6∈ Q

E
j = 1, 2

)����$���-����+$�6z
(x1,x2)

�!<K2 +$�-����Z b5���5�¬�-Z
(y1, y2)

Y�G$�5+$��Z �-�*2=E
:c�-� ��IKA��6Ly+$�!&!2=)

�^I&.	'	) o
�UI&$�� �^E��-.	� �!AH��g�����9�9,��� .��B�39�9
K = C

� .!9�� �&����*\ay�������K���3.��]I:7�$ $&��'	)+*wg�I
Q�:��)U]:.!� $/��� $¬�`I/$&L+*!�NE���.	����$e��I&.	'	)%�&�-�

PGn(F )
� <>$PIV��.!�(�3$+*��

Sq(x1,x2)
LP9��:�!�!� � g�����.!*\H

S	��� ��� � � ��
 
	��
 � � � ������� 	�
�� ���ZY � ��� � ���

�����N� 4��|��²��J� L �-.WE���$B����$ I&$/�Y$7I&$ ��� $ .���� 9-9���$®�87:9���.!�-*�f3*!� $
F = Fn+1,l

��� �YA&.�73O�� L+*!��I���$
���.I&;W�

P n O��H��.�����; 
^]�.�AH��.
K = R

g\I I&$B� �H� ����$&$&� $];6�-*��&��; �/��9-9
l = 0

H�°���'	)Jk����(�0A&����9
�+H>K�E��-.�L+*������ Q�.@I&A&AH�

PO(n + 1) = PGn(F )
*!.	�3$B�0�-*!��Ii�.I � P n H�L^� �-9K�&�:� ��LV��9���.!A/.!7���I&L+*

AH7:�!�-*!��IY��� � $&�-*����0* 1:���0*M��� .�g�I�Q�.@I&$/���,9���� ��� $/���lmK��L+*�7�.�.��2I&; ��I/L+9��(������'	)R1.I/$/�6� ���:�-9-*
ξ(x) = 1

� O/."�39�9��
x ∈ P n H h4I/�����3*�g p � 7:9���*ZI&$&;6�-*0*���9
�/�3.#1:�&�:�!�M���-�W�`I&$&L+*!� A/����.!�,�UI&.�'	) �&�-�,<>$PIQ�3.��(�3$+*!�

b K��2RWLP9��:�!�!� � g�����.!* E"� .��&��$JH ��I&. �:��7:;Y��*!.�����'	)&� $©�G��I&*PI&$�� I�7:$ b K��2R6.���A&.-f��!��$+*!����.���$ E���.g�����
�ZI&$&L+*!� ��I&.	'	) 5 ��$&)&� �J*	�0I:��L+*!7:.!� $

x1, x2
����.	�3.!* 1��&����� 〈x1, x2〉 ≥ 0

����9J*[H °���'	) ����. �&7:.!;6� 9
<3H b �+H>K�H>K��.R"E���.��%�&�3$/$e�UI&.�'	)

cosϕ(x1,x2) = 〈x1, x2〉 =
√

Sq(x1,x2)

�&��. L �-$/L���9
ϕ(x1,x2)

�39(�	L �-$&L:��9�g�E��(��'	)&��$ ��� $?� $:*	�0A/.!�#'	)&��$/�&��$ 5 ��$&)&� �J*	�0I:��L+*!7:.!� $N����$/���\I�*!�
�
�H� �0*!��;6; *6¯/��.�� . � O/9-9-*

0 ≤ ϕ(x1,x2) ≤ π/2, b K$��R
E�7��H���P$/�:'	) ���3*�g �

ϕ(x1,x2)
�:��$/�2I��&��$&$��:9-� ��'	)�°NI&9�9����0* 1VE���$&$

x1 = x2
����9-*\H*��� .@.!� ��9�9-��A&.�7 �

O�� L+*!��I��"�,�.I/;
P n(R)

1P��$%�&��; � �-$&�\� �B�07:9>I�*�� �@7:9���.!�-*�f3*
F = Fn+1,0

�.I/� ���$g�� ��'	)&$/�D*"�(�0* 1�E���.��
n
�>����;6��$/�!�-7:$/�39���. �����/� =�&i� ��F G � ��� � 1�, �:��$/��$&$+* b I��:9�H�k����(�0A&����9	�UH K[RX¯H�&�-� �����5� =#&�� ��F G ��¨N� $ ,���& � �C�E���.	�gE����-*!� .%I&$+*!� $%��$�h��/��'	)&$&�-*0*��Y�2I/� � O/)&.!9��('	)��H��)/��$/��� 9J*[H

2

�����N� 4��|��²��J�[5 �\�0� �@E��-�#����.
K = R

I/$/�
F = Fn+1,l

����$&�(�@7�9(�3.��-*�fQ*�I�7:; <>$B���$#
l > 0

H8�G���
�UI&.�'	) g E"� �^�`I/$&L+*!�

x1 6= x2
�H� �0*!��;6; *!� Q���.	�����

B = x1 ∨ x2
LQ�3$/$h�&�3$&$ � 7:9��:��$/�&�(�[������$

g\I&.��0*!��*�� $&�('	)+*,9-� ��.���$hF^I/����.���L
Q

�3$/$&��)&;6� $ b I���9iHjk"� ���!A&����9`K�H �+H ��R3a



K � p ��� �������
	���
 � � ��	�� ��� � 	�������� �	� � � ��� � �����������
��R

B ⊂ Q ¯&�&�:������)+*,$7I&. � O&. l > 1
H

��R
B

*	�3$��:�-� .0*
Q

a
B ∩Q ���0*�����$&AUI&$&L+*�����H

'\R
B ∩Q = ∅ ¯&�&� � O&.��(�0*

n > 1
$/73*�E���$/���
�+H

�+R
B ∩Q = {z+, z−}

�H� �0*!� ):*��2I/�lg�E������ZI&$&L+*!� $
z+ 6= z−

H
� O&.

n > 1
L:7�;6;6��$ �39�9-�i��$���� � O&)&.!*!��$ �cf39�9��iE��-.�LP9-�('	) I:7�.#1KE"7 �B� �,��; �/��9-9G��RYE�� ��� $

l ≤
(n + 1)/2

�&�-�<g,$���9����('	)�I/$��
n ≥ 3

��. � O&9�9J* �!����$^;EI/�!�\H��������cf39�9-�6��R^I&$B� ��R�E%I/.���� $C��$ �/7�9��
�:��.@I&$�� � I&$/� ����$
k����(�0A&����9���$ ��1 �g��9-9
��� ;6����$ �B� )/�3$B����9-*\H �/��9-9K'[R�9af����0*��!��'	)^E��-���-; I:7�.����:��$
k����(�!A&�-� 9�� .!9�� ���
��� $Ja������ �!��.��/��9-9�*!.��J*!* ��� $/�.I �/�3$&$N� �-$R1 E"� $&$ �&�:�[�.I � ����$"g\I

B
��� )U]�.���$/�&��$:g,$��

*���.�.��2I&;
W 2 ⊂ V n+1 ����$����#�!'	)/.�f�$&L+*!� ��LV��9���.!A/.!7���I&L+* AB7+�0�-*!��IW7�����.�$/� �:�3*!��I ��� � $&�J*��(��*[H�L �-.

�H� ��'	)�f � *����:��$�I/$/�M;6�-*���� ; �/��9-9S�+R3H�L ����9S�2I � ��� . Q�� .��:����$
B

g E"� �BI:��.	�!'	)/�-�#����$&� �ZI&$&L+*!�\����.
F^I/�:��.��-L6�$#��(��*��-� .!� $R1�; IB�!��� � ��$e����; g\I���� )U]�.��
����$�mK��L+*!7:.PI&$+*���.�.��2I&;

W 2 g E"� �H9���$&� ��. I/$/� ���
)�f�$����
���M���!73*�.!7:AB��mK� L+*!7�.���$��:� �H��$JH �P7:;Y�-*Z�(�0*

W 2 AB�0�\I/��7 � ��I/L+9��(������'	)NI�7:;U<>$B���$#<K2H[L ����9+$B��'	)
�/7�9
����.@I&$��.pUH>K�K ��9-9��,��� .���.0*����:��$Eg�$+*!��.�.-f.I&;6���(�07:;Y7:.!A/)Y�!�-$B�EI/$/�W�0�('	)W�3$/�&��.���.	�0� �J*	�HO�� ��� .4hNI��
*�7�;67�.�A&)&�(�0;EI/�@����$&�#���07:9�'	)/��$�g,$+*!� .!.	�.I&;W�cg\IY� �-$/��; h4I�*!7:;67�.�A&)&�(�0;EI/�@I�7:$

V n+1 � 7:.0*	�0��*�g�� $9af�����*#1 ����$7O���*N� � 1 � O&. ������k��#��*��-;6; I/$��i����.\<>$PIQ�3.�����$:*���$ ����."�`I/$&L+*!��AB���3.��6���-�weZ.���$/� � 7�.�;6� �
*��-7:$&��$ ��� �

W 2 �2I � �!��'	) g�I �H�D*�.��:'	)+*!��$
H 5 �\�!���
(a1, a2)

����$&�YA/�0�\I/��7�� 7:.0*�)&7�$&7:.!;6����.!*!�.k ���!�(�
I:7�$

W 2 a
〈a1, a1〉 = −1, 〈a2, a2〉 = 1, 〈a1, a2〉 = 0.

� O&.����-�G$&�('	):*9g�I
Q

�:��)U]:.!� $/����$��`I/$&L:*��
x ∈ B

����9J*
ξ(x) = ±1

H5������� $+*��!A&.!�#'	)&��$B��$/7�.�;Y����. �
*���$�mK� L+*!7�.���$^;6�J*N����."k ���!�(�!�&��.��0*!� 9-9 I&$��

x = a1ζ1 + a2ζ2
�B�#��*��-;6;6��$ ��$

W 2 ����$��K����.GI:7�$

W±+AH��.��H��9�$

〈x, x〉 = −ζ2
1 + ζ2

2 = ±1
;6�-*�����$ ��� ;6����$/�!��;6��$�h���±+;6A�*�73*���$

〈x, x〉 = (−ζ1 + ζ2)(ζ1 + ζ2) = 0.

�G�-� ��'	)/$&�J*!*!AUI/$&L+*!�i;6�J* ��� .]F^I/����.���L E���.	��� $ ��I&.	'	) �&�-�e�(�07�*!.�7�AH��$®mK� L+*!7�.���$
a2 ± a1

�H� �
�0*!��;6; *\H�L �-.GL2]:$&$&��$i�����N.���A&.-f��!��$+*!����.���$B����$JmK��L+*!7:.!� $

xj

����.W�`I&$&L+*!�
xj

1
j = 1, 2

1B��*��D*��G�07
$&7:.!;6����.���$R1��&�:�!�

〈xj , xj〉 = ξ(xj) = ±1
I/$/� 〈x1, x2〉 ≥ 0 b p.j�R

�:��9-*!��$
Hj°���'	) ���3*�g(p �&��9���� $i�&�3)&� .,����� Q�.P] ����$
ξ1 = ξ(x1), ξ2 = ξ(x2), Sq(x1,x2), b p�K R

E���9('	)&� ���-� �PLQ�39(�3.�A&.�7���I&L+*!� b p.j�RR� �-$B����I�*������H� �0*!��;6;Y� $R1Q����$YI�7�9�9(��*-f3$/���
���#�[<>$PIQ�3.��(�3$+*!� $/�1±��0*!� ;
� O&.������?)&����.��B��*!.	��'	)+*!��*!��$ �ZI&$&L+*!� A/����.!�

(x1,x2) ∈ M2(P
n)

1
x1,x2 6∈ Q

1
x1 ∨ x2

�P��LQ�3$+*��
I:7�$

Q
1 �:� �:��$7O��H��. ����.NQ�.@I&A&AH�

PO(l, n+ 1− l) H�eh�3$��B�#��'	)+*!�:1&�&�����"�-; �B�39�9
l = (n+ 1)/2E���� ��� ..e[.	�3$B� � 7:.!;W�Q*��-7:$&��$

so
;6�-*

κ = −1
� #����0*!����.���$JH2<>$ ����� �!��; �/��9-9��:�-9-* � O&. �����

ξ
�iL ��.!*!�

� $:*	�0A/.!�#'	)&��$/�&��.l�`I&$&L+*��
y = so(x)

a
ξ(y) = 〈y, y〉 = −〈x, x〉 = −ξ(x).

�G�-��
G7�$��:.PI&� $jg �H� �&�-$���I&$��W9(�.I�*��D*N�39�9��:��;6����$Ja��[
 ��� _ 1���)�&(�"= �2� � � (x1,x2), (y1,y2) ��� �fG �C� �
� ��& � � F G &"��&(��� ·*����!�� �0���#� PGn(F ) ¡�) $ �7! � 1+���+& !���� � 1*� � ��� 
 
 ���+�-�3�f����� ε !.� � & 
/�	��� � � �

ξ(y1) = εξ(x1), ξ(y2) = εξ(x2) 1��#� 〈y1, y2〉 = ε〈x1, x2〉
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 ����� � ��� � � ����� ������	�� �	� ��� � � ����� ��� � � ����� � ��� K �(�
� ��� !��0���/!2����& � $ � , �C� � &"��� � �"= � ' �����+& � ��&"��� � ���	� ���5& �3������ª 
Z$ � ���^��, � � ��� l < (n + 1)/2 �3&(��&��
ε = 1 1��#� �	���

l = (n+ 1)/2 ����& 
 �0��� �
ε = 1

$ �2� �
ε = −1 !����5&"���*, 17�0� �
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5 �K���0* O��&9���'	)�I&$B�(g E"�#'	L+;wf����
�/1V�.I/'	)Y)&����.���� $���IB�!��;Y;6� $&)/�3$��\�&��. �UI&$/L:*��-7:$
Sq

;6�J*M��� $
*�.!�
��7:$&7�;6��*!.�����'	)&��$��+I&$&L+*!��7�$&� $^��� .�.���� 9-9���$�h�$/�39 ±��0�(�,)/��.�g�I/�0*!� 9-9���$JH�°��:'	) ���Q*�g ���:�-9-*GE�� �:��$
Q ∩ (x1 ∨ x2) 6= ∅

$7I&$
〈x1,x2〉2 ≥ 〈x1,x1〉〈x2,x2〉. b p p2R

�[�-����� $ �B� ���&�W�`I&$/L:*�����; <>$&$&��$���� �/�-��*"7�����.��B� ���&� �`I/$&L+*!����;ThNI
�:��$��:� �&���D*#1+�!7 �(��* �����,.!�#'	)+*!�
�����-*!�NI�7:$ b p?p�RMAH7:�!�-*!��IH1+I&$/�%� � � 7:9���*

Sq(x1,x2) ≥ 1; b p ��R
9���� ��� $ �&� �:� ��� $ �&�-�w�`I/$&L+*!�

x1,x2
��$ I:��.	�!'	)/�-�#����$&� $ Q����&�-��*!� $R1Z�!7e���0* b p p2RG*!.���I+�(�39 1_I&$/� �#�

�:�-9-*,$/�:'	) b K��.R
Sq(x1,x2) ≤ 0. b p �7R

<>; ��.	��*���$ �/��9-9[�&� � $&����.���$%E���.,����$ G ¢@=+� � � $ �5� ��F G ��� � ���7)���� ϕ(x1,x2)
��I&.	'	)

coshϕ(x1,x2) = +
√

Sq(x1,x2), ϕ ≥ 0. b p(��R
h4I/�6����.�ei7:$&73*�7�$&���]I:7�$

cosh � 7:9���* 1@�&����� b p(��R ����� �2�3)&9
ϕ(x1,x2) � O&.�O�� �&� ���`I&$&L+*!� A/����.

(x1,x2)
;Y�-*

ξ(x1) = ξ(x2)
����$/����I&*!�
����� � $&����.!*$¯#$/��'	) ���Q*�g!�
����9J*

ϕ(x1,x2) = 0
��� $/�.I��&�3$&$[1

E���$/$
x1 = x2

�(��*[H%�G��)&��. E���.��
ϕ(x1,x2)

� �H��$ � ��9-9(� �39(�M� �-$Jh��/�0*���$/�¬g�I]��$+*!� .!A&.��D*��-� .!� $]�!����$
¯
��$W����.ye8�Q*K�(��*

ϕ(x1,x2)
��; �B�39�9

l = 1
����.yhNIB� �+�3$��+�0AUI/$&L+* � O&.��&�-� �G� � $&�-*!��7�$W���#�yh��/�0*���$/���#�

��$i����.�)�±PAH��.��B7:9-�(�!'	)/��$ Q���7�;6��*!.��-�:1�I �:9�Hjh
�/��'	)&$&�-*0*��UH
S�������� � � ���
	
����
@��	 
�������� ��������� ��	���Y�	�����
�	 � T!	 
 T!	 �"
"	JT#
���	
Y �%$ �j�!	 �
L ��.NL�� )&.���$h$&7�'	)^����$&;W�39yg�I ����$
mK7�.	�.IB�!�!�D*�g�I&$��:��$iI:7�$ k�� ���!A&����9 �wg\I&.@O/'	L#HH<>$ ����� �!��; h����
��'	)&$&�-*0*NE�7�9�9-� $CE���."g�� ���:��$R12�&�:�!��;W�3$MI&$+*!��.N.�� '	)+*N�39�9��:��;6����$&� $�mK7�.	�.IB�!�!�D*�g�I&$��:��$ O��B� .\�&��$

^]�.�AH��.

K
�&�-�����#�!��; *�����9���;6� $:*	�3.��qeZ.����:7�$&7:;Y��*!.��-� g�I&.lmK� . � O���I&$��6)/�3*\H%�����:L ��$&L�� 9 � I&$/L:*��-7��$/��$]� .���'	)&� �-$&� $]�&���B� �H��9�� eh�Q*�.!� # � I&$&L+*!��7�$/��$g�&��.�����$ � ��'	)/�0*!� $����3.	��*���9�9>I&$�����$g����.�7�.!*!)&7 ��7:$/� �

9���$ Q�.@I&A&AH��$JH
L ��.��H�D*�.��:'	):*���$ ����$&�WA&.�73O�� L+*!��I���Q���.	�����

P 1(K)
;6�-*?����$&��.N$/��'	)+*?9���� .!� $ F^IB����.��-L

Q =

{z1, z2}
1SI���9yk����(�!A&�-� 9%K2H �UH ��H��G��."g�I�����)+]�.����:�(mK��L+*�7�.�.��2I&;

V 2 �H� �!�J*�gD*?�!7�;6�J*\����$ $&��I�*�.���9-�#�
��LV��9���.!A/.!7���I&L+*#1[��� ���!��$ 7�.!*!)&7 ��7:$/�39���Q�.PI&A/AB�

O2
��$ ���Q*�g¬p�H K � �H� ��'	)&.!��� �H��$ E%I/.�����H	Q���)/��$

E���.,I:7�$]� �-$/��.,�(�07�*!.�7�AH��$Jk��:�0�(�
(z1, z2)

I�7�$
V 2 ��$i����.B°�7�.�;6�-� .PI&$��

〈z1, z2〉 = 1/2, 〈z1, z1〉 = 〈z2, z2〉 = 0

g\Ii����.�A/�!��IB��7 � 7�.!*!)&7:$&7�.�;6�-� .0*���$

a1 = z1 − z2, a2 = z1 + z2, b p(��R
−〈a1, a1〉 = 〈a2, a2〉 = 1, 〈a1, a2〉 = 0,O��B� . 1Q�!7,��.�)/�39-*!� $ E���.Z$/�:'	)N����$&��.89����('	):*���$ �,� '	)&$7I&$��G���-� eh�Q*�.!� #&�&�3.	�0*!��9�9 I&$�� � O&. g(α) ∈ SO2

a
(
c(α) s(α)
s(α) c(α)

)
∈ SO2

;Y�-*
c(α) := (α+ α−1)/2, s(α) := (α − α−1)/2, α ∈ K∗. b p �.R



K � � ��� �������
	���
 � � ��	�� ��� � 	�������� �	� � � ��� � �����������
� O&.,�������UI/$&L+*!��7�$&� $

c(α), s(α)
��� 9J*���$

c2(α)− s2(α) = 1, b p?��R
c(α1 · α2) = c(α1)c(α2) + s(α1)s(α2), b pF��R
s(α1 · α2) = s(α1)c(α2) + s(α2)c(α1). b �2j�R

�G�-�#�0�6Q�9����('	)7I&$��:��$ ��.�)�f39-*N;W�3$ ��I&.	'	) ���-.���L+*����,� '	)&$7I&$��i7���� . �.I/�
N(g(α)) = 1

I&$B� �&��.
e8�Q*	�!�:'	)&��1V�&�����

α ∈ K∗ 7→ g(α) ∈ SO2
� �-$Y<��07:;67�.�A&)&�(�0;EI/�R�(��*[H*����� 5 9-� ;6��$+*!���.IB�

O2\SO2)/���B� $e�-$e����� �!��.Bk ���!�����&�-�:eh�3*!.�� g ��$
(
−c(α) s(α)
−s(α) c(α)

)
. b �UK R

Q��
��*,� � � �-$/��$ 
,7:;Y7:;67�.�A&)&�(�0;EI/�
exp

�&��.,���/���J*��-I:��$%�-$i�����N; I/9J*��-A&9���LV�3*!��I��fQ�.@I&A&AH�NI�7�$
K

a
exp : t ∈ K 7−→ et = exp t ∈ K∗, b � p�R

�!769��:�!�!��$%�0�('	)i���-� G ¢@=U� � � $ �5� ��F G ����& � �/! $ � $ ,<��& � � ��F G ��� � 1���)�&i� $ �#��� ���#� 
4]:.!AH��.	�
K

cosh t := c(et), sinh t := s(et), t ∈ K,
��� � $&����.���$JH��G�-��Q�9����('	)�I/$���� $ b p �.R�� b ��j�R�����)/��$h;6�-*N�&�-�#�0� $���� � $&�-*!��7�$&� $^��$^�&�-� �B� LQ�3$&$+*!� $
Q�.@I&$/� � 7:.!;6� 9-$6����.K.���� 9-9���$Y)�±PAB� . �H7�9�����'	)&� $�eZ.!�
��7:$&7�;6�D*�.!��� O��B� . 13�2I/�K��� $&��$6;W�3$6����$ ���#�!��; �
*���$ �/7�.�;Y� 9���A&A/��.��3*R)&��.�9-� �J*���$NLQ�3$/$JH[eC�3$NE���.�� ��9-9��`L ��.!*!�"I�7�$

c(α), s(α)
$7I&.@�&��$&$N��.�.!� ��'	)/��$R1

E���$&$ �&��� � ?�= $ �#����&�� � � exp
� I&. O���L+*��-Ii�(��*[H �	O/.

K = R
���0* �&���ik��-9(�

expR
�B� LQ�3$&$+*!9��('	) �����

;EI&9J*��-A/9-��LQ�Q*!��I���Q�.@I&A&AH�
R∗

+

�&��.NAH7:�!�J*��-I:��$C.���� 9-9���$��S��)&9-� $
¯S;W�3$ ��.�)�f39-*\��9��!7 �:�3$�g
SO(1, 1)� .��0*,�&�3$&$[1&E"� $&$%;6��$%�2I/'	)

α = − exp t
g\I&9af�����*[a

SO(1, 1) = {±
(

cosh t sinh t
sinh t cosh t

)
| t ∈ R}. b �(��R

� O&.
PSO(1, 1)

�(��*?�&�:�\7 'S��$��/��.N7�)&$&�wk���9(�3$��+H
�G�-� �:� ���3;?*!�<Q�.PI&A/AB�
O(1, 1)

�H� �0*!��)+*?�2I/�
IP����.^g\I

R
)&7:; ]P7:;Y7:.!A/)&��$��+*@O/'	L�� $R1 ��)&.���$�� 17� � , ,���� G '��7!���������� � $ ,4= $ �����+&(��� H � O&.

K = C�(��*\�&��� 5 #�AH7�$&� $:*�����98�PI&. O���L+*!��I#H8°G��'	) ���3*�g�p�H K �W�(��*\����� Q�.@I&A&AH�
SO(2,C)

g\I&.GA+I&$&L+*!����.!*!� $
Q\�2I
�:��'	)&��$ 5 �H��$/�

C∗ = C \ {0} )&7:;�]+7:;67�.�A&) I&$/� g\I/�!��;6;Y� $&)�f�$���� $/��¯
O(2,C)

�B�#��*���)+*
�2I/�lg�E����R��� .���.0*����:��$ Q�� �&���D*���$R1/�&�-� ��I/.�'	)

N(g) = ±1
��� � $&�-� .0*��!��$/�_H��G�-�N)/�-� .�I���.�E���$/����*!� $

*�7�AH7�9�7����(��'	)&��$
k"����.�� 'S�6��*@O�*�g ��$ �0�('	) �.I � ���-�wo
�B� .0*�.����2I&$��e��� .N�-$
R

�jg�E:H
C

I�7�.�)/��$/����$/��$
eZ7�AH7�9�7��:�-� $g��I&.	'	)i����� �3$��:� �����B� $&��$��&� O���L+*!��I�� $�h
���&��9��UI&$���� $R1B�&�-� �&��;6�J*,$/�3*PO&.�9���'	) 
,7:; ]P7��
;67�.�A&)&�(�!;Y� $gE���.	��� $JH
�����N� 4��|�5²����J��5 �8�0� �

P n ����$NA&.�73O���L+*��-I:��. �,�2I&; O��B� .[� �-$&� ; 
4]:.!AH��.
K

;6�-*Z� �-$&� .^�@7�9(�3.��-*�fQ*
F
1

�����G�UI&.�'	)]����$��PLQ�39(�3.�A&.�7P�UI&L+*	������� �H��$ �!��� 1 � O&.��/���"����$&��7:.0*�)&7�$&7:.!;6����.!*!�Bk ���!�(�
(ej)

�$#����0*!����.!*$¯
E���.G�!A&.�� '	)&� $e�/�3$&$hI:7�$e����$&� ; a & � ��� � � ��� ) � � � � = � $ �.1�)�& O��H��.�����;�g�I�����)+]�.����:��$JmK��L+*!7:.!.	�.I&;
V n+1 a

〈ei, ej〉 = δij , i, j = 0, . . . , n. b �(��R
� O&.,����� �!��$��B�39�92E"7:9-9���$%E��-.@O���*�g�*G�����N7�.!*!)&7 ��7�$B�39��dQ�.@I&A&AH�

O(2,K)
�H� �0*!��;6;Y� $JH+ei�-*

S1
K := {a ∈ V 2| 〈a, a〉 = 1} b � �2R



� 
 � 
 ����� � ��� � � ����� ������	�� �	� ��� � � ����� ��� � � ����� � ��� K � �
�H��g ���('	)&$&� $YE���.���� $ 5 ��$&)&� �J*	�0LP.����(�@�-$

V 2 H 5 �M�0� ��E"� �J*���.
[x, y]

���-�lmK7:9>I&;6� $ � I&$&L+*!��7�$�O��H��.
V 2 1

� O/.������
[e1, e2] = 1

�:�-9-* b ���3*�gN<3H �+H �7H �2R3H�L ��. �H��)/�2I&A�*!� $R1/�&�:�!���&�-�.h
���&��9���I/$��
g ∈ SO(2,K) 7−→ a := ge1 = e1α+ e2β ∈ S1

K b � ��R
�/� O�� L:*��-I �(��*6¯"�(�0*g$�f�;Y9��('	)

a = e1α + e2β ∈ S1
K

1"�!7 �:����*%� � ����$B�.I ����$&�
e[.	�3$/� � 7�.�;W�Q*��-7:$
g ∈ SO(2,K)

1&�����
a = ge1

� . � O/9-9-*$¯/�!���N)/�Q*���$e�&��.Bk ���!���
(e1, e2)

�&�-�feh�3*!.�� #

g =̂

(
α −β
β α

)
, α2 + β2 = 1. b � �2R

�G���4g�I
SO(2,K)

���!7�;67�.�A&)&�`Q�.@I&A&AH�M����� �!��.
eC�Q*!.�� g���$\E���.��\���B� $ � �39�9(�2;6�J*
SO(2,K)

�B�$g����('	)��
$/�D*$¯B�0���N���0*�� �H��9(��'	)JHj�����.eZ.���$/� � 7:.!;W�3*!��7�$&� $]�.I/�

O(2,K) \ SO(2,K)
)/���B� $e�&�-�feh�3*!.�� g ��$

g =̂

(
α β
β −α

)
, α2 + β2 = 1.

h�9��N$ � �C����&��C� � &(��� � ���7)���� ϕ(a, b)
1
a, b ∈ S1

K

1 �H��g ���('	)&$&��$?E��-.K�&�:�[� �-$/�&��I�*���� �B�#��*��-;6;?*!�NQ�.PI/A��
AH��$/��9���;6��$+*

ϕ(a, b) = g ∈ SO(2,K)
1 � O&.��/���

ga = b
�:�-9-*\H
eC�3$ �H� ��'	)+*���1[�&�:�!�?�&��� �2I/'	)

��; �B�39�9
K = R

���-��� .!�('	)+*!�
������L ��$&L�� 9��&� � $&�-*!��7�$^���0*$¯R�&��$&$ ���-� �S��)&9
ϕ

���0*N��7�.!*�$7I&.
mod 2π� �-$B����I�*������H� �0*!��;6; *[H

°G��'	) �Z� #��-� .PI/$������#� 5 �-$/)&���-*��!I�� L:*�7�.	�
e1 b I&$B�g�&��;6�J*,��� ."AH7:�!�J*��-I]7�.��-� $:*��-� .0*���$R1+7�.!*!)/7�$&7:. �

;6����.!*!� $�k �:�0�(�
(e1, e2)

R�L�]�$&$&� $gE���. b � ��R9g�I/.�<�����$+*!� � g �-� .PI&$�� �H��$7I�*�g�� $Ja
ϕ = ϕ(g)←→ ϕ = ϕ(e1, ge1)←→ ge1 = e1 cosϕ+ e2 sinϕ

;6�J*
cosϕ := 〈e1, ge1〉, sinϕ := [e1, ge1] (g ∈ SO(2,K)). b �?��R

���3;6�-* �!��$/� �����4L ��$&L�� 9 � I/$&L+*!��7�$&� $ cosϕ, sinϕ
�39(�Zeh�3*!.�� #���9���;6� $:*����.I � SO(2,K)

��� � $&����.!*\H
°G��'	) b � �.R"��.�)�f�9J*�;W�3$e����� � O&. K = R

�H��LQ�3$&$+*��feh�Q*�.!� #&�&�3.	��*���9�9>I/$��

g =̂

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
, α = cosϕ, β = sinϕ.

<>; ��IB�!��;Y;6� $&)/�3$��i;Y�-*Y�&��; L �-$&L:��9
�B����.�� ' ���0*��#�fO��/9-�('	)R1Z�&�-� Q�.PI&A/AB� $&7�AH��.	�Q*��-7:$ � O/.������
�H���Z����.,<��&��$+*!� � g�����.@I&$�� b �?��R��2I � *!.��D*���$/��� $ L �-$&L:��9R�:�&���-*!��I�g�Ie��'	)&.!� ���H��$
a

g = g(ϕ), g(ϕ1 + ϕ2) = g(ϕ1) · g(ϕ2),
ϕ = ϕ(g), ϕ(g1 · g2) = ϕ(g1) + ϕ(g2).

eh�J*,����� �!��.[mK��.	� �&.�� �UI&$����!��$/�
sinϕ, cosϕ

�+I&$&L+*!��7�$&� $%�2I � ��� . Q�.@I&A&AH�
SO(2,K)

;6�-*%L^� . �
*���$e��$

K
1�E"� 9�'	)/�\�&�-���H��LQ�3$/$:*���$ & � �/! $ � $ ,<��& � � ��F G ��� � $ � ,<���/� ��. � O&9-9���$
a

cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1, b �?��R
cos(ϕ1 + ϕ2) = cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2, b ��j�R
sin(ϕ1 + ϕ2) = sinϕ1 cosϕ2 + sinϕ2 cosϕ1. b ��K[R

�G��� �!�Qh��&���-*!��7�$/�0*!)&� 7�.���;6� � 7�9
��� $ I&$/;Y�-*0*���9
�/�3.g�.I/�W��� .�eh�Q*�.!� g�� $&; I/9J*��-A&9���LV�3*!��7�$JH � 'H� $ �B�3.
�:��9-*!� $e�2I/'	)

cos 0 = 1, sin 0 = 0
I/$/�

cos(−ϕ) = cosϕ, sin(−ϕ) = − sinϕ. b �5p�R



K �(� ��� �������
	���
 � � ��	�� ��� � 	�������� �	� � � ��� � �����������
��'	)/9-�����:9-�('	)g�(�0* � O/. a, b ∈ S1

K

cosϕ(a, b) = 〈a, b〉, sinϕ(a, b) = [a, b]. b � ��R
L ��. �B�$g�� ��'	)&$/��$i�&���NQ�.@I&A&AH��$/��9���;6��$+*

ϕ(e1, e2)
;6�J*

π/2
1&�39(�!7

cos(π/2) = 0, sin(π/2) = 1. b �(��R
h4I/�,��� $Jh��&�&�J*��-7:$/��*�)&��7:.!� ;6��$ b ��j�R 1 b ��K[R"��.������B� $%�!��'	)e�����:O��&9���'	)/��$ L^� .0*��

cosmπ = (−1)m, sinmπ = 0, (m ∈ Z). b ���2R
2

�����N� 4��|�5²�� ��� °4I&$ $&��)&;6� $ E���. �3$[1S�/����� −1
L�� �-$ F^I/�:��.��3*G��$

K
�(��*#1JI&$/� �H�D*!.	��'	)+*���$ ���-�

��9��:� �&.	�3�(�!'	)/� 5 .�E����-*!��.@I&$��
K̃ := K(i)

1
i :=

√
−1

1M���#� 
^]�.�AB� .��
K

HZei�-*
Ṽ

2 �B�$g����('	)&$&� $
E���.��&�-�

K̃
� 5 .�E"� �J*���.@I&$��?���#�[mK��L+*!7:.!.	�.I&;W�

V 2 1+I��:9�H%h��B�!'	)&$/�J*!*dK�H>K[jUH � 7�����.lk����(�0A&����9S<!<3H ��H �+H �+H
L ��.��&��)&$&� $C�&�:� �+*	�3$/�/�3.	�&�0LQ��9���.!A&.�7���I&L+*��&��9-��$&�#�3.G�2I � Ṽ

2 �.IB��¯S�&�3$/$hE��-.	�
[Ṽ

2
, K̃, 〈, 〉] ����$

mK� L:*�7�.�.��2I&; ;6�J*��P*��3$B�&�3.	�&�!LV��9���.!A/.!7���I&L+* O��H��.
K̃

13�&��.M�2I
��� .���� ; ����$6$&��I�*�.���9-� .cmK��L+*!7:.!.	�.I&;
�(��*[H��G�-�N�(�07�*!.�7�AH��$8g,$+*!� .!.-f.I&;6�\E���.	����$%I�7:$%��� $¬mK� L+*!7�.���$

z1 := (e1 i+e2)/2, z2 := (e2 − e1 i)/2 b � ��R
�2I � ���#�0A/��$&$+*\H � � ���"eZ.���$/� � 7:.!;W�3*!��7�$

g ∈ O(2, K̃)
)/�Q*�$/�:'	) b p�H�p(��RM��$e���-�#�0� .����!73*�.!7:AB� $¬k ���!�(�

�����.���3.	��*���9�9>I&$��
g ∈ SO(2, K̃) 7−→ γ ∈ K̃∗ ;6�-*

gz1 = z1γ, gz2 = z2γ
−1, b � �2R

E�7��H���8���-����I&7:.��&$�I/$��
g 7→ γ

����$ Q�.@I&A&AH��$/���!7�;67�.�A&)&�(�!; I/���(�0*\H��4I&.	'	)h9��-$/� �3.��(h4I/�!�&��)&$7I&$��
��� .�eZ.	�3$/� � 7�.�;W�Q*!��7�$/��$

g ∈ O(2,K)
��.�)/�39-*!� $ E��-. ��9����('	) �B�$g�� ��'	)&$/�D*!�%7�.!*!)/7���7:$/�39��we[.	�3$B� �

� 7:.!;W�Q*��-7:$&��$
g ∈ O(2, K̃)

1@E��:���2I � �����]LQ�3$/7�$&�(�!'	)/��$ 5 ��$��B��*0*@I&$���� $
O(2,K) ⊂ O(2, K̃)

1
SO(2,K) ⊂ SO(2, K̃) � O&)/.0*[H � O&.

g ∈ SO(2,K)
��.����
��*,�0�('	)%�2I/� b � ��R I&$B� b � ��R

gz1 = z1 ei ϕ, gz2 = z2 e− i ϕ, (g ∈ SO(2,K)), b �5��R
E�7��H���2E���.�����$&�N��; �/��9-9

K = R
�B� LV��$&$+*!�"�&7:.!;6� 9�O��D*�gD*Bg�I/.B��� � $&�-*!��7�$ �B� $7I�*�g ��$Ja
ei ϕ := cosϕ+ i sinϕ ∈ K̃∗; b � ��R

�&�:�M�(�0*"����$ <��!7�;67�.�A&)&�(�!; I/�MI�7�$
SO(2,K)

�.I � ���-�G;6�J*
S1

K

g�Ig���&��$+*!� � g�����.���$B���^g�$:*���.���.@I&A&AH�

S1
K = {z ∈ K̃| zz̄ = α2 + β2 = 1} ⊂ K̃∗. b �.j�R


��-� . �H�����B�$g����('	)&$&��*
z = α + iβ 7→ z̄ := α − iβ

�&��$TLQ�3$/7�$&�(�!'	)/��$ <��07:;67�.�A&)&�(�0;EI/�W����.
5 .�E����-*!��.@I&$��

K̃ = K(i)
H �&'	)&9-�����:9-�('	) � 7�9
����$%;6�J*�����$�k���g�� ��'	)/$�I/$���� $ b p �.R

c(ei ϕ) = cos(ϕ), s(ei ϕ) = i sin(ϕ). b ��K[R
L ��.��H�D*�.��:'	):*���$i$7I&$C�&�-��A/�0�\I/��7�� 7:.0*�)&7�$&7:.!;6����.!*!�"k ���!��� b p ��R 1HE"� 9�'	)/� ;6�J*\����.G7�.!*!)&7:$&7�. �

;6����.!*!��$
(e1, e2)

��I/.�'	)
a1 = e1 i, a2 = e2
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 � 
 ����� � ��� � � ����� ������	�� �	� ��� � � ����� ��� � � ����� � ��� K � �
g\I/���3;6;6��$&)�f�$��3*[H���� b � ��R �.IB'	) � O/. g ∈ SO(2, K̃)

�!�-$&$PI:7�9�9R���0* 1/��.�)/�39-*!� $iE��-.,� �-$/�(hNI/����� )��
$7I&$��]����.,*!.����:7�$&7:;Y��*!.�����'	)&� $ �+I&$&L+*!��7�$&� $iI�7:$

SO(2,K)
�.I � SO(2, K̃)

¯B�!7�;6�-*
����9-* � O&.G��9-9��
g ∈ SO(2, K̃)

a
ge1 = e1 cosψ + e2 sinψ,

ge2 = −e1 sinψ + e2 cosψ.

mK� . �:9-� ��'	)/��$YE��-.M�&�-�,�!��'	)6�.IB������� �!��.����3.	��*���9�9>I&$���I:7�$ �\��.���� �H��$B���%eh�Q*�.!� #�I:7�$ ����$W����.9k��:�0�(�
(a1, a2)

;6�J*���� .4eh�3*!.�� # b p �.RD1/�!7 � 7:9��:��$%�-$�mK� .���9-9
��� ;Y� �-$/��.@I&$��?I:7�$ b �UK[R3a

cosψ(γ) =
γ + γ−1

2
, sinψ(γ) = − i

γ − γ−1

2
, (γ ∈ K̃∗). b � p2R

� O&.
g ∈ SO(2,K)

� . �:� �H��$h�!��'	)^�.I/� b � ��R��H���@����$h��; �/��9-9��
K = R

O��&9��('	)&��$��G� � $&�J*��-7:$&��$�&�-���H��LQ�3$/$:*���$ k���g �-� )�I/$���� $¬g\I%��� $��UI&$&L+*��-7:$&��$i��� .�)5±PAH��.��B7:9-�(��'	)&��$�e[.��
��7�$/7�;6�D*�.!���2a

cosϕ =
ei ϕ + e− i ϕ

2
=: cosh(iϕ), i sinϕ =

ei ϕ− e− i ϕ

2
=: sinh(iϕ). b �(��R

2

�����������R��

<y<@�-�
Q ⊂ P n(V )

b?���[�-Z5, V*21�$�5b5���1b?<@Y6��&�����U ��GFb?Z5Y*2
〈, 〉

b �-<y]^�-Y*2�G$�@�1��Z5,"<
V n+1 ` #%����-�!�5�-,��[����U%���

K
+6�-0 �$���-�5b ��d[Z��$b?���!Y%)���L ���$�Q�-�-�!+$�6z 
^< +6�!&�2

Q 6= ∅
+6�-�5�$ZQb �$�5��E�:c���5�

−1
��&�<V?Z5,","�y�6G6�

n
d[Z��$b?�1��2�����b ����<K2��-&!&!#��X���!<K2=) ~ #�L;���$�(+6��#%�[�-�!��S;�-�!<@U5�!�-&��$��EF#%�-�jb ��,

Q 6= ∅
+$�!&!2cZ5��b

−1
Y��-�!��d[Z��6bF�1��24�!�

K
�!<K2=)

�����������^�;���$� �5��b?���-�!� S;�-�!<@U5�!�-& _a` �"�-�!�5�-� ]R��YF2�G��@�1�$Z ,
V

,"��2(VF21����b ���1b <@Y$�$&��X��U ��GFb Z Y*2 ` #%����-�!�5�-,��[����U%���
K

,"�!2 √
−1 6∈ K

Eyb ����� �-Z 2@�1��&!���[�*2����@�1v$Z ,"�
W ⊂ V

#%�-<@��2���2=)9I§7[�!�*:c�-�!<-)y���$�#%��2@�1�$/10*2�� ]R�-Y*2�G��@�1v$Z5,"� ` #%��������b &!�!/105�-�	�[�$��U%�����M) L
����������
R�������J�-����+$�6E8b5�$<@< ��< ��, �1��2��!G6�5�$&!�-��]^�-Y*2�G$�@�1��Z5,

V 2 ∼= Q2
U%G6<@��2��!��b ���5�5��2��"VFY6��&�����U ��G�>b Z5Y*2��l+$�!# 2=E _a` �9b?���[Y��-�!�5� G��@2�05G6� G$��,"�!���@2��-��Sc�$<@�������?�!<K2��������-�M)

S�������
 � T!	 ��	 � 	 ��	 �PV 	 ���#
 ����	
<>$T�&�-�#�0� ; h
�/�!'	)/$&�J*!* �H�D*!.	��'	)+*���$ E��-. � ���5� =������ � �-$&� . A&.�73O�� L:*��-I:��$ 5 �H��$&�

P 2 O��B� . ����$&��;

^]�.�AH��.

K
;6�-*

charK 6= 2
H��G��.PI/$:*���.YI�� .��0*!� )&��$ E��-.W� �-$&�hF^I/�:��.!��LS1K����.���$ Q�9-� ��'	)7I&$�� ��$

)/7�;67��:��$&� $ 
G7P7�.	���-$B�Q*!� $g�2I � �����.°,7:.!;W��9 � 7:.!;

−(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 = 0 b � �7R
�:� �&.	��'	)+*RE���.	����$\LQ�3$/$JH 5 � �B�$g�� ��'	)&$/� 〈, 〉 �&���R��$+*��!A&.�� '	)&� $/������±+;6;6�D*�.!�(��'	)&��1 �/�-9��-$/� �3.��	�PLQ�39(�3. �
A/.!7���I&L+* �-$e��� ;Tg�I

P 2 = P (V 3)
����)+]�.���$/��� $wmK��L+*!7:.!.	�.I/;

V 3 H�eh��$6O��H��.�g��\I��3*��!��'	)g9-� ��'	)+*
�/�VI�7�$[1��&�����

[V 3, 〈, 〉] ����$"mK��L+*!7:.!.	�.I/;X;6�J*��PLQ�39(�3.�A&.�7P�UI&L+*RI�7�;U<>$/��� #
1
�(�0*\H � O&.

K = R
LQ��$&$

;W��$6�&�-� g\I���� )U]�.����:� F^I/�:��.��-L
Q

;6�J*M��� ; 5 ��$&)&� �J*	�0LP.����(�
S1

K

����� $+*!� � g�����.���$Ja�L ����9QO��#����.��ZI&$&L+*
x ∈ Q ��; 
G7�;6A&9���;6��$+*\����.N�39(�ih��/�!7�9 I�*���� $&7�;6;6��$&� $ Q�� .��:����$

x0 = 0
9-��� ��* 12�39(�07g�-$ ��� .

g\I ���-�#�0� .fQ���.	����� $^L:7�;6A&9���;6��$+*�f�.!� $h��I/L+9��(������'	)&� $ 5 �H��$/��1RL�]�$&$&� $^E���.
x0 = 1

�3$&$&� )&;6��$R1
�!7��/����� b � ��R��-$]�&�-� Q�9-� ��'	)7I&$������ � 5 ��$&)&���-*��!LP.!� ���!� ��O��H��.���� ):*[H�<>; �39�9
����;6� �-$&� $ �(��*ZO�� ��7�'	)]��� .
�^I&.	'	)/��'	)&$&�-*0*�I�7:$

Q
;6�-*,����.,���/�07:9>I&*!��$ Q���.	����� $ $&�('	):*�9���� .$¯P��$%��� . L�7�;6A&9��$#�� $]A&.�73O�� L:*��-I:��$



K �?� ��� �������
	���
 � � ��	�� ��� � 	�������� �	� � � ��� � �����������
5 �H��$/�(g�I/;�k�� ���!A&����9 �B�#��*���)+*������ �!��.q�4I/.�'	)/��'	)&$&�-*0*��.I/�G����$Q�ZI&$&L+*!� $C;6�J*\����$ 
�7P7�.	����$/�Q*���$
(0, 1, i), (0, 1,− i)

H*��� .@$�f�'	)/�0*!�����Q*�g��H� ��'	)&.����
��*K���-��� ���+& � � � = � $�¥ �@).&�� $ � ����. 5 9�9-��A/�!� I�7�$?����$&��;
��)&.���.q�`I&$&L+*!�W�2I/�G�2I � �&�-��eZ��$���� $+*!�?��$C� �-$/��; ��$/����.���$��`I&$&L+*\H
�G��� �!����.�73O�� L+*!��7�$ �:� �0*��Q*!*!��*
�#��1&�����NA&.�73O�� L:*��-I:���P*!.@I&L+*PI&.,� �-$/��.4Q���.	���&��$g�2I � ����. 5 9�9��-A/�!�N����$jg\I � O&)&.���$JH
� �%�$� �J� d � ��� � = � $�¥ �@).&��§¦���� � � ����� P 2 = P (V 3)

� � � � ��������, � f � =+� �
K , ��& charK 6= 2

�����C��� Q �.�C� � ���5� =����-,E��&6��� � 9 $ � , � � � $ � , b � ��R 

n, s ∈ Q



n 6= s


 1���� Tn,T s � G7� �
¸ � �7!����+&(���*��� n, s

�2� � �+� � �3&%���C�"¶ �#� ���>�.1���!
f : x ∈ Q 7−→ y := (n ∨ x) ∧ Ts ∈ Ts, (x 6= n),

f(n) := Tn ∧ Ts,
b �(��R

������� � � ¥ �0).&�� $ �
¦ $ � Q � 1 � Ts
�

kg�REe�R� �\Hl�G�
Ts∩Q = {s} I&$/�

n 6= s
�(�0* 1��(�0*"�����^Q���.	�����

n∨y � O&.��39�9-�
y ∈ T s

�&� � $&����.!*\H
� � ���*Q�� .��:���

A 6= Tn
��I&.	'	)

n
*�.!� 'B*%���-�^F^IB����.��-L F ��$ ��� $/�.I ����$&��; E"� �J*���.���$©�`I&$/L:*

x = A ∩Q 6= n
1�I&$/�%� � �(��*

Tn ∩Q = {n} 1�I���9iH%k����(�0A&����9 K�H �+H �+H%�G��)&��.��(��*
f
�/� O�� L:*��-I#H�
��-� .

�H��$7I�*�g���$ E���.#1[�&�����N�&�:���PLQ�39(�3.�A&.�7P�UI&L+*N�&��$ <>$/��� #
1

)/�3*fI&$/� � 7�9
��9��('	) L:����$&��Q���.	�����W��$
Q9��-����� $gLQ�3$/$ b I���9iH �&7�9
��� .PI/$���pUH p�R3H

2ei�-* 
,��9 � �\����.lk�� O�� L+*!��7�$ b �(��R O��H��.!*!.	� �:��$ E���."$7I&$g����$&��A&.!7�O���L+*!��I�� �PLQ�39(� I�7:$
Ts

�.I � �����5 9�9��-A/�!�
Q

H�L � ��� $
n, s ∈ Q 1

n 6= s
1�L�]�$&$&� $]E���.,������.���A/.�f:�0� $:*��-� .!� $/��� $ ���!73*�.!7:AB� $¬mK� L+*!7�.���$

s, n
1
s = [s],n = [n]

1/�!76E[f�)&9-� $R1&�&����� 〈s, n〉 = −1/2
�:�-9-*\H����3$/$%�(�0*

a0 := s + n, a1 := s− n, a2 = a0 × a1 b � ��R
� �-$&�\A/�!��IB��7 � 7�.!*!)&7:$&7�.�;6�-� .0*�� k ���!�(� I�7�$

V 3 ¯/�&���B� � ����9J*,E�� �:��$

〈s, a2〉 = 〈n, a2〉 = 0,

�&�:�!�
b := [a2]

��� .
��'	)&$&�-*0*�AUI&$&L+*G�&��.Be8�3$��:��$+*!� $
b = T n ∧ T s

�(��*[Hj�����"mK��L+*�7�.���$
c0 := s, c1 := a2

�&��9(����$ � �-$&�¬k��:�0�(� ���#�.g\I
Ts

�:��)U]:.!� $/����$´mK� L:*�7�.�.��2I&;W��1R�&�-� $B��'	) b K�H>K�H �7R�����$&� A&.�73O�� L:*��-I:�
�PLQ��9��

ξ
�.I � Ts

�H� �0*!��;Y;?* 1 � O&.,�����

ξ(s) = 0, ξ(b) =∞
�:��9-*!��$
H 5 ��$&� � 9-� ;Y� $+*��3.��­k���.�� '	)&$7I&$��e�&��. ��$PI���.	�!��$ �UI&$/L:*��-7:$

f−1 � . �:���&* ����$&�­�K�3.	�3;6�D*���. �
�&��.��0*!� 9-9 I&$��6��� . 5 9-9���A/�0�N;6�-*�����.�A/.!7�O���L+*!��I�� $ �PLQ�39(�

ξ
��9��l�K�3.	�3;6��*!��. I&$/�e�&��;6�J*,� �-$&� $g.�� '	)��

$&� .!�(��'	)&��$�k���E����(�"I:7�$ ���Q*�g �7a
ξ ∈ K̂ 7−→ x(ξ) = [s + a2ξ + nξ2] ∈ Q. b � �.R

�����8�M���^� �9�*2����4b �-��]RG��1�$Z <@<@��2��-Z5� +6�-����G6��V �X2�� � �-�-�!+6� ,.���Mz ��Lcs|��b ���[S;�$<@�!< IND���Lc�!<K2
ϕ ∈ SO(2, K) 7−→ [a0 + a1 cosϕ + a2 sinϕ ∈ Q�-�!�5��S;� 	 �-Y*2���G$�MEFb?�!� Q ,"��2
S1

K ⊂ L(a1, a2)
�-Zi��b ���F2����5�-�!�����-�i+$�-<K21��2@2���29I§�F+6&§)*SR�-�!<@U5�!�-&8A-O�L�) ~ #�L8st�"b?���G6#%�-�¬b �����5�!���@2����¬S;�$<@�!<

c0, c1
b?�-<l]^�-Y*2�G$�@�1�$Z ,"<[��G$�

Ts
0���2 b �!�i34#5#5�!&�b Z �5+­IND6D$L[#%�-�
39�*:;�-��b?Z5�5+��G6����Lyb �!� �9G*G$�1b?���5��2��-�5b5�X��<K2��-&!&�Z �5+

x = [a0 + a1 cosϕ+ a2 sinϕ] ∈ Q 7−→ [c0 + c1ξ(ϕ)] ∈ Ts
,"�!2
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 � 
 ����� � ��� � � ����� ������	�� �	� ��� � � ����� ��� � � ����� � ��� K �?�

ξ(ϕ) =
sinϕ

1 + cosϕ

_a` �
ϕ 6= π, ξ(π) =∞.

IND ��L
/XL����$��#%������/�0 �5� b?��� �9,"Y��-0?��Z5�5+B��G$�JIND ��L�z

cosϕ =
1 − ξ2
1 + ξ2

, sinϕ =
2ξ

1 + ξ2
.

���������
	��c�FH ` �
K = R

Y6���5�i,.���i<K21��2@29IND �6L
ξ(ϕ) = tan(ϕ/2)

<@/10 ���-�!#%�-��)F���$�.�-����+$�[��, SR�-�!<@U5�!�-&b �-< �[����U%����<
Z3

E%b �$<@<�,.�$���!, �$&!&!+6�-,"�-�!� �-�w�5�!/10F2 	 �=b ����� �!�5Y���&
ϕ ∈ SO(2, K)

05�$&!#5�!�����-�wY$�$� �M�?�-<# �1�$Z /�0*2l�$&!<@G�Y6�-�!�
ψ ∈ SO(2, K)

,"��2
ϕ = 2ψ

��Z�� � �!<K2��!�����-��)
IN{jZ?� 
����!�5�5����Z5�5+?z��l�!���[U%���1��2��!G6�­�!�
SO(2, K)

��<K29�$b5b ��2��!�(+6�-<@/10 ���!�-#%�-��E5�F+$&�)5b �!�BH5G���,"�-&!�JI	� ��L|>1I�
 A=L�) L
���������
	�	
��������#%��:;�-�!<@�6E
b5��<@<

O(2, K)
_a` � Y6�-�!�5�-� �[�$��U%���

K
,"��2

charK 6= 2
�$#%�-&!<@/10��!<K2=)�st<K2

K
b5�X� ` #%���q05�!����Z5<q�����Q�-�5b &!�!/�0 ��� �9�$��U%���"�$Z5<

m

^&!�-,"�-�*2��-��E�<@G��-�*2�0�v�&!2

O(2, K)
+6�-�5�$Z

2m + 2
^&!�-,"�-�*2��6)
eh�J*�
��-9 � ���&��.Wk�� O���L+*!��7�$ b �(�2R O��B� .0*�.�������$eE���.������ A&.�73O�� L:*��-I:��$ �PLQ�39���$h�&��.We8�3$��:��$+*!�

Ts�2I � ���-� 5 9�9��-A/�!�
Q
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n1 6= n2
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 ���_ 1��7).&"����� �?� ���/� =�����1��#� � � � ���CF G ����� τi


i = 1, 2 ���C�Q¨%� � � �2��� � � ��F G ���`, ��&^�2��� � ���+& � ��� ni



� $ �3�����6�.�C�q¶ �#� ���>��1��7!����

F1 : x ∈ Q,x 6= n1, 7−→ n1 ∨ x ∈ τ1, F1(n1) = Tn1
,

F2 : x ∈ Q,x 6= n2, 7−→ n2 ∨ x ∈ τ2, F2(n2) = Tn2
,

H = F2 ◦ F−1
1 : τ1 → τ2,
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 n1 6= n2


 1���� H : τ1 → τ2 �����#�_ � $@¥ �0)�&i�§¦[��&"'.&E�2� � ¨N� � � �2��� � � ��F G ��� , ��& H(n1 ∨ n2) 6= n1 ∨ n2
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Q := {g ∧H(g)|g ∈ τ1}
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(a0, a1, a2)
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n1 = [a1], n2 = [a2].
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g0 := n1 ∨ n2

��I&.	'	)i����$ 
G7QI�� L+*!7�.
u0 ����.G��I/�39���$ k ���!�(�

�:� �����B� $Ja
x = [x] ∈ g0 ←→ u0(x) = x0 = 0.

L ��.��H�D*�.��:'	)+*!��$g���-� Q���.	�����
g2 ∈ τ1

;6�J*
H(g2) = g0

I&$B�]�!�D*�g ��$
g1 := H(g0) ∈ τ2

H 5 � ����9-*
g1 6= g2

a�hNI/�
g1 = g2

E%O&.	����O0�
g1 = n1 ∨ n2 = g2 = g0

I/$/�C�!7�;6�-*
H(g0) = g0 � 7�9
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p := g1 ∧ g2
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p = [a0]
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τ1
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G7QI�� L+*!7�.���$

�2I/�
[a1]

⊥ = [u0, u2]
I&$/�

τ2 ��I&.	'	)
[a2]

⊥ = [u0, u1]
�:� �:� �H��$R1�E"7 �B� �
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a : [u0, u2]→ [u0, u1]
��.�g���I��3*\H7L � �:��$

H(g0) = g1 = n2 ∨ p : x1 = 0,
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a(u0) = u1α
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H(g2) = g0, g2 = n1 ∨ p : x2 = 0,

� . �:����*
a(u2) = u0β
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a(u0α+ u2β) = u0β + u1α.
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x = g ∧H(g) = [x]
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g ∈ τ1
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(u0α+ u2β)(x) = x0α+ x2β = 0,

(u0β + u1α)(x) = x0β + x1α = 0.

� O&.
β = 0 � 7:9���* x = g0 ∧ g1 = n2

HH<>; �B�39�9-�
β 6= 0

�!�D*�g ��$hE���.
β = 1
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α
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(x0)2 − x1x2 = 0,

E���9('	)&�N��I&.	'	)%�&�-���7I��/��*��J*@I�*!��7�$

x1 = y0 − y1, x2 = y0 + y1, x0 = y2
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F : A ∈Pn 7−→ A⊥ ∈Pn.
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I:��L+*!7:.!� $ �B�$g�O��:9-�('	)h���#� � �#��* ����Elf3)/9J*���$ g,.	�!A&.PI/$��:�,�&� �G��I&LP9������(��'	)&��$ �`I/$&L+*!.	�.I&;W�\H8h�9��dg,. �
�!A&.@I&$��6I�7:$

Sn(r)
E[f�)&9-� $]E���.,����$J�`I&$/L:*

e0r
¯/�0� �-$/�G<��!73*�.!7:A&�-����.@I&A&AH�

O(n)
��.	��'	)&����$+* �&��$&$
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	���
 � � ��	�� ��� � 	�������� �	� � � ��� � �����������
��$¬k���g\I����2I � �����ik��:�0�(�

(ei)
��$g��� .�O��/9-�('	)&��$J�G��.��0*!� 9-9 I&$��6��I&.	'	) 7:.0*�)&7��:7�$/��9-�4eC�Q*!.�� g���$

(aij)b I �:9�H�<3H �UH�p�1 b p �2R � b pF��R%R�;6�-*

a00 = 1, a0j = ai0 = 0 � O&. i, j = 1, . . . , n. b ��R
�G�-��<��07�*!.�7�A&��� �:.PI/A&AB� $ ����. �PA&)�f�.!� $

Sn(r)
��$?����.8��I/L+9��(������'	)&� $EQ�.PI/A&AB�

E(n+1)
��*��-;6;6��$

O��H��.�����$R1Q�!�-���!�-$/����9����('	)���� .@7�.!*!)&7 ��7�$B�39���$ Q�.@I&A&AH�
O(n+1)

HQ<>$6����.8*!.	�3$B�0�-*!��I�� $(e[.	�3$B� � 7:.!;W� �
*��-7:$/� �:.PI/A&AB�

[O(n+1), Sn(r)]
�(��*Z�&�-��<��!73*�.!7:A&��� ��.@I&A&AH�����#�
�`I&$/L:*�� �

e0r ∈ Sn(r)
��9����('	)

O(n)
1

�!7W�&����������� �!����A&)�f3.���$e�39(� )&7:;Y7 ��� $&���Wf.I&;6� �39�9����(�!7�;67�.�A&)g�!��$/� b I���9iHjk����(�0A&����92<3H K2H ��H ��R�a

Sn(r) ∼= O(n+ 1)/O(n).


��-� . �H��g ���('	)&$&��*
O(n + 1)/O(n)

���-� �/��L+*!7�.�;6��$��:�]��� .<Q�.@I&A&AH�
O(n + 1)

$/��'	) ����.<g,$��
*���.���.@I&A&AH�

O(n)
1[I �:9�H
�G� � $&�J*��-7:$ <3H �+H>K�H>K ¯S�-$ ��� . Q���7�;6��*!.��-� �!A&.���'	)+*\;6��$ ;Y� ���0* I�7:$^� �-$/��;� � ).& $ �3� � 1�, H%��� . �,����� I/�

r > 0
�(��* 9�� ���
��9���'	)]����$g�����G.���9(�Q*��-I:�dQ�.@]��:������. �PA&)Mf3.�����; mK��.�)�f39-* �

$&�(��g�I ����$&� ; 5 ��$&)&� �J*	�0;W� �+��*	� � �B�#�!'	)/.!� ���H��$/�&��.��K�3.	�3;6�D*���.[H g�$+*!��. �&��. �i= G ' � � ��F G ����¨N� $ ¡
,<��& � �C� I�� .��0*!� ):*�;W�3$^�&�-��Q���7�;6��*!.��-�6��� �G)&7:;Y7 ��� $&��$ ���.I&;6� �

[O(n + 1), Sn(r)]
��; �P��$&$&�

���#��� H 
\9-� �-$/��'	)&� $ 5 .!9(�3$��:��.B�M.!7 ��.	�3;6;W��H�k��(�Bg\I&; 5 $/���Y���-�#�0�#�Bh��B�!'	)&$/�J*!*����0��*�g�� $iE��-. g�I&.
h
�&L7O&.�g\I&$��

Gn := O(n+ 1), SGn := SO(n+ 1).

�G��. h,$B�!'	)/�2I&9���'	)&L:���-*")/��9��H��.��H�D*�.��:'	):*���$ E���.������
n
�>����;Y� $/�!�-7:$/�39���$���A&)�f3.���$g�-)/.!� .[�G� � $/�J*��-7:$

b p2RS$/�:'	)N�39(�2�-$ �&��$N��I/L+9��(������'	)&� $
(n+1)

� �&�-;6��$B�0��7�$/��9-� $ mK� L+*!7�.�.	�.I&; b 7P�&��.[��� ;U;6�-*
x = o+x� $:*	�0A/.!�#'	)&��$/�&��$��`I&$&L+*�.��2I&;�R�����$��:� �H�D*0*��D*[H�h
�/�0*!.	�3)&����.!*,;W�3$hI:7�$i����. Q�.P] ���?�&� ��������� I/�

r
1

�!�D*�gD* �D*�E �
r = 1

1R�07eLQ�3$&$ ;W�3$ ��9-9��wo��H��.�9-���2I&$��:��$ �.IB'	) �2I � �&�-�­eZ.���$/� � 7�.�;6�3*!��7�$/� ��.@I&A&AH�
[Gn, Gn/Gn−1]

�B�$g�����)&� $JH&<>; �&7�9
��� $/��� $%��'	)&.����
�B� $gE���.
Sn := Sn(1)

H
L ��.,�!'	)&.-f3$/L���$]$�I/$%�����\LQ�3$&7:$&����'	)&�ih����/�-9(��I&$��

π : V n+1 → P n �2I � � �-$/� n � �PA&)Mf3.��G� �-$Ja

p := π|Sn(r) : x ∈ Sn(r) 7−→ x = [x] ∈ P n. b �7R
� 'S��$��/��.��(�0*

p
� I&. O���L+*��-I�¯VO�� �&��. �`I&$/L:*

x = [x] ∈ P n )/�Q*��:��$/�2I�g E"� �
g,.��&��9���� .

p−1(x) = {x,−x}.
h�9-9
��� ;Y� �-$i�(�0*��&�:�Ng,.��&��9��

p−1(A) = A ∩ Sn(r)
� �-$&� .

k
� 5 �H��$&�

A ⊂ P n ��� . �^I&.�'	)B�!'	)&$/�J*!*
���#� � $:*	�0A/.!�#'	)&��$/�&��$ ��9����('	) �H��g�� ��'	)/$&�D*���$

(k + 1)
�>����;Y� $/�!�-7:$/�39���$ g�$:*���.�.��2I&;W�

A ⊂ V n+1;6�-*���� .
n
� �PA&)�f�.!�

Sn(r)
¯S;6��$i$&��$/$:*\����� �!�(�4I/.�'	)/��'	)&$&�-*0*��

k ¡=¨ � $�� �i= G ' � ��� 1 k = −1, . . . , n
1

I&$B� �&� � $&����.!* � O&.?�!�-�W�����6� �H��$ � ��9-9(�N;6�-*
F

�H��g�� ��'	)/$&�D*�� ��= G ' � � ��F G � _%$ � � � ��&('�& ;6�J* 
��-9 � � ����.
� .!*!)&7 ��7:$/�39��J*-fQ*[a

F : A ∩ Sn(r) 7−→ A⊥ ∩ Sn(r). b �2R
� 'S��$��/��.N���0*

A ∩ Sn(r) ⊂ A
�0� 9��B��* � �-$&�

k
�>����;6��$/�!�-7:$/�39����PA&)�f�.!�WI:7�; �,�:��� I/�

r
1JI&$/� �&�-�

g\Ig��)&. AB7:9���.!� Q�.!7 �:�!A&)�f�.!�G���0*�� �-$/�
(n− k− 1)

� �PA&)Mf3.���I�7:; �,���&�>I/�
r
H��G�-�\����$/����;6��$/�!��7�$&9���$

Q�.�7��+�0A&)Mf3.���$%E"� .���� $ ¨ � $�� ) � ��� ��� ����$B�3$&$+*\H �PAH��g�����9�9Z�!��$/�i�����
0
�cQ�.!7 �:�!A&)�f�.!� $��K����.!�N���(�3;6� �

*�.���9 �:� ��� $7O��B� .!9���� ��� $/��� .^�`I&$/L:*��?¯3�2I/� � 7�.�;6��9-� $EQ�.@O&$/��� $R1QE"����� $
F (Sn(r)) = o∩Sn(r) = ∅ 1�H�D*�.��:'	):*���$^E��-.N�����69-� ��.�� ei� $����6�39(�

(−1)
� �&�-;6��$B�0��7�$/��9-�<Q�.�7��:�!A&)�f�.!��HMh4I � ��� .

S2 ;6�J*?��� $
O��/9-�('	)&��$ �:��7 ��.	� � ��'	)&��$ 
�7P7:.�����$/�3*!��$%�(��*G�&�-�(°4I&9�9��!A&)�f�.!���H� �0*!� )&��$/�C�.I/�B°�7�.	���ZI&$B� �7O/��AH7�9
�����"�@7�9(�3.����&� ������I/�Q*�7�.	��H
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S : A ∈Pn 7−→ S(A) := A ∩ Sn(r)

��<K2(�-�!� �
Gn

>Nst<@G$,"G$��U 05�!��b?�-<.]R����#5�$�5b �-<
Pn

b ��� �9�F2����@�1v$Z5,"��b ��<"�-&!&��!U?2���<@/105�����[��Z5,"�-<i�$Z _ b �-�]R����#5�$�5b�b �������
Sn(r)

�-�*2�0��$&�2��-� �-� �9��G���<@U 0�vX���-�M��b5�$#%���M+$��&�2 _a` �4b �!�Bu�G6&�������21vX2��-�
F (S(A)) = S(F (A)).

#%L�
��@:c�-��2����@2R,.�$� b �!�yu���G 	 �-Y*2��!G6�wI�
*L8�6����,"�6+$�
p(M) := [M ]

��Z _ #%�-&!�!�-# ��+$��x8�-�!&!,"�-�5+$�-�
M ⊂ Sn(r)

E<@G"+6�!&�2
p(S(A)) = A

E5Z ��b
S(p(M))

�!<K29b �!� YF&!�-�!�5<K2�� �9��G���<@U505v����6E�b �!�
M

���F2�05v$&�2=) ~ /XL �l�!� u
Z5�5Y*2��
xi ∈ Sn(r)

E
i = 0, . . . , k, k ≤ n

E�� �-�5�*2W,.�$�����
	��
� ������������������	����.E8:c���5� <@�!�.��� Y6�-�!�5���
(k − 1)

>
�9��G���<@U 0�vX���W&!�!�-+$�-�M) �lZ ��/10 	 � k + 1

u^Z �5Y*2��l�!����&!&�+$�-,"�-�!�5��� � �$+6� +$�-0*24+6�-�5�$Z��-�!� �
k
> �9��G���<@U505v����6)

�G���
k
�cQ�.!7 �:�!A&)�f3.���$%�0A/�-� 9-� $%��$h��� .��0A/)�f3.�����'	)&� $ Q�� 7�;6�D*�.!��� ����� ��7�9�9-� �&��.

k
� 5 �H��$/��$
¯H�0���

�!��$/�C�!AB�$g�����9�9-��e[� �-9(�!A&)�f3.���$
a 5 ��$&��ei��$��:�
Σk ⊂ Sn(r)

E���.��
k ¡$¸+�����;�i= G ' � � �:��$/��$&$+* 1HE"� $&$h�#�

� �-$/�Y�\I&LP9-�(���(�!'	)/�
k + 1

� 5 �H��$&�
Hk+1 ⊂ En+1 �:���&*\;6�-*

Σk = Sn(r) ∩Hk+1 1 0 ≤ k ≤ n
1

I/$/�
Σk E"� $&���+��*���$/�lg E"� �
�`I&$/L:*�� ��$+*�)�f39-*\H 5 �-$&��e[� �-9(�0A/)�f3.��\���0*��39(�076� �-$&� Q�.�7��+�0A/)�f3.���1PE���$&$
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(k + 1)

� 5 �H��$&� �&�:���H��$+*�.PI&; I:7�$
Sk(r)

1B��9��!7Y�&��$ g,.�A&.PI/$��
�&� ��
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k
>txM�-�!&�<@U 0�vX���

Σk ⊂ Sn(r)
#%�-<K2��!,", 2�b?�!�c<@�!�y�����-�-Z +6�-�5b �

k+1
> 
^#%���5�

Hk+1
�-�!��b?�-Z 2��!+?)*VF���y�!<K2R�-�!�5�y7�� U%����<@U50�vX���c�!�

Hk+1
E*b?�����-�"����2@2��-&!U Z5�5Y*2

m
b ���;H Z���U Z5� YF2�b �-< � G�2�<b �-<4����2@2��-&!U5Z �5Y*2��-<

o
��G$�

Sn(r)
�$Z _

Hk+1
�!<K24Z5�5b(b?�����-���-Z5YF&!��b �!<@/�0 �����9�6b �!Z <y+6&!�-�!/�0 √

r2 − c2
�!<K2=E

:cG6#%���
c
b?�-��34#5<K21�$�5b���G$�

o
�-Z

Hk+1
#%���-�-�!/�0 �5��2=E �F+6&§)� [#5Z �5+ s�) �?) 'F) �F)

°G�Q*@O&.!9��('	)]�!'	)/$&���(���D*�����$&�
�H��9���� �&�
���G��I&LP9������(��'	)&�
k+ 1

� 5 �B� $&���:��$/�2I]�&�3$/$]�.I � Sn(r)
� �-$/�

k
�KeZ����9��!A&)�f�.!�W�2I/��12E���$/$^��)&.(h
�/��*	�3$/�

c ≥ 0
g\I&; g�.��!A&.@I&$��

o
LP9�����$&��. ��9��

r
���0*$¯ � O/. c = 0� . �:� �H��$e�0�('	)e���-�

k
�(Q�.�7��+�0A&)Mf3.���$JH

�����N� 4��|��²���� ����� 5 �-$B�!'	)&.-f3$/L�I/$�� ����.�LQ�3$&7:$&�(�!'	)&� $­h����/�-9(��I&$��
p
�2I � ����$&�G7 'S��$&� 
��39
�/�!A&)�f�.!�

Sn
+(r, a) := {x ∈ Sn(r)|〈x, a〉 > 0} (a 6= o) b ��R

�(�0*G��$QO���L+*!��I#HB<��&��$+*!� � g�����.!*�;W�3$h�&����;Y��*!.	�39 �:� �:��$7O��H��.�9-��� �:��$/���"�ZI&$&L+*!�Y����.����-�#�0� 
��39
�/�!A&)�f�.!�
�H��.	�3$B����$/�&��$ ¨ � $�� G ¢@=U� � �i= G ' � � a

Sn−1(r, a) := {x ∈ Sn(r)|〈x, a〉 = 0} (a 6= o), b �2R
�!76��.�)�f39-* ;6��$g� �-$ �&� O���L+*!��I��"k���g �-� )7I&$���g�I&; A/.!7�O���L+*!��I�� $ �,�.I/;J¯�)B�Q*�;W�3$%����$&�fQ�.!7 ��)�±PAB� . �
�!A&)�f�.!� b �.R\�2I/� �:��Elf3)&9-* 1R�!7i$&� $&$+*?;W�3$ �0��� 7 � *?�.I/'	) ��� $"! &�1 � & $ � H^�^I&.	'	) ���-�#�0�¬k"� O���L+*��-7:$R1
7���� .K�-$B����; ;W��$

p
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5 ���:��$/��'	)/� � *���$]�&� �"A&.!7�O���L+*!��I�� $��,�.I&;6�#�
P n �.I � �����G�&��.

n
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n
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n
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g�I&.@O/'	L#H 5 ��$&�h�3$/�&��.���1@� �H��$��
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 1R�&�:� g#�3)&9�.����('	)&����$/�!'	)B�.I&9���'	)/� Q�.	� � L:��$� $:*�)�f39-* 1Z�0����)&�W�2I/'	) ����$ I�7:$-Q H �Z�(��'	)&��.N)&� .��2I/� ��� �:� �H��$&� $ ����;6;Y� 9��B�3$/� � � p 
"H
�K�3.	�3;6�D*���. �
�&��.��0*!� 9-9 I&$��:��$ I&$/�*ei�D*�)&7�����$Qg\I&. 5 .�g ��I���I&$�� ��� .dQ�.	� � L:��$i;6�-* 
,��9 � �����#��I:7�$ �#H�L^7:9 � .	�3;� �(��
���� ��'	)/� 'H� $&��$
��.�7���.	�3;6;W� · � & G ��, � &��CF �W�!�-$B�^��$ h,9 � .�� ��Q�.���±�� �i�R��)/. �UIB'	) � �(��
M��$+*!)B�39��
*���$JH;�������^$ ¢ ��F G � � �>'2F G � �(��*�����$&�]�!�-$���I&9(�3.��J*-fQ*!� $ � .������­�G��.��0*!� 9-9 I&$��h��� . A&.�73O�� L:*��-I:��$ 5 �H��$&�
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 ��� ��� ��� � �	� � � � � ��	�	�� ����� � �	� � � � � � ��������� K�� �
S���� ��S � T^V �����4W X#�4W�� 
 �B��	 �
�G���]E��('	):*����+��*��W<>$PI���.!���3$+*��6�&��. 7:.0*�)&7��:7�$���9-� $-Q�.@I&A&AH�

Gn
�B� �M��)&.���. 9��-$/���3.���$-L ��.!L7I&$����.I ��&��; ��I&LP9������(��'	)&��$JmK��L+*!7:.!.	�.I/; I&$/�e��$
�39�9-� $e���3.	�.I/��������� 9-� �J*��D*!� $JeZ.	�3$/� � 7�.�;��Q*!��7�$B� �:.PI&A/AB� $�(�0*��
���������i�@7�9��3.��J*-fQ*

F
�H� �0*!��;6;Y� $/��� ��L���9���.!A/.!7���I&L+* 〈x, y〉 HUei�J*��!����$&� . 
,��9 � � ��� � $&����.!*,;��3$

�&��$ �i= G ' � � ��F G ����¶ � �0& � �#� g�E�������. �`I&$/L:*��
x, y ∈ Sn(r) 7−→ d(x, y) := r arccos(〈x, y〉/r2), b ��R

�����8���0*K���-� �Rf3$��:�"���#�ZL7O&.�g�� .!� $(k�7��:��$/�[����$&� � Q�.�7���LP.����(�0�#�[��I/.�'	)?�&�-�l�`I&$/L:*��
x, y

H*�[�-������$Y�0�('	)
�&�-�#�0�.�ZI&$&L+*!� �.� � ,<��& � � �#!��"!������ � � � a

y = −x
1/�!7W���0*G��� .Wh��/�0*���$/�Jg�E��(�!'	)/��$e�-)/$&��$ �:9-� ��'	)

rπI/$�� �&)Mf3$��:���\I�7:$Y�&��. L��3)&9/�&� �`Q�.�7���LP.����(�0�#��H � 'S��$����3.K)��Q*�����.�h
�/�0*��3$B�
d
�&�-� 5 �
��� $/��'	)�� � *���$

0 ≤ d(x, y) ≤ rπ, d(x, y) = 0←→ x = y, d(x, y) = d(y, x) = d(−x,−y). b ��R
�G���9g\I&;nh��/�0*���$/�&� �B����.�� ' ��� )U]�.���$/�&����.������ '	L��PI&$���9����('	)7I&$���� . �:����*8�0�('	) E����-*!��.	I&$+*!� $��.I/�Z����;

G7:�!��$�IB�!���Q*�g ����.��0A&)Mf3.�����'	)&��$ eZ.!�
��7:$&7�;6��*!.��-��H���� .�� 1 � F G ,<�3�0��� � �2� � a = G ' � � Sn(r)

1S�����,���0*
��������I&A&.���; I/; �&��. h
���0*�f3$B���

d(x, y)
1HE��-.	� � O&.qg�E����8������;6�D*!.	�39 ��� �:��$7O��H��.�9-��� �:��$/�&�"�`I&$&L+*!�

� .!.����('	)+*\a
d(x,−x) = rπ (x ∈ Sn(r)).

�����������c�
������#%��:c����<@�$z^{%:;�-�Ru��6�����
(x1, x2), (y1, y2) ∈ Sn(r) × Sn(r)

<@�!��b¬+6�-�5�$Z b �$�5�
SGn

>Y�G6� +$��Z5���F2BI
Gn

>NY�G6� +$��Z5���F2�L�E*:;�-�5�
d(x1, x2) = d(y1, y2)+6�!&�2=)

�#I&.[�G� � $&�J*��-7:$g�����9h
���0*��3$B�����"�-$g����.���9�9-��A�*�����'	)&��$8Q���7�;6��*!.��-���B��*!.	��'	)+*!� $ E��-.�E���� ��� ."�����
o
�B� .!9�� �:��.@I&$�� b ��R�H �	O/. O�� �����

g ∈ GL(n + 1,R)
����9J*\$��:'	)���� � $&�-*!��7�$ ����.i��.�73O�� L+*!��I+�-*�f3*!� $

g[x] = [gx]
1+�_H )JH

π
���0*"� �-$&� f���I&��I���.!���3$+*��Bh����&��9(��I&$���H5h4I�� b ��R � 7:9���* 1+�
�������.IB'	)

p
����$&� f ��I&�-I�� �

.����3$+*!�(h
���&��9��UI&$�� � O&.G����� L ��.�L�I/$���� $iI�7�$
Gn

���0*\H �P�D*�g�� $hE��-.��������!�fL �-.�L7I&$��:��$hL��3$/7�$&���!'	)
�2I � ���-� k �Ke	I&AH��9�;Y� $���� $ I/$/���.I � �����"�87�*!� $jg�;6��$�����$ � 7�.!*\a

g(x1, . . . , xk) := (gx1, . . . , gxk), b K[j�R
g(A) := {gx|x ∈ A}, b K�K[R

�!7i��$+*	��*���)&� $ E���� �&��.(f ��I/�-I��3.����3$+*!��L ��.!L7I&$��:��$��.I � ��� $ ����$��3$/�&��. � $:*	�0A/.!�#'	)&��$/�&��$��&7�.!*��!�D* �
g\I&$��:��$JH 5 �-$/�¬h����&�-9(��I&$��

f : P n × . . . × P n → M
1[E�7��H���

M
����$&� �H��9��-���&���:� $&�('	)+*?9-� ��.��

eh��$��:���B�$g����('	)&$&��* 1�����*,� �-$/�
Gn ¡ d ��¦ � � � � �+&(� 1/E"� $&$
�0���

f(gx1, . . . , gxk) = f(x1, . . . ,xk) � O&.��39�9-� g ∈ Gn, xκ ∈ P n, κ = 1, . . . , k, b K6p�R
� . � O/9-9-*\H 5 �-$&����$��39�7��:�9eZ��.�;6�-$&7:9-7 �����MI:��.�E"� $/����$�E��-.��2I/'	)��H�����3$/��� .!� $�eZ.���$�� � 7�.�;��3*!��7�$�� ��.@I&A��AH��$
H�g,$/;Y�-*0*���9
���3.��2I��,��� $J�G� � $&�J*��-7:$&��$ � 7:9���*
 9�"!#! � ��� d �3& f : P n × . . .× P n →M ������� Gn ¡ d ��¦ � � � � ��&"� � 1%$ �2��, � � 1�, �2� �

k ¡$¸U1[=+���
= � $@¥ �0).&��§¦�� � _ 1��7).&(�'& � $ � �3& � 1+F G �.�C� ��1 � �+F0)�!�� � $ !������i¶ � � ���>�.1���!

p∗f(x1, . . . , xk) := f(p(x1), . . . , p(xk)) b K ��R
������� Gn ¡ d ��¦ � � � � ��&"�Xª � � � ��� � � $	�����5&%���C�"¶ � � ��� ��1���! F := p∗f ���C� a ¢�, ,���& � �C� � �0������!21���!����

F (±x1, . . . ,±xk) = F (x1, . . . , xk). b K ��R
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 � � ��	�� ��� � 	�������� �	� � � ��� � �����������
d �0&#1�,:!��0)�� G�� &
�����#� Gn ¡ d �M¦ � � � � �+&(� F � 1%$��2��, � � 1�, �2� �

k ¡$¸U1[=U��� � 17� _ 1��7).&(���<�2� �
n ¡ a = G ' � �

Sn(r) !��i!�� � ���
&��Z���>F G �����C� a ¢�,E,<��& � �C� � �0�.����!21���!���� b K �7R � � $	�����5& & � $ � �3&
f(x1, . . . ,xk) := F (x1, . . . , xk) , ��& p(xκ) = xκ, κ = 1, . . . , k, b K��2R

�������:) $ �3� �0)�& & � � G � 1�� � � G '���!2�/!�¦ $ ���2� � � � G � �2� � � �"= � ' �����+& � �+&(��� xκ ∈ p−1(xκ) ��� �Z�+�C� � &"�
Gn ¡ d ��¦ � � � � ��&"� �

2

� '��������3. �����7O��3*	�
��� �!A
��f����������
��h������������ b ��R��
�������	�
��� ��±�������������� �����
�����2I�������� b K ��R3H
 �	������g���� E!���"�#� b ��R2O$�%�
&
���'�
��� �PL���(����!A
��&
��I&L)�*��I������ �������
��� � ����&�(>I
������k+�����	� ��, ��&-��������(.�����
E!�������#��� �.I � Sn(r) × Sn(r)

�
� � �
�#������� �+I
�&L)����&��/,��
�#� b K �7R!��� � O
(�(#�\H�° �������0���-���MK?L�]��
�
���
E!������(���&1�
��� ¶ � �3& � ��� g E*���#���[�ZI
�&L)���2�
���"��(�(��-A
���������
��� � �.I
��� � &�(
�������
������� �����3�
� � ���#�������Ja

e(x,y) := r arccos(|〈x, y〉|) ���#� x = [x],y = [y], x, y ∈ Sn(1)). b K ��R
h4I�� b ��R*������� �������������4�
���5���)���!A
�������
�����
���  �
������������� � �����3�
���Ne6�������-L

0 ≤ e(x,y) ≤ rπ/2, e(x,y) = 0←→ x = y, e(x,y) = e(y,x); b K��2R
�
���Q�������#�%�	L"�PI
����(#�������7I
��� E!����� E+���#������I
�)����� �7� E!�#�������JH9����� �����5� =�&i� ��F G ��� � � 1�, I��������������
���#���
���8��I������ b K ��R5�
� � �
�#���������he6��������L ����g��������
�
��� E!�#�-���.�

P n(r)
H����#�Jh����
��(���I
���

p
���$�

�����PO
��(������^L������
� d � $ ,���& � �C��9 a0�
���.�^I
�������-��� �����5�
���:��(�(#��A
���������
�������.I��-���	����� O �'�7I
�5����(
� ��&
����& ��E!���5�
���B�^I
�����
�����������;�
���
�PA���f����\I�&�� �����
� I��

r
a

�����8�M���^�;��Li�����
#%��:;�-�!<@�6z^st,��-&!&��!U?2���<@/105�����9�$Z5,
P n(r)

+6�!&�2 _a` �(b �-�=<"> �@?�A ����B$B ���1Ey�$&!<@G b �$<V?Z U ���-, Z5, b ���939# <K21�$�5b < _ Z �5Y*2��!G6��E
sup{e(x,y)| x,y ∈ P

n(r)} = rπ/2.#%LcH ` �4b �!�Bu
��G 	 ��YF2��!G$� I�
*L
p : Sn(r)→ P n(r)

+$��&�2=z
e(p(x), p(y)) = d(x, y)←→ d(x, y) ≤ rπ/2 (x, y) ∈ Sn(r)./XLyst�w�-�!�5��, �9�$Z ,
E

,"�!29�-�!�5���B����2@���!Y
d
#%�-�-����/105� �

B(z, ρ)
b ���DC@E ��� ���'F 	��
��G�C��IH�	KJ���>�B

ρ
� ��L

J����NM ���)L ��> �
z
z

B(z, ρ) := {x ∈ E| d(x, z) < ρ} (ρ > 0).
IKA���L

���$�¬�-�-�!+6�6z8H ` � 	 �=b?�-�JG�Oj�-�5�-�¬Sc��&�&
B(z, ρ) ⊂ Sn(r)

,"��2
ρ ≤ rπ/4

�!<K2
p : B(z, ρ) → p(B(z, ρ))�-�!�5� s|<@G6,"��2@���!�6E5b�) 0M)?�-<�+$��&�2

e(p(x), p(y)) = d(x, y)
_a` �4�$&!&!�

x, y ∈ B(z, ρ),Z5�5b _ ` �
ρ > rπ/4

+6�!&�2[b?�!�-<��5�!/�0*2=)
h;(�(
���������#�P�
���
�)�Q�����R���#�����PI
� O$��L)����I�� h
���
��(���I����

p : E → P
g�S!�������
���®g�S+���!��������� �

�����
��� �Wf.I
�����T�����
� � $ ) � �>� d � $ ,���& � �C� ,�S*���
�6���Wg�IWO$�%�
�����`I��&L)�
z ∈ E �����
���D&('����
���Qk ��(#(

B = B(z, ε)
��&����
�
��,��������U�
�#�  ���������
�-f��&L7I
���

q := p|B : B → p(B)
�����
�!V ��&������������*���$�[H2e����

����S+�����$�!(��������)��,
�
� � �"���#�
�	V ��&������������
q
�����������
� O$��L)����I�I
�7�3�
�#�	���+I����	���ih����
�#(���I
���

q−1 S!�#�%�
������#�
�:V ��&������������������\H%°;�����W�!�����4�
�#�:& '���������k[f�(#(��X���#�����+���������������
��� ���2I
����� ��(�� g;� �����UI
���
�����2���
����� �������������0,���&:����g��\I����������#�"�����
� ,���& � � ��F G ��¸ $ = $ � $ !.�C� ,������
��� 
�&��PI���� �����jg�,�& '������ I����
Y�Z�[$\�]�^K^�_a`cbcd@e2^K[$^K^�_�f;]�^5[�bc^%[+gih%j#kl[$\�_ab m�["nUo%oKbc`cpKhK^Kq

q : E1 → E2 r$s bcgad@eK[$^ rts [$b�f![t_ijlbcgid@e%[�^2u/v�hKf![$^[$bc^K[Xwtx@y�z+{�|�}t~#{�� s [$^K^�gibc[!p%[�^-nUoKgl_@]�^Kp-bc^�m�]�jab�]�^�_+`�v�gaga_��
]�`cgi� d2(q(x), q(y)) = d1(x, y) �#� j�]�`c`c[ x, y ∈ E1[$j �#� `c` _��
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c = d(A,B), a = d(B,C), b = d(C,A).
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|A×B| = r2 sin(c/r), |B × C| = r2 sin(a/r), |C ×A| = r2 sin(b/r). 
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d(A,B) ≤ d(A,C) + d(B,C), (A,B,C ∈ Sn(r)), 
 �����
e(A,B) ≤ e(A,C) + e(B,C), (A,B,C ∈ P n(r)). 
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c = d(A,B), a = d(B,C), b = d(A,C)
����(#�����  � �)����� a, b, c < rπ
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0 < γ < π
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��� �����#��������& ��������� ��� ��g
cos(c/r) = cos(a/r) cos(b/r)− sin(a/r) sin(b/r) + sin(a/r) sin(b/r)(1 + cos γ),

cos(c/r) > cos((a+ b)/r)).

�=����(
cosx

�����
0 ≤ x ≤ π �-&��
&���&�� �Nf�(�(.�%,�� &�(����

c < a+ b
,��
�7� �
� �+�����;�
�#� � ����(����������
��� 
 ��� ����#�

<
����������(#(��"��&�� ≤  ���W�#�Q�
������(#(���	
���������
���  � ���
�:�
�#� h � ����f����
�"��(������
���*&��
��� ��(#�������

rπ/2���#�7� , � ���
����S!�#� ���1�
��� � � ����(�� ���������
��� ��	
��f����"���#�1�
���l�5�
���)���
A,B,C

� � ����(�� ���������
���;e ����	���(
���#�����)�	��	
����������������(#�������
���Qh � ����f����
���0, ��&'�
� � � 
 � � � �
���-�#������( � ��� �/��� 
 �����0� &�(����  � ���
�T����
��������� � ����(#���������
�������W�
��� 6:(��������
�
���.� �����)�����.����,���&��������2�
�#�9�5�
���)���+�
�����)� ������(�(������������
���R� ������,(��#�)����� ��(���& �/���������
��� 6:��& ����������� � g�S  ���#����� 6:���	���
���   ���
�4������� �����
� ����(#(!�
�)�����������
�����������
� ������f��������;�
���.k*�����/�/	
� �
�/���
���B�/���������  22

� � bcj0e ]�o�[$^:p ]�ja]�h � m�[�j r bcd@e�_i[t_���p%bc[�� s bcgidieK[$^Kja[$`�]�_abc� ^	o�[$q jab �!bcdie r h � ]�gigi[$^)� ��bc[ bcgl_0ga_a[$_ag ]�h ��� hKjlm�[$^KpK]�j��ga_a[$`c`chK^Kq [$^Qf!b _*[$bc^K[$fNjl[$[�`c`c[$^ �
]�ji]�f![t_a[$j
t
bcf ��bc^K^K[XpK[$j"pKhKjld@eQpKbc[ �
]�ji]�f![t_a[�jlp ]�jlga_a[$`c`chK^Kq � o�[$j _ija]�q [$^K[$^� jap%^�hK^%q"m�� ^

R r h�m�[$jlga_a[$eK[$^)�



� 
�� 
 ��� ��� ��� � �	� � � � � ��	�	�������� � �	� ��� � ��� ��������� � � �
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S2(r) .����
) ���
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0 < a+ b+ c < 2πr.
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��� ����������� � �
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a′ = πr − a, b′ = πr − b, c′ = c.

°��������0���-����� ����(.�
c < a′ + b′ = 2πr − (a+ b)
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π < α+ β + γ < 3π, 
 � p��

α+ β < γ + π, α+ γ < β + π, β + γ < α+ π. 
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α′ = π−α, β′ =

π − β, γ′ = π − γ �����
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���l�������#�%� �  �X��� � ��������(�g�S!�������
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0 < α′ + β′ + γ′ = 3π − (α + β + γ) < 2π
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��� ���
� �
����� &�(������
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c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ` ����!?>
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ε(∆) := α+ β + γ − π 
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F (∆) := ε(∆)r2. 
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F (M) :=

k∑

1

F (∆j). 
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���Bh ��� ��(���������p  �2������
�#� �U&�(��������
���[°;&�����	�&�(����
���	��� ������&������.�+V$�
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II
�&)U[$j � bc^K\ [$` r$s bcgad@eK[$^ r$s [�b � hKj m�[$^8bc^5[$bc^K[$f ��dieK^Kb _l_��Kh%^K\�_�bcgl_ ]�`cg � bc^K\ [$` r$s bcgad@eK[$^WbceKja[$^��
]�^Kq [$^�_i[$^bc^:pKbc[$gi[$f �7hK^%\�_ pK[ � ^Kbc[$j _��
� n hKg �#� eKjl`cbcd@eK[$j s bcjlp pKbc[ n

� pKbcf![$^Kgabc� ^ ]�`c[
ga_a[�jl[$� q ji]$�%eKbcgid@e%[ �7jl��ka[$\�_ibc� ^�bcf6^ v�dieKga_a[$^�n oKgidieK^Kb _l_
o�[$_aja]�d@e�_a[t_��
m%q `����)[�f!f;]
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���
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Iso(M) := {f : M →M |f V ��&��-�������#� }
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����V ��&����������#���-���#����� ���������������
���������
�����

[M,ρ]
���.�+�
��� � 	����	� ���#&��1�
����m ����������	�� ����� ◦ �
���h ��� ��(��(�
������� �����
� 6:� ��	/	7��, S*��(����
���
��� � ��.�17��34)�	�� ,�) � #�#&� �
���	���������������
�������/���-��� ���������
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 ���+� ���������,���%
*,/�+���&,$���qs ��)+<=��%�!&����1+!&-'�.��� ,/��!

n
8 "��(45v�!&�

Sn(r)
� �/0��2>�,/���#��7�7,���$%&�,��: 4(���

�#��-(<=���
P n(r)

�#0�-$!2)+!�%&4/)31+)3� ��7���� � !&-.�'���
O(n + 1)

� �/0��2>
0�-/!=�$!&) 	 ��' %&� � 8 )+!�%&4/)31+)3� ��7���� � !&-.�'���
PO(n + 1)

� ����)3<=)�!#�(4 ��� %?> � +#��� ��������> �#< 0�- 0�����13���!
*,(�+��� 	 �/,/�"s ��)3<=��%�!&���
f
0�- ,$��! �+�/13��1+�������/���

� !&-.�.���#13��4 �+!�%/
$0�����13�2< ��� 0�-(��!&� %/
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f
�+-(: 4),/��� � ���('3��7������+��!&�,���.%����,�.,
>(���+�

����%�! �+: 4 %&�6���,� � ����4;!&� ��-(�
n+1

�(�3��!�� ������� )�!�%&4()+13)3�(�+7������ ��' %&)+!&������,/�+� ��� %&�(�/!&��: 4(���0,/� )�!�%&4()+13)3�(�+7��
n
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f
��� ����� ��������� ��7,7���)�!�%&4()+13)3�(�+7����

n
8 ".�,<?�/7���� %�! �+�(� � )+!&<=����!�%?>�B6�0,$��!&��!&�����9%&�

13���/% ��� �����(� )+!�%&4/)313)+� ��7,��x ! ���(� � )�!&< ��%&��)3�
g ∈ O(n + 1)


E,$�,� ��-'��,$��� 
 :;'*��� ,/��� ".�,<?�/7���� <=��%
f�(����!&�����/� %&�,<=< %?> � ����7',/��� � ) )+!@,/���(��%&��� �����(��� ����7������(��1+���"u -(�(' %&��� ,$-/!&: 4 ,$����B �(� %1v��0,$� 0�- ,/��� 
 : '*���

,/��� "$��<?�/7,� � ����� %&��<=< % �����0,$
0,$���2��)5� )34/7 �����
f
�+7�� �+-(: 4������

g
�����3�5!&�,�+� % �����0,�
/< -/���

f = g
������� > �
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 ����<=��%�!&����:;4/��! �#��-(<

[M,ρ]
4(��� �+% ��� ��� ��> � ��L�A�C��5C �����'

� ���(����!-,$���=� )37�13���0,/� 
 �,1+���/8

��:;4(�9� % ��������%&0;%=z "$���.,
(a, b), (a′, b′) ∈ M ×M

u -(�(' %&���(�3�5!&�=<=��%�,$��< 137�����: 4(���HB �(� % ���0,
ρ(a, b) =

ρ(a′, b′)


��)�1+���/% ��� � %&��%&�2�����/�is ��)+<=��%�!&���

g ∈ Iso(M)
<=��%

g(a) = a′
-/�0,

g(b) = b′
> �*O����$�(��!2��� %

	 �/,$��! 0��������/-(�(' %&4/)3<=)31+���(� � �+-/< 4()+<=)313��� >����������������,���%
�,(�+����,/��� ��-/'$7�� ,/����: 4(��� �9v+-/<=�
En


0,/���
��7�7�� �$%&����:;4/��� �9v+-(<=�

P n(r)
-/�0, ,/���

n
8 "��(45v�!&���

Sn(r)
0������ �/-(�/'.%&4/)3<=)+13��� ���,�.,
>

 �������
[M,ρ]

����� ���������������
�������/��� �����
B ⊂ M
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��������(����������D�������  �,���2�$�%�
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�5�����)�

x ∈M �
� � �
�#�����!�����6�
��� ¶ � ��3����0�w¦ ./� x ����+
% B � �
�����
�)��(���������(��!�
���"Vt� � � �
�
ρ(x,B) := inf{ρ(x, b)|b ∈ B}

�
���Bh � ����f����
�
��&��
x
g��4�
�����5�
�/�������

b ∈ B  
����� � 	�� � 
 
 � ����� �$-/�

Sm
1 ⊂ Sn

�����(�
m
8 � !&)��3�(�(45v�!&� �,�

Sn


r = 1



0 ≤ m < n

> ���+� 0����,1+�6z
�����;�/!�,$�����(�/4�v5!&�,��: 4(���2B �/� % �+�0,

d
13��79%

d(x, Sm
1 ) = arccos(|p1(x)|),

��
����
��)+�����

p1

,/��� )�!�%&4()+13)3�(�+7�� u�!&) 	 ��' %&��)3� �+-'�!,$�,���*)+�
Sm

1

�+-�� 1+���(� ���(� %&�
(m+1)

8 
 �����(�
H
����0�����: 4(�(�;%=�

��� 13��79% �+7���)
0 ≤ d(x, B) ≤ π/2

> ~ � �-�;�/! 	 �/,/��� u -/�(' %
x ∈ Sn \ (S1 ∪ S⊥

1 )
13���$% ��� 1+��� ��- �����(���u -/�(' %

z ∈ S1

<=�9%
d(x, z) = d(x, S1)

> � ��!�,$-/!&: 4
x, z

����� %&�,<=< %&� � !&)��*' !&����� ��� % )+!�%&4/)31+)3� ��7�0�-
S1-(�., ��:;4/�(��� ,$��%

S1

�,�1,$��!
0
8 "��/4�v�!&�

{z,−z}
> ~ :7� �����?� )+!&< -(7�����!&�6-(�0, �������������60�- ����-(�., � � �+�(�+7�)31+�

B -/���&�+13��� ���$!
,$��� ��7�7�� �$%&����:;4/��� �[v�-(<=�3>
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 ��� ��� ��� � �	� � � � � ��	�	�������� � �	� ��� � ��� ��������� � � �
�����  ����� � �
���!�
���;(#����g������ o � �
���7,
��� ,������

�R�M²��M�����;� � � � � � ��3 B ��	��0� m ¡ � � ���0� ���
�7����� 	 #03$	*��+�%&�
� � � � 12�
� � � � x ∈ P n(r) \B⊥ ��	��
� 	�+�%�3 � � ) % .�� ��) ��¦�.�� B , �
% � )��
� ����)
% � ����3 &"��.2,/	 � 3 ��� , ����� � �
	�� �
��% � ����3 z ∈ B $	��) �����
e(x,B) = e(x, z) ,�	�� 3 � 2

��� �#�P�
��������� ����(�(
e(x, z) < rπ/2

����(.�%, �������������R�
�#� �)�����%� ���
xz ⊂ x ∨ z

�������
���
�����
� �����������W�6¯ �����2�
��� ��� �
� � � ./3B¦ ./� x � � $ B

,0�
���
z
S!�����D�
��� � � � # � ���/3 ����� � ./3 �
� �������������  � �
�

x ∈ B
�����"��� ������(������

x = z   � �����0S!�����
���
[M,ρ]

�����6�-�������������
��� ���/�
� �
���
B ⊂M

�����
�W�
�����)�;(#������� �6�������  � �)�����
���
)i¶ � ��3����0����12��� , � δ(B, ε) ¦�.�1 � ����	 � � ε �����	�$�����
���'S!���;�
�#� �D�������

δ(B, ε) := {x ∈M |ρ(x,B) = ε}. 
 �(���
�������
	 � ��
����9%�,/��� 	 ��0����,: 4(�.-/�(13��� �*)+�  #�/-(�/1 5�� <"�313�-,/���

m
8 � !&)��3�(�(45v�!&�

Sm
1

���2,/�;!��*)3� ,/���
� ��' %&)�!&���

e0, . . . , em

��-'� 13���(�(�+�(� %&���
(m+1)

8 
 �����(�
H

,/��! )+!�%&4/)3�/)+!&<=����!�%&���&	 �+�����
(ej), j = 0, . . . , n



7,����1+��� >����+� ���;���������6z ��� � ���?B6�(� % �+�.,/��<=���/13�

δ(S1, ε)
���$!

ε < π/2
��� %�,$��! � -/!&: 4(��: 4(�/�9%�%&�*)3�

Sn<=��%�,$��<3,/-$!&:;4

(

m∑

µ=0

(xµ)2) cos2 ε− (

n∑

ν=m+1

(xν)2) sin2 ε = 0
��
����

,/� �(�(����!�%&��<D+��'���;!&'*��13��7 >.+#����! ��-(� ��:;4/7��,���*� < �+�!
.,(�����
,$�������=B �/� % �+�0,$��<=���(1+� �����2�*��! ��7�7,1+��<=�����(�;!�%&��!
� C���>�B ��� %=�(����� ��� % �5v+<=7���:;4��+7���+ ������!���v+: 4(�-�*)+�

Sn
,$-/!&: 4",$�,�-B �(�/��7 ,$-(�/1

h : (x, y) ∈ Sm
1 (a)× S⊥

1 (
√

1 − a2) 7−→ x + y ∈ Sn
<=�9%

a = cos ε

,(��!&� %&��7,7��(��!/
%,/��� ����� + )3<"� )3<=)�!#�(4/�,��< -(����� %?> �2�+����� ����0�����: 4(�(���
Sm

1 (a)
,/��� + ������!&�(�/4�v�!&� �*)+<"� ��,$�,-/�

a
���

H
-(�0,

S⊥
1 (
√

1 − a2)
,$�,�=+��'���;!&�(�(4�v5!&�&�*)3< � ��,$�,-/� √

1 − a2
���

H⊥
>0�;�/!

n = 3
-/�0,

m = 1��!&4�v�7�% < ��� ,/��� x )�!&-(�=��7,�iu !&)�,$-(' %&< �+�/�(��1%� �+79%&��13'*���9%=0;��������! � !&�������3> ~ � � ����% x
��!(�A�(7�79% �+-/:;4

−x,/��� �#7�����:;4.-(�/1 ��
������ ,/���2B �/� % �+�.,/��<=���/13� �,� % ��7,��) ������,/��������!�x ! ���(� � )�!&< ��%&��)3���,���+��!&�,�+� %?> 	 ����,/�;!
 #����!&7,�+1+��!&-(�/1

p : Sn → P n
13��4.% ���,����� ,/���"�*)+� ��4$!1,/)%�.����79%1�(���;!&7 ��13��!�%&�"B �(� % ���0,$��<=���(1+�",/�;!

m
8 
 �����(�

p(Sm
1 )

����0��(1+7,��: 42,/�;! ��7�7,���$%&�,��: 4(��� ����%�!&��')�/����!?>

�������
	 �
� 
�������0�����13�%
$,(����� ����: 4 	 �/,$�=,/��!6���  �(-(�/1?69� ����%�! �+: 4 %&��%&���"B6�(� % ���0,/��<=���(13���
δ(Sm

1 , ε)�+-(: 4 �+7��?B6�(� % �+�.,/��<=���/13� �����(�;! �+�.,/��!&����

(n − m − 1)

8 ,$��<=���(����)3�(�+7���� � !&)��3�(�(45v�!&�2,$��-/%&��� 7�v���� %=�
����7�: 4(��! -(�., <=�9% ����7,: 4(��< �#�%,/��-(���

�������
	 �0� 
 ���+� ���;%�! �+: 4.%&�),/��� B �/� % �+�.,/��<=���/13�
D := δ(Sm

1 , ε) ⊂ Sn
-/�0, ����� %&��<=<=�=��4/!&�.s ��)+8

%�!&)��(����1�!&-.�'���
GD := {g ∈ Gn|gD = D}

> ����� ��������������
 ,/�+��� ����: 4
D
��� 0;��������!&7���� � ���,���),/-$!&:;4

�����(�WG���� 	��
� ����� ���
������L �XH�C�L 	�L � C�� 13�;� �,�����;!Bx ����7��(�(45v�!&���
Σ
�;!&0���-(1+����7�v+��� %=z

D =
⋃

h∈H
hΣ


 � )3�����
H,/��� �#� %&��!&1+!&-'�.���=��7�7,�;!<,$��! 	 ���/��13����
 7���<=��� %&� h ∈ SGn

��� %/
;,/��� �+7�7�� � ��' %&)+!&��� �����(����� �/����!�%&��� �#�$8
%&��!�! �+-/<=��,/��� ��-/'$7�� ,/����: 4(��� � ��'.%&)�!�! �+-/<=�

W ⊂ V n+1
��7���<=��� % � �������
� ��� % 7,���������Mz

h|W = idW

> � ���s ��)+%�!&)%�(����1�!&-.�.���
GD

� �9!&' % %�! �+�/���9%&� � �+-'�
D
�.< ���=����� %&��<=<=��,$���9s ��)+%�!&)��/����1+!&-'�.����� ,/�������;! � �9!&'.-(�(1$>

 �������
[M,ρ]

���#�3���������������
��� ���/�
�4,
B ⊂M �����
�	�
�����)�"(��������
	 ����(#�����/��� �
���

ε > 0  ���#��D�������
Uε(B) := {x ∈M |ρ(x,B) < ε} 
 � ���

S!����� ���#��� µ 1 , � � � ��,­¦�.�1 � ����	 � � ε ¦�.�� B ���������
�)�  



� �?� ��� �������
	���
 � � ��	�� ��� � 	�������� �	� ��� ����� �����������
����� � 	 ��r 
 ����� ���������,���%
 ,(�+��� ,/��� �#<=1+���(-/�(1

U := Uε(A)
�����/��! �#�;! ��,/���

A
,/��! ��7�7����/%&����:;4/���


 �����(�
P 2, r = 1,

�*)+< �#�%,/��-(�
ε


0 < ε < π/2


 ����� ���3�(��-/��� �+�., ��� %/
;�.137 >*B �/�(��7 ,/-(�/1J6.>�5��$> �2���
�#)+<?�(7���<=��� %

P 2 \ U
��� %#0�-����,�/��!#�+�(1+����: 4(7�)3�������/��� � !&��������:;4/������� 4()3<"� )+<=)+!#�/4 > � ��� !&����7�7,���/!&) 	 ��'.8%&���*� 
 �����/� �,� %#�+7���) �+7��6%&)���)37�)+13����:;4/��! � �+-/< ���,�/� 13����: 4(7�)3�������(�<��7�v�:;4/��
$,/����,/-$!&:;4 
 ���('.7������������,�/��!

� !&��������:;4/������� ���),$�����#���0, �����/��� ���3�/��-(��� ���0,$������� %&� %&��4 %/
�,$��! 	 � 0�- �����/��< � !&���,� 4()3<"� )+<=)+!#�/4=�,� %?>
����� � 	 � � 
 � �9! ����%�! �+: 4 %&���H,$���?B �/� % �+�0,$��<=���(1+�

D := δ(Sm
1 , ε)



ε < π/2


 �����(��!
m
8 � !&)��*�(�/4�v�!&�

S1 ⊂ Sn
> 
 � �����

k := min{m, n − m − 1}
> ����� 0����,1+�6z ��� �#-/!&: 4 	 �/,$���
u -(�/' %

x ∈ D
13���/% ���

�����(�
k
8 � !&)��*�(�/4�v5!&��
 ,$�,�213�+�/0 ���

D
7�����1+%?> ~ � ���;�$! �+7�7��

l > k
1+���/%6��� '*�����(�

l
8 � !&)��3�(�(4�v5!&��
$,$�,�2���

D7��,��1+%?> ~ :7� �#��79% k = 0

 ��)���� %�,/���

0
8 "��(45v�!&�

{x,−x}
,/��� ���,�/0���13��
 ���

D
7�����13���0,/� � !&)��*�(�/4�v5!&�1,/-/!&: 4

x
> ~ ,0�[s � %

n = 3
-(�.,

m = 1

���)�1+�,�$% ��� ,$-/!&: 4 	 ��,/��� u -(�/' %

x ∈ D
1+��� ��- 0������ ���

D
7�����1+���0,$�

� !&)��3'.!&���,���+> ~ �/�qs � ,/��� �*)3� :7� -/�0, ,0� �*�;!&��:;4/�,��,/���/��� ��v�7�7,��� 13���/% ���=� %&��%&�=-(�/���0,$7,��: 4 �.����7���
 ���

D
7�����1+���0,$�

k
8 � !&)��*�(�/4�v5!&��� ,/-/!&: 4 	 �/,/���Qu -(�/' %

x ∈ D
>�� + �,� � ������> ���+� ���?��:;4 %&�� #�/-(�/1J6.> 
 -(�.,

�#7�����:;4.-(�/1"� 6.>�5����;> �

Vt�
����(�(�� � �
���(��&�����������o � �
��� �����
S2 ⊂ D

���#�
�����
����6:��&�� �����������*���������
x ∈ D  �=����(

S2
���

�
����� � �$�	�����
�����������
D

��&��
S1

��&�� �����
� ���
ε
(��#�)����,��������
����� � �$�	�����

d(y, S1)
���
� ��(#(��

y ∈ S2�
��������( � ��,������
�  ��������������� � ��,
�
���	�#�4�
���"������(#���
�������
��� 6:��&������������5�
�#�����3�����
���0���
��� � ���
��� 6:� �
�	���
��� 	�������(#(���(���� 6:���	���
���3�������	� �)�����������������  �����
���!�����
�)�!����� S2

�����
� £ � 	 � .�)��*¡ % �/)������ ��� � � �
S1  ����� � �������)����,0�
� � �	�
�������w�X� � �
�#����&��!�����#�
����� �
������(#����������(�� ���#&��T������� � �%, �
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� �
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 ���#�7�

S2, S
′
2

�
�#� � �����
���
	*(�� '�&������K� ���	��(�(#��(#���4�(�
�����
x
���
D
, ��& ������S+�
�����

d(x, S′
2) = 0

�
���
S2 6= S′

2

�
��� 6:��&������������
S2

�������
��	*(#� '�&������t� ���	��(�(���(������
S′
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� �����������
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*�������7�
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�%,���� � ����&����
����� �������
������� ���	��(�(������������
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/����� ����� �������6z*s � %
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S2
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��&�� 6:��& � ��	
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n
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���^¯/�
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) ��	�� � �&	�3 '�) �
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g(Uk,W m) = (gUk, gW m), g ∈ G, 1 ≤ k ≤ m < n. 
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����3 � � � , � � � �"¥ �
����1 % ���/)(¦�.�� µ � 3 ��)�) ' � 12��� (Uk,W m) ∈
Gn,k × Gn,m ,��
% � )�3 ����) ��	��0��� � 3$	-, � �
�
3$	�1 1 3 � ����� � ��3���� ¥ � � ,�	��
)�3 � ¹ #&�
) ��3 .�) a := q′ ◦ q ∈
End(Uk)

� � ��	��0� k � 	-,���������)�3 � λα ��	�� �7) �
����� � �0� �
) $	����� ���
1 ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λk ≥ 0. 
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G � � $ Gn,k ×Gn,m

�

 �0S4�0���  � ��� �
&�(��������
���5V  �  �  � ������� � � ������� a′ = (q′ ◦q)′ = q′ ◦ (q′)′ = q′ ◦q = a
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(bκ), κ = 1, . . . , k,
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a  V ��� b

, |b| = 1
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1 ≥ λ = 〈ab, b〉 = 〈qb, qb〉 ≥ 0.
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pr1 ◦ g = g ◦ pr, q1 = g ◦ q ◦ g−1|U 1, a1 = g|U ◦ a ◦ g−1|U 1.
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bκ = qbκ + q⊥bκ. 
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〈qbµ, qbν〉 = 〈abµ, bν〉 = λµδµν , µ, ν = 1, . . . , k, 
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〈q⊥bµ, q

⊥bν〉 = 〈bµ, bν〉 − 〈qbµ, qbν〉 = (1− λµ)δµν . 
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λγ = 0, bγ = q⊥bγ ∈ U ∩W⊥ ⇐⇒ γ = s+ 1, . . . , k. 
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aρ := qbρ/|qbρ| ∈W , am+ρ−d := q⊥bρ/|q⊥bρ| ∈W⊥, ρ = d+ 1, . . . , s. 
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bα = aα
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α = 1, . . . , d,

bρ = aρ cosϕρ + am+ρ−d sinϕρ
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ρ = d+ 1, . . . , s,

bσ = am−d+σ
���
�

σ = s+ 1, . . . , k,
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〈qbκ, qbκ〉 = λκ = cos2 ϕκ, κ = 1, . . . , k, 
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,
i = 1, . . . , n

,/���#���
���
����� � �����������W���
���
�.�2����� 	/�	������� &������ ���#&��'�
� �l� � ���

(U ,W )
�#�

(Û
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x = [x] ∈ Q⇐⇒ 〈x, x〉 = 0 (x ∈ V , x 6= o). 
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V − := {x ∈ V |〈x, x〉 < 0}, 
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%(� � � ���0�
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n = 1 %%¢�#(��) � .�� 	*��+
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���)�
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��S*��� �
&������#��������� ���������������
±x ∈ V

���#� 〈x, x〉 = −1, 
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��� �����1& � ������� � ��S  ������������� �
������(#�6�
���Q���
����� 〈x, x〉 = −1
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H ⊂ V n+1 ����� � �����
¯ ����� ������� � ���������-�2�X���
����� 
 ��� �
�7�

x0 = −〈e0, x〉 > 0
� ��S  x0 = −〈e0, x〉 < 0.
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��� En := L(e1, . . . , en)
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xo ∈ En �������/� ����� �
����� � ���1(#���
�������
��� � �
�)��&��
q(xo) ∈ H+� #���������������,
�����-(������

q : xo ∈ En 7−→ q(xo) := e0
√

1 + 〈xo, xo〉+ xo ∈ H+, 
 � �
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x = [x]
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p : x ∈ H+ 7−→ p(x) := [x] ∈Hn 
 � �
� � �$�)��������¯�� � �������	� �����1S!�������.�"���
�����	
X�#(�� �:�
�#�:���
�����Q�
�#� � ���	�������������
���	�$����(�( ����� 
 ���*�
� � �
���������
	 &�	�&�(�&����#� �����
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+
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 ��� , 
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H(r) := {x ∈ V |〈x, x〉 = −r2}, H+(r) := {x ∈ H(r)| − 〈e0, x〉 > 0}. 
 � � �
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O(n + 1)
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� 	 ��������� &�����������&��
g ∈ O(1, n)
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H+(r)
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��� ��������� # ��&��
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γ00 := −〈e0, ge0〉 > 0 
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ge0 = −e0
(���������& '���� � ���

H+
�
�����)�*��� �����������)�  ��� ��� &�� ���������
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det(g) ∈ Gn
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��� ���/�
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Hn ��� �����������)�"(�� � ���!&��
���!�
�����)�&�  
����� � 	���
���� ���+������� �������=,/-$!&:;4 �����(� �6��:;4/�.-(�(1?z/"$���0,

a, b ∈ O(1, n),
��� %

c = a ◦ b
-(�., 1+��79%&���

−〈e0, ae0〉 > 0,−〈e0, be0〉 > 0,

��) �,� % �+-/:;4
−〈e0, ce0〉 > 0

> ~ � � � ����� ��7 �5%&��)3� 〈x, y〉 < 0
��� %����,�/���4} -/� �+�+7����/0�!&��7,��%&��)+� �+-'�!,$��< ,/-/!&: 4

� ����,/��� �(����!�%&��<
n
8 +�������!&��)37�)3� ,

H
�0,$������}.-/���3��7,���(0�'.7,�+������� �����0,

H+

-(�.,
H−

>

����� � 	 � 
 ����� ����� ��������
 ,(����� ,$���"s ��)+%�!&)%�(����1�!&-.�.��� �����/���qu -(�/' %&���
x ∈ Hn

,$��� 4 ������!&��)+7��,��: 4(���
�#��-(<=��� 0�-/!�)+!�%&4()+13)+� �+7���� � !&-.�'���

O(n)
����)3<=)�!#�(4 �,� %?>�� + ���.� ������>3".%&��7�7���� � ��! ,$���cx ! ���(� � )�!&< ��%&��)3�/���

g ∈ Gn

,/-$!&:;4 �/����-0,$)+8 )+!�%&4/)313)+� ��7,� ���5%�!&��0���������0��(1+7,��: 4 ,$��!=�����(13�+�/13�=13�;�yv+4/79%&��� ".% ���0,/��!@,/�(�+�����
(ei), i = 0, . . . , n,

,(�5!/
���) ��!&��: 4(����� %
Gn

��7�� �#� %&��!&1�!&-.�'���
O(1, n)+

,$��! 	 ���/��13��� ���5%�!&�,0���� (aij) ∈
O(1, n)
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a00 > 0

13��79%H�  �(-/�(1 5/����,$�,�­s ��)+%�!&)��/����1+!&-'�.���J�*)3�
e0

-(� %&��!),/��! ����%�! ��:;4 %&��%&���
� �9!&'.-(�(1 �3)3�

Gn

��� %",/�+�/� ,/��� � � %&��!&1+!&-'�.���2�*)+�
O(1, n)+


 ���$!2,/���
a00 = 1

��� %?> � � ��13��� ,/��!x ! �+�/���9%&� �.�9%1v�%��*)+�
Gn

��-'�
Hn

�:�()37�13�;!&-(�(1 �$>�57� ��� %
,$��! 4�������!&��)37�����:;4/� �#��-(<D,$��!�� ��'.%&)�!�! �+-/<

H
n ∼= O(1, n)+/O(n).
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[$bc^K[Wu0bc[$f;]�^K^Kgad@eK[ � [t_ajabc\Q^K[$q�]�_ab m�[$j�\ � ^Kgl_@]�^�_a[�j � j � f!f+hK^%q −1/r2
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y = [y] ∈X ←→ 〈y, x〉 = 0, (X = F (x), x = [x]).
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x = e0x
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En = L(e1, . . . , en)



Dn := {y ∈ En|〈y, y〉 < 1}. 
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h−1 : y ∈ Dn 7−→ x = [e0 + y] ∈Hn. 
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b(t) = a cosh(t) + b1 sinh(t), t > 0,
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〈x, y〉 = x2y2 + . . .+ xnyn.
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〈x, y〉t := −(x0y0 cos t+ 〈xo, yo〉 sin t). 
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A = [a] = [e0], 
 �?� �
B = [b] = [e0 cosh c+ e1 sinh c], 
 �?���
C = [c] = [e0 cosh b+ d1 sinh b], 
 �����
d1 = e1 cosα+ e2 sinα. 
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h(A,B) = c, h(A,C) = b, h(B,C) = a.
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〈b, c〉 = − cosha = − cosh c cosh b+ 〈e1, d1〉 sinh c sinh b,
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a0 := e0, ai := e0
√

2 + ei
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i = 1, . . . , n.
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〈a0, ai〉 = −
√

2
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i > 0, 〈ai, aj〉 = −2
���
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i, j > 0, i 6= j,

� ���������
�����  �
�#��� �������
�����
���
a0, . . . ,an n+ 1
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e0 := a0; ei := ai − a0
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hi := h(x,ai)




〈x, a0〉 = − coshh0 = −ξ0 −
√

2

n∑

i=1

ξi

〈x, aj〉 = − coshhj = −
√

2ξ0 − ξj − 2

n∑

i=1,i6=j

ξi.
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h(g(x), bi) = h(x,ai) = h(f(x), bi).
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x(t) = e0 cosh t+ e1 sinh t, 0 ≤ t ≤ c = h(A,B). 
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h(a, b) = min{h(a,x)| x ∈ Ak}
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a = a0 + a1, a0 ∈W , a1 ∈W⊥.
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coshh(a,x) = −〈a, x〉 = −〈a0, x〉 = −〈b, x〉 cosh c = coshh(b,x) cosh c ≥ cosh c;
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a = e0 cosh c+ d1 sinh c,a = [a], 〈e0, d1〉 = 0, 〈d1, d1〉 = 1, c > 0.
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c = h(a, b) = 0
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x(t) = e0 cosh(t) + x1 sinh(t)

���.�
x = x(h(b,x)), 〈e0, x1〉 = 0, 〈x1, x1〉 = 1.
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h(a,x(t))
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f(t) := 〈a, x(t)〉
= 〈e0 cosh c+ d1 sinh c, e0 cosh(t) + x1 sinh t〉
= − cosh c cosh t+ 〈d1, x1〉 sinh c sinh t

= − cosh c cosh t+ cosα sinh c sinh t.
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 �����(�
P 2(r)

z
U(A1, ε) := {x ∈ P

2(r)| e(A1, x) < ε}, (0 < ε < rπ/2),
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a 6∈ Ak, b ∈ Ak
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a∨ b
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b ∈ B1
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A∧B
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� �5! �+7�7���7���! �#��! �%,/������� % �����0,$��-/%&��1=����� %&��<=< %?> ~ :7� ".�,�., a = A ∧C, b = B ∧C
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h(A,B) := h(a, b)
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A,B
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0,(�+����,$�����6�+-(: 4���4/! <=�;%�!&�,��: 4(�;!�B �(� % ���0, �,� %=z
h(A,B) = min{h(x, y)| x ∈ A,y ∈ B}.

,0� {�� ����u��3�5!&�"� �5! �+7�7���7���! �#��! ��,$���
(A,B), (A1,B1)

�����0, 13��� �+- ,(���(�
Gn

8 '3)3�(1�!&-(��� %/
�� ���(� �����
,/���/����7������"B6�(� % ���0, 4(�+�����
> ~ �7� 
 � 1+�,79% h(A,B) = |I|(A,B)
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a 6∈ Ak ∪ F (Ak)
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b0 ∈ Ak, b1 ∈ F (Ak)
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a∨b0
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a∨b1

� 0�-
Ak
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F (Ak)
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W ⊂ V
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Ak
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a
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a
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a = b0 + b1, b0 ∈W , b1 ∈W⊥
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b ∈ Ak
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a ∨ b
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H2

13���$% ��� 0�- 0������ �#��! ��,$���
A 6= B� %&��%&� 1+��� ��- �����(�2F���� � ��L ��� � 	K?�A B �

S

E,/�+� ��� % �����(� 4�������!&��)37�����: 4(� �#��! ��,$��
;�A�/! ,/��� �����(�(s ��)3<=�;%�!&�,�

g ∈ G2

���$��� %&�,�;!�%/
/� ��7�:;4/�=� )37�13���0,/�=	 �/,/���(1+-(�/13�����;!(���(7�79%=z
g(A) = B, g(s) = s

�A�/! �+7�7��
s ∈ S, g2 = idH2 .
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(ei), i = 0, 1, 2,
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# �%�6� ����� � ��) ��	�� � ��	�3 �
� � '���,���� a, b, c
� � � ��	�� � 	�������� α, β, γ ��	��0�
� �&	�+
%�3 � � � , � ��)�3 �
3 ���� ) ��	��
+���� A,B,C ���
) %%¢�#(��) � .�� 	*��+
%(��� � � ���0� H2 ,�	�� 3

sinα

sinh a
=

sinβ

sinh b
=

sin γ

sinh c
. 
 � ���
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��� �!�
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a, b, c
�/���1������	����
�)����� � �����
�����

[a, b, c] = sinα sinh b sinh c = sinβ sinh a sinh c = sin γ sinh a sinh b,

S+& � ��� ������� �
�#�1(������������ � �����
��� 6:(����������
���D��������� �!���#���
� ����������������� �����6�
���  � �����
A,B,C�
��� �X��������� � �"������� � ���  � �
�����J������������&��4���#�

sinh a sinh b sinh c
� &�(����X�
����
+�����/��	
� �
���  2

����� � 	�� � 
�
 �2�����
(A,B,C)

����� !&��:;4 % � ���/'$7���13��� �#!&������: ' ���I,/��!24�������!&��)+7,����: 4(��� 
 �����(� <=�9%=,$��<
� ���('*��7

γ = π/2
>������������ �������6z

sinα =
sinha

sinh c
, cosh a =

cosh c

cosh b
, cosα =

tanh b

tanh c
.
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 n = 2

�  � �#�2��� � ���4�
�����!���#����� 
+��S+�����"S!�#�%�
���%,��
��� S!���X�
��� �#�)����������� ��������� �
���4�������)� �)(����
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����� � ������� 
 ����� � ����
���&��/�  �  °;&����
�����	�������������-���  
# �%�$� ��³ � · 	�3 ���
� 3$)�����	�3$	�.��0����� ��� � � � ��	�+�%�� � ��,���� ,/	��-3 $	��) ��	�� � 	�+�%�3�� � � , � �/)�3 ��3 ��� � ) ��	��
+��
���
) %%¢�#(��) � .�� 	*��+
%(��� � � ���0��� % ��) ��17�
3 �
) r = 1 �7���
) � �#������(���& ��������� ��� ���

cosα = − cosβ cos γ + sinβ sin γ cosha. 
 �5���

 �0S4�0���  ° �����4�
��� ��±�	7��� � &�(��������
��� 
�& ���#������� ��� � 
 � ���*����� �/�7���

cosh c = cosh a cosh b− sinh a sinh b cosγ.

 �	����� �����3S!�#�X�#� 
 � ��� cosh c
�������4�
��������� 6:(�������� ������,
��&���� ��� � ���������

cosha = cosh2 b cosha− cosh b sinh b sinha cos γ − sinh b sinh c cosα.

� ��� �
���4(#��� ������� 	 ����� �
��������� 6:(����������
����S*�����
���3S!���;�
���3��±�	���� � &�(#�����������3�
�#������� ��� � ���+


sinh b sinh c cosα = sinh b sinha sin γ cotα,

�����������4�
� �  ����� � �����"���#� �
���3��������(.�����3�������3�����
���!������� �����
��� � ��� &���� �
�/�

cosha sinh2 b = sinh a sinh b(cosh b cosγ + cotα sin γ).

������������&��3���.�
sinh a sinh b

���
����� �����

cotha sinh b = cosh b cos γ + cotα sin γ.
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coth a sinh b = cosh a sinβ/ sinα.

 �#������������� �
��� � �
(#����	
(������ ���#&��4�-�#�
sinα

������� � �

cosh a sinβ = cosα sin γ + sinα cos γ cosh b.

 �� ������&����#(#�
cosh b sinα = cosβ sin γ + sinβ cos γ cosha.

�
��� �����4S!���;�
�#����� 6:(����������
�������4�
�#� ��&���(����������:���#�/,���&-��������(.�����3S!�#�

cosha sinβ = cosα sin γ + cos γ cosβ sin γ + sinβ(1− sin2 γ) cosha.
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�2������� �����
�"�!�%���
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 �5���  2
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	�� � 
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Hn
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:;4/� ".���9%&���(7�v+�/13��� )�,/�;! ��� %&�(�/!&��:;4/���0,�1+7,���,: 4(� � ���('*��7 4 �������!
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Gn
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���2��(�(#��	
���������
��� �
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����� ��(#�����������#�����
���
� ����������� 
	�&�
��� �����1�������	� �)�������������������Q������

# �%�6� � %�� � � �
��	���� A,B,C �/) ��	5�&	�+
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α+ β + γ < π.
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γ = π/2  °������4�
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cosβ = sinα cosh b > 0,
��(���&

β < π/2.

�����	�/���0� &�(����

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ,

= sinα(cosα cosh b− sinβ),

= sinα(cosα cosh b−
√

1− sin2 α cosh2 b).

° �
� ����(#�
√

1− sin2 α cosh2 b <
√

1− sin2 α = cosα,
�����3�
�#���������0� &�(����

cos(α+ β) > sinα(cosα(cosh b− 1)) > 0,
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α + β < π/2  �������#������(.�Q�
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α+ β + γ = α+ γ1 + β + γ2 < π.
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Q
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 � �����
x(t) = [e0 cosh t + e1 sinh t] ∈ A1�����(�Bu��5! �+<=��%&��!@,/��!&� %&��7�7�-(�/11,/��! �#��! �%,/���

A1
-(�.,

b 6∈ A1
�������(��: 4 %#��-'����4$! 7�����1+���0,$��!lu -(�/' %?> �����

����!&��: 4(�/��,$��� � ���('3��7
α(t)

0;� �,��: 4(���),$��� �#��! ��,$���
A1

-(�.,
b∨x(t)

-(�., 0�����1+��
�,(������,/��! � !&���/0�����!�%
�*)3�

α(t)
���/!

t→∞
1+7�����:;4 � -(7�7���� %?>
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�
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Q
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�
����� &�( ±���&���� � ��������� � ��������� �����#�����
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 �����(�+> ����� ���������,���$z
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%&����:;4/� �#!&������: '*�������0, 13���(�+- ,(�+�/�
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������(� ���,����� �,4$!&��! �(��: 4 % �+� �$<?�/%&)�%&����:;4/��� 
 : '*�
,/���/����7�������� ���/'*��7(���,�/��:;4/7��,���*���
> ~ :7� �;�/! �����'� ��:;4 ��� �$<?�/%&)+%&����: 4(� �#!&���,��:;'*� �����/��% ���=,/����
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C ∈ Q�+� �$<?�/%&)�%&����:;4
> � �",/��� ".���9%&���
a, b

+ �+7��/13��! �%,/��� �����.,�
 �+7���)�-(�/���0,$7,��: 4(� � v+�/13�=4 �������!
 4 �5% ����� �����/8
� ��:;4���� �$<?�/%&)+%&����: 4(��� �#!&���,��:;'),/��������!
B6!�%6��7��6� ������� %&7��,: 4(�Bs ���+��!&�,���.%&�����.-/!�,$�,� � �,�/'*��7

α, β
-(�0,),/���

"$���9%&���/7�v+�(1+�
c
>$���+� ����� ��������
',(����� 0�� ��� ,/�;! ��!�%&��13� �����'� ��:;4 ��� �/<?�$%&)+%&����: 4(� �#!&������: '*�613���(�+- ,(���(�
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>
� +#��� ������� 0�- :7��z������������ ������� 0�-(��!&� %=z s � %

C = [e0 + e2] ∈ Q
-/�0,

A
1 : x(t) = [e0 cosh t+ e1 sinh t]

�����(��4�������!&��)+7,����: 4(� �#��! �%,/��
 ��) 1+�,79%1���$! ,/��� )+!&����� %&����!�%&��� � �,�/'*��7
α(t)

�*)3�
A1

0�-
x(t) ∨ C

,/���
�#7�����:;4.-(�/1

cosα(t) = − tanh(t), −∞ < t <∞, 0 < α < π.
��
����
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α + β + γ − π�$�%�
���5��±�	���� � &�(#����������� ����������� � �
∆

�
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����������(���&���(��"�U(������
���
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���  �� ���
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r
�
���86:� � ���

F (∆) := (π − (α + β + γ))r2. 
 ��� �
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�����  �-���������"�����
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F (M) :=

k∑

i=1

F (∆i) 
 � � �

� ��� � %('/� ,�	-,�¦�.�� ����) � � %�� ���
)¬¸()�	�����, � � ��3$	�.�� � 2
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'*)3���*���$����u�)37 �$13)+�(�

Pn, n ≥ 3
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i = 1, . . . , n


(1+�,79%

F (Pn) = ((n− 2)π −
n∑

i=1

αi)r
2.
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(n − 2)πr2
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Sn−1(z, r)

��&�� � ���/	 � � r ���#�8�
��� � ���&3$) � 1 z = [z]
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� � �
�������$¯0���
���w�5�
���)���

x = [x]�������������4�
��� 6:(����������
���

〈x, z〉 = − cosh r, (〈x, x〉 = −1, 〈z, z〉 = −1). 
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�4#&%('/) � Sn−1 = S(z, r)
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z = e0
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���
��� �/	�	7�5��&��
[e0]

�#�
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[e1, . . . , en]
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Sn−1
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������� �
��� � � (#�����
��� �=��������(#���
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����� � �$�	�����'�#�������������)��(������$�%, �����
�
���������4�
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���)���

x ∈ Sn−1 � � �$�)�)����� �
��� � �����������������)�+���6�
��� 6:���$�	��(#�

e1 ∈ Sn−1
1 7−→ x = [e0 cosh r + e1 sinh r] ∈ Sn−1 
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���+�
� � ����� �
���-�#������( � ���  6:�����5����� ���
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�#��������� ��&��

x
� � ��� �
��� � �������������

z = e0
,
��&�� &�(����

(x0)2 = (cosh r)2(−(x0)2 +

n∑

i=1

(xi)2),
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z
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Sn−1 �#��������� � � ���  � ���#( x
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� ��� �
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�������
�����
���(�����#������	/,��
�#� � � �$�)� �
��� �
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��� 	 �	������� &������ ����&�������� ��	/	7� �
�)�����D�
��� � � � �#���������������
�������
� ������� ������	�	����.��� � �����
���  � ��� S!��� ��(#������� ��������� S+�����
���0,U��� ��� � ���#������� ��� �
���8��±�	7��� � &�(����
�����
��� 6:��&������������3���#��� � ���;�����
� � � ��(#�����������#����� ��(����#� �
���Q���/�)(����
�������
���R&
�
���1��(�(#��	
���������
���0,
S+����(U�
�#� 	��������
&��i&������
&���&�����(#�86:� �/	�	7���T���#�
�8��������������� � �)��������� ��	/	7�����$��� �/�����
�X��� � ��� ��(��:�
���&������
&���&�����(#���T�
���	����( � ���´�����-�������#&��  
+����������������� S!�#�5���
� �����
�1��±�	7��� � &�(��������
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W± 	������ � �����
Bn−1 ⊂Hn  Vt�
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���������4�5�
�/���  �X��� ����� V ��&�����&�	
���
��� �/	�	7���#� Gn�
�7����(#�������������#�����6�
�#��V ��&�����& 	
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B
���$�W�
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Gn−1 ⊂ Gn
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���-S!�����
��� �/���

��S*����
�&�� 	�&��
��������� ��&��
O(1, n− 1)

� ���������)�6¯�S ����(#���DS!�#�
b = [en]

, ��&Q�����	�
��� ���
B

����� � �
�������
��� �
�)��&����	�/���

W n = [e0, . . . , en−1]  ���#� 6:���	���
� b∨x = [x, en]
,
x ∈ B

,�������&������
&���&�����(
��� ��(�(#���T���

B
(����
�������
��� 6:���	���
���

x ∨ y = [x, v]
���
�����

x
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�#�-S!����� � �$�������:���#� 
X�#(�� �8���#�����

���
x
&������
&���&�����(#���  �#�
�����#�������
�)��&��	�

v ∈W = [en]⊥
�/��� ��	����
�
����� � ���
���  �����
��� � ���������)�!�
���

�������#(����	�
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��� 6:���	���
��� {b∨ x}x∈B
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����
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� B
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���������´�5�
���)�

b  ������S+����
��������� °X&�������(#���'��� � ���4�����
� ���������#���������
�����/�)�������)����,�������(������4�
����� ��� � �#�7���
��� �������	���
���#���
����� �
���
�
�#��� 	(�
���)���	���#�

B  � '���� � ���*����� B
�
��� � � � �.�0��&��

x0 = [e0]
�
�)�����+�
��� � ��� � ����� ��&��

Gn−1  ����� � � � �#�!�
��� �5�����)�����
xr := [e0 cosh r + en sinh r] ∈ b ∨ x0

� � �
�
��� S!��� �
���X���
�����3�
���i� ���	�������������
���	�$����(�( �����
yr(x) := g[e0 cosh r + en sinh r] = [x cosh r + en sinh r]

�-�#�
x ∈W , 〈x, x〉 = −1, 
 � ���
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h(x,yr(x)) = h(g(x0), g(xr)) = r
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���)�

y
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B

x(t, xS) = e0 cosh t+ xS sinh t
���#�

xS ∈ [e1, . . . , en−1], 〈xS , xS〉 = 1 
 � � �
���4�
�#�"�����	�$����(�( ����� 
 �(�������#��
 yr(t, xS) = x(t, xS) cosh r+ en sinh r
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�7� � ��(��
���4�
���[��� '����������
������( 


dyr(t, xS) = dx(t, xS) cosh r = ((e0 sinh t+ xS cosh t)dt+ sinh tdxS) cosh r.

�=����( �
����� �
�)��&��
xS

�
�#�  �#���
���#������± 	����	��	
�������W���#�
���X������(#���
����������� � �
�)��&��������
���X���
�����
(��/��� �%,
���#(#� 〈xS , dxS〉 = 0

,������'����� ��������(.�;���������3�����
�	(#�������)��� �;�����
���
��� 〈yr(t, xS), dyr(t, xS)〉 = 0
,
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+&������
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��� ��� �
���
���������������
〈dyr, dyr〉 = 〈dx, dx〉 cosh2 r 
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cosh2 r
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x ∈ Q ���#� � ��(#��� � �������;�5�
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Q
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x = [e0 − en]
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�/����������� � �����������
�����0, �����8������S+��� ����� �����7,0�����
���#�����
������� 	4±�	 ��&�� 
+�����/� ���1± �����������=���#���������
�������0,U�
��� S!���
������� ���
����	�� �������-�X�)S+���7���
������� � ��� � ���������  �0�3�$�%�
���
	������7�
& �@&������
&��
&������#��������� 
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(ei)
,

i = 0, . . . , n
, � ���������������6S!���;���
�����

a0 := (e0 − en)/
√

2, ai := ei, i = 1, . . . , n− 1, an := (en + e0)/
√

2, 
 �F� �
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(〈aj , ak〉) = B :=
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e0 := (a0 + an)/
√

2, ei := ai, i = 1, . . . , n− 1, en := (an − a0)/
√
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�
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a(a0) = a0λ
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o A d
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
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)
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a(A, a, λ) :=




λ−1 λ−1a′A 〈a, a〉/2λ
o A a

0 o′ λ


 1 	�3 A ∈ O(n− 1), a ∈ Rn−1, λ > 0. 
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Hx[e0] = Hn. 
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���

[e0, en]



a(E, o, et)e0 = a(E, o, et)(a0 + an)/
√

2 = (a0 e−t +an et) = e0 cosh t+ en sinh t,
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���
�
���*S+�����
��� �����
�  
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�#� � ������� ������	�	��

E(n− 1) := {a(A, a, 1)| A ∈ O(n− 1), a ∈ Rn−1}.
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a(A, a, λ)a(B, b, µ) = a(AB,Ab + aµ, λµ). 
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a(A, a, λ) ∈ Hx 7→ λ ∈ R∗ �����°X&�������(#������(����X���
Hx
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z = E(n− 1)y,y := [e0]
�
��� � � � �#���

z = a(A, a, 1)y = [e0(1 + 〈a, a〉/4) + a/
√

2− en〈a, a〉/4], a ∈ Rn−1. 
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p(�?� ��� �������
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 � � ��	�� ��� � 	�������� �	� ��� ����� �����������

� ��� ��(��������¬p  p(��
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����������� 
 
X&���& ��±���(������*��� 
	(#���#�������
��� �D&��
��(�(  

# �%�$��$ ��� ¶ ���!�2� ./) . �$#&%('�)��
� ���
� %%¢�#(��) � .�� 	*��+
%(��� � � � 1 � ��	��0� Gn ¡4��.���,/) � ���&3 ��� ��3 H1,xy ��	§¡
� � � .�) .��$#(%('/) �%&���. �
)4,�	 � 3 
 � ��� � ��	 � � %��;¦ ./� e0, en 1 	�3 y = [e0] & x = [e0 − en] �
	�� �
% ��)��F¡
17�
3 ��) ���/)
�
3 ����� � � , ��	��
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� � ���-	���	*��+�%&�
� � � � 1 En−1 ∼= E(n− 1)/O(n− 1) '(& � 	§¦��/)�	���� 3 � 2
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ai ��&��

a =
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i=1

eia
i

�
��� 6:(�������� ���������
∂z/∂ai = (e0 − en)ai/2 + ei/

√
2, 
 � ���

〈∂z/∂ai, ∂z/∂aj〉 = δij/2,
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〈z, ∂z/∂ai〉 = 0
����� 〈e0 − en, ∂z/∂ai〉 = 0
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l
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0 ≤ l ≤ m < n
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l = m = 0
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u ∈ U⊥, 〈u, u〉 = 1, w ∈W⊥, 〈w,w〉 = 1. 
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f(u,w, λ, µ) = 〈u,w〉 − λ(〈u, u〉 − 1)− µ(〈w,w〉 − 1), u ∈ U⊥, w ∈W⊥ 
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〈du,w〉 − 2λ〈du, u〉 = 〈du,w− 2uλ〉 = 0,

〈dw, u〉 − 2µ〈dw,w〉 = 〈dw, u− 2wµ〉 = 0.

�=����(
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w− 2uλ ∈ U
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u− 2wµ ∈W 
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V = U ⊕U⊥
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prU⊥w = 2uλ
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prW ⊥u = 2wµ 
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p := prU⊥ |W⊥, q := prW ⊥ |U⊥, A := q ◦ p ∈ End(W⊥). 
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Aw = w4λµ. 
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p′ = q, q′ = p, A′ = A. 
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〈u,w〉 = 〈qu,w〉 = 〈u, pw〉
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α1 ≥ α2 ≥ . . . ≥ αn−m ≥ 0. 
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αrA+1 = . . . = αn−m = 0.
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〈ai, Aaj〉 = 〈p ai, p aj〉αj = δijαj .
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〈bi, aj〉 = δij
√
αj
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�
i = 1, . . . , n− l, j = 1, . . . , n−m. 
 �(���

Vt�6�
��� 	 ���;�����(� �-S*�)�����
bi ∈ U⊥
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〈bρ, aj〉 = 〈bρ, p aj〉 = 0 = δρ,j
√
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Im p = [b1, . . . , brA
], Ker p = [arA+1, . . . , an−m] = U ∩W⊥ 
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Im q = [a1, . . . , arA
], Ker q = [brA+1, . . . , bn−l] = W ∩U⊥, 
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√
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α1 = max{〈u,w〉|u ∈ U⊥, 〈u, u〉 = 1,w ∈W⊥, 〈w,w〉 = 1}. 
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x = u + w, u ∈ U⊥,w ∈W⊥  
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U + W = V , U⊥ ∩W⊥ = {o}. 
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y = u + w ∈ U⊥ + W⊥ , u ∈ U⊥,w ∈W⊥ ,
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〈y, u〉 = 〈u, u〉+ 〈w, u〉 = 0, 〈y,w〉 = 〈u,w〉+ 〈w,w〉 = 0,
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ai = bi cosβi + bn−l+i sinβi, i = 2, . . . , n−m. 
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ai = bi cosβi + bn−l+i sinβi, i = 1, . . . , n−m. 
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df(Al,Bm) := dim U⊥ ∩W⊥ = n− k > 0.
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αj〉 = δij(1− αi), i, j = 1, . . . , n− l. 
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a0 := −(b1 − a1 coshβ1)/ sinhβ1 = b0 coshβ1 − b1 sinhβ1, 
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i = 1, . . . , n− l − 1

an−m+i := (bi+1 − ai+1
√
αi+1)/

√
1− αi+1 = bi+1 sinβi+1 − bn−l+i cosβi+1. 
 � p��

�=���
� � � ������, ����� ���������=S!�#�W�
��������
 �������	�
&
���
��� �����
���
	��������
&��i&������
&��
&���������������� 
 ������� ��&��
W  � ���2�
� � �
�#������� ���
�

x0 := [b0] ∈ Al , y0 := [a0] ∈ Bm  � �)����� 〈a0, b0〉 = − coshβ1��������(.����� S!�#� ���
�;�
����� � �$�	�����3�
���������[�5�
���)���
h(x0,y0) = β1  � ��� �����������0,
�
�����+�
�#� 6:�������
�

x0 ∨ y0

�/��� �$�%�
��� 6:���	���
���=���������
y0

�#�
Bm &������
&���&�����( �����  � &�� � ���1	(�
�/���

y0

�����5�����
x0 ∨ y0

�
�#�"� ���	�������������
����������(#(!�
���

x(t) = a0 cosh t+
b0 − a0 coshβ1
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sinh t.
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z(s) = a0 cosh s+ a⊥ sinh s, a⊥ ∈W , 〈a⊥, a⊥〉 = 1, 〈a0, a
⊥〉 = 0. 
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y(t) = b0 cosh t+ b⊥ sinh t, b⊥ ∈ U , 〈b⊥, b⊥〉 = 1, 〈b0, b
⊥〉 = 0.
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f(s, t) := −〈y(t), z(s)〉 = coshβ1 cosh s cosh t− cos γ sinh s sinh t = coshh([y(t)], [z(s)]),
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ρ(A,B) := inf{ρ(a, b)| a ∈ A, b ∈ B}. 
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Al+1 = F−1(S(U )),Bm+1 = F−1(S(W ))
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Σ(u) := π([u]⊥) ∩ Sn. 
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|I |(Σ1,Σ2) :=
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I(Σ1,Σ2) :=
〈u,w〉
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cosβ := I(Σ1,Σ2)
,
0 < β ≤ π
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〈s, n〉 = −1/2, 
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f : ξ ∈ R̂ 7−→ f(ξ) = [x(ξ)] := [s + c2ξ + nξ2]. 
 � � �



� 
�� 
 ��� �
� � ����� ����� ��������� p � �

� ��� ��(����
����p  p ��
���	
��������� � �������
��(������
��� 
	�����������  
 �������0���
�3�����
� ��S+���#���

0
����	
�������5���
��� � ����


S2 = {x1,x2},xi = [x(ξi)], i = 1, 2.
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2s + 2nξ1ξ2 + c2(ξ1 + ξ2)
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,
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SL(2,C)/{±I2} ∼= SO(1, 3).
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|s(x)− s(y)| = r2
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|y1,y2; y3,∞| =
|y1 − y3|
|y2 − y3|
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|x2 − x3|
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|y1 − y3|
|x1 − x3|

=
|y2 − y3|
|x2 − x3|

.

������
+�#(��
�
��������� �
y1,y2,y3

���$����(���&����
� � � � �#(��
�
��������� � x1,x2,x3
���
��(#�����0,&�����D�
� �
��� �����

�$�%�
��� � ��(��#� � ����������������� �4�
��� ����(#(U������,�� ��� �
f1

���#��� �;���
(#�����������#� �������0,���������(���&Q�����
� � � � �!�����
	 �	������� &������ ����&��  �����
�P����� � � ��� �/�����

f = t−1 ◦ f1 ◦ s−1 �����
� � � � �!������	 ��������� &�����������&��  
2 
 �0� �0�/� �!� �  �X�������
� �$�
�)�������.�2� �:�
����� ��� ��(����
���

f
S �
���
�����
� 
+��S+�����X�
��� �
� � ����� � �

�������)� � ��� � �������$¯ ���#�-��� ��� � � ������� ��(���& �������
���	Vt�-�$�
�)�������#��� �8�
�7�T�
���:Vt���������������-�
��� � � ��&�( �
�����
���  Vt� ����(#(

n = 1
� ��S*�������4����� ���
����� ���#�
� �
�����)�)��� �;�����
���
���R���.� 
;��( � � �
��� (������������

��&�������(i,7�
� � �
f1

�����
�����1�
��� �/� �#(����
�/� �
���X���/�)(����
�������
��� 6:���	���
���3�����  �;(��Wo � �
��� ���/���1� � � �
����� ��� 	�� &��
(����/,��
��� 
*��S*�����+�
���+��������������� �
&�(��������
��� �/��� ���������
�����0,
�
���:�����'� � ����� ��(�(��+���3�
���
�X� � ���#� � � � 
���&�� �  
  � ��(������ � ���
����

�R�M²��M�����;� � � ��� � 	�� � M1 = (xi)i∈I & M2 = (yi)i∈I ������	 � �/1 	��-	��
�\¦�.���% � ���/3 ��� �����
· � � 	 � �=¡ � � � 12�
� Sn & ��. ,�	 � 3 �
�8, ����� � �
��� � ��	��0�­· � � 	 � �=¡$¸()����&� $
.�)�1 ��3$	�.�� g ∈ Gn+1 1 	�3
���
) � 	-, �
�&��+�%�� $
3 g(xi) = yi $	��) �/��� � i ∈ I &"�����&� ��	�� � � ��./� � 3 ��� � � ��¦ ./� ¥ �w¦�	���)
% � ���/3 ���
���&34�$#0) �
+
%(���0� � � �
) ��	��(��3$	�1 17���
& ��� ��.

|yi1 ,yi2 ; yi3 ,yi4 | = |xi1 ,xi2 ; xi3 ,xi4 |
$	��) �/��� � � � ��� � & � ���/) � #(��� ,�	�� 3 & � � �����0����¦ 	��
) ¦��
)
��+
%�	��
�����0�"% � ���/3 ��� � � M1 , ��% � ) ��� � ��� 	*�
3$	���)�3
��	��0� ��.�� +
%(�i¶ � � 	�� � � � , g & ��.7	*��3��
	�� ,������ � ����� � ��	��0��� � 3$	-, � �
�
3$	�1 1 3 & ���
� � [M1] = Sn ,/	��-3 &
�/	�� � �/1 	�� 	�� M1 ��� ��. �&	�+
%�3 	�� ��	��0��)2�"¢�#&�
)
�$#(%&'�) �7. ����)2�"¢�#&��) � � ���0� � 	�� ,/3 � 2



p(� � ��� �������
	���
 � � ��	�� ��� � 	�������� �	� ��� ����� �����������
�0�
� 
+��S*�������
���  �#�7�
���
����� �����.�	(�� � ��������������� � ��� �  � �
�7� �
&�(��������
�����  � ����S*�����
���  Vt���������������� 
+������	��#��((������� �����
����� S!�#�W�
� �"
	���#�������!�
� �
�����
&�(��������
���3�#� �
���´�����-�������#&��
���

n =
1, 2  
�����N�����|�5²	� �  � �����

ξ
���#��� 	
��& �$�)���������*������(�� �/���

S1 = P 1(R)
&��
���

S2 = P 1(C)  �����
����#(#�5�������
�X� � �
�#����&�� �  �  � �����W�
���"���
ξ = (ξ, 1; 0,∞)

, S+& � ��� S!���5�
�#�w���
���)���Q��������� �#�
���
� ���	������������S+��������������� � ���  � �
�X�
� ��� � ��&�(!�
���i���N��� ��� � �����������3�
�����	�/���"�
���5V$�
���)���.�2� �����

|ξ, 1; 0,∞| = | − ξ, 1; 0,∞| = |ξ̄, 1; 0,∞| = | − ξ̄, 1; 0,∞| = |ξ|,
S+& � ���)��� �&�
��(#�����8�
���+(#��� ������� � �����
��� � � ��&�(!�
�����(�����U���
� ���
� �
�����)� ������(�(#�9� ���	�����������

ξ
����(#�)�����)�

���#�7�  � ���8�
���2����������� V$�
���)���.�2� � �����
(��#� ����� S!���%, �
� � �W�
�#� 
	���
�)�������8�
��� � � ��&�(!�
����� �����W���
�
���#�
���+�
���4� ����� �
��������&��
���'�
���0���#��� ��(��������������
�����
��� ���������
&��-�����
���w�5�����)���:�
�����)� �/�������������)�%,
�
� �
�#� � � � �!����� ��� �
������(#�������
����� �����
� ��	���(�� ���$������������(#(����0,
S!���5�
��� ���
�;���������
�������!�
� � ���#���������� �
��� ����(#(
���$�  ��� � � �����
� ��	���( (ξ, 1, 0,∞)

����� ������(������8�
�����)�+����� � �����
� ��	���(
(−ξ, 1, 0,∞)� ����������(����)�%,0�
�6�
���­����� ������� �
�)�����������
�����
��� �
�7� ,/��� ����(�(

K = C
, �/�����=�
������� ���
�����������
���

��&��-� �����#����� ������� , � ��(�(��
Re(ξ) 6= 0

���#(#�  � ����� ��� � �  �  � , 
 �  �  � p�� �
��� 
 �  �  � ���	��� ��� � ���������0,�
� � ���
���q��� ��(�(#���W� ����� �
��� ���#&��
��� �
��� �5�
���)�����
��� � �����
����	7��(��
(x1,x2,x3,x4)

� ���$���#���W�
���$�%,�S*���
�T����� �
���i��� �����
��� �X�
&����
���
���'�
�#�������q���
���)���������
�)�  ��� � ����(.�5���
�5�
��� � � ��&�( �
���
��� �
�����)�$¯U����� �������)��������� (��������������
������� ��&�� 
+������	
����(���� ��(����%,U�
� � � �/��� |ξ| = |η| �
�������
|1− ξ| = |1− η| � &�(����  
 � �;����� �������4�����
��� �����4�
� ��&�� � � �������������%,
�
����� � �����
� 6:(#���������
�/�����

|y1,y2; y3,y4| = |x1,x2; x3,x4| 
 � p��
|y1,y3; y2,y4| = |x1,x3; x2,x4| 
 �(� �

����(#�����/, ��&4��� ��� � � ���������/���+� ��� � �  �  � , �
� � �	�
���1���)�	��	
�������������
��� 6:(����������
������� ������� �����2�
���
� � ��&�( �
����� ����� ��(�(#��� �$��S+����(��5���������7�
���W���)����	
���%���
���7�
���´� ����� �
�	� ���#&��
��� �
��� � �����
� ��	���(������
���
(�(#�����#�7�  � ��� �
&�(������ ����� � � ��������(#� ����� �
���
� �
�#� � � � � ����� ������������(������T�
��� � �����
� �/	7��(
(x1,x2,x3,x4)

�
�7�
(y1,y2,y3,y4)  �����
��� �����������1����, ���
�1���#�
�4���#��������� �;�
&����
���
�/� ��&��

�$��S*���#(��"�������2�����	�������#�%�
���
��� �5�
���)����� ��&��
M1

�
�#�-
+���
��������������� 
 � p�� �
��� 
 �(� �����!� � ��� 	
�����
� ���  ����� � �������)��� �/����� �
�#�*� &�(��������
�¬o � �
���  �X���8��������� ����(�(i,

ξ = η
, �����#���������0, S+���
� �
�#�

� �����
��� � �����
����	���(;���
�����P�����
� 	
��& �$�)����������,��  �  �
���­�����
��� �
��� � �������)���#��� �
�/�=��������(#�������
�
� � � � � ������	/�	������� &������ ���#&�� 
 p � �W���
���#�������
���8����������� &����-�������2S+�����
��� � � �
�
���/, S ���
�����7� �
���
��S*���.��������(�(

ξ = η̄
� ����� ���%,0�
����� ���#�����
�5���
����� ���#���Q�
�#� � ���#���)���������
���3��&��

S2 ���������
�����7�
�
� � � �!������	 ��������� &�����������&�� �
��� 6:���$�	��(#� 
 p ���	���
���#�������
����� � ��� �����
���
¯ � ���+�
��������� 
*�����	�����)� ��������$�

ad− bc = 1
��&�������� ��������� �����  2

����� � 	�� ��
 
 � ���������
ξ, η ∈ C

>�������0�����13�$z 
 � 1+��79%&���
|ξ| = |η|
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x = [x] ∈ Σ⇐⇒ 〈n(Σ), x〉 = 0
�
��� 〈x, x〉 = 0

� �����������W�%, ���$S �D�
��� ���
����� 
 � ���W�
� � �
�����������  � ���.�����������#��� b1, b2
��S*�������
�����������
���-&�������& �

��&�����(#�T�����
�������������  ���
�
���.�	�����
�)��&������0,*�
������� ��������&����
�
����� 
	��������� � �����
�=�
�#� �-����	
�������
S0���)������(.�����
¯US!�#� ��	����%���
���!���
������&�� ���#�����2&������
&���&�������(#���

 � �����W�
���2���
�����

S0 � �����������W�����
� ) ��	*� � ����+
%(��� � ,7�
� �"�����X�
���+�
����������(#(���� 
	���������:�
���

S2 ,7�
�#� S0 ���)������(.�����  �������3�����
invcpp(Σ, S0). = 〈n, b1〉2 + 〈n, b2〉2 
 � ���

��&�� �
���,���������
� � �������
����� � ���
��� � ���
("��&��
n
�
��� �
���Q&������
&��
&�������(#��� 
 ������� �
��� � �����������M¯

���-�����-�
���3����� �����)���'������������� �$�	� ����&��������QVt�������������)���'�
����� ���������
(Σ, S0)  �X��� � � ����� # �
���8���

� � �����
�
�#���4p � �������
���#� � ���
�����X& 	�	7��(�	���&��$�
�)����&��8���%������������� �������2�����-(������+���������
� �����7�
���*���#���������

�&�� 	�&��
���)��� 
 � ���  



p(�?� ��� �������
	���
 � � ��	�� ��� � 	�������� �	� ��� ����� �����������
����� � 	�� � 
����+� ����� �������6z����
B 7�7��iu��+��!&�?,$��!=�()�!&<

(Σ, S0)

 �A�/!=,$�,�

Σ ∩ S0
�����.�/-(�(' %&��1 ��� %/
 �����.,

���3�/�,-/� 8|v6} -(���+�+7���� %?> ~ � ��� ����� % ��%&��)+��v�!&�­s ���+��!&�,���.%&�������(��� ��)37�: 4(��� u��+��!&��� ��� %�1+7�����:;4 5 -/�0, �������
� � �(0��9% ��� %�1+7�����:;4 �#-/7,7 >.� +#��� ��������> � ���6�,�  �(-/�(1<5 
 '+�+�/�=< �+� 0����,1+���!
�,/�+��� 	 �/,$� � )3�'�(13-$! ��%&��)3� <=�9%,/��!#�+�/13��1+�������/��� 
 ��13���(��: 4 �9� % ���3�/��-(� 8|v6} -(���+�+7���� % 0�-

(Σ0, {0, 1})
��� %/
 � )3�����

Σ0

,/��� 
 ���(4(����%&��' !&�����
<=�9% ,$��< {���� %�!&-(< ������0�����:;4/�(��%?> � ~ :7� �#�,79% S0 ⊂ Σ


 ��) �����.,H,/��� � % ��%&��)+��v�!&�.s ���+��!&�,���.%&�=-/�0,H,/�+�
� � �(0��9% 137�����:;4H5+>

� ���+S+&�(�(����1���
� �
�#� � � � �!�����iVt�������������)���
invcpp(Σ, S0)

���
�����'�
����������(#���
�������
���QVt���������������
�����4�
���l� ���������

(Σ, S0)
�/�����
�&��� �����0, ��(���&��/����� ���
�;�
��������� ����(�( �����
�����
� ��&����-��( 
 � � � ���
�;�
���

	*&�#
���������iVt�������������)��� ������(�&�������&�������( �
����(����#�����   � ���#(#�
# �%�$� ����� � � ����	��
� z1, z2 ∈ C & z1 6= z2 & ������	5% � ���/3 � ����) ��./1 # � � � ��� � � %�� ���0� � �
� � � � �
Σ(m, r) ⊂ C ����) � )��
	*� 1 	�3����
1T· 	�3$3 ��� # � ���/3 m ∈ C

� �0�2����1 � ����	 � � r > 0
��� 	�) � ��3$)���+
%�¡

3 �
� ��� � � ) ��	���+
� (m, z1, z2)
� � � � � � ��	�+�%��0��� ����	��0� � ��	�3 ���&� '/� , �
� �"	�� $
./� ,�3 '

a = |z1 − z2|, b = |z2 −m|, c = |z1 −m|. 
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invcpp(Σ(m, r), (z1, z2)) =
r4 − 2r2bc cosα+ b2c2

r2a2
, 
 � � �

invcpp(Σ(m, r), (z1, z2)) =
(r2 − bc)2
r2a2

+
2bc(1− cosα)

a2
. 
 �5p��

� '���� � ��� �����)� 
 �5p��*���
����� � �����
�	� ���������
�  � � �������
�/� �/��� 
 � � � �
������&��  �0��� 
*��S*����� � �����	�������
�����*�����'�
��� � �
�)��&�� 
 � � ���
���!
	����������� Σ(m, r)

�
�7��������������� '�� �������1���#���X&�������&��
&�������(���
 �������
�
��� ��� �
��� �5�����)���
	������

(z1, z2)
����� � �������
��� ������(#���
�������
��� � �)�������	�/���-���+��&��

V 4 ,U�
�������
�
��� �
�����5�����)���'���
	���� ���������#���������
���=����&�����&�	����.� �)�)��&������ &������
&���&�����( �����  �������.� � �����%���
�
���
�����1�
���;Vt�������������)���"���������
��� �
&�������( 
 �?� � �
�������)����� 	
�������#�������
���!���Q�
��� ��&5��������(.�����
����� �����
�
����� � �/��� �����������7�
��� 6:� � �����  �����  ��������(#�
���.����� � ���
���+�������#�Q�
��� �#���&�
����&������	����S����
�)�����
�������
����� ����� ��°X&���� � &�& �  2

� ���/S+&�(�(#���:���
�	�
&
���	�����
���W�
���#������� � �����
����� �2���
� �
��� Vt�����������������
invcpp

�
����(#���.�����0,�S*��(������
�
��� 
*�0���������
��� ���
� 	*&�#
���������iVt�������������)���Q�
���
��(������ �
������&�������������� (�� � ���  ��� ��� ������(�(���� S!���1�
���
0
����	��������

S0 = (z1, z2)
� � ������&1S!���W�
�#�2� � �
���;�
���-�������#&�����(���� ��	
���������4�#�6�
�����6�#������(�	&�
���)���

�����
�!����� 6:��������(.�;�
����


S0(mz, rz, u) = (mz + rz ei u,mz − rz ei u), mz ∈ C, u ∈ R, rz > 0; 
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invcpp(Σ(m, r), S0(mz, rz, u)) = (
r2 + rz2 − d2

2r rz
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d cosβ
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〈ai, bk〉〈aj , bk〉, i, j = 1, . . . , n−m, 
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detA = a11a22 − a2
12 = α1α2, trA = a11 + a22 = α1 + α2, 
 �5���

S+&��	�/��� ������� �
� ���
�����
���!�
�#�  ��������S*��������(��������)� � �����%���
�
���3(����������  � �#� � ��S+���������
# �%�6��$ $�� � 	�� · � � 	 � �=¡ � �M¦��/)�	���� 3 ��� 
 �5��� �
	�� ��� � )��
	*�$#�����)���� C0, C1 �����8� � �/� 	���	*��+
%(��� � � � 1�¡
�
� E3 �
)4, � � ��� ��	�+�% � � � ����� � � �/� 	���	*��+
%(��� � �M¦��/)�	���� 3 ��� ���
� % �
��) �
� ����+
% ������$
./� , �
� ������ .�)�17��� ��'

detA =
((r20 + r21 − d2) cosα+ 2d2 cosβ cos γ)2

4r20r
2
1

, 
 �5���

trA =
d4 + r40 + r41 + 4r20r

2
1 + 2r20r

2
1 cos 2α+ 2d2(r20 cos 2β + r21 cos 2γ)
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2
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v1 = (e0(1− r20) + e4(1 + r20))/2r0, v2 = e3
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n1 = e1 cosu cos v + e2 sinu cos v + e3 sin v.
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cosα = 〈n0, n1〉 = sin v,

d cosβ = 〈n0, d〉 = z,

d cos γ = 〈n1, d〉 = x cosu cos v + z sin v
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〈a1, b1〉 =
√
α1, 〈a2, b2〉 =

√
α2, 〈a1, b2〉 = 〈a2, b1〉 = 0.
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γa(t) :=


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cos t − sin t 0
sin t cos t 0
0 0 1


 eat ���#�

a = const
,
a, t ∈ R, 
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fa(s, t) : x = [x] ∈ E3 7−→ y = [γa(t)x + e3s]. 
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fa(s, t) ◦ fa(s0, t0) = fa(s0 eat +s, t0 + t).
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