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Vorwort

Die projektive Geometrie und die in sie eingebetteten Cayley-Kleinschen Geometrien sind
ein recht altes Gebiet der Geometrie, das im 19. Jahrhundert in Arbeiten von V. Poncelet,
J. Gergonne, Ch. v. Staudt, A.-F. Mobius, A. Cayley, F. Klein, S. Lie, N. I. Lobatschewski
und vielen anderen entstand. Obwohl dieses Gebiet eine der Grundlagen der algebraischen
Geometrie ist und viele Anwendungen in der Differentialgeometrie hat, wird es seit Jah-
ren im allgemeinen Lehrbetrieb der deutschen Universitdten — und nicht nur an diesen —
sehr vernachléssigt. Auch in der neueren Fachliteratur werden diese klassischen Aspekte
der Geometrie wenig beriicksichtigt. Eher findet man hier die synthetische projektive
Geometrie und manche aktuellen Anwendungen zum Beispiel der endlichen Geometrien,
auf die wir in unserem Buch nur mit einigen Hinweisen eingehen. Wir wollen vielmehr
eine systematische Darstellung der auf den Begriff des Vektorraums gestiitzten projek-
tiven Geometrie geben, der das erste Kapitel unseres Buches gewidmet ist, um dann im
zweiten Kapitel die wichtigsten klassischen Geometrien nach den Prinzipien von A. Ca-
yley und F. Klein systematisch zu entwickeln, die auf der Auszeichnung eines Absoluts
und der Untersuchung der sich daraus ergebenden Invarianten geometrischer Objekte
beruhen. Diese durch die lineare Algebra und die Theorie der Transformationsgruppen
bestimmten Methoden sind es gerade, die in der algebraischen und der Differentialgeo-
metrie benotigt werden. Dariiber hinaus kann man sie als einen integrierenden Faktor fiir
die Entwicklung der Analysis betrachten, wobei wir besonders an die auf der Theorie der
Lieschen Gruppen fuffende harmonische oder geometrische Analysis denken. Wenn wir
auch iberall dort, wo es keine besonderen Anstrengungen erfordert, von Vektorrdumen
iiber beliebigen Schiefkérpern ausgehen, so widmen wir uns doch hauptséchlich den Geo-
metrien {iber den reellen, komplexen oder quaternionischen Zahlen. Die Auswirkungen
von Erweiterungen oder Einschréinkungen der Skalarbereiche auf die betrachteten Geo-
metrien werden untersucht. Neben der reellen projektiven Geometrie stellen wir auch
einige elementar seltener behandelte komplexe und quaternionische Geometrien ausfiihr-
lich dar. Auf die elementare konforme oder Mobius-Geometrie gehen wir detailliert ein.
Die Oktaven- und Oktavengeometrien, die nicht den klassischen Serien Liescher Gruppen,
sondern den Ausnahmegruppen zuzuordnen sind, bleiben aufserhalb des Rahmens unse-
res Buches; zu diesem Thema verweisen wir auf H. Freudenthal [33] und H. Salzmann,
D. Betten, Th. Grundhofer, H. Héhl, R. Lowen, M. Stroppel [71].

Wir hoffen, mit dieser systematischen Darstellung allen denen ein niitzliches Werkzeug
in die Hand zu geben, die sich selbstindig oder etwa in speziellen Seminaren den jeweils
benotigten Hintergrund erarbeiten wollen. Die systematische Gliederung, vollstindige
Darstellung der Beweise, eingestreute Ubungsaufgaben und ein ausfiihrlicher Index sollen
die Auswahl des gerade interessierenden Materials und seine Aneignung erleichtern. Das
Buch ist als ein Hand- und Arbeitsbuch gedacht und keineswegs als eine Vorlage fiir eine
Vorlesung.

Ein dem Leser bald offenbar werdender Mangel des Buches ist die fehlende oder
hochstens sehr lose Verbindung des Stoffes mit seiner Historie. Die Darstellung folgt kei-
neswegs der historischen Entwicklung; das wiirde den Umfang des Buches sehr vergréfiern
sowie Zeit und Arbeitskraft der Autoren und auch der Leser iiberfordern. Wir lieffen uns
eher von der Systematik des Gegenstandes aus heutiger Sicht leiten und benutzen die
auch in anderen Gebieten der Mathematik verwendeten Strukturen wie etwa Gruppen
oder Vektorrdume, die sich ja gerade im Zusammenhang mit der Geometrie herausge-
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bildet haben, von Anfang an als Ausgangspunkt unserer Darstellung. Die Bezeichnung
von Satzen, Prinzipien usw. mit den Namen von Mathematikern fassen wir eher als eine
dem Ublichen folgende Nomenklatur auf als eine Aussage iiber die Prioritiit oder Urhe-
berschaft des betreffenden Mathematikers an dem Ergebnis. Wollte man diese Aussagen
als historisch korrekte Behauptungen der Urheberschaft interpretieren, so behauptete
man ja implizit, die gesamte Literatur, ja sogar den Briefwechsel und die iiberlieferten
miindlichen Aussagen vor dieser Zeit durchsucht zu haben, um das Vorhandensein eines
Vorlaufers auszuschliefien, ein Unterfangen, dessen sich die Autoren nicht rithmen wollen.

Wir beabsichtigten nicht, eine vollstindige Bibliographie dieses Gebietes aufzulisten.
Es ist ja heute nicht schwer, sich aus den vorhandenen Datenbanken beliebig ausfiihrliche
Bibliographien zusammen zu stellen. Wir verweisen nur auf die bei der Bearbeitung des
Stoffes herangezogenen Titel, wobei der Zufall und die subjektive Auswahl eine nicht
unbedeutende Rolle spielen. Sehr hiufig haben wir die bekannten grundlegenden Biicher
von E. Artin [3] und R. Baer [4] benutzt. Natiirlich haben wir auch unseren Lehrern fiir
Hinweise und Orientierungen zu danken, die wir seit unserem Studium und in langen
Jahren gemeinsamer Arbeit erhielten, und die, vielleicht mitunter unbewusst, in dieses
Buch eingegangen sind. Besonders zu erwidhnen sind hier sicher die Vorlesungen, Semi-
nare und Schriften von W. Blaschke, E. B. Dynkin, L. A. Kaloujnine, A. G. Kurosch,
P. K. Raschewski und H. Reichardt.

Es seien hier noch einige Lehrbiicher und Monographien genannt, die unser Thema, aus
anderer Sicht oder mit anderen Schwerpunkten behandeln. Zuerst ist hier der Ergebnis-
bericht von J. Dieudonné [31] zu erwdhnen, der allgemeinere und detailliertere Resultate
als unser Buch sowie eine umfangreiches Literaturverzeichnis enthilt. Das sehr interes-
sante und kurz gefasste Lehrbuch von A. Beutelspacher und U. Rosenbaum [11] enthalt
neben den analytischen auch die synthetischen Grundlagen der projektiven Geometrie so-
wie aktuelle Anwendungen auf Codierungstheorie und Kryptographie. Dort wird auch die
endliche Geometrie beriicksichtigt, der speziell die zweibéndige Monographie [9], [10] von
A. Beutelspacher gewidmet ist, siche auch L. M. Batten, A. Beutelspacher [5]. Das Buch
[6] von W. Benz enthélt interessante Charakterisierungssitze geometrischer Transforma-
tionen unter schwachen Voraussetzungen, so die Sitze von Beckmann und Quarles fiir
euklidische Isometrien, und den Satz von A. D. Alexandrow iiber Lorentztransformatio-
nen. In diesem Buch werden auch die Geometrien von Lie und Laguerre behandelt, die in
das vorliegende Buch nicht aufgenommen wurden. Interessantes konkretes Material unter
dem Gesichtspunkt von Klein’s Erlanger Programm enthilt das Buch [7] von W. Benz.
Dort findet man neben den klassischen Geometrien Beschreibungen des Einsteinschen
Zylinder-Universums und der de-Sitter-Welt. Der inhaltsreiche Ubersichtsartikel [55] von
Linus Kramer beschreibt die aktuelle Entwicklung der projektiven Geometrie; in ihm
werden die Struktur der projektiven Gruppe, die Zuammenhimge zwischen Inzidenzei-
genschaften und algebraischen Eigenschaften des Skalarbereiches, Verallgemeinerungen
des Fundamentalsatzes, Tits- Gebdude, Moufang-Ebenen, polare Ridume und quadrati-
sche Formen betrachtet, wobei besonderes Gewicht auf nicht kommutative Skalarbereiche
gelegt wird.

Fiir das Verstdndnis unseres Buches ist die Kenntnis der Grundbegriffe der linearen
Algebra und der auf ihr beruhenden affinen und euklidischen Geometrie, wie sie {iblicher
Weise im ersten Studienjahr eines Mathematik- oder Physikstudiums gelehrt werden, eine
unabdingbare Voraussetzung. Dazu gehort auch die Kenntnis der affinen Klassifikation
der Quadriken und ihre euklidische Verfeinerung mittels der Hauptachsentransformation.
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Wir verwenden diese Begriffe und Resultate oft ohne spezielle Hinweise. Natiirlich ist es
fiir die Autoren und diejenigen Leser, welche die beiden Bénde der Reihe ,,Algebra und
Geometrie* [63, 64] kennen oder besitzen, angebracht und bequem, die Beziehungen zu
den dort dargestellten Gegenstinden zu nutzen. Daher zitieren wir oft Stellen, z. Bsp.
Satz 1 aus § 4.2 von [63], als Satz 1.4.2.1 und entsprechend etwa § 6.2 aus [64] als § I11.6.2.
Der Leser kann anstelle dieser Biicher natiirlich auch andere Lehrbiicher heranziehen,
die zumeist entsprechende Informationen enthalten. Vorkenntnisse iiber differenzierba-
re Mannigfaltigkeiten oder Liesche Gruppen sind fiir das Verstindnis des Buches nicht
erforderlich. Der Anhang ,Bezeichnungen“ enthilt einige in den ersten beiden Binden
eingefiihrte Bezeichnungen, sowie einige in diesem Buch nicht explizit behandelte Defi-
nitionen allgemein iiblicher Termini. Wir waren bemiiht, einen ausfiihrlichen Index zu
erstellen. Allerdings sind die Eintragungen in der Regel nicht gedoppelt; man findet zum
Beispiel ,,orthogonale Gruppe* nur unter ,,Gruppe, orthogonale®. Zitate auf Stellen in dem
Buch selbst sind nach dem vielfach {iblichen Schema, formuliert; so bedeutet Satz 5 den
Satz 5 in demselben Abschnitt, Satz 6.3 den Satz 3 in Abschnitt 6 desselben Kapitels
und Folgerung 1.3,4 die Folgerung 4 im Abschnitt 3 des Kapitels 1; analog fiir Formeln:
(2.5.19) ist Formel (19) im Abschnitt 5 des Kapitels 2.

Die etwa 50 den Text begleitenden Abbildungen wurden zumeist mit Hilfe des Pro-
gramms Mathematica von St. Wolfram [83] angefertigt. Dieses Programm stellt viele
Moglichkeiten zu numerischen und symbolischen Berechnungen zur Verfiigung und ent-
hélt einen vielseitigen grafischen Apparat zur Visualisierung ebener und rdumlicher geo-
metrischer Objekte, der naturgemift an die euklidische Geometrie gebunden ist. Auf der
Homepage

http://www-irm.mathematik.hu-berlin.de/ sulanke
kann man einige in diesem Programm geschriebene Notebooks finden, die bei der Erarbei-
tung des Buches entwickelt wurden und die Moglichkeiten von Mathematica erweitern.
Zu erwdhnen ist hier die pseudo-euklidische Geometrie, mit deren Hilfe Relativitéts-
theorie, Mobius-Geometrie, Liesche Kugelgeometrie und auch, {iber die Killingformen,
halbeinfache Lie-Algebren bearbeitet werden kénnen. Ausfiihrlich wurde die dreidimen-
sionale euklidische und die Mobius-Geometrie der k-Sphéren, k£ = 0, 1,2, behandelt. Ei-
nige in diesen Notebooks mit Hilfe symbolischer Rechnungen gewonnene Formeln, welche
in Analogie zum Coxeter-Abstand von Hypersphiren Mobius-Invarianten durch euklidi-
sche Invarianten ausdriicken, sind in unser Buch aufgenommen worden. Man findet dort
auch einen sehr schnellen Orthogonalisierungs-Algorithmus nach Erhard Schmidt und ein
Orthogonalisierungsverfahren fiir Vektorfolgen pseudo-euklidischer Rdume. Damit sind
Moglichkeiten erschlossen, die wegen des Umfanges und der Komplexitit der Rechnun-
gen mit traditionellen Methoden ,per Hand“ kaum zu erreichen wiren. Thre Grenzen
findet die sogenannte ,kiinstliche Intelligenz“ recht bald dann, wenn sie den finiten al-
gorithmischen Boden verldsst und sich dem in der modernen Mathematik alltdglichem
begrifflichen Denken zuzuwenden versucht. Schon die naive Mengenlehre in Mathematica
zu implementieren stosst auf erhebliche Probleme, wie der Entwurf eines diesbeziigli-
chen Systems von Mathematica Notebooks und Packages zeigt, das man auch auf dieser
Homepage findet.

Die technische Anfertigung des Manuskripts in BTEX sowie der Abbildungen wurden
vom zweitgenannten Autor ausgefiihrt, der eventuelle Unvollkommenheiten zu entschul-
digen bittet. Fiir die Unterstiitzung und Hilfe bei dieser Arbeit bedanken wir uns bei
der Humboldt-Universitit zu Berlin, und besonders bei deren Mitarbeitern Frau H. Pah-
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lisch und den Herren H. Gollek, J. Gehne und H. Spitzer. Herrn Bernd Wegner von der
Technischen Universitit Berlin danken wir herzlich fiir sein Interesse an unserer Arbeit
und seine Bemiihungen um eine Publikation. Leider blieben, gemessen an dem urspriing-
lichen Plan des Buches, noch viele Wiinsche und Fragen offen. Besonders bedauern wir,
dass die elementare symplektische Geometrie zu kurz gekommen ist. Bei dem wachsen-
dem Umfang des Manuskripts und der langen Zeit, die wir fiir manche Vorhaben noch
bendtigen wiirden, haben wir uns entschlossen, uns jetzt auf die unserer Meinung nach
wichtigsten Gegenstinde zu beschrinken und das Manuskript in der vorliegenden Form
der Offentlichkeit zuginglich zu machen. Wir bitten den Leser um Nachsicht und Un-
terstiitzung: Fiir Kritiken, Fehlerkorrekturen und andere Hinweise sind die Autoren sehr
dankbar. Wir denken und hoffen, dass es manchen Kollegen und vielen Studenten Anlass
zu eigenen Uberlegungen und Grundlage fiir eigene Untersuchungen sein wird.

Berlin, im Januar 2004

A. L. Oniscik, R. Sulanke



VI



Inhaltsverzeichnis

Copyright . . . . . . o o I
Vorwort . . . . . . e II
1 Projektive Geometrie 1
1.1 Projektive Raume . . . . . . .. . ... 2
1.1.1 Definition und einfache Eigenschaften . . ... ... ... ... .. 2
1.1.2 Ebene projektive Geometrie . . . . . . . ... ... 10
1.2 Homogene Koordinaten . . . ... ... ... ... . ... ......... 13
1.2.1 Definition. Simplices. . . . . . . . .. ..o 14
1.2.2 Koordinatentransformationen. Projektiv-lineare Gruppe. . . . . . . 17
1.2.3 Inhomogene projektive Koordinaten . . . . .. ... ... ... .. 19
1.2.4 Die projektiv-lineare Gruppe iiber einem Korper . . . ... .. .. 20
1.3 Kollineationen . . . . . . . .. ... 22
1.3.1 Kollineare Abbildungen. . . . . . . ... ... ... ... ... 22
1.3.2 Der Hauptsatz der projektiven Geometrie . . . . . . ... ... .. 28
1.3.3 Die Gruppe der Autokollineationen . . . . . . . ... ... ... .. 31
1.4 Doppelverhéltnis und projektive Abbildungen . . . . . .. .. .. .. ... 36
1.41 Die Gruppe Aut P'. . . . . ... 37
1.4.2 Doppelverhdltnis . . . . . .. .. ... ... o L. 37
1.4.3 Projektive Abbildungen. . . . . . . ... ..o 41
1.4.4 Harmonische Lage. . . . . . . .. ... ... ... . L. 46
1.4.5 Der Staudtsche Hauptsatz. . . . ... ... ... ... ....... 48

1.4.6 Projektive Aquivalenz kollinearer Abbildungen.
Involutionen. . . . . . . . . ... L 49
1.5 Affine Geometrie vom projektiven Standpunkt . . . ... ... ... ... 54
1.6 Dualitdt . . . . . . . . e 59
1.6.1 Dualitdt in der ebenen Inzidenzgeometrie . . . .. .. ... .. .. 60
1.6.2 Projektive und algebraische Dualitdt . . . . . . ... ... ... .. 61
1.6.3 Projektive Biindelgeometrien . . . . . ... .. ... ... .. 65
1.6.4 Duale Abbildungen. . . . . ... ... ... ... 66
1.7 Korrelationen . . . . . . . ... 68
1.7.1 Definition. Kanonische Korrelation . . . . . .. ... ... ... .. 69
1.7.2 Korrelative Abbildungen . . . . . . .. ... oL, 70
1.7.3 F-Korrespondenzen und o-Biformen . . ... ... ......... 72
1.8 Symmetrische autokorrelative Abbildungen . . . ... ... ... ... .. 76
1.8.1 Nullsysteme und polare Abbildungen . . . . . . ... ... ... .. 77

VII



VIII

1.8.2 Aquivalenz autokorrelativer Abbildungen . . . ... ..... ... 78

1.8.3 Klassifikation der Nullsysteme . . . . . . .. .. ... ... ..... 80

1.8.4 Lineare Geradenkomplexe . . . . . ... ... ... L., 81

1.9 Polaritdten und Quadriken . . . . ... ..o Lo 83

1.9.1 o-hermitesche Biformen . . . . . . ... .. ... o oL 84

1.9.2 Klassifikation der polaren Abbildungen. . . . . ... .. ... ... 85

1.9.3 Die reellen polaren Abbildungen . .. ... ... ... ....... 87

1.9.4 Die komplexen polaren Abbildungen . . . . .. ... ... ..... 87

1.9.5 Die quaternionischen polaren Abbildungen. . . . . . . ... .. .. 89

196 Quadriken . . . . . . ... 91

1.9.7 Polare Abbildungen projektiver Geraden . . . . . . . . .. .. ... 94

1.9.8 Tangenten und tangentielle Unterrdume . . . . . .. .. ... ... 96

1.9.9 Dualisierung: Koquadriken . . . ... ... ... .. ... ..... 97

1.10 Einschrankungen und Erweiterungen der Skalare . . . ... ... .. ... 98

1.10.1 Hopfsche Faserungen . . . . . . . . .. .. ... .. ... ..., 99

1.10.2 Komplexe Strukturen . . . .. .. ... .. .. ... ... 102

1.10.3 Quaternionische Strukturen . . . . . . ... .. .. ... oL 103

1.10.4 Projektive Erweiterungen . . . . . .. ... .. ... ... .. 105

1.10.5 Projektive K-Geometrie von P7 . . . . .. .. .. ... ... ... 109

1.10.6 K-Klassifikation der projektiven L-Unterrdume . . . . .. .. ... 111
1.10.7 Erweiterungen von Nullsystemen, polaren Abbildungen und Qua-

driken . . . . . . 114

2 Cayley-Kleinsche Geometrien 115

2.1 Die klassischen Gruppen . . . . . . . . ... Lo 115

2.1.1 Die linearen und die projektiven Gruppen . . . . . . ... .. ... 116

2.1.2 Die projektive Isotropiegruppe einer Korrelation . . ... ... .. 117

2.1.3 Die symplektischen Gruppen . . . ... ... ... ... ... 119

2.1.4 Orthogonale Gruppen . . . . . . .. ... ... ... 120

2.1.5 Unitdre Gruppen . . . . . . . . . .ot 122

2.1.6 Die quaternionisch-schiefhermiteschen Polaritdten . . .. .. ... 124

2.2 Vektorrdume mit Skalarprodukt . . . . . . .. ... Lo L. 127

2.2.1 Vektorielle, projektive und affine Geometrien . . . ... ... ... 127

2.2.2 Unterrdume . . . . . . . . . .. e 129

2.23 DerSatzvon E. Witt . . . . . .. ... o 129

2.2.4 Eigenschaften isotroper Unterrdume . . . ... ... .. ... ... 130

2.2.5 Der Beweis des Satzes von E. Witt . . . . . .. ... ... ... 132

2.2.6 Transitivitdtsaussagen . . . . . . . . . ... ..o 135

2.2.7 Neutrale Vektorrdume . . . . . .. .. ... .. ... 137

2.2.8 Tensoren. Volumenfunktionen . . . . . . . ... .. .. ... 139

2.2.9 Allgemeines Vektorprodukt . . . . .. ... ... ... ... ..., 141

2.3 Projektive Geometrie einer Polaritdt . . . . . . ... . ... .. ... ... 142

2.3.1 Die Quadrik einer Polaritdt . . . . . ... ... ... ... .. ... 143

2.3.2 Effektivitdt . . .. ... ... ... 146

2.3.3 Orthogonale Geometrie. Spiegelungen . . . . . ... .. ... ... 148

2.4 Invarianten endlicher Konfigurationen . . ... ... ... ... .. .... 152

24.1 PG,-Kongruenz endlicher Punktfolgen . ... ... ........ 152



2.5

2.6

2.7

2.4.2
2.4.3
2.4.4
2.4.5
2.4.6

Orbits der Punkte. Normierte Vertreter .
Invarianten von Punktepaaren . ... ..
Reelle Orthogonalgeometrien . . . . . . .

Projektive Orthogonalgeometrien bei beliebigem Koérper . . . . . .

Ebene Kegelschnitte . . . . ... ... ..

Sphérische und elliptische Geometrie . . . . . . .
Sphérische Geometrie als Uberlagerung der elliptischen . . . . ..

2.5.1
2.5.2
2.5.3
2.5.4
2.5.5
2.5.6
2.5.7

2.6.1
2.6.2
2.6.3
2.6.4
2.6.5
2.6.6
2.6.7

Abstand und Winkel . . . .. .. ... ..
Kosinussatz und Dreiecksungleichung . . .
Exzess, Kriimmung, Flacheninhalt . . . .
Sphérische Trigonometrie . . . . . .. ..

Metrische Geometrie des elliptischen Raumes . . . . . .. ... ..
Winkel zwischen Unterrdumen und Abstéinde von Grofispharen . .
Hyperbolische Geometrie . . . .. ... ... ..

Modelle des hyperbolischen Raumes . . .
Abstand und Winkel . . . . ... ... ..

Abstand und Winkel als Doppelverhéltnisse . . . . .. .. ... ..
Hyperbolischer Kosinussatz und hyperbolische Metrik . . . .. ..

Hyperbolische Trigonometrie . . . .. ..
Hypersphiren, Aquidistanten, Orysphiren
Stationare Winkel . . .. .. ... .. ..

Mobius-Geometrie . . . . . ... . ... ... ..

2.71
2.7.2
2.7.3
2.74
2.7.5
2.7.6

Sphéren im Mdbius-Raum . . . . ... ..
Paare von Teilsphdren . . . ... ... ..

Doppelverhéltnisse und Riemannsche Sphére . ... ... ... ..
Mbobius-Invarianten und euklidische Invarianten . . . . . . ... ..

Dreidimensionale Mobius-Geometrie . . .
Orbits. Dupinsche Zykliden. Loxodromen

Literaturverzeichnis

Bezeichnungen

Index

IX

155
157
161
163
167
171
171
177
181
186
191
195
198
202
204
214
219
224
229
233
239
246
246
250
262
271
274
278

291

296

299






Abbildungsverzeichnis

1.1
1.2
1.3
14
1.5
1.6
1.7
1.8

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14
2.15
2.16
2.17
2.18
2.19
2.20
2.21
2.22
2.23
2.24

2.25
2.26

Strahlenbiindel und projektive Ebene. . . . . . . . .. .. ... ...
Zentralprojektion paralleler Ebenen. . . . . . .. . .. ... 0000
Zentralprojektion nicht paralleler Ebenen. . . . . . . . ... ... .....
Die projektive Ebene iiber Zo. . . . . . . .. .. ... .. ... ...
Satz von Desargues . . . . . . . . . ..o
Satz von Pappos . . . . . . . ... e e e
Koordinatendreieck in P? . . . . . . .. ... ... ... ...
Harmonische Lage. . . . . . . . . . ... .. . . oo

Hyperboloid, Tangentialebene, innere und &ufere Tangenten. . . . . . ..
Eine Kreuzhaube. . . . . . . . .. ... L L Lo
J. Steiner’s rémische Flache . . . . . . . ... ..o o000
Die Boysche Flache . . . . . .. ... ... ... ... ... . ... ..
Eulersche Dreiecke . . . . . . . . .. . . . L
Winkel eines euklidischen Dreiecks. . . . . . . . ... ... .. ... ...
Zum Beweis von Lemma 10. . . . . . . . . ...
Stereographische Projektion von P*(R). . . . . . . . .. oot
Eulersche Dreiecke in P*(R). . . . . ..ot vii i
FEin Mobius Band. . . . . . . . ...
Zerlegung von P*(R) in vier kongruente Dreiecke. . . . .. ... .....
Der isotrope Kegel. . . . . . . . . . ..
Das pseudo-euklidische Modell. . . . .. . ... ... ... .. .......
Das Hyperboloid (r,z) =1. . . . . . . . . o o i
Euklidisches und pseudo-euklidisches Modell von H?. . . ... ... ...
Parallelen im euklidischen Modell von H?.. . . . . . . ... ... .....
Zur stereographischen Projektion. . . . . . . ... ... ... . oL
Parallelen im Poincaréschen Modell von H?. . . . . ... ... ... ...
Kreistangenten im Kleinschen Modell von H?. . . . . ... ... .....
Polarkoordinaten im Poincaréschen Modell von H?. . ... ... ... ..
Kartesische Koordinatenlinien x, y im Kleinschen Modell von H?. . . . . .
Kartesische Koordinatenlinien z,y im Poincaréschen Modell von H?. . . .
Aquidistanten einer Geraden im Kleinschen Modell. . . .. ... ... ..
Aquidistanten als orthogonale Trajektorien der Normalen einer Geraden
im Kleinschen Modell. (Vgl. Abbildung 2.23) . ... ... .. ... ....
Grenzkreise (Horozyklen) im Kleinschen Modell. . . . .. . ... ... ..
Eigensphiiren orthogonaler Punktepaare auf S' c S3. ... ... .....

XI



XII

2.27
2.28
2.29
2.30
2.31
2.32
2.33
2.34
2.35
2.36
2.37
2.38
2.39
2.40

Sphérenbiischel eines Kreises. . . . . . . . ... ... ... ... 257
Ein Kreisbiischel und seine orthogonalen Trajektorien . . .. ... .. .. 270
Existenz von Kreisen eines Biischels, die einen Testkreis beriihren. . . . . 271
Die Funktion F(0.3,1.5,8,t). . . . .« oo i ittt 277
Die Funktion F(0.6,0.6,5,t). . . . . . . . i 277
Die Fliache {C(a,a)|0 <a<7/3}. . . .. . ... 278
Der Torus v(s,t,m/7). . . o o o 282
Ein durch Inversion erzeugter Torus. . . . . . . .. ... ... ... .... 283
Durch Inversion erzeugtes Bild eines Kreiszylinders. . . .. ... .. ... 284
Durch Inversion erzeugtes Bild eines Kreiskegels. . . . . .. .. ... ... 285
Eine Loxodrome in der Ebene. . . . . . . .. ... ... oL 286
Eine Loxodrome auf der Sphare. . . . .. ... ... ... ......... 287
Ein Spiralzylinder. . . . . . . . . . ... 288
Inversion eines Spiralzylinders. . . . . . . ... ... ... ... ... ... 289



Kapitel 1

Projektive Geometrie

In diesem Kapitel wird die projektive Geometrie gestiitzt auf die lineare Algebra darge-
stellt. Es beginnt mit motivierenden Betrachtungen von Zentralprojektionen, die uns auf
die Definition der projektiven Geometrie als Verband der Unterrdume eines Vektorraums
fiihren. Das erste zu beweisende grundlegende Resultat ist der Hauptsatz der projekti-
ven Geometrie, der die geometrischen Eigenschaften aufs engste mit den algebraischen
Eigenschaften verkniipft: Ist die Dimension mindestens zwei, also fiir die Ebene und
hoherdimensionale projektive Raume, so folgt aus der geometrischen Isomorphie die al-
gebraische: Kollineationen, das sind bijektive Abbildungen, welche Geraden wieder in
Geraden iiberfiihren, gibt es dann und nur dann, wenn die Dimensionen der Ridume
iibereinstimmen und die Skalarbereiche isomorph sind. Der eindimensionale Fall, also die
projektiven Geraden, erfordern eine besondere Behandlung, weil hier die Kollineations-
bedingung nicht wirken kann; es wird das Doppelverhiltnis von vier kollinearen Punkten
als grundlegende projektive Invariante eingefiihrt und der Staudtsche Hauptsatz bewie-
sen: die Invarianz des Doppelverhiltnisses folgt schon aus der Invarianz der harmoni-
schen Lage. Der Dualitdt der Vektorrdume entspricht eine gleich bezeichnete geometri-
sche Dualitét der projektiven Geometrien. Diese Dualitit ermdoglicht die Betrachtung von
Korrelationen, das sind bijektive Abbildungen von Punktridume auf Hyperebenenrdume,
welche die Inzidenz erhalten. Die symmetrischen Autokorrelationen werden klassifiziert,
was uns auf die Klassifikation der schiefsymmetrischen und der hermiteschen Biformen
fiihrt. Geometrisch werden diese Klassifikationen im schiefsymmetrischen Fall als lineare
Geradenkomplexe und im hermiteschen Fall als Hyperquadriken interpretiert, deren Klas-
sifikation iiber den Skalarbereichen der reellen, komplexen und quaternionischen Zahlen
vollstindig ausgefithrt wird. Abschlieffend untersuchen wir noch die geometrischen Impli-
kationen, die sich aus Erweiterungen oder Einschrankungen der Skalarbereiche ergeben;
insbesondere erhalten wir so die Hopfschen Faserungen, die eine wichtige Rolle in der
Topologie spielen.
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1.1 Projektive Raume

1.1.1 Definition und einfache Eigenschaften

Es gibt zwei vom Ansatz her wesentlich verschiedene Zuginge zur projektiven Geome-
trie, den synthetischen und den analytischen, den man besser den linear-algebraischen
nennen sollte, da in ihm nicht die Analysis, sondern die lineare Algebra die Basis dar-
stellt und die Methoden liefert. Die Bezeichnung ,,Analytische Geometrie“ hat sich jedoch
in der historischen Entwicklung fest eingebiirgert. In der synthetischen Geometrie sind
Mengen geometrischer Elemente verschiedener Art, zum Beispiel Punkte, Geraden, Ebe-
nen, vorgegeben, zwischen denen Relationen bestehen, die axiomatisch festgelegt sind;
die Axiome entsprechen anschaulichen geometrischen Vorstellungen. Wir wihlen jedoch
hier den Zugang {iber die lineare Algebra, der zwar abstrakter, aber dafiir wesentlich
allgemeiner und im Grunde auch einfacher ist; es muss keine spezielle, in ihrer Axioma-
tik hiufig zu variierende Theorie aufgebaut werden, sondern man stiitzt sich allein auf
den Begriff des Vektorraumes, der grundlegend fiir die Analysis und viele Anwendungen
der Mathematik und damit fiir jeden Mathematiker obligatorisch ist und wohl iiberall
schon in der Anfangsphase des Studiums vermittelt wird. Die synthetische projektive
Geometrie ist in den umfangreichen, schon in den Jahren 1910 und 1918 erschienenen
zwei Banden [79] von O. Veblen und J. W. Young systematisch dargestellt worden. Eine
besondere Rolle spielt dabei der zweidimensionale Fall, also die ebene projektive Geo-
metrie, vgl. G. Pickert [65], auf deren im Ansatz einfache axiomatische Darstellung wir
noch in diesem Abschnitt kurz eingehen. Hier ergeben sich interessante Zusammenhinge
zwischen der synthetischen Axiomatik und den algebraischen Eigenschaften des Skal-
arbereiches der entsprechenden analytischen Geometrie, der sich aus den synthetischen
Axiomen konstruieren lasst. Umgekehrt erkennt man diese Zusammenhinge, indem man
fragt, bei welchen analytischen projektiven Geometrien gewisse synthetische Axiome er-
fiillt sind. Eine sehr anschauliche Einfiihrung in die ebene projektive Geometrie findet
man in H. S. M. Coxeter [29].

Im Folgenden setzen wir stets voraus, dass ein Vektorraum V {iiber einem Schiefkor-
per K gegeben seil. Die Menge der eindimensionalen Unterriume von V' wird mit P (V)
bezeichnet und der zu V' gehdrende projektive Raum genannt. Oft werden die projekti-
ven Raume als Erweiterungen der affinen Punktridume durch eine so genannte unendlich
ferne Hyperebene definiert. Die eindimensionalen Unterrdume des zur affinen Geometrie
gehorenden Vektorraums entsprechen bijektiv den Scharen paralleler Geraden des affinen
Punktraums, die entstehen, wenn man die Vektoren des Unterraums an den Punkten des
affinen Punktraums antrégt, also die Orbits des Unterraums im Punktraum betrachtet.
Anschaulich kann man sich vorstellen, dass sich alle Geraden einer solchen Parallelen-
schar in einem einzigen unendlich fernen Punkt schneiden. Die Menge aller dieser den
verschiedenen Parallelenscharen entsprechenden unendlich fernen Punkte bilden die zu
adjungierende unendlich ferne Hyperebene. Die Prizisierung dieser anschaulichen Vor-
stellung ist zwar elementar, jedoch langwierig und miihevoll. Viel einfacher ist es, von der
oben angegebenen Definition auszugehen und die affine Geometrie durch Auszeichnung
einer beliebigen, dann unendlich fern genannten Hyperebene in die projektive einzubet-

IDer einzige, fiir das folgende wesentliche Schiefkérper ist der Schiefkdrper der Quaternionen H. Die
Unterscheidung von rechtem und linken Vektorraum ist nur wesentlich, wenn K nicht kommutativ ist.
Fiir den Anfang geniigt es, K als Korper etwa der reellen oder komplexen Zahlen vorauszusetzen und
den {iiblichen Vektorraumbegriff zugrunde zu legen.
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ten, vgl. Abschnitt 5 dieses Kapitels. Am Beispiel der projektiven Ebene veranschaulichen
wir diese Betrachtungen. In Beispiel 2 weiter unten werden wir erkennen, dass fiir die
Beschreibung von Zentralprojektionen die projektive Erweiterung des Punktraums not-
wendig und zweckmafig ist:

Beispiel 1. Die reelle projektive Ebene. Es sei V= R? der dreidimensionale Vek-
torraum tiber dem Korper R der reellen Zahlen und A® der zugehérige affine Raum, den
wir als unseren Anschauungsraum interpretieren. Mit e € A® bezeichnen wir den Punkt
mit den Koordinaten (0,0,1), also den Einheitspunkt auf der z-Achse. Trigt man die
eindimensionalen Unterrdume von V vom Punkt e aus an, so erhilt man eine Bijektion
von P (V) auf die Menge der Geraden durch e, vgl. Abb. 1.1. Analog erhdlt man durch
Abtragen der zweidimensionalen Unterrdume von V' an e eine Bijektion der Menge dieser
Unterrdume auf die Menge der Ebenen durch e.

Die zur z, y-Ebene H (z = 0) nicht parallelen Geraden durch e schneiden sie in genau
einem Punkt. Die zu ihr parallelen Geraden durch e bilden offenbar eine einparametrische
Schar, wahrend die anderen von zwei Parametern, zum Beispiel den Koordinaten ihres
Schnittpunktes mit der x,y-Ebene H, abhingen. Alle Geraden durch e, die in einer
Ebene B durch e liegen, deren Vektoren also demselben zweidimensionalen Unterraum
W C V angehoren, schneiden H in einer Geraden, der Schnittgeraden B N H; nur der
Vektorraum U von H selbst, der ja an e angetragen die zu ihr parallele Ebene By = e+U
bestimmt, bildet eine Ausnahme. Es liegt daher nahe, die affine Ebene H durch eine
‘unendlich ferne’ Gerade zu erweitern, deren Punkte den zu H parallelen Geraden durch
e entsprechen; es bezeichne H diese Erweiterung. Die unendlich ferne Gerade erscheint
dann als Schnitt der ebenfalls erweiterten Ebene By mit H. Oft fiihrt man auf diese
Weise die reelle projektive Ebene ein: sie entsteht aus der affinen Ebene durch Adjunktion
einer unendlich fernen Geraden, deren Punkte den nicht orientierten Richtungen der
Ebene entsprechen, das sind die Aquivalenzklassen paralleler Geraden der affinen Ebene.
Man stellt sich vor, dass sich alle zueinander parallelen Geraden einer solchen Klasse in
einem eindeutig bestimmten Punkt der unendlich fernen Geraden schneiden. Da nun eine
Bijektion

p:xeP(V)—px)e H

zwischen den Elementen von P(V) und den Punkten der erweiterten Ebene H besteht,
haben wir ein anschauliches Bild von P(V') gewonnen 2. Man beachte, dass im projekti-
ven Sinne die unendlich ferne Gerade unseres Bildes mit den anderen Geraden der Ebene
gleichwertig ist. O

Die im vorstehenden Beispiel beschriebene Bijektion p induziert eine analoge Bijektion
der zweidimensionalen Unterrdume W C V des Vektorraums V auf die Menge der
Geraden h C H der projektiven Ebene H:

WcCV—B=e+W+—h=BnH.

Dabei entspricht dem Unterraum U von H die zu H parallele Ebene durch e und die un-
endlich ferne Gerade von H. Diese Betrachtungen lassen sich leicht ins n-Dimensionale
verallgemeinern; sie legen es nahe, dem Verband der Unterrdume des Vektorraums V'

2Die topologische Gestalt der reellen projektiven Ebene wird in den Beispielen 2.5.1, 2.5.4 des néichsten
Kapitels beschrieben.
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Abbildung 1.1: Strahlenbiindel und projektive Ebene.

(vgl. § 1.4.2) die folgende, liber die affine hinausgehende projektive geometrische Deu-
tung zu geben, die auf eine Umbezeichnung der durch den Unterraumverband gegebenen
Strukturen hinauslauft:

Definition 1. Es sei V ein rechter Vektorraum {iber dem Schiefkérper K. Mit (V')
bezeichnen wir den Verband der Unterrdume von V', den wir die projektive Geometrie
von V nennen: seine Elemente heifien projektive Unterrdume. Die projektive Dimension
Dim eines Elements W € B (V) ist die um eins verringerte Dimension des Vektorraums
wW:

DimW :=dim W — 1.

Da alle rechten (bzw. linken) Vektorrdume V' derselben endlichen Dimension n + 1 {iber
demselben Schiefkorper K isomorph sind, verwenden wir oft die Schreibweise

P = PV

und sprechen von der n-dimensionalen projektiven Geometrie iber K. Die nulldimensio-
nalen Elemente von P (V) sind die Punkte des projektiven Raumes

P(V):={a cB(V)| Dima = 0}.
Fiir den n-dimensionalen projektiven Raum benutzen wir oft die Bezeichnung

Py} = P(V"th (n < 00).
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Ist der Schiefkdrper K aus dem Kontext bekannt, so wird der Index K meist fortgelassen.

Allgemein spricht man von einer projektiven k-Ebene W, wenn Dim W = k gilt; die Men-
ge der k-Ebenen einer n-dimensionalen projektiven Geometrie wird mit P,, , bezeichnet
und Graffmann-Mannigfaltigkeit genannt.® Ist k = 1, so spricht man von Geraden, ist
k = 2 von FEbenen und im Falle & = n — 1 von Hyperebenen; den Zusatz ‘projektiv’
lassen wir fort, wenn keine Irrtiimer zu befiirchten sind. Man sagt, daff die Elemente
U, W € PB(V) inzidieren, Bezeichnung

U.W, Verneinung: U H,

wenn U C W oder W C U gelten. Die Inklusion® C der Unterriume von V iiber-
tragen wir unter Beibehaltung der Bezeichnungen auf B(V'). Die Ordnung C hat als
grofites Element den Vektorraum V' selbst und als kleinstes den trivialen Unterraum
o := {0} € P(V), den wir den Unpunkt des projektiven Raumes nennen. Unter dem
Schnitt von zwei projektiven Unterrdumen U, W € (V') verstehen wir ihren Durch-
schnitt:

UANW : =UNW.

Thre Verbindung ist der kleinste Unterraum, der beide enthélt, also die lineare Hiille ihrer
Vereinigung (vgl. § 1.4.2):

UVW :=gUUW)=U+W.

Es ist klar, wie man die Begriffe Schnitt und Verbindung auf beliebige Familien von
Unterrdumen {H,},c; ausdehnt:

NH., = (H.,

el el
\/HL = § H,.
el el

Dabei iibertragen sich die aus der linearen Algebra bekannten Regeln (vgl. § 1.4.2); die
projektive Geometrie ist ein ,yollstindiger Verband* beziiglich der Inklusion C.

Dem Unpunkt o kommt nur eine formale und kaum eine geometrische Bedeutung zu.
Man nennt zwei projektive Unterrdume windschief, wenn ihr Durchschnitt der Unpunkt
ist. Nach Definition 1 gilt Dim o = —1. Mit dieser Festlegung ergibt sich aus dem Dimen-
sionssatz der Vektoralgebra (Satz 1.4.6.3) unmittelbar das analoge Resultat fiir projektive
Unterrdume:

Satz 1. FEs seien U, W € P(V'). Dann gilt die Dimensionsformel
Dim(U A W) 4+ Dim(U vV W) = DimU + Dim W.

|

3Entsprechend zur Dimensionsfestlegung bezeichnet man die Grafmann-Mannigfaltigkeiten in der
Vektoralgebra mit G411, k+1(= Pn,k)-

4Wir unterscheiden nicht zwischen C und C; A C B bedeutet also dasselbe wie A C B, die Gleichheit
ist zugelassen.
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Ubung 1. Mit Hilfe der Dimensionsformel (Satz 1) diskutiere man alle Lagemdoglichkeiten fiir
projektive Unterrdume F* H™ C P" fir 0 < k < m < n < 4. Fiir jeden der erhaltenen
Fille gebe man ein Beispiel an. Die beiden Unterrdume sind genau dann windschief, wenn ihre
Vereinigung nicht in einem (k+m)-dimensionalen Unterraum liegt. Man vergleiche die erhaltenen
Ergebnisse mit entsprechenden Resultaten im affinen Raum (s. § 1.4.6).

Das folgende Beispiel zeigt deutlich den Vorteil der historisch jiingeren, begrifflichen
Auffassung der projektiven Geometrie: Die Eigenschaften der Zentralprojektion sind aus
dieser Sicht durch einen kurzen Verweis auf die Dimensionsformel festgestellt. Vom af-
finen Standpunkt aus, also bei Betrachtung der affinen Ebene als erweiterte projektive,
sind einige Fallunterscheidungen nétig. Wir filhren diese ebenfalls durch, weil sie eine
anschauliche Briicke zwischen affiner und projektiver Geometrie ergeben.

Beispiel 2. Zentralprojektion. Wir betrachten zuerst den dreidimensionalen projek-
tiven Raum P®. Es seien H und B zwei verschiedene projektive Ebenen in P* und e
ein Punkt, der mit keiner dieser Ebenen inzidiert. Unter der Zentralprojektion von B auf
H mit dem Projektionszentrum e verstehen wir die Abbildung:

g:xeB—Z=q(x)=(xVe)\H € H.

Eine allgemeinere Definition der in der projektiven Geometrie sehr wichtigen Zentralpro-
jektionen folgt in Abschnitt 1.3. Interpretiert man die Definition projektiv, so erkennt
man leicht, dafs ¢ : B — H eine Bijektion ist, die Geraden wieder in Geraden iiberfiihrt:
das kann man zum Beispiel aus der Dimensionsformel schlieffen. Vom affinen Standpunkt
aus ist die Situation komplizierter. Zunéchst sind zwei Fille zu unterscheiden.

1. Fall: Die Ebenen B und H sind parallel. Wir betrachten die Abbildung 1.2. Die
obere Ebene B = g V h sei die Urbildebene, die untere die Bildebene H = g Vv h. Fiir
die Bilder der eingezeichneten Geraden g, h und Punkte a,x von B gilt:

q(g) =g, qh) =h,qlaVz)=q(a)Vq(lz)=aVz.

In diesem Fall ist ¢ eine affine Abbildung der affinen (nicht erweiterten) Ebenen; sie fiihrt
parallele Geraden wieder in parallele Geraden iiber. Die projektiv erweiterten Ebenen B,
H schneiden sich in ihrer gemeinsamen unendlich fernen Geraden h., = B A H, die aus
Fixpunkten der Zentralprojektion ¢ besteht.

2. Fall: Die Urbildebene B = ¢V d V a und die Bildebene H = ¢V d V a sind
nicht parallel; sie schneiden sich in einer Geraden ¢V d = B A H, die aus Fixpunkten
von ¢ besteht, vgl. Abb. 1.3. Es sei e V u V v die zu H parallele Ebene durch das
Projektionszentrum e, sie schneidet B in der Geraden u V v. Fiir w € u V v ist die
Gerade w V e zu H parallel; sie schneidet also die unendlich ferne Gerade h., C H der
Bildebene im Sinne der im vorigen Beispiel beschriebenen Erweiterung, und es gilt

g(uVv)=h.

Alle mit w inzidierenden Geraden der Urbildebene B, zum Beispiel die Geraden a V d
und bV ¢, gehen in zueinander parallele Geraden iiber:

glavd)=avd, qbVve)=bve.
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Abbildung 1.2: Zentralprojektion paralleler Ebenen.

Dem Biindel der Geraden durch w entspricht also die Schar paralleler Geraden in der
durch ihre Bilder gegebenen, gemeinsamen nichtorientierten Richtung der Bildebene H.
Andererseits schneiden sich die Bilder paralleler Geraden aus B:

glave)ngbvd)=(aVve)A(byd) =1

Bezeichnet b,, die unendlich ferne Gerade der Urbildebene B und ist t der durch die
parallelen Geraden a V ¢ und bV d bestimmte Schnittpunkt auf ihr, so gilt ¢(t) = £. Es
folgt, dafs die Schnittgerade r V s der Bildebene H mit der zur Urbildebene B parallelen
Ebene durch e Bild der unendlich fernen Gerade von B ist: ¢(bs) =7V s.

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich, daff ¢ keine affine Abbildung sein kann, weil sie
die Parallelitdt nicht invariant 1&ft. Die hier geschilderte Situation ist in der Fotografie
als das Auftreten stiirzender Linien bei Aufnahmen von hohen Geb&duden mit geneigter
Kamera bekannt. Die Zentralprojektion ist die von der Geometrie her ideale fotografi-
sche Abbildung durch eine Lochkamera; leider wird nur die Lichtstirke immer kleiner, je
genauer die Abbildung realisiert wird. Die Zentralprojektionen und ihre Verallgemeine-
rungen sind ein natiirliche Ausgangspunkt fiir die projektive Geometrie, weil sie Geraden
wieder in Geraden {iberfiihren und die Inzidenz invariant lassen. O

Ubung 2. Man fiihre ein an die Konfiguration der Abb. 1.3 angepasstes kartesisches Koor-
dinatensystem ein und beweise die in dem vorigen Beispiel ausgesprochenen Behauptungen
rechnerisch im Rahmen der affinen Geometrie.
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Abbildung 1.3: Zentralprojektion nicht paralleler Ebenen.

Aus formalen Griinden ist es oft zweckméfig, den Unpunkt zum projektiven Raum
zu adjungieren. Wir definieren daher die disjunkte Vereinigung

P! .= P" U{o}. (1)
Eine erste Anwendung ist die Definition der kanonischen Abbildung,
rire V" =i € PP, (2)

wobei [z] die lineare Hiille [r] = £({r}) im Vektorraum V bezeichnet. Die Abbildung 7
erlaubt es, die Elemente H € B (V') mit den Punktmengen 7(H) C P} zu identifizieren;
dabei bleibt die Ordnung erhalten. Wenn nicht ausdriicklich anders gesagt, werden wir
stets annehmen, daff der Unpunkt o zu allen projektiven Unterrdumen von P) gehort.
Da der Schnitt von projektiven Unterrdumen wieder ein projektiver Unterraum ist, wird
durch

M e P(P") — V(M) := A H e B(V) (3)

M cC HcBWv)

die projektive Hiille der Teilmenge M C P! definiert, wobei wegen der beschriebenen
Identifizierung

V(M) = w(&(r~H (M) = N H € P(Py)
M C H € ‘,]3(V)

gilt; V(M) wird auch der von M aufgespannte projektive Unterraum genannt.



1.1. PROJEKTIVE RAUME 9

Ubung 3. Man zeige, daR durch (3) ein Hiillenoperator definiert wird, d.h., es gelten:
a) M C V(M);

b) Aus M C L folgt Vv (M) C V(L);

c) V(V(M)) = V(M).

Weiter beweise man:

d) V(0) = o € V(M) fiir alle M C Py,

e) Es gilt V(M) = M dann und nur dann, wenn M ein projektiver Unterraum ist.

Ubung 4. Man zeige: Eine Teilmenge M C P7 ist ein projektiver Unterraum genau dann, wenn
o € M gilt und mit ¢,y € M, x # y, auch stets die Verbindungsgerade x V y in M liegt.

Ubung 5. Es sei H" ™! C P? eine projektive Hyperebene. Man beweise
V(PY\H" ') =P

Wir {ibertragen nun den Begriff der linearen Unabhingigkeit in die projektive Geo-
metrie.

Definition 2. Es sei (x,),c; eine Familie (oder Menge) von Punkten x, € P). (x,).cs
heiftt in allgemeiner Lage, wenn fiir jede Teilfolge (oder Teilmenge) aus k + 1 Punkten,
0 < k < n, stets gilt

Dimz,, vV, V...Vx, =k.

Eine Folge (oder Menge) (xg, 1, ..., x,) von Punkten heiflt projektiv unabhdngig, wenn
DimaxzogVxiV...Vx, =7

gilt. O

Ubung 6. Es seien x; = [r;] € PZ. Man beweise: a) Die Folge (xo,...,x), k < n, ist in
allgemeiner Lage genau dann, wenn (X, ...,&,) linear unabhéngig ist. - b) Eine beliebige Folge
(z4)ier ist in allgemeiner Lage genau dann, wenn jede Teilfolge aus hichstens n+1 Punkten pro-
jektiv unabhéngig ist. - ¢) Jede Teilfolge einer Folge in allgemeiner Lage ist selbst in allgemeiner
Lage. (Die Aussagen a), b), c) gelten entsprechend fiir Mengen.)

Folgerung 2. Im n-dimensionalen projektiven Raum g¢ibt es n+1 projektiv unabhdngige
Punkte; jede Folge oder Menge aus r > n + 1 Punkten ist projektiv abhingig. Es gibt
mindestens eine Menge M aus n + 2 Punkten in allgemeiner Lage in P, .

Beweis. Die einer Basis (a;)i=o,....,n von V™! entsprechenden Punkte a; = [a;] sind
projektiv unabhingig. Zur Menge {ao, a1, ..., a,} dieser Basispunkte fiigen wir noch den
Einheitspunkt e = [ag + a1 + . . . + a,,] hinzu; diese n + 2 Punkte sind stets in allgemeiner
Lage. O

Beispiel 3. Projektive Geraden. Wir betrachten die projektive Gerade P" iiber dem
Schiefkdrper K. Es sei (ag,a;) eine Basis des zugehorigen Vektorraums V2. Die (ag, a;)
entsprechende projektive Skala wird folgendermafen definiert®:

1(,,0\—1 0
€@ =[agz’ + arz] € P v €() :{x (")t e K falls a2’ #0, 4)
o0 falls 20 = 0.

5Wie in der Tensorrechnung iiblich, schreiben wir die den Koordinaten eines Vektors entsprechenden
Indizes, hier 0, 1, oben; das sind also keine Potenzen!



10 KAPITEL 1. PROJEKTIVE GEOMETRIE

Offenbar ist diese Definition unabhingig von der Wahl des Reprisentanten; r und
A, A # 0, ergeben denselben Wert. Setzen wir K =KU {o0}, so wird ¢ : P! — K
eine Bijektion, die eine enge und natiirliche Beziehung zwischen den Eigenschaften von
K und der projektiven Geometrie herstellt. Der Punkt ag = [ag] heifft der Nullpunkt,
a1 = [a1] der unendlich ferne Punkt und e = [ag + a1] der Einheitspunkt der projektiven
Skala; offensichtlich gelten

£(ag) =0, £(ay) = oo, £(e) = 1.

Ist K = R,C oder H, so ist in K eine Metrik und somit eine Topologie definiert. Wir
betrachten dann auf K die durch die Alexandroffsche Kompaktifizierung gegebene Topo-
logie, vgl. W. Rinow [70], § 28: Die Topologie in K bleibt erhalten und die Umgebungen
von oo sind die Komplemente in K von kompakten Mengen in K. Hieraus ergibt sich
ein vom affinen oder euklidischen vollig abweichendes Bild: Die reelle projektive Gerade
Py, ist topologisch ein Kreis S', die komplexe Pg ist die Riemannsche Zahlenkugel S*
und die quaternionische projektive Gerade Piy ist zu einer vierdimensionalen Sphére S*
homoéomorph. Wir werden spéter sehen, daft die definierte Topologie nicht von der Wahl
der projektiven Skala, d.h. der Basis (ag, a1) abhingt, vgl. Ubung 2.4. O

Ein erstes Beispiel fiir die in der projektiven Geometrie bestehende Dualitdt, die wir
in Abschnitt 1.6 noch ausfiihrlich behandeln werden, ist der folgende Satz:

Satz 3. Fs sei P" eine projektive Geometrie iber K. Dann gelten:

a) Zu je zwei Punkten ¢,y € P", x # vy, gibt es genau eine Gerade h € P, 1, mit
der sie beide inzidieren, namlich die Verbindungsgerade h = x V y.

b) Zu je zwei Hyperebenen XY € P, 1, X #Y, gibt es genau eine n — 2-Ebene
H € P, ,,_2, mit der sie beide inzidieren, namlich die Schnitt-(n—2)-Ebene H = X \Y .

Beweis. a) Aus x # y folgt « Ay = 0. Wegen Dim o = —1 ergibt sich aus der Dimen-
sionsformel Dimax V y = 1. Ist h; irgendeine Gerade, die mit  und y inzidiert, so ist
auch h = x Vy C hy, und aus Dim h = Dim h; = 1 folgt h = h;.

b) Aus X #Y folgt X VY = P". Wegen Dim P" = n ergibt sich aus der Dimensions-
formel Dim X AY =n — 2. Ist H; irgendeine n — 2-Ebene, die mit X und Y inzidiert,
soist auch H =X AY D H;y, und aus Dim H =DimH; =n—2folgt H = H,. O

1.1.2 Ebene projektive Geometrie

Beispiel 4. Ebene Inzidenzgeometrie. Fiir n = 2 erhalten wir aus Satz 3 und Folge-
rung 2 die folgenden Aussagen:

P.1. Je zwei verschiedene Punkte inzidieren mit genau einer Geraden.

P.2. Je zwei verschiedene Geraden inzidieren mit genau einem Punkt.

P.3. Es gibt vier Punkte ag, a1, as,as, von denen nicht irgendwelche drei auf dersel-
ben Geraden liegen.

Diese drei Aussagen konnen als Axiome einer synthetischen projektiven ebenen Inzi-
denzgeometrie 11 dienen: eine solche besitzt zwei Grundmengen: Punkte x € P, Geraden
X € G und eine Relation, die Inzidenz ¢, die zwischen Punkten und Geraden beste-
hen kann: ¢ X, oder auch nicht: 7Y, deren Eigenschaften durch die Axiome P.1 — 3
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beschrieben werden. Diese Axiome reichen allerdings noch nicht aus, um die Existenz ei-
nes Schiefkérpers K zu sichern, dessen ebene projektive Geometrie zu der axiomatischen
isomorph ware. Durch die Annahme weiterer Axiome kann man die Existenz eines derarti-
gen Skalarbereichs erreichen. Hier ergeben sich interessante Wechselbeziehungen zwischen
allgemeineren Skalarbereichen und synthetisch-geometrischen Eigenschaften der projekti-
ven Ebenen, vgl. G. Pickert [65]. Uber neuere Entwicklungen auf diesem Gebiet berichtet
der Ubersichtsartikel [55] von L. Kramer, in dem besonders der Fall nicht kommutativer
Skalarbereiche betont wird. Eine sehr anschauliche Darstellung der reellen ebenen pro-
jektiven Geometrie auf der Grundlage eines synthetischen Axiomensystems stammt von
H. S. M. Coxeter [29]. Das sehr facettenreiche Lehrbuch [11] von A. Beutelspacher und
U. Rosenbaum behandelt sowohl die synthetischen als auch die analytischen Grundlagen
der projektiven Geometrie. Die Biicher [79] von O. Veblen und J. W. Young enthalten eine
synthetische Darstellung der hoherdimensionalen projektiven Geometrie. Jedoch schrin-
ken die fiir die Beschreibung der Inzidenz notwendigen Axiome des dreidimensionalen
Raums den Skalarbereich wesentlich mehr ein als das in der ebenen Inzidenzgeometrie
der Fall ist. O

0,0,1

1,0,1¢ 0,1,1

1,0,0 ,1,0 0,1,0

Abbildung 1.4: Die projektive Ebene iiber Zs.

Ubung 7. Man zeige: In jeder ebenen projektiven Inzidenzgeometrie I, in der die Axiome P.1 —
3 erfiillt sind, gibt es vier Geraden, von denen nicht irgendwelche drei durch einen Punkt gehen.
Hinweis: Man zeige zuerst, dass auf den Geraden A € G, welche Punkte einer Konfiguration
nach Axiom P.3 verbinden, wenigstens drei verschiedene Punkte liegen.

Ubung 8. Wir betrachten eine projektive Geometrie B} iiber einem Kérper K. Man zeige:
a) Gibt es eine Gerade h € P, auf der genau p + 1 Punkte liegen, p eine Primzahl, so ist
K = Z,, der Restklassenkérper mod p. - b) Die projektive Geometrie ‘BQZZ enthilt genau sieben
Punkte und sieben Geraden, wobei die Inzidenzbeziehung durch Abb. 1.4 dargestellt wird, in
welcher der Kreis und die sechs Strecken die sieben Geraden symbolisieren. Diese Geometrie ist
auch als Fano-Ebene bekannt. - ¢) In Pz, gibt es genau 2""' — 1 Punkte.
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a;

as

Abbildung 1.5: Satz von Desargues

Definition 3. Eine Punktmenge M € P heifit kollinear, wenn es eine Gerade h € P, 1
gibt mit M C h. Eine Menge 9 C PB" heiflst konzentrisch, wenn es einen Punkt z € P"
gibt mit zt A fiir alle A € M. O

Der in der nichsten Ubung formulierte Satz von Desargues ist besonders fiir die ebene
projektive Geometrie interessant, weil er nicht aus den Axiomen P.1 — 3 der ebenen Inzi-
denzgeometrie folgt; Inzidenzebenen, in denen er gilt, heifen desarguessche Ebenen. Man
kann zeigen, dass die Desargues-Eigenschaft mit der Assoziativitét des Skalarbereiches
dquivalent ist, vgl. G. Pickert [65]. In der Inzidenzgeometrie des Raumes folgt der Satz
von Desargues schon aus den iibrigen Inzidenzaxiomen, vgl. L. Heffter [37], Abschnitt
A.5. Daher gibt es keine projektiven Raume einer Dimension n > 2 mit nicht assoziati-
ven Skalarbereichen. Die projektive Ebene {iber den Oktaven ist das vielleicht wichtigste
Beispiel einer nicht desarguesschen Ebene, vgl. H. Freudenthal [33] oder H. Salzmann et
al. [71]. In den von uns betrachteten Geometrien iiber Schiefkdrpern gilt der Satz fiir alle
Dimensionen n > 2.

Ubung 9 (Satz von Desargues). Wir betrachten eine projektive Geometrie ' iiber einem
Schiefkérper K, n > 2. Es seien sechs verschiedene Punkte a;,b; € P", i = 1,2, 3, gegeben
derart, dass die Verbindungsgeraden h; := a; V b;, i = 1,2, 3, konzentrisch sind. Man beweise:
Es existieren die Schnittpunkte ,entsprechender Seiten®:

cT = (CLQ \/a3)/\ (bg\/b;g),
cy = (a1 Vv a3) A (b1 Vv b3),
cy = (al\/ag)/\(bl\/bg),

und diese sind kollinear, vgl. Abb. 1.5.

Fiir den Beweis des Satzes von Pappos, der ebenfalls nicht aus den quidenzaxiomen
P.1 — 3 folgt, ist die Kommutativitdt des Skalarbereichs wesentlich (vgl. Ubung 2.10):
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Abbildung 1.6: Satz von Pappos

Ubung 10 (Satz von Pappos). Es sei P% eine projektive Ebene iiber einem Koérper K. Mit
A, B bezeichnen wir zwei Geraden mit dem Schnittpunkt z = A A B. Auf jeder Geraden A, B
seien je drei verschiedene und von z verschiedene Punkte a; € A, b; € B, i = 1,2, 3, gegeben,
vgl. Abb. 1.6. Man beweise, dass dann die Punkte

c1 = (ag\/bg)/\ (a3 \/172)7
co = (Cl,l\/bg)/\(Cl,?,\/bl)7
c3 = (al\/bg)/\(az\/bl)

kollinear sind.

Die endlichen Geometrien, die hier in einigen Beispielen vorkommen, werden in den
Monographien [9], [10] von A. Beutelspacher systematisch dargestellt. Zu neueren Ent-
wicklungen siehe auch L. M. Batten, A. Beutelspacher [5], K. Metsch [58], und J. W. P. Hirsch-
feld [43], welch Letzteres ein umfangreiches Literaturverzeichnis enthélt. Sie haben zahl-
reiche Anwendungen zum Beispiel in der Kombinatorik.

1.2 Homogene Koordinaten

Es sei K ein beliebiger Schiefkdrper und K P) (bzw. K P") der zum rechten Vektor-
raum K"*! der (n + 1)-Tupel gehdrende projektive Punktraum: KP" := P(K"t1).
Die Elemente von K P] nennen wir homogene (n + 1)-Tupel, sie sind die Orbits der
multiplikativen Gruppe K* von K bei der rechten Wirkung

((z),\) € K" x K* +— (2'\) € K™, (1)

wobei im Fall K P" das Nulltupel ausgeschlossen ist. Ahnlich wie der Vektorraum K™
der m-Tupel aus K als Koordinatenraum fiir m-dimensionale Vektorrdume {iber K dient,
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soll jetzt der Raum K P als Koordinatenraum der n-dimensionalen projektivben Rdume
iiber K benutzt werden. Die Verwendung der homogenen (n + 1)-Tupel, also eines iiber-
fliissigen Freiheitsgrades, der sich im Auftreten des willkiirlichen Faktors A\ ausdriickt,
gestattet es, mit einem einzigen Koordinatensystem fiir den ganzen projektiven Raum
auszukommen; die Koordinatentransformationen lassen sich analog zur Transformation
der Vektorkoordinaten mit Mitteln der Matrizenrechnung beschreiben.

1.2.1 Definition. Simplices.

Wir betrachten nun einen beliebigen (n + 1)-dimensionalen rechten Vektorraum V {iber
K und den zugehorigen projektiven Raum P" = P(V). Es sei (a;) eine Basis von
V und (c;) die Standardbasis von K"*! i = 0,...,n. Durch lineare Ausdehnung von
o(a;) =¢;,i=0,...,n, wird ein linearer Isomorphismus der Vektorrdume definiert, der
Vektorkoordinaten in V' bestimmt. Bezeichnet 7 jeweils die kanonische Abbildung, so
folgt aus der Linearitdt von ¢ unmittelbar, dass

P(r(r) = () teV) (2)

die Abbildung ¢ : P! — K P! unabhiingig von der Wahl von ¢ € 7~ !(z) definiert;
sie heifst das durch (a;) bestimmte homogene Koordinatensystem des projektiven Raums
P"; gilt p(x) = (2°)K*, so heifen die z* die homogenen Koordinaten von x beziiglich &;
sie sind nur bis auf einen gemeinsamen Faktor A\ € K* eindeutig bestimmt. Die Punkte
a; := m(a;) nennt man die Grundpunkte und e := w(>_"" ,a;) den Einheitspunkt des
homogenen Koordinatensystems. Der j-te Grundpunkt hat die homogenen Koordinaten
(6%)K*, wobei 6; das Kroneckersymbol bezeichnet:

si_ [0 fiiri g,
P71 firi=4,4,5=0,...,n,

und der Einheitspunkt hat lauter gleiche Koordinaten (1,...,1)K™*. Offenbar ist die Folge
(ag,...,an;e) aus Grundpunkten und Einheitspunkt eines homogenen Koordinatensy-
stems in allgemeiner Lage, vgl. Ubung 1.6. Daher spannen je k 4+ 1 Grundpunkte eines
Koordinatensystems eine Koordinaten-k-Ebene auf:

Hio---ik = Q;, V...V a;, .

Allgemein nennen wir zwei projektive Unterrdume A, B zueinander komplementdr, wenn
AANB =ound AV B = P" gelten. Zu jeder Koordinaten-k-Ebene H,, ;, gibt es
genau eine komplementire Koordinatenebene, némlich H,, . ;, wobei {ji,...,5} das
Komplement von {ig, . ..,ir} in der Menge {0, ...,n} ist; ihre Dimension ist n — k — 1.

Ubung 1. Es seien A, B C P" zueinander komplementire Unterrdume. Man zeige: a) Zu jedem
Punkt z € P"\ (AU B) gibt es genau eine Gerade H mit z € H, HNA #ound HNB # o.
b) Durch

p:z€EPyr— (xVB)AAEA
wird eine surjektive Abbildung p : P), — A definiert; es gilt p(x) = o genau dann, wenn x € B
ist. - ¢) Die Abbildung p erfiillt p? = p.

Das folgende Beispiel veranschaulicht die Situation:
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Beispiel 1. Simplices. Eine projektiv unabhingige Folge aus k+1 Punkten (by, ..., by)
heifit k-dimensionales Simplex, kurz auch k-Simplezx, die Punkte selbst sind die Ecken
und die Teilfolgen die Seiten des Simplex. Oft werden wir auch den von der Seite auf-
gespannten projektiven Unterraum als Seite des Simplex bezeichnen. Eindimensionale
Seiten werden auch Kanten genannt. Zu jeder Ecke b; eines k-Simplex gehort als ge-
gentberliegende Seite B; die (k — 1)-Seite, die b, nicht enthlt. Die Grundpunkte eines
homogenen Koordinatensystems des P™ bilden das Koordinatensimplex. Bezeichnet B;
die a; gegeniiberliegende Seite, so werden die Punkte der von B aufgespannten Hyper-
ebene durch die Gleichung z7 = 0 charakterisiert. Die j-te Projektion p; eines Punktes x
auf die Seite B; (vom Punkt a; aus) wird definiert durch

pj:x€P"—ax;:=B;A(a;Vz)eE Bj; (3)

dabei gilt p;(a;) = o. Als Einheitspunkt auf der Seite B, bezeichnet man die Projektion
e; := p;(e). Die Abb. 1.7 veranschaulicht die Verhaltnisse in der Ebene. Betrachtet man
nun die Seite By als unendlich ferne Gerade, vgl. Beispiel 1.1, so ist ihr Komplement,
die affine Ebene A? := P?\ By, durch z° # 0 charakterisiert, und man kann dort die
homogenen Koordinaten so normieren, dass 20 = 1 gilt. Die Koordinaten z', 22 des so
normierten Tripels werden dann die kartesischen Koordinaten des Punktes & € A?. Sie
koénnen als Skalenwerte der Projektionen von x auf die Achsen der wie in Beispiel 1.3
gewidhlten Skalen bestimmt werden. Der Punkt ag wird der Ursprung des kartesischen
Koordinatensystems. Man beachte, dass die Projektion von a; aus auf die Achse Bj,
j = 1,2, im affinen Bild als Parallelprojektion erscheint; das Viereck (ao, e1, e, e2) wird
das Einheitsparallelogramm. Entsprechendes gilt auch im n-dimensionalen Fall. O

Abbildung 1.7: Koordinatendreieck in p?

Folgender Satz rechtfertigt die Definition der homogenen Koordinaten:

Satz 1. Die durch (2) eindeutig definierte Abbildung ¢ : P, — K P ist eine Bijektion.
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Ist (a;) irgendeine Basis von V, welche das homogene Koordinatensystem Y bestimmt,

so gilt im Falle n > 1 die Gleichheit 3 = v dann und nur dann, wenn ein Element 11 des
Zentrums Z(K*) des Schiefkorpers K mit 6; = a;u, i =0, ..., n, existiert.

Beweis. Die Bijektivitit von ¢ folgt sofort aus der von ¢. Es sei nun ¢ = . Dann
folgt fiir die Grundpunkte @~ !([¢;]) = ¥~ 1([¢;]) = ai, also a; = a;\; fiir gewisse \; € K*.
Analog haben wir fiir den Einheitspunkt

e=lag+...+ay,] =[0G +...+a,],

also
n n

ST SRT) S

i=0 =0 =0
Hieraus folgt \; = u fiir i = 0,...,n. Es bleibt 4 € Z(K*) zu zeigen®. Fiir alle = = [t] €
P" gilt: Aus ¢ = a;2° = a;8° = (a;u)2° folgt

B(@) = ()K" = J(2) = (#')K*und (%) = (ui).

Daher muf (u2')K* = (2')K* fiir alle (2°) € K™*! gelten. Also muf es eine Abbildung
7: K"\ {(0,...,0)} — K* geben mit der Eigenschaft

(ua') = (") (") (4)
Sind (a?), (b*) linear unabhiingig, so ergibt sich:
(W@ +5)) = (@ 4 b)r(a + ) = (a)r(al +b) + B)r(a’ +b),
= (na') + (ub") = (a')7(a’) + (b)7(0");

somit erhalten wir fiir alle (a*) & [co] wegen n > 1 die Gleichheit 7(a’) = 7(co). Wegen
n > 1 gilt fiir (a*) € [co], also (a*) = ¢os, s # 0, aus demselben Grund 7(cgs) = 7(c1) =
7(co). Daher gilt 7(z') = 7 € K* ist konstant, und aus (4) folgt fiir (z%) = cot, t € K*,
sofort: 1.) 4 = 7 — man setze ¢t = 1, und 2.) ut = tu fiir alle ¢ € K*. Das heifst aber
gerade p € Z(K*). Die Umkehrung ist trivial. O

Bemerkung: Im Falle eines eindimensionalen Vektorraums (n = 0) sind Abbildungen
der Gestalt

(@) = (%) e

im allgemeinen nicht konstante Losungen von (4).

Satz 2. Die Folge (ag,...,an;e) aus Grundpunkten und FEinheitspunkt eines homo-
genen Koordinatensystems ist in allgemeiner Lage. Umgekehrt gibt es zu jeder Folge
(ag,...,an;e) aus n+2 Punkten in allgemeiner Lage ein homogenes Koordinatensystem
@ derart, dass a; i-ter Grundpunkt und e Finheitspunkt des Koordinatensystems ist. Zwei
Koordinatensysteme (z*)K*, (2')K* mit derselben Folge (aqo,...,an;e) von Grundpunk-
ten und Einheitspunkt unterscheiden sich durch eine Links-Dehnung: (z°)K* = (u2®)K*;
fir p € Z(K*) oder im Falle eines Korpers stimmen sie also iberein.

I Der Einfachheit halber verwenden wir von nun an die Summenkonvention der Tensorrechnung: Uber
gleichzeitig oben und unten in einem Ausdruck vorkommende Indizes ist iber den gesamten Definitions-
bereich (hier also von 0 bis n) zu summieren. Die Aufhebung der Summenkonvention in einer Formel
wird durch ¥ bezeichnet.
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Beweis. Aus der Definition von Grund- und Einheitspunkten eines homogenen Koordi-
natensystems folgt unmittelbar, dass je n + 1 diese Punkte reprisentierende Vektoren li-
near unabhingig sind. Nach Ubung 1.1.6 sind diese Punkte daher in allgemeiner Lage. Sei

umgekehrt (ao, ..., a,;e) eine Punktfolge in allgemeiner Lage. Dann sind irgendwelche
die a; reprisentierende Vektoren a; linear unabhéingig. Wir wihlen eine représentierende
Folge (a;,i =0,...,n), a; = [a;], die somit eine Basis von V ist. Es sei ¢ ein Vektor mit

e = [¢] und der Basisdarstellung
¢ = Z a;n;.
i=0

Weil die Folge (ag, ..., an;e) in allgemeiner Lage ist, mufs 7; # 0 fiir alle ¢ gelten. Daher
ist mit b; := a;n; auch (bg,...,b,;e) eine die gegebene Punktfolge reprisentierende
Vektorfolge. Aus der Definition der b; folgt, dass sie eine Basis sind, und dass e der
Einheitspunkt des entsprechenden homogenen Koordinatensystems ist. Eine beliebige
Basis mit den Grundpunkten a; hat notwendig die Form (51) mit 61 = b;\;; soll e auch
der Einheitspunkt zu dieser Basis sein, so muf e = [ b;] = [3b;] = [ bi\i] gelten.
Alsoist \; = p € K* fiir i = 0,...,n. Fiir die entsprechenden Koordinaten folgt hieraus
uz? = x'. Die letzte Behauptung ergibt sich aus Satz 1. O

Die in Satz 2 festgestellte enge Beziehung zwischen den Folgen von n + 2 Punkten in
allgemeiner Lage und den homogenen Koordinatensystemen legen es nahe, eine derartige
Folge (ao,...,an;e) ein projektives Repére zu nennen. Zu jedem homogenen Koordina-
tensystem gehort also ein eindeutig bestimmtes projektives Repére. Offenbar gilt

Folgerung 3. Ist K ein Korper, so gibt es zu jedem projektiven Repére genau ein zu-
gehdriges homogenes Koordinatensystem (und wmgekehrt). O

Fiir einen Schiefkdrper ist diese Beziehung im allgemeinen nicht bijektiv; das zeigt schon
das Beispiel der projektiven Geraden. Offenbar bestimmen die Basen (ag, a1), (agu, aiu)
dasselbe projektive Repére, wihrend die entsprechenden homogenen Koordinaten durch
einen inneren Automorphismus verkniipft sind: Aus ¢ = a;2' = a;u2’ = a;2° folgt

(") K* = (ua")K* = (0, (2"))K*,

wobei 0, : t € K + putpu~' € K den zu u € K* gehorenden inneren Automorphismus
von K bezeichnet. Fiir spitere Anwendungen heben wir noch hervor:

Folgerung 4. Es sei P! eine projektive Gerade. Dann gehért zu jeder projektiven Skala
von P! ein eindeutig bestimmtes projektives Repére (ao,aq;e), vgl. Beispiel 1.3. Die
Menge {&(x)} der Skalenwerte von x, wobei & alle projektiven Skalen mit demselben
projektiven Repére (ao,aq;e) durchliuft, ist eine Konjugiertheitsklasse in K. O

Zum Beweis beachte man, dass die projektive Skala nach ihrer Definition (1.1.4) das
Verhiltnis der beiden homogenen Koordinaten ist.

1.2.2 Koordinatentransformationen. Projektiv-lineare Gruppe.

Wir wollen uns nun den Transformationen der homogenen Koordinaten zuwenden.
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Es bezeichne GL(n+1, K) die lineare Gruppe der Ordnung n+1 {iber dem Schiefkor-
per K, vgl. § 11.7.4. Bekanntlich wirkt diese Gruppe als Matrizengruppe von links iiber
dem rechten Vektorraum K"+!:

((a)), (z") € GL(n+1,K) x K" — (al)(2)) € K", 4,5 =0,...,n.

K2

Sind die homogenen Koordinatensysteme ¢, ¢ durch die Basen (a;) bzw. (&;) bestimmt,
so gilt fiir die entsprechenden Koordinaten (z°) bzw. (2/) eines Punktes € P" die
Bedingung

@ = [0;a'] = [a;27] = [3;a]2"],
wobei (a?) die Matrix der Transformation der Vektorkoordinaten bezeichnet. Daher ist

d(x) = (@) K" = (a])()K* = (a])p(x). ()

Wir haben dieselbe Situation wie bei der Transformation der Vektorkoordinaten: Die
Gruppe GL(n + 1, K) wirkt von links iiber der Menge ® der homogenen Koordinaten-
systeme, vgl. § 1.5.7. Es gilt

Lemma 5. Die beschriebene Wirkung von GL(n+1, K) iiber ® ist transitiv. Eine Matriz
(al) € GL(n + 1, K) bewirkt genau dann die identische Abbildung von ®, wenn

(al) = (6])p, p € Z(K™), (6)
gilt; hierbei bezeichnet Z(K*) das Zentrum von K*.

Beweis. Die Transitivitdt ergibt sich sofort aus der Transitivitdt der Wirkung von
GL(n + 1,K) tiber der Menge aller Basen. Nach Satz 1 gilt (a])¢p = ¢ genau dann,

wenn ein 1 € Z(K*) existiert mit der Eigenschaft (6). Offenbar gilt das fiir alle ¢ € ®,
wenn es fiir irgendeins gilt.O

Definition 1. Die Faktorgruppe
PGL(n+1,K):=GL(n+1,K)/Z(n+1),
wobei K einen Schiefkdrper und Z(n + 1) die Untergruppe
Z(n+1) = {(8])ulp € Z(K*),i.5 =0,....n} (7)

bezeichnen, heifst die projektiv-lineare Gruppe der Ordnung n + 1 iiber K. Man beachte
hierzu die folgende Ubung.

Ubung 2. Nach Lemma 5 ist Z(n + 1) der Nichteffektivititskern (vgl. Definition 1.1.4.2) der
betrachteten Wirkung und daher ein Normalteiler. Die iiber die Reprisentanten definierte Wir-
kung von PG L(n+ 1) iiber & ist einfach transitiv, vgl. § 1.1.4. Man beweise, dass Z(n + 1) das
Zentrum der Gruppe GL(n + 1, K) ist (vgl. Beispiel 1.1.4.7).
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1.2.3 Inhomogene projektive Koordinaten
Wir wollen nun die zu einem homogenen Koordinatensystem
¢(z) = (a'(2))K*

gehdrenden inhomogenen Koordinaten und deren Transformationen betrachten. Unter
der i-ten Koordinatenhyperebene B; verstehen wir die zum Grundpunkt a; komplemen-
tdre Koordinatenhyperebene. Es sei U; = P™\ B; ihr Komplement in P", vgl. Beispiel 1:

U; = {x € P"|2'(x) # 0}.
Offenbar ist auf U; die i-te Karte p; korrekt definiert:
x € U — () := (27 () (2" (x)) " |j #4,7=0,...,n) € K™ (8)
Wir setzen zur Abkiirzung
& (x) == 2 (@) (a' (x)) ! fiir z € U;
und beweisen

Lemma 6. a) Zu jedem homogenen Koordinatensystem ¢ des projektiven Raumes P™
gehoren n + 1 durch (8) definierte Karten ¢, : U; — K™, die bijektive Abbildungen sind.
b) Es gilt J;_,U; = P".

¢) Wie oben bezeichne Y das zu der Basis (a;) gehorende homogene Koordinatensystem
und (a]) die Matriz der Koordinatentransformation. Mit 1); = (éf ) bezeichnen wir die

zu 1 gehérenden Karten ; : V; — K". Dann sind die auf den Durchschnitten der
Koordinatenumgebungen U, NV, definierten Koordinatentransformationen

Voo at s pa(Ua N V) — ¥ (Ua N V3)

gebrochen linear; es gilt

& (@) = ajél (@) (afé, (@) . 9)
Beweis. Man beachte, dass in dieser Formel nach der Summenkonvention im Zéahler
{iber j und im Nenner iiber i zu summieren ist, und dass ¢! = 1, ¥, gilt. Ist (y!,...,y") €

K™ beliebig, so ist der Punkt  mit den homogenen Koordinaten

() =y', 2t (x) =92, ... (=) = o,
d(x) =1, 2" (z) =y, ..., 2" (x) = y"

der einzige Punkt in U;, der auf (y!,...,y") abgebildet wird; somit gilt a). Da fiir jeden
Punkt & € P" wenigstens eine homogene Koordinate nicht null ist, gilt b). Die letzte
Behauptung c) folgt unmittelbar aus dem Transformationsgesetz (5) und der Definition
der inhomogenen Koordinaten. O

Beispiel 2. Projektive Gerade. Im Fall n = 1 gibt es zwei inhomogene Koordinaten,
die im wesentlichen mit den entsprechenden projektiven Skalen iibereinstimmen. Zum
Beispiel ist mit & := &} der Wert £(a;) noch nicht definiert. Setzt man, was nahe liegt,
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&(a1) := o0, so erhilt man die in Beispiel 1.3 definierte projektive Skala. Die Formel (9)
beschreibt in diesem Fall die durch einen Wechsel der Basen in V2 bedingte Transfor-
mation 04 : K — K der projektiven Skalen auf P':

Oa: € €= (ab +b)(cE +d)~" mit A= ( o« ! ) € GL(2, K). (10)
Hierbei ist zu setzen:
-1
o1 _ Jac™t, falls ¢ # 0,
fal=ed) = 00, fa(o0) = {oo, falls ¢ = 0. (11)

d

Ubung 3. Mit den Bezeichnungen von Lemma 6 seien ¢, 0 homogene Koordinatensysteme auf
P", welche die zusétzliche Bedingung Uy = V4 erfiillen. Man zeige, dass die Koordinatentrans-
formation 1) o 5 ' eine affine Transformation von K™ ist, vgl. I, (5.7.36).

Ubung 4. Man beweise, dass die durch (10), (11) definierte Abbildung von K in sich eine
Bijektion ist und (04)™* = 641 gilt. (Man beachte, dass im allgemeinen K ein Schiefkérper ist

und Determinanten daher nicht verwendbar sind.) Es bezeichne S(K) die Gruppe aller bijektiven
Abbildungen von K. Man beweise, dass die Abbildung

F: AeGL((2,K)— 04 € S(K)

ein Homomorphismus ist, dessen Bild zu PG L(2, K) isomorph ist. Fiir K = R, C, H zeige man,
dass jedes 04 ein Homdomorphismus in der im Beispiel 1.3 beschriebenen Topologie von K ist.

Ubung 5. Man sagt, dass in einer projektiven Ebene P? die Pappos-Eigenschaft erfiillt ist, wenn
in ihr der Satz von Pappos gilt, vgl. ["]bung 1.10; die Punkte c1, c2, c3 einer Konfiguration der
Abbildung 1.6 miissen also stets kollinear sein. Man zeige, dass in P? genau dann die Pappos-
Eigenschaft erfiillt ist, wenn der zugrundeliegende Schiefkérper kommutativ, also ein Korper
ist. — Hinweis. Man wihle homogene Koordinaten so, dass (z,as, bs;c2) Grundpunkte bzw.
Einheitspunkt des Koordinatensystems sind, und driicke die Bedingung in diesen Koordinaten
aus.

1.2.4 Die projektiv-lineare Gruppe iiber einem Korper

Beispiel 3. Es sei K ein Korper. Dann gilt Z(K*) = K* = Z(n + 1). Wir betrachten
den aus Definition 1 resultierenden kanonischen Homomorphismus

p:(d}) € GL(n+1,K) — (a)K* € PGL(n+1,K).

Die Nebenklassen der Faktorgruppe PGL(n + 1,K) = GL(n + 1,K)/Z(n + 1) sind
dann gerade die sich nur durch einen Faktor u € K™ unterscheidenden Matrizen aus
GL(n+1,K). Wihlen wir nun in dem projektiven Raum P" {iber K ein ,festes projek-
tives Repére R und betrachten weiter ein variables ,bewegliches* projektives Repére R;
es seien (z°) die zu R und (xAZ) die zu R gehdrenden homogenen Koordinaten, die durch
die Basen (a;) bzw. (a;) von V bestimmt sein moégen. Weil die Basen durch die homo-
genen Koordinaten nach Satz 1 ebenfalls nur bis auf einen gemeinsamen Faktor y € K*
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eindeutig bestimmt sind, entsprechen die Nebenklassen von GL(n+1, K) nach Z(n+1),
also die Elemente von PGL(n+ 1, K), bijektiv den projektiven Repéres. Die Menge die-
ser Repéres ist also eine geometrische Realisierung der Gruppe PG L(n + 1, K), ebenso
wie die Menge der linearen Repéres, der n-Beine (4;), eine geometrische Realisierung der
Gruppe GL(n + 1, K) darstellt.

Wir stellen uns nun die Frage, ob man in den Nebenklassen von GL(n + 1, K') nach
Z(n + 1) in natiirlicher Weise besondere Vertreter auszeichnen kann. Dazu betrachten
wir die Determinante als Funktion von . Bekanntlich gilt det(Au) = det(A)u™*!; die
naheliegende Bedingung an einen ausgezeichneten Vertreter

det(Ap) =1 fiir A= (a!) € GL(n+1,K) und p € K* (12)
lauft also auf die Frage nach der Losbarkeit von
i = (det(A)) !

hinaus, und diese héngt aufier von n wesentlich von den algebraischen Eigenschaften des
Korpers K ab.

Es sei nun K = R. Ist n gerade, so hat die Gleichung (12) bei gegebenem A genau
eine reelle Losung p; es gibt also in jeder Nebenklasse genau einen Vertreter mit der
Determinante eins, und wir erhalten den Isomorphismus

PGL(n+1,R)= SL(n+1,R) (n gerade); (13)
die projektiv-lineare Gruppe ist also in diesem Fall zur speziellen linearen Gruppe
SL(n+1,R):={A€GL(n+1,R)| det(A) =1} (14)

isomorph. Anders im Falle ungerader Dimension: In diesem Fall ist das Vorzeichen
sign(det(A)) auf jeder Nebenklasse konstant, und wir kénnen eine Orientierung defi-
nieren: Zwei projektive Repéres bzw. die ihnen entsprechenden homogenen Koordina-
tensysteme heifien gleich orientiert, wenn die sie ineinander iiberfiihrende Koordinaten-
transformation A eine positive Determinante hat, also sign(det(A)) = 1 gilt. Offenbar
gibt es zwei Klassen gleich orientierter homogener Koordinatensysteme (vgl. die folgen-
de Ubung); man nennt einen reellen projektiven Raum ungerader Dimension orientiert,
wenn eine dieser Klassen ausgezeichnet ist. Diese im Rahmen der linearen Algebra einge-
fiihrte Orientierung entspricht ganz dem topologischen Orientierungsbegriff. Man kann
zeigen, dass die reellen projektiven Riume, als differenzierbare Mannigfaltigkeiten be-
trachtet, genau dann orientierbar sind, wenn sie ungerade Dimension haben. O

Ubung 6. a) Man zeige, dass die im vorigen Beispiel definierte Relation ,gleich orientiert* eine

Aquivalenzrelation ist, und dass es fiir ungerades n genau zwei Aquivalenzklassen gibt. — b) Mit
der Definition
|[SL|(N,R) :={A € GL(N,R)| |det(A)] =1} (15)

beweise man die Isomorphie
PGL(n+1,R)~|SL|(n+1,R)/{£E} (n ungerade), (16)

wobei E die Einheitsmatrix bezeichnet.
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1.3 Kollineationen

Kollineationen sind die Isomorphismen der projektiven Geometrie; sie werden mitunter
so definiert, vgl. Ubung 5. Wir beginnen jedoch mit einer viel schwicheren Definition:
die kollinearen Abbildungen bilden projektive Punktrdume so aufeinander ab, dass sie
mit der Operation der Verbindung von Punkten vertauschbar sind. Sind sie bijektiv, so
werden sie Kollineationen genannt, das sind bijektive Abbildungen, die Geraden wieder
in Geraden iiberfithren. Aus dieser Eigenschaft folgt, dass Kollineationen auch projektive
k-Ebenen wieder auf projektive k-Ebenen abbilden. Da die projektiven k-Ebenen iiber die
kanonische Abbildung 7 in den Verband der Teilmengen der projektiven Punktraume P
eingebettet sind, erzeugt jede Kollineation einen Isomorphismus der projektive Geome-
trien genannten Verbdnde, und umgekehrt. Wesentliches Ergebnis ist der Hauptsatz der
projektiven Geometrie, durch den die Kollineationen fiir die Dimensionen n > 2 algebra-
isch beschrieben werden. Aus ihm folgt, dass die geometrische Isomorphie die algebraische
impliziert: Aus der Existenz einer Kollineation f : P(V) — Q(W), wobei V, W end-
lich dimensionale Vektorrdume einer Dimension gréfer als zwei sind, folgt schon, dass
die Skalarbereiche der Vektorriume isomorph und ihre Dimensionen gleich sind. Man
beachte, dass die Isomorphie der Skalarbereiche der zu Grunde liegenden Vektorrdume
nicht eine Voraussetzung, sondern ein Resultat des Hauptsatzes ist. Aus ihm ergibt sich
im dritten Teilabschnitt eine vollstindige Beschreibung der Gruppen der Autokollinea-
tionen der projektiven Punktrdume P} und damit auch der Automorphismengruppe der
projektiven Geometrien P(V), 2 < dim V < oo.

1.3.1 Kollineare Abbildungen.

In diesem Abschnitt betrachten wir Abbildungen f : P} — Q7*, welche die geometrische
Operation der Verbindung erhalten, also f(AV B) = f(A) V f(B) fiir alle projektiven
Unterrdume A, B C P} erfiillen. Dabei geniigt es, diese Eigenschaft fiir die Verbindung
von Punkten zu fordern (vgl. Folgerung 5). Wir definieren:

Definition 1. Es seien P, Q" projektive Radume iiber den (eventuell verschiedenen)
Schiefkérpern K7 bzw. Ko. Eine Abbildung f : P, — Q)" heifit kollinear, wenn sie
folgende zwei Bedingungen erfiillt:

f(O) =0, (1)
flevy) = f(x)V f(y) fir alle xz,y € P). (2)

Eine bijektive kollineare Abbildung wird Kollineation genannt. O

Eine bijektive Abbildung f : P — Q™, welche Geraden wieder in Geraden iiberfiihrt,
kann stets durch die Setzung f(0) := o als Kollineation betrachtet werden. Umgekehrt
fithrt natiirlich jede Kollineation wegen (2) Geraden wieder in Geraden iiber. Ist die
Dimension des Bildes Dim f(P}) < 2, so ist die Definition offenbar nicht sehr inhalts-
reich; zum Beispiel ist jede bijektive Abbildung zwischen projektiven Geraden, welche (1)
erfiillt, eine Kollineation. Aus diesem Grund wird der eindimensionale Fall im n#chsen
Abschnitt gesondert betrachtet.

Die kollinearen Abbildungen mit Dim f(P}) > 2 lassen sich als Verkniipfung einer
Kollineation mit einer (verallgemeinerten) Zentralprojektion darstellen, die wir im fol-
genden Beispiel einfiihren.
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n

Beispiel 1. Allgemeine Zentralprojektionen. Es sei Q' C P, 0 < m < n, ein
projektiver Unterraum und B C P) ein dazu komplementdrer Unterraum. Unter der
Zentralprojektion p von P} auf Q)' mit dem Zentrum B verstehen wir die Abbildung

p(x) = (xzV B) AQL, x € P). (3)
Aus dem Dimensionssatz 1.1 folgen im Fall ¢ B sofort
Dim(xzV B) =Dimx+DimB+1=DimB+1=n—-m

und Dim((xz vV B) A Q}") = 0, so dass durch (3) wirklich ein Punkt von Q)" eindeutig
definiert ist. Offenbar gilt

p~'(0) = B. (4)
Es seien W := 771(Q"") und U := 7~ !(B) die entsprechenden Vektorunterriume. Weil
Q7" und B zueinander komplementér sind, gelten

V'l =W aoU,dimW =m+ 1, dimU =n —m. (5)
Bezeichnet pr: V. — W die durch die Zerlegung (5) bestimmte Projektion der Vektoren,

so gilt fiir aller € V
p(i]) = [pr(¥)]; (6)

wie man unmittelbar nachpriift. Hieraus, oder auch unmittelbar aus der Definition (3),
beweist man leicht, dass p eine kollineare Abbildung ist, die p o p = p erfiillt. Ist das
Zentrum B ein Punkt, so ergibt sich die in Beispiel 1.2 betrachtete Zentralprojektion.
Ist Q)" eine Koordinaten-m-Ebene, etwa Q' =aoV...Van,,und B=an+1V...Va,
die dazu komplementire Koordinaten-(n — m — 1)-Ebene, so ist die in (6) auftretende
Projektion pr gerade die entsprechende Vektorkoordinatenprojektion:

pror=ax’ € V' pr(x) = aga® € W

hierbei bezeichnet W™ %! den von den m + 1 Basisvektoren a,, o = 0,...,m, aufge-
spannten Vektorraum, es gilt ¢ = 0,...,n, und die Summenkonvention ist anzuwen-
den. Die Einschrankungen der Koordinatenfunktionen (z%(x)), a = 0,...,m, auf die

Koordinaten-m-Ebene Q™ sind dann ein homogenes Koordinatensystem fiir diesen pro-
jektiven Unterraum, dessen Grundpunkte die a, sind und dessen Einheitspunkt eq die
Projektion des Einheitspunktes e des betrachteten Koordinatensystems in P ist:

eg=ple)=(eVamt1V...Vay)A(agV...Vay)=I[a+...+ay] (7

d

Definition 2. Es seien wieder die Voraussetzungen von Definition 1 gegeben. Wir be-
zeichnen mit V bzw. W die zu den projektiven Riumen P} bzw. Q) gehtrenden Vek-
torrdume. Ferner seien a : V. — W und o : Ki — K; Abbildungen, fiir die a(0) = o
und

a(ra) = a(r)o(a)  (reV,aeKy) (8)

gelten. Dann wird durch

x=[t] € Pyr— f(x):=la@)] € Q 9)
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eine Abbildung f : P, — Q)" korrekt definiert; sie heifit die durch a erzeugte (oder
induzierte) Abbildung. Wenn fiir eine von der Nullabbildung verschiedene Abbildung a
eine Abbildung o mit der Eigenschaft (8) existiert, so ist sie offenbar eindeutig bestimmt.
a

Beispiel 2. Semilinear induzierte Abbildungen. Die in Definition 2 betrachtete
Abbildung a : V. — W heifit semilinear, wenn o : K1 — K ein Isomorphismus der
Schiefkorper ist und

a(ra+9f) = a(®)o(a) +alm)eo(f) (kv eV,a fe Ky)

gilt. Semilineare Abbildungen mit dem Isomorphismus ¢ werden oft der Kiirze halber
o-lineare Abbildungen genannt. Offensichtlich erfiillen die semilinearen Abbildungen die
Bedingung (8); die entsprechenden Abbildungen f der projektiven Rdume heifien semi-
linear induziert. Die linearen Abbildungen sind natiirlich semilinear; fiir sie gilt K; =
Ky = K und ¢ = idk. Ein anderer wichtiger Spezialfall sind die konjugiert-linearen Ab-
bildungen; fiir sie ist K = C und o die Konjugation o(a) = @ in C. Ist K; = Ky = K
ein Schiefkérper und V' = W ein rechter Vektorraum iiber K, so ist fiir jedes p € K*
die Dehnung
d,=re€Vm—mecV

semilinear mit dem inneren Automorphismus o = o,-1; die inneren Automorphismen o,
eines Schiefkorpers K sind fiir jedes v # 0 bekanntlich definiert durch

o,:a €K o,(a):=vav ! € K, (10)

wobei o, fiir alle nicht zum Zentrum gehérenden v € K*\ Z(K) vom identischen Auto-
morphismus verschieden ist. Die allgemeinen Eigenschaften der semilinearen Abbildungen
gleichen denen der linearen und lassen sich durch Zuriickfiihrung auf diese beweisen. Es
sei a: V — W o-linear. Im Vektorraum W ersetzen wir den Schiefkérper K5 mit Hilfe
von o durch den Schiefkdrper K7; dabei entsteht ein neuer Vektorarum W, der als abel-
sche Gruppe mit W iibereinstimmt: [W,+] = [W,+], und fiir den die Multiplikation
mit Elementen o € K7 durch

ra:=ro() (teW,ae€ Ky)

definiert ist. Ein derartiges Verfahren nennt man Ersetzung der Skalare; es ist allgemeiner
in Beispiel I1.7.1.4 definiert. Man erkennt unmittelbar, dass die Unterrdume von W mit
denen von W {iibereinstimmen, und dass die Dimension der Unterrdume sich bei dieser
Ersetzung der Skalare nicht dndert. Weiter folgt aus

a(ra) = a(r)o(a) = a(r)a (teV,a€ Ky),

dass a, betrachtet als Abbildung von V in W, nunmehr linear ist. Daher sind Bilder
und Urbilder von Unterrdumen bei a wieder Unterrdume; speziell sind der Kern von a,
Kera :=a~!(0) C V, und das Bild von a, Ima := a(V) C W wohldefinierte Unterriume.
Wie fiir lineare Abbildungen definieren wir den Rang von a durch rga := dimg, Ima.
Ebenso wie bei den linearen Abbildungen gilt dann fiir endlich dimensionale Vektorraume
V:

dimg, Kera +rga =dimg, V=n+1 < occ. (11)

d
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Wir wollen nun beweisen, dass die durch eine semilineare Abbildung a nach (9) de-
finierte Abbildung f der zugehorigen projektiven Riume kollinear ist; speziell gilt das
nach (6) dann auch fiir die Zentralprojektionen p.

Satz 1. Esseia: V"™ — W™ g_linear. Dann ist die durch (9) definierte Abbildung
f: Py — QL kollinear, und es gilt

Dim f~*(0) + Dim f(P?) =n — 1. (12)

Beweis. Weil a semilinear ist, gilt a(o) = o, und hieraus folgt (1). Es seien nun
x=1[t], y=[y] € P,.Dannist xVy = 7([{r,n}]) durch die lineare Hiille bestimmt, und
es folgt (2):

fxVvy) =7(a([{r,n}])) = m([{a(x),av)}]) = f(2) V f(y),

wobei sich a([{r,n}]) = [{a(r),a(y)}] aus der Semilinearitdt von a ergibt. Somit ist f
kollinear. Die Dimensionsformel (12) erhalt man unmittelbar aus (11). O
Als einfache Folgerung aus Definition 1 ergibt sich

Satz 2. Mit f ist auch f~' eine Kollineation. Sind f, g kollinear, so ist auch die Ver-
knipfung f o g kollinear. Die Klasse der projektiven Raume tiber beliebigen Schiefkérpern
bildet mit den kollinearen Abbildungen als Morphismen eine Kategorie. O

Beispiel 3. Die auf P" konstanten Abbildungen f : P, — Q,, f(0) := o und f(x) :=
yo = const fiir ¢ # o, sind stets kollinear. Gilt y, # o, so ist Dim f~!(0) = —1. In
diesem Fall ist (12) genau dann erfiillt, wenn n = 0 ist, und nur dann kann f durch eine
semilineare Abbildung induziert werden (Satz 1). Gilt y, = o, so wird f natiirlich durch
die Nullabbildung induziert. Ist ferner f : P}) — Qfl) eine beliebige Bijektion projektiver
Geraden mit f(o) = o, so ist f eine Kollineation, die im allgemeinen ebenfalls nicht
durch eine semilineare Abbildung erzeugt werden kann. O

Ubung 1. Man finde ein Beispiel fiir eine Kollineation f : P} — Q! fiir projektive Geraden
iber nicht isomorphen Korpern.

Wir wollen nun einige Eigenschaften der kollinearen Abbildungen herleiten. Aus De-
finition 1 und Ubung 1.4 folgt leicht

Lemma 3. Ist f: P, — Q)" kollinear, und sind A C P, B C Q' projektive Unter-
riume, so sind auch f(A) und f~1(B) projektive Unterriume. Speziell sind also f~'(o)
und f(P)) projektive Unterraume. O

Lemma 4. Es sei f: P — Q" kollinear. Dann gilt fir alle k € Ny, ; € P),

fl@oV...Vaxg) = f(xo) V...V f(zg). (13)

Beweis. Wir fithren einen Induktionsbeweis. Fiir £ = 0,1 ist die Behauptung trivial
bzw. nach Voraussetzung erfiillt. Es sei (13) schon fiir k¥ bewiesen. Gilt x4+, € H" :=
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o V...V axy, soist (13) offenbar auch fiir {xy,...,x;1} erfillt. Es sei nun ¢y & H',
also M™™ := 2o V...Vapy = H Vap, und z € M™'. Esist

f(z) € f(@o) V...V f(®r41) = F(H") V f(®r41)

zu zeigen. Wir kénnen z # xpy; und z ¢ H" annehmen, weil sonst die Behauptung
nach Induktionsvoraussetzung gilt. Da H" ¢ M" ™! eine Hyperebene ist, schneidet die
Gerade xy11 V z sie in genau einem Punkt y = (x441 V 2) A H™; und weil f kollinear
ist, gilt wegen z € y V Tj41:

f(z) e flyVarm) =FfY)V f(@r) CFHT)V f(@r),

also
f(mo V...V $k+1) C f(mo) V...V f(karl)'

Andererseits ist M ein projektiver Unterraum von P”, und nach Lemma 3 ist daher
F(M™1) c Q™ ein projektiver Unterraum. Wegen f(z;) € f(M"™™),i=0,...,k+1,
ergibt sich aus der Definition der Verbindung als kleinster umfassender Unterraum die
Behauptung. O

Folgerung 5. Es sei [ : P, — Q.' kollinear. Dann ist fir projektive Unterrdu-
me A, B C P} die Finschrinkung flA : A — Q.' ebenfalls kollinear, und es gilt
Dim f(A) < Dim A. Auferdem ist stets

f(AV B) = f(A)V f(B). (14)

Beweis. Beide Behauptungen ergeben sich aus (13), wenn man A, B durch projektiv
unabhéngige Punkte erzeugt. O
Der folgende Satz charakterisiert die injektiven kollinearen Abbildungen:

Satz 6. Es sei f: P — Q" kollinear. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
a) f ist injektiv;

b) Dim f(P;) = n;

c) fir jeden projektiven Unterraum A gilt Dim f(A) = Dim A.

Beweis. Aus a) folgt b): Angenommen, es sei B := f(P}) # o und DimB = k < n.
Dann kénnen wir B durch k41 Punkte in allgemeiner Lage aufspannen: B = by V...V by.
Es seien a; € f~1(b;) # 0,i = 0,...,k. Dann ist mit A := a, V ...V aj nach (13)
f(A) = B = f(P?) und Dim A < n. Daher finden wir ein « € P\ A, fiir das f(x) € B
gelten muss; somit kann f nicht injektiv sein. Ist B = o0, so muss wegen n > 0 fiir alle
x € P" der Wert f(x) = o sein, und f ist ebenfalls nicht injektiv.

Aus b) folgt a): Es sei f nicht injektiv. Dann gibt es z,y € P,  # y, mit f(x) =
f(y). Falls etwa « = o ist, gilt auch f(y) = o und y # o. Wir setzen dann ay := y und
erginzen ag zu einer projektiv unabhingigen Folge (ao,...,a,) in P.. Aus f(ap) = o
folgt nach Lemma 4

f(Py) = fla1) V...V f(a,), also Dim f(P}) < n. (15)

Sind x und y beide ungleich o, so erginzen wir ag := x, a; := ¥y zu einer projektiv
unabhéngigen Folge (ao, . ..,a,) in P,. Wegen fao) = f(a1) folgt dann wieder (15).
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Weil mit f auch f|A fiir jeden Unterraum A C P, injektiv ist, folgt ¢) unmittelbar
aus der Aquivalenz von a) und b). Da b) ein Spezialfall von c) ist, ist ¢) zu b) dquivalent.
a

Bemerkung. Offenbar gilt fiir jede injektive kollineare Abbildung f~!(0) = 0. Wie
das Beispiel 3 einer konstanten Abbildung f mit y, # o und n > 0 zeigt, folgt aus dieser
Eigenschaft nicht die Injektivitdt von f. Es gilt jedoch

Satz 7. Es sei f: P, — QU kollinear und Dim f(P?) > 1. Die Abbildung f ist injektiv
genau dann, wenn f~1(o) = o gilt.

Beweis. Wir kbnnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit f als surjektiv annehmen.
Es seien bj, j =0,...,m, Punkte, die Q," aufspannen: Q" = by V ...V b,,. Wir wihlen
Punkte a; € f~1(b;), a; # o, und bilden A :=agV...Va,,. Aus (13) folgt f(A) = Q}",
und nach Folgerung 5 ist Dim A = m. Nach Satz 6 ist g := f|A bijektiv. Wir fithren
den Beweis indirekt. Angenommen, es sei f~!(0) = o und f sei nicht injektiv. Dann
gébe es ein ¢ € P} \ A, fiir das ein ¢y € A mit f(co) = f(c) existierte. Wegen ¢ # o
und f~1(0) = o ist f(c) # o und ¢y # o. Wir betrachten den projektiven Unterraum

H™! .= ¢V A und definieren die Abbildung
¢:=g to fIH™ H™ — A,

die nach Satz 2 kollinear ist und wegen g|A = id 4 die Beziehung q* = q erfiillt. Zu jedem
x € H™" gibt es genau ein ¢y € A, nimlich xy = ¢(x), fiir das f(x) = f(xo) gilt;
denn nach Definition ist q(x) € A, f(q(x)) = gog~'o f(z) und g = f|A ist injektiv.
Es sei # € H \ A. Dann ist q(x V xo) = q(z) V q(xg) = x0, also © V x¢ C ¢~ (x0).
Wir zeigen, dass ¢~ !(z¢) = = V xo gilt. Wire néimlich z; ¢ = V xo und ¢(z1) = xo, so
miisste wegen « # o und ¢~ !(0) = o0 auch zy # o und Dimz V xy V &1 = 2 sein. Aus
der Dimensionsformel ergébe sich

Dim(xVaxoVei)NA=24+m—(m+1)=1,
was wegen q|A = id 4 der Beziehung
ro=q((xVzoVE1)NA)=(XVEXVET)NA
widerspriche. Weil nach Voraussetzung des Satzes m + 1 > 2 gilt, finden wir ein

z€e H™™\ (AU (zV xp));

es geniigt, ein projektives Repére (ao, . .., @ 11; €) von H™ ! so zu wihlen, dass zVa =
agVanss und A = ag V...V a, gelten; dann erfiillt z = e die Bedingung. Es sei
20 := q(z). Dann gilt, wie oben gezeigt, ¢~*(z¢) = 2z V 20, also auch zq # x(. Ferner ist

(zV zg)A(xVx0) = 04

denn fiir yiu(z V zo) A (z V xo) muss q(y)ezo und g(y)izo gelten, was wegen xg # zo nur
fiir y = o moglich ist. Daher sind die Geraden z V zg,  V xg windschief, und somit ist
L := (2 V zp) V (x Vo) ein dreidimensionaler Unterraum von H™"'. Wegen H™*! =
L v A folgt Dim L A A = 2. Das fiihrt aber wegen q|A = id 4 zu dem Widerspruch

ANLCq(L) =q(x)Vq(mo) Vq(2) Vq(z0) = To V 20.
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Die Umkehrung ist trivial. O
Nun ergibt sich leicht

Folgerung 8. Es sei f : P — Q' kollinear mit Dim f(P}) > 1. Dann ist [ als
Komposition f = gop einer Zentralprojektion p und einer injektiven kollinearen Abbildung
g darstellbar: Ist B = f~'(0) und A ein zu B komplementirer Unterraum in P}, p die
Zentralprojektion p : P, — A mit dem Zentrum B, so ist g := f|A injektiv, und es gilt
f=gop.
Beweis. Esist gop(x) = f((xVB)ANA)f(x)V f(B) = f(x). Da AAB = o gilt, kann
gop(x) = onur fiir p(x) = o, d.h. ¢ € B, eintreten, und somit ist gop(x) = f(x). Weiter
ist p(x) € A, also f(P}) = f(A). Daher gilt Dimg(A) > 1, und wegen A A B = o ist
g~ !(0) = 0. Nach Satz 7 ist g injektiv. O

Weil wegen Satz 6 Dim A = Dim f(P?))) gilt, erhalten wir unmittelbar die folgende,
(12) entsprechende Eigenschaft:

Folgerung 9. Es sei f: P, — Q0" kollinear mit Dim f(P}) > 1. Dann gilt fir jeden
projektiven Unterraum H C P)

Dim f(H) = Dim H — Dim H A f~'(0) — 1. (16)
Fir eine Kollineation f gilt stets Dim f(H) = Dim H.

Beweis. Nach Folgerung 8 ist f = gop. Somit ist f(H) = gop(H), und weil g injektiv
ist, gilt nach Satz 6, ¢), Dim f(H) = Dimp(H). Nun ist aber p(H) = (H VvV B) A A.
Durch zweimalige Anwendung der Dimensionsformel folgt aus der Komplementaritat von
A und B = f~Y(o):

Dimp(H) = DimH +Dim B —Dim H A B+ Dim A —n,
= DimH —-DimHAB —1.

Fiir eine Kollineation ist nach Definition f~!(0) = o, also Dim H A B = —1; der Fall
Dim f(P}) < 1 ist fiir Kollineationen trivial (und fiir kollineare Abbildungen im allge-
meinen falsch, vgl. Beispiel 2). O

1.3.2 Der Hauptsatz der projektiven Geometrie

Wir wollen nun den folgenden Hauptsatz der projektiven Geometrie beweisen, aus dem
sich auch die zu Anfang dieses Abschnitts angekiindigte Charakterisierung der kollinearen
Abbildungen ergibt (vgl. E. Artin [3], J. Dieudonné [31]):

Satz 10. Es seien V, W (n+ 1)-dimensionale Vektorraume, n > 2, iber den Schiefkor-
pern K1 bzw. Ko mit den zugehdrigen projektiven Riumen P! und Q7. Ferner sei

fixePlr—a' =f(x)eQ!

eine Kollineation. Dann gibt es einen Isomorphismus der Schiefkérper o : K1 — Ko und
eine o-lineare Bijektion a : V. — W, die [ erzeugt, fir die also f([r]) = [a(x)] fir alle
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t €V gilt. Ist a1 : V — W eine o1-lineare Bijektion, die ebenfalls [ erzeugt, so gibt es
e p € KT mit
a(r) = a(p), eV, (17)
o1(§) = o 'ép), E€Ku (18)

Beweis. Aus Satz 6, c), folgt, dass die Bilder der Punkte eines projektiven Repéres
(ag,...,an, :e) von Py,

a; = f(a;), e = f(e),i=0,...,n, (19)
ein projektives Repére von Q7 bilden, da je n+1 von ihnen projektiv unabhéngig sind. Es
seien (a;) bzw. (a}) Basen von V bzw. W, welche die projektiven Repéres (ao, ..., a, : €)

bzw. (ay,...,a), : €') bestimmen; nach Satz 2.2 sind sie bis auf jeweils einen gemein-

samen Faktor aus K} bzw. K; eindeutig definiert. Wir werden zeigen, dass es einen
Isomorphismus ¢ : K1 — K, gibt derart, dass f in den zu diesen Basen gehdrenden
homogenen Koordinaten durch (man beachte die Summenkonvention!)

f([miz']) = [afo(2")] (20)
dargestellt wird; die gesuchte o-lineare Abbildung ist daher
a:az' €V do(a') e W.

Zum Beweis betrachten wir eine Koordinatenachse ag V a;, 0 # j. Wegen (19) erhalten
wir eine Bijektion o; : K1 — Kp, die definiert wird durch

f([a0 + a;€]) = [ag + ajo;(§)], € € K, (21)

(vgl. Beispiel 1.3). Wir zeigen: Die Abbildung o; ist unabhingig von j. Betrachten wir
etwa o1,092. Aus (19) folgt ¢;(0) = 0. Aus derselben Formel folgt, dass f generell die
Koordinaten-k-Ebenen entsprechend ineinander {iberfiihrt. Da f kollinear ist, ist es mit
der Operation der Verbindung V vertauschbar, und weil f bijektiv ist, ist es auch mit der
Operation A des Schnitts vertauschbar, die ja mit dem Durchschnitt {ibereinstimmt. Aus
(7) folgt daher, dass f auch die Einheitspunkte der Koordinaten-k-Ebenen entsprechend
ineinander iiberfiihrt. Angewandt auf die betrachteten Koordinatenachsen ergibt sich
0j(1) = 1. Es seien nun x;(§) := [ap + a;£], j = 1,2, die Punkte mit dem Parameterwert
& # 0 auf den Koordinatenachsen. Man erkennt leicht, dass alle Verbindungsgeraden
x1(£) Va2 (§) die Koordinatenachse a; V as in ein und demselben Punkt ¢ schneiden: Bei
festem ¢ gilt fiir diesen Schnittpunkt ja

c = [(ap + ar)a + (ag + a2) 5] = [a1y + az0],

woraus sich o = —fund v = £a = =€ = —0 ergeben. Daher ist ¢ = [a2 —a;] unabhéngig
von £.

Bemerkung. Die Existenz und Eindeutigkeit des Schnittpunktes c ist klar, weil die
Konfiguration in der Koordinatenebene agV a1 V as liegt (vgl. Beispiel 1.4). Interpretiert
man diese Ebene affin mit a; V as als unendlich ferner Geraden, so besagt unser Ergebnis,
dass die Verbindungsgeraden von Punkten auf den Achsen mit gleichen Ordinaten alle
parallel sind, was unmittelbar aus dem Strahlensatz folgt.
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Wir betrachten nun das Bild dieser Konfiguration unter der Kollineation f. Weil
diese Geraden in Geraden iiberfithrt und mit Schnitt und Verbindung vertauschbar ist,
erhalten wir fiir das Bild des Schnittpunktes ¢’ = f(¢) unter Beriicksichtigung von (21):

¢ = (#1(0)Vah(©) A (@] v a))
= [(6h + o1 (€)a + (e + tho2(€))] = [ah + el

Der Koeffizientenvergleich ergibt

a=-0,7=01(fa, § = 02(§)B = —02(£)a,
und es folgt
¢’ = [a302(€) — ayo1(§)]-
Da ¢’ nicht von £ abhingt, konnen wir £ = 1 setzen und erhalten nach der schon be-
wiesenen Gleichung o;(1) = 1 schlieRlich ¢ = [a} — a}]. Hieraus und aus der letzten
Formelzeile folgt die Behauptung o1 (§) = 02(§) fiir alle £ € K.

Wir beweisen nun (20). Es sei zuerst @ ¢ H, wobei Hy = a1 V ...V a, die zu
ao komplementire Koordinatenhyperebene bezeichnet. Weil f(H) die zu aj komple-
mentire Koordinatenhyperebene Hj, ist, gilt auch ' = f(x) ¢ H/, und daher sind die
nullten Koordinaten z°, 2/ ° von = und &’ von null verschieden. Wir normieren diese zu
2% =1, 2'% = 1 und erhalten so die normierten Darstellungen

x=[ap+amz' +...a,2"], ' = [aj +aj2’t + .. a2

Es seien py,p) jeweils die Projektionen auf die Koordinatenachse ag V a1 bzw. aj V af;
bezeichnen also Hg;, H(y, die zu diesen Achsen komplementiiren Koordinatenebenen, so
gelten
pl(m) = (m\/Hol)/\(ao\/al) = [ﬂo+ﬂ11‘1]
pi(@) = (&' VHy)AagVay) = [ag+aja’].
Die rechten Gleichungen dieser Formeln ergeben sich unmittelbar aus Beispiel 1, (6). Weil

nun die Koordinatenebenen durch f entsprechend ineinander {ibergehen, ergibt sich aus
der Vertauschbarkeit der Kollineation f mit V und A und der Definition (21) von o:

fpr(@)) = lag + ayo(z)] = pi(f(@)) = [ag +aja’)],

also 2'' = o(z'); da entsprechendes fiir alle Koordinatenachsen gilt, erhalten wir
f([ao—l—Zajxj]): [a'O—I—Za;a(xj)], e Ky, (22)
j=1 j=1

und das ist die Behauptung (20) im Fall z ¢ H.Ist ¢ € Hy, soist auch =’ = f(z) € Hy,
und es ist z° = 2/ % = 0. In diesem Fall liegt = = [¢] mit ¢ = 37, a;2/ auf der Geraden
ag V[ag+1]. Nach (19) und (21) liegt also f(x) auf der Geraden agV [ag +>_7_, @jo(27)].
Es gilt daher

@' = [app+ (0 + ) ajola?))] = [Z iy ).

j=1
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Hieraus folgen p1 = —v und, weil es auf einen gemeinsamen Faktor nicht ankommt,
y) = o(27), und das ist wieder die behauptete Gleichung (20).

Jetzt zeigt man leicht, dass o ein Isomorphismus ist: Der Punkt x = [ag+a; (£+7)+as]
liegt auf der Geraden [ag+ a1£]V [a1n+ az]. Folglich liegt der Bildpunkt ' = [a{,+ajo(£+
n)+aj] auf der Bildgeraden [ay+ao(£)]V[a}o(n)+ab]; hieraus folgt o(§+n) = o(§)+0o(n).
Analog liegt der Punkt @ = [ag + a1&n + azn] auf der Geraden ag V [a1€ + a3], also der
Bildpunkt ' = [af + a}o(&n) + abo(n)] auf der Bildgeraden aj V [ajo(€) + a}]. Der
Koeffizientenvergleich in

ap + a10(&n) + ayo(n) = agr + (a0 (§) + a3)p

ergibt v = 1, u = o(n), o(én) = o(§)o(n). Damit ist die Existenzaussage des Satzes
bewiesen.

Zum Beweis der Eindeutigkeit betrachten wir die Abbildung b:=a"toa;:V — V.
Sie ist eine semilineare Bijektion mit dem Isomorphismus 7 := 0~ ! o ¢; von K;. Da sie
die Identitdt auf P} erzeugt, muss es eine Funktion

AireV\{o} — AQr) € K mit b(r) = rA(x)
geben. Speziell gilt b(a;) = a;0, a; € Ki. Wegen
bai +a;) = (a; + a;)A(a; + a;) = b(ai) + b(a;) = aia; + a;0;

folgt a; = a; =: p und somit b(a;) = a;u fiir ein gewisses p € K und alle j. Da a;
ein beliebiger, zu ag linear unabhingiger Vektor sein kann und dim V' > 3 gilt, erhalten
wir A(r) = p fiir alle ¢t € V' \ {o}. Somit ist b(x) = ru, also ai(r) = a(zu) fir ein
gewisses u € Kj. Weiter ergibt sich b(x¢) = rur(§) = réu, also 7(§) = p~'¢u und
o1(§) = o(p~'ép). O

Fiir kollineare Abbildungen ergibt sich aus dem Hauptsatz

Folgerung 11. Jede kollineare Abbildung f: P, — Q. mit Dim f(P}) > 2 wird durch
eine semilineare Abbildung der zugehorigen Vektorraume b:V — W erzeugt.

Beweis. Mit den Bezeichnungen von Folgerung 8 kann f in der Gestalt f = gop
dargestellt werden; hierbei ist p als Zentralprojektion nach (6) linear erzeugt. Wegen
g(A) = f(Py)ist g : A — f(PJ) eine Kollineation, die die Voraussetzungen von Satz 10
erfiillt; sie wird daher durch eine semilineare Abbildung a erzeugt. Folglich wird f = gop
durch die semilineare Abbildung b = a o pr induziert. O

1.3.3 Die Gruppe der Autokollineationen

Ein wichtiges und iiberraschendes Teilergebnis des Hauptsatzes ist die Isomorphie der
Schiefkdrper zweier projektiver Ridume, die durch eine Kollineation aufeinander abgebil-
det werden kdnnen. Wegen dieser Invarianz der Skalarbereiche wollen wir bei der Betrach-
tung von kollinearen Abbildungen stets K; = K» voraussetzen, also die Kategorie der
projektiven Geometrien (bzw. Raume) iiber einem gegebenen Schiefkérper K zugrunde
legen. Da, wie schon bemerkt, der Begriff der Kollineationen fiir n < 2 wenig inhaltsreich
ist, setzen wir fiir die Beschreibung der Automorphismengruppe eines projektiven Raums
bis zum Ende dieses Abschnitts n > 2 voraus; die projektiven Geraden, fiir die das Dop-
pelverhéltnis eine entscheidende Rolle spielt, werden im n#chsten Abschnitt behandelt.
Wir definieren daher
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Definition 3. Fiir n > 2 sei Aut P" die Gruppe aller Kollineationen f : P* — P" von
P"™ auf sich. Die Elemente f € Aut P™ heifen die Autokollineationen des P™. Hier und
im folgenden lassen wir den Index o oft fort, wenn keine Irrtiimer zu befiirchten sind;
wenn notig, denken wir uns eine Abbildung f : P" — Q™ stets durch f(o) := o zu
f: Pl — Q7 fortgesetzt. O

Der Hauptsatz gibt uns die Mdglichkeit, Aut P™ algebraisch zu beschreiben, da jede
Autokollineation durch eine semilineare Bijektion erzeugt wird. Wir zeigen zuerst

Lemma 12. Die Gruppe derjenigen f € Aut P", die ein gegebenes projektives Repeére
(a;;e), i = 0...,n, des P" elementweise festlassen, ist zur Automorphismengruppe
Aut K des Schiefkorpers K des P" isomorph.

Beweis. Ist 0 € Aut K und (a;) eine das Repére (a;; e) bestimmende Basis des zu P"
gehorenden Vektorraums V', so definiert ¢ : 0 — f, mit

fo(laia']) = [aio(2")] (23)

einen Homomorphismus von Aut K in Aut P", fiir den jedes f, zur stationdren Unter-
gruppe von (a;; e) gehort, d.h. die Bedingungen

fla;)) =a;, fle)=e, i=0,...,n, (24)

erfiillt, weil 0(0) = 0 und o(1) = 1 gelten. Aus der Definition (23) folgt sofort fro, =
fr o fo. Ist weiter f, = idpn, so gilt speziell

fo([ao + a1€]) = [ao + a10(§)] = [ag + a1¢],

und hieraus folgt unmittelbar o(¢) = £ fiir alle £ € K. Daher ist ¢ injektiv. Es bleibt zu
zeigen, dass jede Autokollineation f, die (24) erfiillt, von der Gestalt (23) ist. Aus (24)
folgt zunachst fiir jede f induzierende semilineare Abbildung @ mit dem zugehorigen
Automorphismus o € Aut K:

a(ai) = aipi, ad_a;) =D ajuy = (3 a)u,

also p; = p #0 fiir i =0, ..., n. Somit gelten
a(az’) = azpo(z’), (25)
flaia]) = [aipo ()] = [apo ()1, (26)

Setzen wir also 7 := ¢, 00, 0, der zu u € K* gehorende innere Automorphismus, so
folgt f = f;. O

Lemma 12 gibt uns eine geometrische Interpretation der Automorphismengruppe des
Schiefkorpers K als stationdre Gruppe eines projektiven Repéres des projektiven Raums
P" iiber K in der Gruppe Aut P". Um die Gruppe Aut P" algebraisch zu beschreiben,
stellen wir zunéchst die semilineare Gruppe G = G(V™"'), das ist die Gruppe der
semilinearen Bijektionen des Vektorraumes V™ 1! algebraisch dar. Es sei (a;) eine fest
gewihlte Basis von V = V" und a € G. Dann gilt

a(az’) = a(a)o(z?) = ajalo(z?). (27)
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Offenbar 138t sich jede semilineare Abbildung a von V in sich in dieser Gestalt dar-
stellen, und jede von der Nullabildung verschiedene derartige Abbildung bestimmt den
zugehorigen Automorphismus o € Aut K eindeutig; die Nullabbildung ist natiirlich line-
ar. Fiir a € G ist a invertierbar, und die inverse Abbildung o~ ist semilinear mit dem
Automorphismus ¢~!. Zur Bestimmung der Matrix der inversen Abbildung setzen wir
a~'(a;) = apy¥. Bs folgt

0 =a (a(a;) = a”Haja]) = apyfo (o),

also durch Koeffizientenvergleich und Anwendung von o:

ok = 'y]]-“a_l(af) = U('y]]-“)ag.

Folglich ist die Matrix (o) invertierbar, und wir erhalten eine wegen (27) wohldefinierte
Abbildung

d:ae GV — d(a) := (), 0) € GL(n + 1,K) x Aut K.

Dabei gilt

®(a) = (07 (e]) o). (28)
Mit ®(b) = ((BF), ) ergibt sich nach einer leichten Rechnung

®(boa) = ((B)(r(ag)), 70 0). (29)

Definiert man in
Go+1(K):=GL(n+1,K) x Aut K

eine Multiplikation durch
((B),7) - ((ah),0) = ((B)(r(a)). T 0 0), (30)

so entsteht eine Gruppe, die semilineare Gruppe G, 11(K) der Ordnung n + 1 diber K,
als halbdirektes Produkt des Normalteilers GL(n + 1) x {idx} mit der Untergruppe

64} x Aut K, vgl. Ubung 1.3.2.3, und es folgt, dass ® ein Isomorphismus ist:
j

G(V") =G, 1(K), n € No. (31)

In Beispiel 2 bezeichneten wir mit d,, die Dehnungen d,(x) =p, r € V, n € K*; d,, ist
semilinear mit dem Automorphismus o,,-1. Die Menge aller Dehnungen

D :={d,|pe K*} C G(V)
ist, wie aus dem néchsten Satz folgt, ein Normalteiler in G(V'), der vermdge
pe K —d, €D, K*> D,
zu K* isomorph ist. Wir denken uns im folgenden K* iiber
peK* = () = (597", 0,) € Gusa(K) (32)

kanonisch in die semilineare Gruppe eingebettet und schreiben entsprechend K* C
G (K).
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Satz 13. Die Abbildung F : a € G(V") — f, € Aut P", n > 2, definiert durch
fa([£]) := [a(r)], ist ein surjektiver Homomorphismus mit dem Kern

Ker F = D, (33)

so dass gilt
Aut P" = G, (K)/K*, n>2. (34)

Beweis. dass F ein surjektiver Homomorphismus ist, folgt unmittelbar aus dem Haupt-
satz und aus der leicht nachzurechnenden Formel fyoq = fp © fo. Somit erhalten wir (34)
wegen (31) und (32) aus (33). Zur Berechnung des Kerns Ker F' wihlen wir eine Basis von
V" und betrachten die durch f, = ®'((a}), o) bestimmte Abbildung aus G(V"*+?),
fir die f, = idpr gelte. Weil f, speziell (24) erfiillt, erhalten wir wie beim Beweis von
Lemma 12 die Beziehung (26), wobei wir nur y durch p~! ersetzen:

(a‘z):(éi:u’_l)7 fa:fT mitTZUH71 o0,

vgl. (23). Da nach Lemma 12 die Abbildung ¢ — f, injektiv ist, muss 7 = idg, also
0 = 0, gelten. Andererseits liegt jedes d,, € D offenbar in Ker F'. O

Wir stellen uns nun die Frage, ob die von uns projektive Repéres genannten Folgen
(ao,...,an; e) wirklich Repéres im Sinne der gruppentheoretischen Auffassung der Geo-
metrie sind. Nach E. CARTAN [25] ist das per definitionem genau dann der Fall, wenn die
der Geometrie zugrunde liegende Gruppe einfach transitiv iiber der Menge der Repéres
wirkt. Wir werden zeigen, dass das fiir die Gruppe der Autokollineationen im allgemeinen
nicht gilt; in dem wichtigen Fall des Kérpers K = R der reellen Zahlen trifft es jedoch
Zu.

Satz 14. Es seien P", Q" n-dimensionale projektive Rdume, n > 1, iber dem Schiefkor-
per K und o € Aut K ein Automorphismus von K. Dann existiert zu jedem Paar pro-
jektiver Repéres (aj;e), (a};e’) von P" bzw. Q" eine von einer o-linearen Abbildung
erzeugte Kollineation [ : P" — Q" derart, dass

flaj)=aj, fle)=¢ (35)

gelten. Ist K kommutativ, so ist f durch (35) und o eindeutig bestimmt. Umgekehrt,
ist eine derartige Abbildung fiir ein gegebenes Paar (aj;e), (a’;e’) und ein o € Aut K
eindeutig bestimmt, so ist K ein Kérper.

Beweis. Nach Satz 2.2 finden wir Basen (a;) von V"1 (a) von Wt derart, dass

(aj;e) bzw. (a);e’) die zugehdrigen projektiven Repéres sind. Betrachten wir (20) als
Definition von f, so folgt aus o(0) = 0 und o(1) = 1 sofort (35). Sind nun g, h Kollineatio-
nen, die (a;;e) in (a’; €’) iiberfiihren und durch o-lineare Abbildungen erzeugt werden,
so ist f = h™! o g eine Autokollineation von P", die (24) erfiillt und durch eine lineare
Abbildung erzeugt werden kann. Die Behauptung des Satzes ergibt sich unmittelbar aus

dem folgenden

Lemma 15. Der Skalarbereich von P™, n € N, ist genau dann ein Kérper, wenn es nur
eine einzige, von einer linearen Abbildung o € GL(V"™ ") erzeugte Kollineation f gibt,
die (24) erfillt, namlich f = idp~.
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Beweis. Wie beim Beweis von Lemma 12 ergibt sich aus (24) die Bedingung
a(llj) = aji, e K*a (36)

fiir die gesuchte lineare Abbildung a. Ist K ein Korper, so erzeugt jede dieser Abbildungen
die identische Kollineation f = id pn, die somit durch (24) und die Linearitétsforderung
eindeutig bestimmt ist. Wenn K nicht kommutativ ist, so existieren p, @ € K* mit
pap~t # a. Weil n > 1 ist, hat der zugehorige Vektorraum mindestens die Dimension
zwei. Wir betrachten den Vektor ¢ := apa + a3 und die durch (36) bestimmte lineare
Abbildung a, die f erzeugen moge. Dann ist

F(e) = [a(0)] = [aopa + arp] = [mopop™" + @] # [aoa + a1] = [t],

weil die Vektoren aga + ay, apuapu™! + a; offenbar linear unabhiingig sind. Damit ist f
eine von der Identitdt verschiedene, linear erzeugt Autokollineation, die (24) erfiillt. O

Folgerung 16. Es sei K = R der Kérper der reellen (oder der rationalen) Zahlen. Ist
f: Pl — Q) eine kollineare Abbildung mit Dim f(P)) > 2, so wird f durch eine
lineare Abbildung der zugehérigen Vektorriume erzeugt. Die Gruppe Aut P", n > 2,
wirkt einfach transitiv auf der Menge der projektiven Repéres.

Beweis. Wie man leicht zeigt, vgl. Ubung 1.2.1.3, ist die identische Abbildung der
einzige Automorphismus des Korpers der rationalen und der reellen Zahlen. Daher gibt
es in diesen Fallen nach Satz 14 nur eine einzige Kollineation, die (35) erfiillt.

Hinweis. Um die Behauptung iiber die Automorphismen o von R zu zeigen, beweise man
zuerst, dass fiir jeden derartigen Automorphismus die Einschrinkung o|Q auf den Koérper Q der
rationalen Zahlen die Identitit idq ist. Danach erhilt man aus o(£?) = (0(€))? die Monotonie
und daraus die Stetigkeit von o, woraus ¢ = idr folgt. O

Ubung 2. Essei f: P? — Q™ eine Abbildung mit den folgenden Eigenschaften: a) f(o0) = o;
b) f(x Vy) C f(x)V f(y) fir alle ¢,y € P"; ¢) f(P5) ist ein projektiver Unterraum der
Dimension n. Man beweise: f ist eine injektive kollineare Abbildung.

Ubung 3. Es seien P?, Q™ projektive Rdume iiber dem Korper K, (a;;e) ein projektives
Repére von P; und (b;;b), j = 0,...,n, eine Folge von Punkten in Q™. Man zeige anhand
von Beispielen, dass keine kollineare Abbildung f : P; — Q7' zu existieren braucht, fiir die
fla;) = bj, 5 =0,...,n, und f(e) = b gelten, und dass durch diese Bedingungen und die
Festsetzung o = idx fiir den zu f gehdrenden Automorphismus von K auch f im allgemeinen
nicht eindeutig bestimmt ist. (Man vergleiche dagegen den Satz 1.5.3.4 fiir affine Abbildungen!)

Ubung 4. Es seien P7, Q™, K, (a;;e) wie in Ubung 3 und (bo,...,bs;b), n > r > 2, eine
projektiv abhéingige Folge von Punkten aus Q™, von der jede Teilfolge aus r + 1 Punkten
projektiv unabhangig ist. Man beweise: Zu jedem Automorphismus o € Aut K gibt es genau
eine kollineare Abbildung f: P; — Q' mit den Eigenschaften: a) f(a,) =b,, p=0,...,7; b)
f(e) =b;c) f(ar41V...Van) =0; d) f wird durch eine o-lineare Abbildung der zugehdrigen
Vektorrdume ¢ : V" — W™t erzeugt.

Ubung 5. Es seien V"', W rechte Vektorriume iiber den Schiefkérpern K; bzw. Ko, n > 2
und P" = P(V), Q = P(W) die zugehorigen projektiven Geometrien (vgl. Definition 1.1).
Eine Abbildung F : SPB" — £ heikt monoton, wenn aus A, B € P, A C B, stets die Relation
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F(A) C F(B) folgt. Man beweise: Ist F bijektiv, und sind F und F~! monoton, so ist f := F|P¥
eine Kollineation. Umgekehrt erzeugt jede Kollineation f einen Isomorphismus der Verbdnde
F:[B" ] — [Q,c]. (In R. BAer [4], § IIL.1, werden die projektiven Abbildungen als
derartige Isomorphismen der Verbande definiert.)

Ubung 6. Man beschreibe in Analogie zu Folgerung 8 alle kollinearen Abbildungen
f: Py — QU mit Dim f(Py) =0.

Ubung 7. Es sei f € AutP™, n > 2, und F der durch f nach Ubung 5 bestimmte Auto-
morphismus des Verbandes 3", C]. Man zeige: Gilt fiir ein k¥ mit 0 < k < n die Gleichung
F|Pn7k = idP L so ist f = idPn.

Ubung 8. Grobklassifikation der kollinearen Abbildungen. Es seien P, Q. n,m > 2, projek-
tive Rdume iiber dem Schiefkérper K. Wir definieren:

F:={f: Py — Q.'|f kollinear, Dim f(Py) > 2},
G = AutQ™ x Aut P".

Vermége ((g,h), f) € GxF +— gofoh™' € F wirkt G iiber F; es bezeichne ~ die entsprechende
Aquivalenzrelation. Man beweise: Es gilt f1 ~ f2 genau dann, wenn Dim f; (P?) = Dim fo(P?)
ist.

Ubung 9. Man beweise, dass die Gruppe Aut P™, n > 2, transitiv auf den Grafmann-Mannig-
faltigkeiten P, i der k-Ebenen des n-dimensionalen projektiven Raumes wirkt. (Dazu betrachte
man die durch die kanonische Abbildung (1.2) definierte Realisierung der k-Ebenen als Teil-
mengen des Punktraumes und die durch die Wirkung von Aut P" {iber P™ auf ihnen definierte
Wirkung.) Man bestimme die Isotropiegruppe einer k-Ebene. (Bekanntlich versteht man unter
der Isotropiegruppe oder stationdren Untergruppe eines Elements x des transformierten Raums
die Menge aller derjenigen Elemente g der transformierenden Gruppe G, die x fest lassen, fiir
die also gz = = gilt, vgl. I, § 1.4.)

1.4 Doppelverhiltnis und projektive Abbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns zuerst mit der Geometrie auf der projektiven Geraden
iiber einem Schiefkérper K beschiftigen. Die grundlegende Invariante dieser Geometrie
ist das Doppelverhiltnis von vier kollinearen Punkten, das mit Hilfe einer projektiven
Skala auf der Geraden definiert wird und sich als von der Wahl dieser Skala unabhéngig
erweist. Dieses Doppelverhiltnis ist im allgemeinen bei beliebigen Kollineationen nicht
invariant; es wird durch den zu der Kollineation gehérenden Automorphismus von K
transformiert. Die Forderung nach der Invarianz des Doppelverhéltnisses fiihrt uns auf
die projektiven Abbildungen, die etwas spezieller als die kollinearen sind. Sie bilden eben-
falls eine Kategorie, deren Objekte die projektiven Geometrien (oder Rdume) iiber dem
Schiefkorper K sind, und die im allgemeinen Fall kleiner als die Kategorie der kollinea-
ren Abbildungen ist. Fiir den Kérper K = R der reellen Zahlen sind alle kollinearen
Abbildungen f mit Dim f(P)) > 2 projektiv.
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1.4.1 Die Gruppe Aut P'.

Bereits in Beispiel 3.3 haben wir bemerkt, dass beliebige Bijektionen zwischen Geraden
kollinear sind. Der Hauptsatz der projektiven Geometrie gilt nicht fiir n = 1, und die
Gruppe Aut P! ist noch nicht definiert. Um die projektive Geometrie auf einer Geraden
durch eine Gruppe zu charakterisieren, gehen wir folgendermafsen vor: Wir betrachten die
Grafsmann-Mannigfaltigkeit P,, ; der Geraden einer n-dimensionalen projektiven Geome-
trie, n > 1. Die Gruppe der Autokollineationen des P" wirkt transitiv iiber P,, ; (Ubung
3.9); es bezeichne H die Isotropiegruppe der Geraden B C P". Die Elemente h € H las-
sen die Gerade B als ganzes fest, sie transformieren also die Punkte von B ineinander;
damit ist eine Wirkung von H iiber B definiert, die es gestattet, eine inhaltsreiche pro-
jektive Geometrie auf der Geraden zu entwickeln. Um diese Wirkung zu beschreiben,
wihlen wir ein projektives Repére (a;;e) von P" so, dass B = ag V a; eine Koordina-
tenachse ist. Eine semilineare Abbildung a, welche eine Kollineation h € H C Aut P"
erzeugt, muss dann in einer dieses Repére bestimmenden Basis (a;), i = 0,...,n, die
Bedingungen

a(ag) = aghy + a1bp, a(ay) = aph{ + arby (1)

erfiillen, wobei, weil h eine Kollineation ist, die 2 x 2-Matrix (bg) den Rang zwei haben
muss. Umgekehrt bestimmt jede semilineare Abbildung des zu P™ gehdrenden Vektor-
raums V"' mit der Eigenschaft (1) eine zu H gehdrende Kollineation. Weil die iibrigen
Koeffizienten b7, ¢ > 1 oder j > 1, die Wirkung von h auf B nicht beeinflussen, erhalten
wir fiir die projektiven Geraden dieselbe Ausgangssituation wie fiir die h6herdimensiona-
len projektiven Raume: Die Formeln (3.27) bis (3.33) sind auch im Fall n = 1 korrekt; sie
beschreiben die Wirkung der Einschrankungen h|B auf die Gerade B, wobei natiirlich
sehr viele verschiedene Elemente h € H dieselbe Einschrinkung ergeben. Wir erhalten
einen Homomorphismus F' von G (V2) in die Gruppe aller Bijektionen von P'=B , der
wie in Satz 3.13 definiert wird. Setzt man

Aut P! = {f,Ja € G(V?)} = F(G(V?)), (2)

so bleiben die Formeln (3.33), (3.34) auch fiir n = 1 giiltig. Wir nennen Aut P* die
Automorphismengruppe der projektiven Geraden. Man macht sich leicht klar, dass formal
der Fall n = 0 eingeschlossen ist; hier gilt G(V') = D und Aut P° enthilt nur das
Einselement. Der Leser tberprift leicht, dass Satz 3.14, Lemma 3.15 und Folgerung 3.16
einschliefllich der Beweise auch im Fall n = 1 giiltig bleiben, wobei natirlich das Wort
JKollineation“ durch ,,Automorphismus von P zu ersetzen ist.

1.4.2 Doppelverhiltnis

Wir betrachten nun die projektive Gerade P! unter der Wirkung der Gruppe Aut P! und
fragen nach den Invarianten dieser Transformationsgruppe. Nach Satz 3.14, angewandt
auf den Fall Q' = P!, wirkt Aut P' transitiv auf den Tripeln (a,b,c) aus paarweise
verschiedenen Punkten der Geraden, die wir ja stets als Punkte eines projektiven Repéres
betrachten konnen. Eine Invariante kann also erst fiir Quadrupel w = (a,b, ¢, d) von
Punkten der Geraden P' erwartet werden. Der Ausgangspunkt fiir die Bestimmung einer
derartigen Invarianten ist die projektive Skala auf der Geraden, s. Beispiel 1.3. Seien etwa
die Punkte b, ¢,d des Quadrupels w paarweise verschieden. Dann finden wir nach Satz
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2.2 eine bis auf einen gemeinsamen Faktor p € K* eindeutig bestimmte Basis (ag, a1)
des zu P! gehdrenden Vektorraums V2, die

[Clo] =¢ [al] =d, [aO =+ al] =b (3)

erfiillt. Es bezeichne ¢ den zu a gehoérenden Wert der projektiven Skala, die durch diese
Basis bestimmt ist. Ist der Skalarbereich K nicht kommutativ, so spielt allerdings der
durch die Willkiir bei der Wahl der Basis auftretende Faktor ;1 € K* eine Rolle; nach
Folgerung 2.4 hingen die verschiedenen Skalenwerte, die man bei Variation der (3) ge-
niigenden Basis erhilt, durch innere Automorphismen von K zusammen. Also ist dem
Quadrupel w nicht der Skalenwert selbst, sondern nur seine Konjugiertheitsklasse unab-
héngig von der Wahl der Basis zugeordnet. Wir bezeichnen diese Konjugiertheitsklasse
mit

< &>={putptp € K*}, falls € € K, < 0o >:= {o0}. (4)

Die letzte Festsetzung dient nur dazu, den Fall £ = oo, der ja fiir @ = d auftritt, mit
einzuordnen. Ist K ein Korper, so kénnen wir uns diese Uberlegungen sparen, da jede
Konjugiertheitsklasse nur aus dem Element selbst besteht. Allgemein verabreden wir,
< & >= £ zu setzen, wenn < £ > einelementig ist. Speziell gelten fiir jeden Schiefkérper

<0>=0,<1>=1, <00 >= 0. (5)

Wir fassen nun unsere Uberlegungen in der folgenden Definition zusammen, die sich wie-
der auf den n-dimensionalen Raum bezieht, da wir die Geraden ja meist als eingebettete
Objekte zu betrachten haben.

Definition 1. Es sei P" ein projektiver Raum {iber dem Schiefkérper K. Ein Qua-
drupel w = (a, b, ¢,d) von Punkten des P" heifit ein Wurf, wenn die Punkte a, b, c,d
kollinear und wenigstens drei von ihnen paarweise verschieden sind. Ein Wurf heifit spe-
ziell, wenn b, ¢, d paarweise voneinander verschieden sind. Ist w ein spezieller Wurf, so
ist sein Doppelverhdltnis, kurz DV, definiert durch

DV(w) = (a,b;c,d) :=< & >,

wobei £ = £(a) der a entsprechende Skalenwert in einer (3) geniigenden Basis des Vek-
torraums der Geraden ¢V d ist. O

Nach den obigen Uberlegungen ist DV (w) unabhéingig von der Wahl der (3) geniigen-
den Basis. Speziell gelten wegen (3) und (5

(b,b;c,d) =1, (¢,b;¢,d) =0, (d,b;c,d) = cc. (6)

Das DV hingt jedoch von der Reihenfolge der Punkte des Wurfes ab. Um die Unsym-
metrie in Definition 1 aufzuheben und das DV fiir einen beliebigen Wurf zu definieren,
nehmen wir an, dass alle vier Punkte paarweise verschieden sind und untersuchen, wie
sich das DV bei einer Permutation der Punkte des Wurfes dndert. Der Fall, dass zwei
Punkte des Wurfes gleich sind, wird anschliefend betrachtet; man beachte, dass nach (6)
dieser Fall genau dann eintritt, wenn das DV einen der Werte (5) annimmt, was sofort
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aus den Eigenschaften der projektiven Skala folgt. Da sich jede Permutation der Symme-
triegruppe Sy als Produkt von Transpositionen (1 2), (2 3), (3, 4) darstellen lasst (vgl.
Ubung 1.1.2.7), geniigt es, die Wirkung dieser Transpositionen zu betrachten. Wir zeigen:

(b,a;c,d) = (a,b;d,c) = (a,b;c,d) . (7)

In dieser und entsprechenden algebraischen Formeln sind die algebraischen Operationen
auf alle Elemente der Konjugiertheitsklasse anzuwenden; es geniigt offenbar, den Beweis
fiir einen Vertreter ¢ € (a, b; c,d) zu fithren. Nach Definition 1 gelten dann wegen (3),
wobei sich die zweite Formelzeile auf die Berechnung von (b, a; ¢, d) bezieht:

a = ¢+ 0&, b ¢+, (8)

a = ¢+0, b = ¢+0¢,

wobei die Vektoren jeweils die Punkte représentieren miissen:
(I:[a],b—[b],C:[C],d:[a], 9)
G=aa, b=03,¢=cy,0=05 (a,83,7,0¢€K"). (10)

Mit (9) sind die Gleichungen (8) und (10) erfiillt, wenn wir

setzen; é ist dabei aus

b=c+(0)é=c+0
zu bestimmen, was auf «E«f = 1, also die Behauptung (7) bei Vertauschung von a, b fiihrt;
die Vertauschung von ¢, d erledigt man analog. Genau so elementar beweist man die
Formel (s. Beweis von Satz 1 weiter unten)

(a,c;b,d) =1 - (a,b;c,d). (11)

Bisher haben wir Wiirfe aus vier verschiedenen Punkten betrachtet, daher ist zum Bei-
spiel £ # 0, und é = ¢! ist sinnvoll. Ist nun € = 0, so ist @ = ¢, und vertauschen wir
¢, d, so folgt aus (6)

0=(e,b;e,d) — (¢, b;d,c) = 0.

Wenn wir formal 0~! := oo setzen, bleibt die Beziehung é = ¢! auch in diesem Fall
giiltig. Betrachtet man bei derselben Vertauschung den Fall @ = d, so erkennt man
analog, dass co™! := 0 gesetzt wieder das richtige Ergebnis liefert. Ist schlieflich a = d,
und betrachtet man die Vertauschung von b, ¢, so gilt nach (6)

oo =(d,b;e,d) — (d,c;b,d) = .

Mit der Festlegung 1 — oo := oo bleibt (11) auch in diesem Fall richtig. Wir fassen
Zusammen:

Satz 1. Es sei (a, b; ¢, d) ein Wurf von vier verschiedenen Punkten des n-dimensionalen
projektiven Raums P" iber dem Schiefkorper K. Dann gelten fir das Doppelverhiltnis
die Formeln (7) und (11). Ferner ist

(a,b;c,d) = (c,d;a,b) = (b,a;d,c) = (d,c; b,a). (12)
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Mit Hilfe von (12) lasst sich die Definition des DV auf beliebige Wiirfe eindeutig ausdeh-
nen. Setzt man
07! :=00, 007! :=0, 1 - 00:= o0, (13)

so gelten die Regeln (7), (11), (12) fiir beliebige Wiirfe. Ist £ € (a, b; c,d) ein beliebiges
DV, so repdsentieren

&7 6717 1767 175715 (1 75)717 &(67 1)71 (14)

alle Doppelverhdltnisse, die bei Permutationen der vier Punkte des Wurfes auftreten kon-
nen.

Beweis. Wir beweisen zuerst Formel (11). Wegen der Vertauschung von b, c ist die
zweite Formelzeile von (8) jetzt

G=b-+0, ¢=b+2d

Setzt man in diese Gleichungen (10) ein, benutzt die erste Zeile von (8) und vergleicht
die Koeffizienten der Basisdarstellungen beziiglich der Basis (c,0) des Vektorraums der
Geraden, so folgen

a=f=y=-5, E=1-¢
und das ist die Behauptung (11). Fiir einen speziellen Wurf mit nur drei paarweise ver-
schiedenen Punkten priift man in den einzelnen Fillen a = b, ¢, d leicht nach, dass
ebenfalls (11) gilt, wenn man (13) bertiicksichtigt. Die erste Gleichung der Formel (12)
ergibt sich aus (7) und (11), wobei die Zerlegung der Permutation

(é 421 i) 3)(23)(34)(12)(23)

anzuwenden ist. Die beiden anderen Gleichungen folgen unmittelbar aus (7) bei Anwen-
dung auf beide Paare der DV der erhaltenen Gleichung. Sind in einem Wurf nur drei
paarweise verschiedene Punkte vorhanden, so kann man durch eine der in (12) auftreten-
den Permutationen stets erreichen, dass die letzten drei Punkte paarweise verschieden
sind; das damit definierte DV ist dann durch Ausdehnung der Gleichung (12) auf diesen
Fall korrekt definiert, wobei (7), (11) und (12) fiir das DV eines beliebigen Wurfes gel-
ten. Da nach (12) jeweils vier der DV der 24 aus einem durch Permutation entstehenden
Wiirfe gleich sind, kénnen bei diesen Permutationen hochstens sechs verschiedene Werte
auftreten; diese ergeben sich durch ein- oder zweimaliges Anwenden von (7) und (11) als
die in (14) angegebenen Ausdriicke. In Spezialféllen kdnnen natiirlich von diesen noch
einige zusammenfallen; so gibt es ja fiir K = Zs iiberhaupt nur drei moégliche Werte
0,1,00. O

Ubung 1. Es seien P’ eine projektive Gerade iiber dem Schiefkérper K, ¢ : P! — K eine
beliebige projektive Skala auf P!, b; € P', j = 1,...,4 vier verschiedene Punkte mit den
Skalenwerten (3; := £(b;) # co. Man beweise folgende Formel fiir das DV:

(b1, ba; b3, ba) =< (B1 — B3)(B1 — Ba) " [(B2 — Bs) (B2 — Ba) '] > (15)

(Hinweis. Man wende die Transformationsformel (2.10) aus Beispiel 2.2 an.)
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Ubung 2. Es seien K ein Kérper, P! eine projektive Gerade iiber K und (b1,b2,bs3,bs) ein
Waurf in P*. Mit (z;,7;) bezeichnen wir die homogenen Koordinaten des Punktes b; beziiglich
eines beliebigen projektiven Repéres (ao,ai;e) von P j = 1,...,4 (s. Folgerung 2.3). Man
beweise den folgenden Ausdruck fiir das DV in den Determinanten der homogenen Koordinaten:

X1 xrs3 ‘ ‘ X2 X3 ‘
Y1 Y3 Y2 Y3
(b17b2;b3,b4) = : . (16)
X1 X4 i) T4
‘ yl y4 ‘ ‘ y2 y4 ‘

Die Formeln (15) und (16) sind die klassischen Ausdriicke fiir das DV; auf sie geht
die Bezeichnung ,Doppelverhéltnis“ zuriick. Fiir das Verhalten des DV bei kollinearen
Abbildungen gilt

Satz 2. Es sei f: P, — Q0" eine kollineare Abbildung, die durch eine o-lineare Ab-

bildung g : V"™ — W™ mit 0 € Awt K erzeugt wird. Dann gilt fir jeden Wurf
(a,b,c,d) in P": Entweder ist

Dim(f(a) Vv f(b) V f(c) v f(d)) <1,
oder (f(a), f(b), f(e), f(d)) ist ein Wurfin Q™ mit dem DV
(f(a), f(b); f(c), f(d)) = o((a, b; c,d)). (17)

Speziell ist das DV bei jeder Kollineation, die durch eine semilineare Abbildung mit einem
inneren Automorphismus o = o,, induziert wird, invariant.

Beweis. Esseietwac#dund H =cVd. Gilt f(c) = f(d), soist Dim f(H) < 1, und
es tritt der erste Fall ein. Falls f(c) # f(d) gilt, ist H := f(H) = f(c)V f(d) eine Gera-
de, und nach Satz 3.6 ist f|H eine Kollineation. Daher ist (f(a), f(b), f(c), f(d)) wieder
ein Wurf. Es seien U C V, U c W die zu H bzw. H gehdrenden zweidimensionalen
Unterréume. Dann gilt ¢(U) = U. Wegen (12) kénnen wir annehmen, dass b, ¢, d paar-
weise verschieden sind, was dann auch fiir ihre Bilder gilt. Wihlen wir die Basis (ag, a;)
von U wie in Definition 1 angegeben, so gelten mit den dort verwandten Bezeichnungen

a=ag+a1§ und g(a) = g(ao) + g(a1)o(§),

weil g eine o-lineare Bijektion ist. Da die Bilder der Basis dem Bild des Wurfes entspre-
chen, gehort o(€) zu dem DV dieses Bildes, und es gilt (17). Die letzte Behauptung ergibt
sich daraus, dass jeder innere Automorphismus jede Konjugiertheitsklasse invariant 1asst.
O

1.4.3 Projektive Abbildungen.

Die Uberlegungen, die uns auf die Definition 1 des DV fiihrten, zeigen, dass es sich
beim DV um einen Grundbegriff der projektiven Geometrie handelt, der mit dem eines
Streckenverhéltnisses paralleler Strecken in der affinen Geometrie und dem Abstand in
der euklidischen Geometrie vergleichbar ist. In der Tat werden wir im néchsten Abschnitt
iber affine Geometrie und in dem Kapitel iiber metrische Geometrien feststellen, dass sich
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diese Begriffe auf das DV zuriickfiihren lassen. Daher ist es sinnvoll, von einer projektiven
Abbildung die Invarianz des DV selbst zu fordern, was die o-linearen Abbildungen mit
einem nicht inneren Automorphismus o ausschliefst:

Definition 2. Eine Abbildung f: P — Q. heifit projektiv, wenn sie kollinear ist und
das DV invariant ldsst, genauer: fiir jeden Wurf (a, b, ¢,d) in P", fiir den
fla)Vv f(b)V f(e) Vv f(d) wieder eine Gerade ist, gilt

(f(a), f(b); f(c), f(d)) = (a,b;c,d). (18)

d

Folgerung 3. Die Klasse der Raume iber dem Schiefkérper K mit den projektiven Ab-
bildungen als Morphismen ist eine Kategorie. O

Satz 4. FEs seien K ein Korper und P", Q" n-dimensionale projektive Riume iiber K,
n > 0. Fine Abbildung f: P, — Q) ist genau dann eine projektive Bijektion, die durch
einen linearen Isomorphismus der zugehdrigen Vektorrdume erzeugt wird, wenn sie die
folgenden Eigenschaften besitzt:

1. f(o) =o.

2. f fiihrt jeden Wurf wieder in einen Wurf iber.

3. Es gilt (18) fiir jeden Wurf des P", d.h. [ lisst das DV invariant.

Beweis. Aus 1 und 2 folgt sofort, dass f injektiv ist; dazu betrachte man einen Wurf
(b,b,c,d) des P"; weil das Bild dieses Wurfes wieder ein Wurf ist, miissen die drei
Bildpunkte paarweise verschieden sein. Fiir jeden Punkt b € ¢V d, ¢ # d, ergibt sich aus
demselben Grund f(b) € f(c)V f(d). Also gilt f(cVd) C f(c)V f(d). Es sei nun ¢ € K
beliebig und a derjenige Punkt aus f(c) V f(d), fir den

£ =(a, f(b); f(c), f(d))

gilt; weil K ein Korper ist, ist @ durch ¢ € K wegen der Bijektivitéit der projektiven Skala
umkehrbar eindeutig bestimmt. Dasselbe gilt fiir das a € ¢Vd mit £ = (a, b; ¢, d). Wegen
der Eigenschaften 2 und 3 gilt daher f(a) = a, und daher ist f(c VvV d) = f(c) V f(d).
Somit ist f kollinear und nach Satz 3.6 eine Kollineation. Fiir n = 1 bedeutet das eben
Bewiesene

f([ao + a1€]) = [ao + a1¢],

wobei die Basen (ag, a;), (@, a;) der P', Q' entsprechenden Vektorriume wie in Defi-
nition 1 zur Bestimmung der DV gewdhlt sind. Damit ist klar, dass f durch diejenige
lineare Abbildung erzeugt wird, die (ag, a1) in (g, a1) tberfithrt. Fiir n > 2 folgt aus
dem Hauptsatz, dass f durch eine o-lineare Bijektion der Vektorrdume erzeugt wird.
Weil fiir Kérper die Werte des DV die Elemente aus K sind und keine echten inneren
Isomorphismen existieren, muss nach Bedingung 3 wegen Satz 2, (17), ¢ = idx gelten,
also f ein linearer Isomorphismus sein. Umgekehrt ist klar, dass jede derart erzeugte
Abbildung die Eigenschaften 1-3 besitzt. O
Aus Satz 4 und Satz 3.14 erhilt man sofort
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Folgerung 5. Es seien K ein Kéorper und P", Q" projektive Riume tiber K. Dann gibt
es zu jedem Paar projektiver Repéres (a;; e) von P™, (a;; €) von Q", j =1,...,n, genau
eine projektive Bijektion f: P, — Q, mit f(a;) = a;, f(e) =é. O

Ubung 3. Es sei K ein Korper. Man zeige, dass die Zuordnung, welche jeder linearen Abbildung
a: V" — W™ die von ihr erzeugte projektive Abbildung zuordnet, ein kovarianter Funktor
der Kategorie der endlich-dimensionalen Vektorrdume iiber K auf die Kategorie der projektiven
Abbildungen endlich-dimensionaler projektiver Rdume iiber K ist.

Ubung 4. Es seien K ein Schiefkérper und P", Q™ projektive Riume iiber K. Ferner seien
(b;), (l;j), j=1,...,4, Wiirfe in P" bzw. Q™. Man zeige: Es gibt genau dann eine projektive
Abbildung f: P? — Q™ mit f(b;) = bj, j = 1,...,4, wenn (b1, ba; bz, bs) = (b1, ba; b3, bs)

gilt.

Satz 6. Es sei K ein Schiefkérper, der die folgende Figenschaft besitzt:

L. Jeder Automorphismus o € Awt K, der o(< £ >) =< £ > fir alle Konjugiertheits-
klassen < & >C K erfillt, ist ein innerer Automorphismus.

Danm ist fiir jeden projektiven Raum P", n > 2, iiber K die Gruppe G der projektiven
Autokollineationen zur projektiv-linearen Gruppe PGL(n + 1, K) (vgl. Definition 2.1)
isomorph. Diese Aussage gilt stets, wenn K ein Korper oder der Schiefkérper H der
Quaternionen ist.

Beweis. Nach dem Hauptsatz wird jede Autokollineation f € Aut P"™ durch eine
o-lineare Bijektion a des zugehdrigen Vektorraums V1! erzeugt. Weil f projektiv ist,
lasst o die Konjugiertheitsklassen von K invariant und ist nach Voraussetzung I ein in-
nerer Automorphismus von K. Wihlen wir irgendeine Basis (a;),i =0,...,n, von V"1,
so hat die f erzeugende Abbildung a beziiglich dieser Basis die Darstellung

a(air’) = ajo] pa'p

wobei 1 € K* den zugehdrigen inneren Automorphismus o = 0, bestimmt. Dann wird f
aber auch von dem linearen Automorphismus von V"' mit der Matrix (o 1) erzeugt:

F(laia']) = [aj0 pa'] (19)

Man erhilt also bereits alle projektiven Autokollineationen, wenn man den Homomor-
phismus F aus Satz 3.13 auf die Untergruppe GL(V""") x {idx} C G,41(K) ein-

schriinkt; es bezeichne F diese Einschrankung. Dann gilt nach (3.33)

Ker F

(Ker F)N (GL(V"™™) x {idg})
{(dyrnsr p,idi) | € Z(K™)} = Z(K7), (20)

wobei Z(K*) das Zentrum von K* bezeichnet. Da F surjektiv ist, erhalten wir aus dem
Homomorphiesatz fiir Gruppen (s. Satz 1.3.1.6) die Behauptung, vgl. Definition 2.1:

G=GL(n+1,K)/Z(n+1) = PGL(n + 1, K). (21)

Fiir Korper ist die Eigenschaft I trivialerweise erfiillt. Der Schiefkérper H der Quater-
nionen erfiillt ebenfalls I, vgl. Beispiel 11.8.8.5. O
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Allerdings gibt es Schiefkérper, welche die Eigenschaft I nicht besitzen, vgl. G. KOTHE
[54], R. BAER [4], § IIL.4. Fiir diese Schiefkdrper ist die folgende Definition geometrisch
nicht zwingend; sie bietet jedoch eine einheitliche Grundlage fiir den weiteren Aufbau
der projektiven Geometrie:

Definition 3. Es sei P" der zu dem Vektorraum V"™ iiber dem Schiefkdrper K ge-
horende projektive Raum. Dann wollen wir unter einer Projektivitit oder projektiven
Transformation von P" (bzw. von P" auf einen projektiven Raum Q™ {iber K) stets
eine Kollineation verstehen, die von einem linearen Isomorphismus erzeugt werden kann.
Die Gruppe der Projektivitdten von P" auf sich werde mit PL(P") oder kurz mit PL,
bezeichnet; sie heifst die projektive Gruppe von P". O

Mit dieser Definition gilt also jetzt allgemein die Beziehung
PL, 2 GL(V"™Y/Z(GL(V"™")) = PGL(n+ 1, K). (22)

Satz 4 und Satz 6 sind als geometrische Charakterisierungen der projektiven Gruppe
anzusehen. Im Sinne des Erlanger Programms [51] von F. KLEIN wollen wir die projek-
tive Geometrie als Geometrie der Transformationsgruppe [PL,,, P"] betrachten. Da die
Gruppe PGL(n + 1, K) die Gruppe der Koordinatentransformationen des P" {iber K
ist (vgl. Definition 2.1), ergibt sich wieder die in § 1.5.7 beschriebene Korrespondenz von
geometrischen und Koordinatentransformationen: Die homogenen Koordinatensysteme
des P" bilden einen der Transformationsgruppe [PL,,, P"| angepaften Atlas (vgl. Defi-
nition 1.5.7.5 und Ubung 1.5.7.6). Im Falle eines Korpers ist die Gruppe PL(P"™) mit der
Gruppe der projektiven Bijektionen von P™ auf sich identisch. Fiir einen Schiefkérper
mit der Eigenschaft I gilt das nach Satz 6 fiir n > 2; im Fall n = 1 ist die Gruppe der
projektiven Bijektionen im allgemeinen grofer.

Beispiel 1. Die Gruppe PL; ist isomorph zur Gruppe G der gebrochen linearen Trans-
formationen (2.10), vgl. Ubung 2.4. Durch diese Feststellung erhilt man einfache und in
den Fillen K = R, C, H leicht zu handhabende Modelle der projektiven Geraden P'(K)

als Transformationsgruppen [Gx, K]. O

Beispiel 2. Nach Folgerung 3.16 ist jede Kollineation f : P, — Q. , n > 2, {iber
dem Korper K = R der reellen Zahlen eine Projektivitét. In diesem Fall haben wir also
die sehr befriedigende Situation, dass jede bijektive Abbildung, die Geraden wieder in
Geraden iiberfiihrt, bereits das DV und damit alle projektiven Eigenschaften invariant

lasst. O

Ubung 5. Man zeige, dass die einzigen stetigen Automorphismen des Kérpers C der komplexen
Zahlen die Identitéit und die Konjugation o : z — Z sind. Hinweis. Man zeige zuerst, dass fiir
jeden stetigen Automorphismus 7 von C die Gleichung 7(R) = R gelten muss, vgl. Ubung
1.2.3.3.

Beispiel 3. Ist K = C der Koérper der komplexen Zahlen, so gibt es unendlich vie-
le Automorphismen. Das folgt aus Satz V.6.1 der Algebra von N. BOURBAKI [16].
Aus geometrischer Sicht ist es natiirlich, sich auf die stetigen kollinearen Abbildungen
f: P" — Q™, n > 2 zu beschrianken; die Stetigkeit bezieht sich dabei auf die mit-
tels der inhomogenen Koordinaten eingefiihrte Topologie. Ist f stetig, so muss auch ihre
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Einschrdnkung auf eine beliebige projektive Gerade stetig sein. Deutet man die in (17)
auftretenden DV als projektive Skalen, so erhélt man durch die beim Beweis von Satz 4
ausgefiihrten Uberlegungen, dass £(f(z)) = o(£(x)), oder o = £o fof ™! gelten muss. Da-
her ist o stetig. Nach Ubung 5 ist also o entweder die Identitiit — dann ist die Kollineation
f eine Projektivitat — oder o ist die Konjugation. In diesem Fall nennen wir die Kollinea-
tion f eine Antiprojektivitit, vgl. auch W. BURAU [20], § II1.20. Die Antiprojektivitéten
sind analog zu Satz 4 durch die Eigenschaft

(f(a), f(b); f(c), f(d)) = (a,b;¢,d)

charakterisiert. Im Folgenden werden wir bei komplexen Skalarbereich K = C nur stetige
kollineare Abbildungen betrachten. Das gilt entsprechend auch fiir die Automorphismen-
gruppe Aut P* der komplexen projektiven Geraden. Beschreibt man diese Gruppe durch
Abbildungen in einer projektiven Skala z = z(x(¢)) (vgl. Beispiel 2.2), so folgt, dass die
Projektivitdten durch gebrochen lineare Transformationen

flz)= az+2 mit ad — be # 0

cz +

und die Antiprojektivitdten durch gebrochen konjugiert-lineare

az+b
flz)= cZermlt ad —bc#0

dargestellt werden kénnen. O

Beispiel 4. Der fiir uns wichtigste, nicht kommutative Schiefkdrper ist der Schiefkdérper
H der Quaternionen' | vgl. § 1.2.3. Da nach Beispiel 11.8.8.5 oder Ubung I1.8.9.5 jeder
Automorphismus von H ein innerer ist, folgt aus Satz 2, Satz 6 und dem Hauptsatz: Jede
Kollineation f: P, — Q. , n > 2, zwischen quaternionischen projektiven Rdumen lisst
sich linear erzeugen; sie lafit das DV invariant. Allgemeiner gilt das fiir jede kollineare

Abbildung f mit Dim f(P)) > 2, vgl. Folgerung 3.11. O

Beispiel 5. Aus Ubung I1.7.4.7 ergibt sich unmittelbar die leicht zu beweisende Isomor-
phie der Zentren Z(GL(V"™)) = Z(K*), bei der jedes p € Z(K*) auf die entsprechende
Dehnung d,, € GL(V" ") abgebildet wird. Bezeichnet wie iiblich SL(m, K) die spezielle
lineare Gruppe, das ist die Gruppe der quadratischen Matrizen m-ter Ordnung iiber dem
Korper K mit der Determinante eins, so folgt aus (22) und der Berechnung des Kerns
des Homomorphismus

J _ eSL(n+1,R), n=2keNy,

p:g€GLn+1,R) — ———
(det(g)) ™+

die Beziehung
PL, > SL(n+1,R), n = 2k € Nj.

IEine elementare Einfiihrung der Quaternionen (und der Oktaven) findet man in I. L. KANTOR,
A. S. SoLopowNIKow [45] und in vielen Lehrbiichern der Algebra.
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Es sei weiter I, die Einheitsmatrix der Ordnung m. Ferner bezeichne |SL(m,R)| die
Gruppe der quadratischen reellen Matrizen der Ordnung m, deren Determinante den
Betrag eins hat. Dann erhalten wir fiir ungerades n analog

PL,~|SL(n+1,R)|/{£l,41}, n=2k+1€eN.

Fiir K = C erinnern wir an die Gruppe K,, der m-ten Einheitswurzeln, vgl. Satz 1.2.3.7.
Indem wir g € GL(V""!) durch eine (n + 1)-te Wurzel aus der Norm N(g) dividieren
und dann das Ergebnis mit K, ; multiplizieren, erhalten wir

PL,~SL(n+1,C)/K.y1 (K =0C).

Dabei ist K, 1 durch die Dehnungen d., € € K41, in SL(n + 1, C) eingebettet. O

1.4.4 Harmonische Lage.

Im allgemeinen sind die 6 DV, die nach (14) bei den Permutationen der Punkte eines
Waurfes auftreten, alle verschieden. Das gilt, wie schon bemerkt, nicht in dem Fall (13),
daf der Wurf zwei gleiche Punkte enthilt. Ist das DV eines Wurfes (a,b;c,d) = —1,
so nennt man den Wurf harmonisch; man spricht auch von der harmonischen Lage der
Punktepaare (a, b), (¢, d). In diesem Fall erhalten wir bei den Permutationen der Punkte
des Wurfes nach (14) nur die Werte —1,2,1/2. Die folgende Ubung beschreibt eine geo-
metrische Konstruktion des vierten, zu drei gegebenen Punkten harmonischen Punktes:

Abbildung 1.8: Harmonische Lage.

Ubung 6. Es sei P? eine projektive Ebene iiber dem Schiefkérper K. Unter einem vollstindigen
Viereck versteht man eine Konfiguration, bestehend aus vier Punkten, den Ecken a;, € P2,
i =20,...,3, von denen nicht drei kollinear sind, und ihren sechs Verbindungsgeraden, die man
auch die Seiten des vollstandigen Vierecks nennt, vgl. Abbildung 1.8. Die Seiten ordnen sich in
drei Paare von Gegenseiten

{ao Va1, a2 Vas}, {ao Vaz, a1 Vas}, {aoVas, a1 Vaz}, (23)
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die sich in den Diagonalpunkten des vollstindigen Vierecks

do = (ao Vv a3) A (a1 Vv (12)
di = (a1Vasz)A(aoVas) (24)
d=ds := (ag\/ag)/\(ao\/a1)

schneiden. Man zeige: a) do, d1, d2 sind genau dann nicht kollinear, wenn char K # 2 gilt. —
b) Die Verbindungsgeraden d; V dj, i # j, der Diagonalpunkte gehen nicht durch die Ecken
des Vierecks. (Hinweis. Man berechne die homogenen Koordinaten der d; beziiglich einer Basis
fiir das projektive Repére (ao, a1, a2;e) mit e := as.) — ¢) Auf jeder Seite des vollstindigen
Vierecks liegt genau ein Diagonalpunkt, zum Beispiel d := d2 € ao V a1. Es bezeichne s den
Schnittpunkt der Seite mit der Verbindungsgeraden der Diagonalpunkte, die nicht auf ihr liegen;
zum Beispiel ist auf der Seite ao V a1 dieser Schnittpunkt

s = (ao Vv al) A (do V d1)
Man beweise, dass
(s,d;a0,a1) = —1 (25)
gilt.
Bemerkung. Die Forderung, dass in P? ein vollstindiges Viereck existiert, dessen
Diagonalpunkte nicht kollinear sind, tritt in der synthetischen projektiven Geometrie als
Fano-Postulat auf, vgl. R. BAER [4], Kap. II. Dieses Postulat impliziert, dass der synthe-

tisch konstruierte Skalarbereich eine Charakteristik char K # 2 hat. Im Falle char K = 2
folgt wegen 1 = —1 aus (25), dass s = d gilt; die harmonische Lage ist dann uninteressant.

Ubung 7. Es sei char K # 2. Mit den Bezeichnungen von Ubung 6 beweise man: Die Diagonal-
punkte (do,d:1) bilden mit den Schnittpunkten p, g der Geraden do V di mit den nicht durch
do, d; gehenden Seiten des vollsténdigen Vierecks,

p:=(doVdi)A(aoVai), q:=(doVdi)A/ (azVas)
einen harmonischen Wurf: (p, ¢; do,d1) = —1.
Ubung 8. Permutiert man die Punkte eines Wurfes, so treten nach Satz 1 héchstens sechs

verschiedene DV auf. Man zeige, dass die Anzahl der Werte £ des DV bei den Permutationen
der Punkte eines Wurfes genau dann kleiner als sechs ist, wenn einer der folgenden Fille eintritt:

a) £€=1,0, oo; (26)
1
¢) ¢ ist eine Wurzel der Gleichung 2> — 2+ 1 = 0. (28)

In den Fillen a) und b) werden die angegebenen Werte angenommen. Gilt char K = 2, so fallen
a) und b) zusammen. Ist K = R, so sind nur die beiden Fille a) und b) moglich. Fir K = C
spricht man im Fall c¢) von einem dquianharmonischem Wurf; in diesem Fall treten nur die beiden
Werte

E=(1+iV3)/2 (29)

auf. Fiir die Quaternionen K = H zeige man mit Hilfe von Ubung 11.8.9.5, dass alle Lésungen
von (28) konjugiert sind; es gibt deren unendlich viele. Der Wert < & > des DV besteht also
hier aus einer einzigen Konjugiertheitsklasse.
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Ubung 9. Wir identifizieren die komplexe projektive Gerade nach Beispiel 1.3 mit der Rie-
mannschen Zahlenkugel: P!(C) = C. Man beweise: Sind 2o, z1, 22 die Ecken eines gleichseitigen
Dreiecks in der komplexen Zahlenebene C und ist m sein Mittelpunkt, so sind (2o, 21, 22, m) und
(%0, 21, 72, 00) dquianharmonische Wiirfe.

1.4.5 Der Staudtsche Hauptsatz.

Fiir die projektive Geometrie iiber einem Korper K beweisen wir nun das folgende, auf
K. G. CHR. V. STAUDT (1798 — 1867) zuriickgehende Ergebnis, das den Hauptsatz der
projektiven Geometrie ergénzt und deswegen mitunter Staudtscher Hauptsatz genannt
wird:

Satz 7. Es sei P' die projektive Gerade iber einem Korper K mit der Charakteristik
char K # 2. Eine surjektive Abbildung f : P' — P! ist genau dann eine projektiver
Automorphismus, wenn sie die harmonische Lage invariant lasst. Fir die reelle projektive
Gerade ist also f eine Projektivitdt.

Beweis. Die Bedingung ist offenbar notwendig. Fiir den Beweis der Umkehrung wihlen
wir eine projektive Skala & auf P! und identifizieren die Punkte € P' mit den ent-
sprechend bezeichneten Skalaren : = £(xz) € K. Weil man zwei verschiedene Punkte der
Geraden nach Ubung 6 stets zu einem harmonischen Wurf ergiinzen kann, und weil we-
gen char K # 2 die Punkte eines harmonischen Wurfes paarweise verschieden sind, ist die
Abbildung f bijektiv, und f(0), f(1), f(co) sind drei verschiedene Punkte. Es bezeichne
a die nach Folgerung 5 eindeutig bestimmte Projektivitat, welche

a(f(0)) =0, a(f(1)) = 1, a(f(o0)) = o0

erfilllt. Dann ist g := a o f eine Abbildung von P’ in sich, welche die harmonische

Lage invariant lasst und die Fixpunkte 0 = ¢(0),1 = g(1),00 = g(oc0) hat. Wenn wir

zeigen, dass ¢g|K ein Automorphismus des Korpers K ist, so sind wir fertig; denn dann

ist f = a~'og eine projektiver Automorphismus von P!, also im Fall K = R nach Ubung

1.2.1.3 (vgl. auch den Hinweis nach Folgerung 3.16) wegen g = idg eine Projektivitét.
Aus (16) folgt fiir alle z,y € K, x # y:

(2,95 (x +y)/2,00) = (9(x),9(y); 9((x +y)/2),00) = —1, (30)
also
9((x+9)/2) = (9(x) + 9(y))/2, z#y. (31)
Setzt man hier y = 0, so erhilt man wegen g(0) =0

9(x/2) = g(x)/2, (v € K), (32)

und mit x = 2y hieraus
9(2y) =29(y),  (y€K). (33)
Aus (31) und (33) folgt

g(x +y) = g(x) +g(y), (z,y € K). (34)
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Ebenfalls aus (16) erhélt man

(7232; 1722) = (9(72)79(2)7 179(22)) = 713 (Z € K) (35)

Da aus (34) unmittelbar g(—x) = —g(z) folgt, erhalten wir aus (35)

g(z%) = g(2)?, (z € K). (36)
Setzt man in die letzte Gleichung z = = +y ein und wendet (33) und (34) an, so resultiert
glx-y) =g(x)-9(y),  (v,y€K). (37)

Weil f und a bijektiv sind, gilt das auch fiir g; nach (34) und (37) ist also g ein Auto-
morphismus des Kérpers K. O

Fir K = R lasst sich die Behauptung auch ohne Voraussetzung der Surjektivitit
von f beweisen. Das folgt daraus, dass jeder Endomorphismus von R stetig ist und die
rationalen Zahlen dicht in R liegen.

Bemerkung. Den hier dargestellten Beweis von Satz 7 findet man auch in E. SPER-
NER [72], Bd. I, oder W. KLINGENBERG [53]. Ein allgemeineres Resultat fiir Schiefkorper
K mit char K # 2 enthdlt E. ARTIN [3], Theorem 2.25, vgl. auch R. BAER [4], § II1.4.

Ubung 10. Essei P! eine projektive Gerade iiber dem Kérper K, char K # 2, und f : P! — P!
eine surjektive Abbildung, welche die harmonische Lage invariant und den Punkt co € K=p!

fest lisst; dabei identifizieren wir K und P! wie beim Beweis von Satz 7. Man zeige: Es gibt
o€ AutK, a € K* und 8 € K so, dass

f(z) = ao(z) + g fir z € K = P'\ {o0}

gilt.
Ubung 11. Es sei Int K die Gruppe der inneren Automorphisman des Schiefkérpers K. Dann
ist Int K ein Normalteiler in der Gruppe Aut K der Automorphismen von K. Man zeige, dass

fiir jeden projektiven Raum P", n > 2, iiber K die Gruppe PL, ein Normalteiler in Aut P"
ist, wobei folgende Isomorphie gilt:

Aut P"/PL, = Aut K/ Int K.

1.4.6 Projektive Aquivalenz kollinearer Abbildungen.
Involutionen.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einigen Uberlegungen zur Klassifikation der kollinea-
ren Abbildungen. Sie stiitzen sich auf die

Definition 4. Esseien P}, Q. projektive Radume iiber dem Schiefkdrper K. Zwei Abbil-
dungen f, : P, — Py, f2 : Q) — Qq heifen projektiv dquivalent, wenn eine Projektivitit
g: P! — Q" existiert derart, dass fo = go f10g~ ! gilt. O

Es ist klar, dass projektiv dquivalente kollineare Abbildungen die Bedingung

Dim f(P") = Dim f5(Q")
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erfiillen miissen; sind die f; durch oj-lineare Abbildungen a; erzeugt, so kénnen sich
die o; nur durch einen inneren Automorphismus von K unterscheiden, und fiir die a;
muss gelten: Es gibt einen linearen Isomorphismus b: V"™ — W™ und ein pn € K*
derart, dass d,, 0cas =boay o b~! gilt; hier bezeichnet d,, die Dehnung um den Faktor p.
Diese Bedingung ist offenbar auch hinreichend fiir die projektive Aquivalenz der durch
die a; erzeugten kollinearen Abbildungen f;. Damit ist das Problem der Klassifikation
kollinearer Abbildungen im wesentlichen auf die Frage nach der Ahnlichkeit linearer
Endomorphismen zuriickgefiihrt, die fiir algebraisch abgeschlossenen Korper K durch
die Jordansche Normalform, vgl. § 1.5.8 oder § I1.7.8, beantwortet wird.

Ubung 12. Es sei f € PL,, eine Projektivitit des projektiven Raumes P™ iiber dem Kérper
K. Mit Py := {x € P"|f(x) = x} bezeichnen wir die Menge der Fizpunkte von f. Man beweise:
Py ldsst sich als Vereinigung von r > 0 projektiven Unterrdumen A; C P™ darstellen, wobei
gelten

a) A; N \/Aj =o,
J#i
b) Y (DimA;+1) <n+1.

i=1

Fixpunkte haben; man nennt f elliptisch, parabolisch bzw. hyperbolisch je nachdem, ob r = 0,1
bzw. 2 ist.

Im Fall einer projektiven Geraden kann also eine Projektivitit f 7 idp1 hochstens r < 2

Ubung 13. Es sei P! eine projektive Gerade iiber dem Korper K, char K # 2. Man zeige:
a) Gibt es zwei Punkte a,b € P', a # b, die bei der Projektivitdt f nach f(a) = b und
f(b) = a ineinander iibergehen, so ist f involutiv, d.h. es gilt f> = idp1. —b) Ist f € PLy,
[ # idp1, involutiv, so hat f zwei verschiedene oder gar keinen Fixpunkt. Sind a,b zwei
verschiedene Fixpunkte der Involution f, so gilt

(a,b; z, f(x)) =-1 (z # a,b). (38)
c) Es seien a,a’,b,b’ € P' Punkte mit a # b,a’ # a,b’ # b. Man beweise: Es gibt genau eine
involutive Projektivitit mit f(a) = @’ und f(b) = b'.
Ubung 14. Man zeige unter den Voraussetzungen von Ubung 13: Jede Projektivitit f € PL;
lasst sich als Produkt von zwei Involutionen darstellen.
Wir behandeln nun die Aufgabe, die involutiven Kollineationen f € Aut P", f? =id P

zu beschreiben.

Ubung 15. Es sei P",n > 2, ein (rechter) projektiver Raum iiber dem Schiefkérper K. Man
beweise: Ist f € Aut P" involutiv und fixpunktfrei:

2 =idpn, f(x) #  fiir alle x € P",

so ist n ungerade, und man kann f durch eine o-lineare Abbildung a des zugehdrigen Vektor-
raums V2 2k = n + 1, beschreiben, welche die folgenden Eigenschaften hat:
a) Es gibt ein A € K* mit a® = d; dabei gelten

o(A) =Aund o® =0} ', (39)
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wobei (&) = AA™! den zu A gehdrenden inneren Automorphismus von K bezeichnet;
b) es gibt eine Basis (ay, Gkrx)n=1....x von V¥ so, dass a in dieser Basis folgende Darstellung
hat:

a(0x) = Otrs  a(Grgn) = Qe (40)

c) es gibt kein p € K* mit der Eigenschaft
A= po(p). (41)

Umgekehrt ist jede derart erzeugte Kollineation involutiv und fixpunktfrei. In den Fillen K = R
und K = C, o die Identitit oder die Konjugation von C, klassifiziere man alle derartigen
Kollineationen. (Hinweis. Man beachte, dass wegen f(x) # x = [t] stets r # 0 und a(r) linear
unabhingig sind; wegen f? = id pr ist der von ihnen aufgespannte Unterraum W C V bei a
invariant.)

Als Ergebnis der in Ubung 15 auszufithrenden Klassifikationen erhalten wir:

Im Fall K = R sind die firpunktfreien Involutionen f € Aut P" projektiv dquivalent
zu der Normalform (40) mit A = —1, 0 = idr. In homogenen Koordinaten ist also f
darstellbar in der Form

k k

f([Z(anzﬁ + akJrnszm]) = [Z(*anzk%{ + "], (42)

k=1 k=1

das ist die ,Drehung um 7/2¢ in jedem der zweidimensionalen Unterrdume W, :=
E(Cl,i, ClkJr,i), n = 2k.

Im Fall K = C muss o die Konjugation sein, und es ergibt sich entsprechend die
projektive Aquivalenz zu der Normalform

k k

f([Z(a,gxk” + app ) = [Z(_anijm + Q"] (43)

k=1 r=1

dass fir K = C, 0 = idc, und fir die Quaternionen K = H keine fizpunktfreien
Involutionen existieren, folgt aus

Ubung 16. Man zeige: a) Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, so hat jede Projektivitit
f € PL,, wenigstens einen Fixpunkt. — b) Uber dem Schiefkérper der Quaternionen H hat jede
Kollineation f € Aut P™, n > 2, wenigstens einen Fixpunkt.

Ubung 17. Es seien K ein Schiefkérper, char K # 2, P™ ein (rechter) projektiver Raum iiber
K, n>2,und f € Aut P" eine involutive Kollineation, die wenigstens einen Fixpunkt besitzen
moge. Man beweise: Dann hat f wenigstens n + 1 Fixpunkte in allgemeiner Lage. Genauer zeige
man: Es gibt eine Basis (a;), ¢ = 0,...,n, des zugehorigen Vektorraums V' derart, dass eine f
erzeugende o-lineare Abbildung a beziiglich (a;) Diagonalgestalt hat, wobei

a(ai) = azﬂi, ﬂld(ﬂz) =1, CL2 = idv, 0'2 =idg (44)
gelten. (Hinweis. Aus a® = d) und a(b) = by folgt po(u) = A. Man betrachte die ebenfalls f

erzeugende Abbildung a’ := d;,' o a und zeige, dass der maximale, von Eigenvektoren von a’
aufgespannte Unterraum von V' gleich V' sein muss.)



52 KAPITEL 1. PROJEKTIVE GEOMETRIE

Ausgehend von (44) kann man unter speziellen Voraussetzungen iiber K und o oft
eine vollstandige Klassifikation der Involutionen mit Fixpunkten vornehmen. Wir geben
einige dieser Ergebnisse an, wobei wir die Beweise dem Leser {iberlassen.

Beispiel 6. Unter den Voraussetzungen von Ubung 17 seien speziell K ein Kérper und
o = idg. Dann folgt aus (44) bei geeigneter Numerierung der Basiselemente, dass zu
jeder derartigen Involution f # id p» eine Zahl k € Ny, 0 < k < n/2, existiert derart,
dass bei geeigneter Wahl der Basis

a(ty) = —0q, a=0,...,k,
a(ag) = a, k=k+1,...,n, (45)
gelten. Sind a; := [a;] die der Basis entsprechenden Punkte, so bleiben die k-Ebene

A :=ag V...V a; und die komplementire (n — k — 1)-Ebene B := ap11 V...V a,
punktweise fest; AU B ist die Menge der Fixpunkte von f. Man nennt f eine Spiegelung
des P™ an den zueinander komplementiren Unterrdumen A, B. Offenbar gibt es zu jedem
derartigen Paar von Unterrdumen genau eine Spiegelung, und zwei derartige Spiegelungen
sind projektiv dquivalent genau dann, wenn die Dimensionen k, n—k—1 iibereinstimmen.
Legt man einen der Rdume, etwa B, in die uneigentliche (,unendlich ferne“) Hyperebene
H eines affinen Raums A" = P" \ H, so erhilt man eine affine Spiegelung an einer k-
Ebene A in Richtung des komplementiren Raums B; man vergleiche hierzu den nachsten
Abschnitt. O

Beispiel 7. Fiir den Fall K = C betrachten wir aufser den bereits in Beispiel 6 abge-
handelten Spiegelungen noch die involutiven Antiprojektivititen J mit der Konjugation
o0 =T : z— % als Automorphismus, die einen Fixpunkt besitzen mdge. Nach Ubung 17
gilt dann (44), also 3;3; = |3;|> = 1 und somit 3; = e!¥i. Fiihrt man die Basistransfor-
mation

bj:ajeiapj/Q, 7=0,...,n,

aus, so folgt b; = a(b;); alle diese Involutionen sind projektiv &dquivalent und haben
beziiglich einer wie beschrieben angepafsten Basis (b;) die Normalform

T bjaT)) = (3 6,7, (46)

Fixpunkte sind alle diejenigen Punkte, deren homogene Koordinaten (z7) die Form 27 =
&z mit & € R und 2z € C* haben; diese bilden offenbar einen reellen projektiven Raum
P"(R) C P"(C), fiir den die Punkte b; = [b;], j =0,...,n, e = [>_, b;] ein projektives
Repére sind; diese Punktfolge ist natiirlich auch ein projektives Repére fiir den komplexen
Raum P"(C). Man nennt daher eine Involution J mit der Normalform (46) eine reelle
Struktur von P"(C), vgl. Definition 11.8.9.5; die Menge P"(R) C P"(C) der Fixpunkte
von J wird eine Staudtsche Kette genannt. Offenbar sind alle reellen Strukturen und
damit auch alle Staudtschen Ketten gegebener Dimension projektiv dquivalent. O

Beispiel 8. Es sei nun K = H der Schiefkdrper der Quaternionen. Bei der Klassifikation
der Involutionen von P"(H) koénnten wir wieder von (44) ausgehen; wir ziehen es jedoch
vor, die schon in Beispiel 4 erwéhnte Tatsache zu benutzen, dass sich jede Kollineation
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durch eine lineare Abbildung erzeugen lift. Nach den Ubungen 16 und 17 hat die Involu-
tion f mindestens n+ 1 Fixpunkte in allgemeiner Lage; wir finden also eine Basis (a;) des
zugehorigen Vektorraums V' und eine f erzeugende lineare Abbildung a, die beziiglich
dieser Basis Diagonalgestalt hat:

a(a) = waq, q € H. (47)

Die Involutivitéit bedeutet nach (22), dass a? = d eine Dehnung mit A € Z(H) = R sein
muss; hieraus folgt
G =)ER*, 1=0,...,n. (48)

Gehen wir zu der dquivalenten Darstellung von f durch

=

a :=d,oa, o= A" (49)

iiber, so konnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit A = +1 annehmen. Aus der
Produktbildung in H, vgl. I1.(8.9.4), folgt leicht, dass die Gleichung ¢*> = 1 in H nur die
Losungen ¢ = +1 hat; damit erhalten wir auch in diesem Fall wieder die Spiegelungen
(45) an einem Paar komplementédrer Unterrdume (Beispiel 6). Es sei nun A = —1. Als
Losungsmenge von g2 = —1 ergibt sich nach I1.(8.9.4) die Einheitssphére im Raum der
imaginéren Quaternionen S?> C R* C H; hier bezeichnet R+ den von den imaginiren
Erzeugenden i, j, k € H aufgespannten reellen Unterraum von H, {iber dem die zur
speziellen orthogonalen Gruppe SO(3) isomorphe Gruppe der inneren Automorphismen
von H transitiv wirkt, vgl. Ubung I1.8.9.5. Somit finden wir zu jedem ¢; aus (47) ein
pr € H* mit

P lap =i (50)
geht man zu der Basis b; := a;p;, [ =0, ..., n, iiber, so folgt
a(by) = mqp = byi. (51)

Daher sind alle Involutionen von P"(H), n > 2, entweder Spiegelungen oder Projektivi-
taten J, welche nach (51) die Normalform

T b)) =D brial] (52)
l l

haben. Wir bemerken, dass durch die Ubungen 15 — 17 und die darauf folgenden Beispiele
alle involutiven Kollineationen in den Fillen K = R, H und alle stetigen involutiven
Kollineationen im Fall K = C klassifiziert wurden. O

Ubung 18. Man zeige an einem Beispiel, dass die Behauptung der Ubung 17 ohne die Voraus-
setzung char K # 2 nicht richtig ist.

Ubung 19. Es seien A, B von o verschiedene, zueinander komplementire projektive Unterrsu-
me von P". Ferner seien x1,y, € P"\ (AUB), (xz1Vy,) ANA = a1, (x1 Vy,) A B = b1.
Man zeige: a) Es gibt genau eine Projektivitdt f € PL, mit den Eigenschaften f|A = id 4,
fIB =idg und f(x1) = y,.—b) Fiir n > 2 gebe man eine geometrische Konstruktion von f(x)
fiir jeden Punkt € P\ (A U B) an. (Hinweis. Man beachte Ubung 2.1.) Fiir n = 2 werden
derartige Abbildungen auch Zentralkollineationen genannt, vgl. J. BOHM u. a. [15], Bd. II. -
c) Man zeige: f ist involutiv genau dann, wenn (x1,y,, a1, b1) ein harmonischer Wurf ist.
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1.5 Affine Geometrie vom projektiven Standpunkt

Im Abschnitt 1 haben wir von der affinen Geometrie ausgehend die projektive Ebene aus
der affinen durch Hinzufiigen einer ,unendlich fernen“ Geraden erhalten. Diese Vorstel-
lung motivierte die Definition der projektiven Geometrie 3" als Verband der Unterrdume
eines (n+1)-dimensionalen Vektorraums V"', Auf diese Weise hatten wir es vermieden,
die etwas umstandliche Erweiterung der n-dimensionalen affinen Geometrie zur projek-
tiven auszufithren. Wir wollen jetzt den umgekehrten Weg gehen und zeigen, dass die
affine Geometrie durch Auszeichnung einer projektiven Hyperebene H des P" aus der
projektiven hervorgeht. Alle affinen Begriffe entstehen aus projektiven, indem man die
letzteren zu der ausgezeichneten Hyperebene in Beziehung setzt. Der Einfachheit halber
werden wir uns erlauben, die hier projektiv zu definierenden Begriffe durch dieselben
Symbole zu bezeichnen, die fiir die entsprechenden Begriffe beim axiomatischen Aufbau
der affinen Geometrie in den Kapiteln 1.4, 1.5 benutzt wurden; das wird nicht zu Ver-
wechslungen fiihren. Es sei noch erwdhnt, dass wir allgemeiner als dort vorgehen, weil
der zugrunde liegende Skalarbereich jetzt ein Schiefkorper sein darf.

Definition 1. Essei P" der zu einem (n 4 1)-dimensionalen rechten Vektorraum V"**
iiber dem Schiefkérper K gehorende projektive Raum und H C P" eine fest gewahl-
te Hyperebene des P". Dann heifft ihr Komplement A" := P" \ H fir n > 1 ein
n-dimensionaler affiner Raum iiber K. Fiir n = 0, —1 setzen wir A := P, A™! := (.
Im Fall n > 1 heiftt H die absolute Hyperebene des affinen Raums A" oder auch sein
Absolut; sie wird auch unendlich ferne oder uneigentliche Hyperebene genannt. O

Aus Satz 3.14 folgt leicht, dass die projektiv-lineare Gruppe transitiv auf der Menge
der Hyperebenen wirkt: man ordne die Repéres in geeigneter Weise den Hyperebenen zu
und betrachte den Fall o = idx. Daher ist es vollig gleichgiiltig, welche Hyperebene man
auszeichnet; die Benennung ,unendlich fern wird durch die in Abschnitt 1 beschriebene
geometrische Deutung nahegelegt. Die fundamentale, zur affinen und nicht zur projekti-
ven Geometrie gehérende Eigenschaft ist die Parallelitét:

Definition 2. Mit den Bezeichnungen von Definition 1 sei B¥ eine projektive k-Ebene,
k> 0. Gilt B* c H, so heift B* uneigentlich, und eigentlich sonst. Fiir jede eigentliche
k-Ebene gilt B*¥ N A™ # 0; M* := B* 1 A" heifit die B* entsprechende affine k-Ebene.
Es seien B*, C! eigentliche projektive Unterrdume von P™, wobei fiir ihre Dimensionen
1 <1 <k erfiillt sei; D! := C'n A™ bezeichne die zu C" gehorende affine [-Ebene. D!
heift parallel zu M* (bzw. C' parallel zu B*) wenn

HNC'c HnB* (1)

gilt. Geht man umgekehrt von einer affinen k-Ebene M" aus, so ist die sie definierende
eigentliche projektive k-Ebene BF eindeutig bestimmt; wir nennen sie die projektive

Abschliefung von M* und bezeichnen sie mit M k; das ist also derjenige projektive
Unterraum, fiir den M* = M" A" gilt. O

Aus der Dimensionsformel (Satz 1.1) ergibt sich
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Folgerung 1. Fir jede eigentliche projektive Ebene B gilt
Dim H A B* =k — 1. (2)

Speziell ist eine eigentliche k-Ebenen Bk, k > 1, zu einer eigentlichen Hyperebene c!
genau dann parallel, wenn B¥ ¢ C"1 gilt, oder wenn B¥ AC" ™' c H ist. O

Die Definition 2 entspricht der Vorstellung, dass zwei verschiedene Geraden in der
Ebene (allgemeiner Hyperebenen des P™) genau dann parallel sind, wenn sie sich ,im
Unendlichen schneiden. Man kann zeigen (vgl. Ubung 4 c), dass der zu einer affinen
k-Ebene M"* = B* N A" gehdrende k-dimensionale Vektorraum (s. Satz 1.4.5.1) gerade
der Vektorraum U N W C V" ist; hier bezeichnen U bzw. W die Vektorunterriume,
die B* bzw. H bestimmen. Daher entspricht Definition 2 genau der Definition 1.4.5.3 der
Parallelitat in der affinen Geometrie. Weil die Parallelitét eine affin invariante Eigenschaft
sein soll, diirfen wir als affine Transformationen nur diejenigen Projektivititen zulassen,
die H (und damit auch A") in sich iiberfithren: Unter der affinen Gruppe 2A(n) = A(A")
verstehen wir somit die stationdre Untergruppe von H:

A(n) :={f € PLy|f(H) = H}. 3)

Um die Koordinatendarstellung der affinen Transformationen in der iiblichen Form
(vgl. 1.(5.7.46)) zu erhalten, miissen wir zuerst den Begriff des affinen Koordinatensystems
vom projektiven her erfassen. Eine Basis (a;) des Vektorraums V" 1! oder ein projektives
Repére (a;; e) werde affin angepasst genannt, wenn

H=a;V...Va, (a; = [a;]) (4)
gilt, wenn also die Punkte a;, « = 1,...,n, uneigentlich sind. Den einzigen eigentlichen
Grundpunkt ag = [ap] nennt man den Usprung des affinen Koordinatensystems. Der

affine Raum A" ist gerade der durch 2° # 0 bestimmte Definitionsbereich Uy der nullten
Karte ¢ des inhomogenen Koordinatensystems, das zu dem durch die affin angepasste
Basis bestimmten homogenen Koordinatensystem gehort (vgl. Lemma 2.6); daher werden
wir unter den affinen Koordinaten eines Punktes € A" beziiglich der affin angepassten

Basis a, ..., a, gerade die durch (2.8) fiir i = 0 definierten inhomogenen Koordinaten
verstehen: Zu jedem x € A" gibt es genau ein n-Tupel (27) € K™, j=1,...,n, so dass
po(@) = (¢7) € K, ()
also  x=[ap+ Z a;z’] (6)

j=1

gelten. Speziell stimmen die Einheitspunkte [ag + a;] auf den Achsen a + [a;] mit denen
der affinen Geometrie iiberein, vgl. Abb. 1.7 (fiir n = 2). Es sei nun (a;), ¢ =0,...,n, ein
fest gewahltes, affin angepasstes Repére von P™ und f € PL,; f werde von der linearen
Abbildung by € GL(V"™"!) erzeugt. Offenbar gilt

feAn) «— bs(a;) € L(ar,...,a,), j=1,...,n (7

Bezeichnet also LA(n+1, K) C GL(n+1, K) die Menge der Blockmatrizen der Gestalt

(680 » ) foo € K*, b€ K", B € GL(n, K), (8)
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so gilt (vgl. (4.22))

A(n) =2 LAn+1,K)/Z(n+1). 9)
Hier bezeichnet Z(n + 1) das Zentrum von GL(n + 1, K), das ist die Gruppe der Diago-
nalmatrizen I, 114, p aus dem Zentrum Z(K*) der multiplikativen Gruppe von K. Ist K
ein Korper, so normiert man die Matrizen durch Multiplikation mit 3y, auf die Gestalt

(b, B) = ( [1] : ) . beK", BeGL(n K). (10)

Hieraus folgt unmittelbar, dass die jetzige Definition sich mit der iiblichen Definition

1.5.1.2 der affinen Gruppe vertrigt; da (10) die Koordinatenmatrix der affinen Transfor-
mation f ist, erhalten wir mit der Normierung 2° = 1, y° = 1 fiir die Koordinaten des

Bildpunktes y = f(x):
1 1 0 1
(o )=(s 2)(2) a

i=1

also

und das ist bis auf die Bezeichnungen die Koordinatendarstellung 1.(5.7.42) der affinen
Abbildung f.

Ubung 1. Es sei K ein Korper. Man beweise unter Beachtung der Definition (10) die Multipli-
kationsregel in 2A(n, K):

(b,B) - (¢,C)=(b+Bc¢,B-C), (13)
berechne den Ausdruck (¥, X) = (b, B)™' und zeige, dass 24(n, K) halbdirektes Produkt des
Normalteilers )

{(b,Dbe K"} = [K",+],  I=(5), (14)
mit der Untergruppe
{(0,B)|IB€ GL(n,K)} ¥ GL(n,K) (15)
ist (vgl. § 1.5.3).

Ubung 2. Wir betrachten den affinen Raum A" iiber dem Kérper K. a) Es sei g* eine eigentliche
Gerade, ¢coo := g' A H und t der affine Parameter auf der affinen Geraden g' N A™ mit dem
Nullpunkt ¢o und dem Einheitspunkt ¢i1 # co. Man beweise: Es gilt

T = cot+ coc1 t «—— t = (x,c15 €0, C0)-

Die affinen Skalen auf g' sind also gerade diejenigen projektiven Skalen, die dem uneigentlichen
Punkt g* A H den Wert oo zuordnen, und das DV ¢ ist gleich dem Verhéltnis der parallelen
Vektoren cox und coc;. — b) Es sei char K # 2. Man zeige: Fiir drei kollineare Punkte co, c1,x €
g' N A" gilt: = halbiert die Strecke (co,c1) (vgl. 1.(4.3.30)) genau dann, wenn fiir das DV
(co,c1; €oo, ) = —1 gilt.

Ubung 3. Es sei wieder K ein Kérper. Man zeige: a) Die Gruppe der Homothetien von A™, vgl.
§ 1.4.3, ist isomorph zur Gruppe aller derjenigen Projektivitéten f € PLy, fiir die f|H = idgr
gilt. — b) Jede Homothetie g # id 4» hat hochstens einen Fixpunkt in A™. — c¢) Diejenigen
Homothetien von A™, welche in A™ keinen Fixpunkt haben, bilden zusammen mit id 4~ die
Gruppe der Translationen, welche zur Gruppe (14) isomorph ist.
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Die Formeln (11), (12) zeigen, dass die Transformationsgruppen [2A(A"), A"] im Sin-
ne von Folgerung 1.5.1.3 und in der projektiven Auffassung dieselbe Koordinatendarstel-
lung haben; die Wahl eine kartesischen bzw. eines affin angepassten Koordinatensystems
gibt einen dquivarianten Isomorphismus auf die in der Matrizenalgebra {iber K definierte
Transformationsgruppe [2A(n, K), K"] mit der Wirkung (11). Damit wird im Sinne des
F. KLEINschen Erlanger Programms (s. § 1.6.5) durch beide Methoden bis auf Isomorphie
dieselbe affine Geometrie bestimmt. Die Ubung 3 gibt die projektive Beschreibung der
Translationen, die einen n-dimensionalen Vektorraum iiber K bilden. Ist f # id 4~ eine
Translation, so gehen alle Geraden x V f(x) durch denselben Punkt von H, und es gilt

(Vv f(z)) AN H = [b], (16)

wenn y = &+ b die affine Darstellung von f ist (vgl. I. (4.5.3)). Translationen um propor-
tionale Vektoren b, b\, A € K*, bestimmen nach (16) denselben uneigentlichen Punkt.
Daher sind die Punkte der uneigentlichen Hyperebene als Richtungen, d.h. Aquivalenz-
klassen paralleler Geraden, der affinen Geometrie zu deuten. Nimmt man die Transla-
tionen als Vektoren, so kann man leicht die Axiome (I), (II), (IIT) der affinen Geometrie
(§ 1.4.3) verifizieren. Damit ist die projektive Einordnung der affinen Geometrie vollzogen.

Ubung 4. Es sei (a;),7 =0, ...,n, ein affin angepasstes Repére; W™ := £(a1,...,a,) C V"
definiert dann das Absolut des affinen Raumes A". a) Man zeige, dass [A", W", K| die Axiome
(I), (II), (III) der Definition 1.4.3.1 einer affinen Geometrie erfiillen, wenn die Wirkung von W™
iber A" folgendermafien erklirt wird:

tp:x =[] € A" —tp(z) =+ bl € A", bew™.

b) Jedes tp mit b # o ist eine Translation im Sinne von Ubung 3, d.h. tp = fIA" ist die
Einschrinkung einer Projektivitét f von P" mit f|H = id gy, die in A™ keine Fixpunkte hat. —
c) Iss M* = A™ N B* eine affine k-Ebene, und bezeichnet U**! ¢ V"*! den B* bestimmenden

Vektorunterraum, so ergibt sich die zu der affinen k-Ebene M* gehérende Vektormenge (vgl.
Satz 1.4.5.1) zu

V(M*) ={b e W"jty(M*) = M"} = W" nU™.

Ubung 5. Man gebe ein Beispiel fiir zwei affin-windschiefe Ebenen M?, B> c A* C P* des
vierdimensionalen affinen Raumes iiber einem Korper K an, deren sie definierende projektive
Ebenen sich schneiden. (Bemerkung: ,affin-windschief“ bedeutet, dass die affinen Ebenen dis-
junkt und nicht parallel sind, vgl. § 1.4.6.)

Ubung 6. Man zeige (mit den Bezeichnungen von Definition 2): Ist D' parallel zu M* und gilt
D'nM* #0, so ist D' ¢ M*.

Abschliefiend betrachten wir noch affine Kollineationen, das sind bijektive Abbildun-

gen f: A" — A" affiner Riume iiber nicht als isomorph vorausgesetzten Schiefkdrpern,
welche Geraden wieder in Geraden iiberfithren, also f(zVy) = f(x)V f(y) erfiillen. Dabei
ist die Operation V die auf die affinen Unterrdume eingeschrinkte projektive Operation,
analog fiir A:

D'AMY .= (D' AM")n A", D'v M* .= (D' v N1*)n A" (17)
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Wir beweisen, dass jede affine Kollineation Einschrinkung einer eindeutig bestimmten
Kollineation der zugehorigen projektiven Rdume ist und koénnen hieraus mit Hilfe des
Hauptsatzes der projektiven Geometrie einige interessante Schlussfolgerungen ziehen.

Lemma 2. Es sei [ : A" — A" eine affine Kollineation affiner Riume A" C P",
A" c P" diber Schiefkérpern K, K, char K # 2,charf( # 2. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Kollineation f : P" — P" mit f=flP"

Beweis. Fir n = 0,1 ist die Behauptung trivial. Es sei nun n > 2. Ist f_eine f
fortsetzende Kollineation, so muss offenbar fiir die uneigentlichen Hyperebenen f(H) =

H gelten, und fiir jeden affinen Unterraum D C A™ muss
f(DNH)=f(D)NH (18)

erfiillt sein. Daraus ergibt sich fiir jeden uneigentlichen Punkt = € H folgende Regel fiir
die Konstruktion des Bildes f(x): Man wéihle eine affine Gerade h in Richtung von x,

also mit @ = h A H, und setze f(z) := f(h) A H. Um diese Definition zu rechtfertigen
muss man zeigen, dass das Bild f(x) nicht von der Wahl der affinen Geraden h mit dem
uneigentlichen Punkt @ abhingt, mit anderen Worten, dass das folgende Lemma gilt:

Lemma 3. Unter den Voraussetzungen von Lemma 2 gehen bei einer affinen Kollinea-
tion f: A" — A" parallele Geraden wieder in parallele Geraden tuber.

Beweis. Da sich die AbschlieRungen paralleler Geraden hi, hy, hi # hy in einem
uneigentlichen Punkt @ € H schneiden, spannen sie eine Ebene auf, sind also nicht wind-
schief. Wir betrachten ein Parallelogramm a,b,c,d mit a V d = hy, bV ¢ = hy, dessen
Seiten a V b, ¢V d ebenfalls parallel sind. Die Diagonalen a V ¢, bV d schneiden sich dann
in einem eigentlichen Punkt s = (aVd)A(bVe) € A™; dieser Schnittpunkt liegt natiirlich
in der von den Parallelen aufgespannten Ebene, welche die uneigentliche Hyperebene H
in der durch die beiden anderen, den Paaren paralleler Seiten des Parallelogramms ent-
sprechenden Diagonalpunkte des vollstandigen Vierecks a, b, ¢, d aufgespannten Geraden
schneidet. Da char K # 2 gilt, sind die Diagonalpunkte nicht kollinear, vgl. Ubung 4.6,
und es folgt s € A™. Weil die affine Kollineation f bijektiv ist, schneiden sich die Bildgera-
den in dem eigentlichen Punkt f(s) = f(aVvd)A f(bVe), und folglich liegen die Bildpunkte
f(a), f(b), f(c), f(d), also auch die Bildgeraden f(h1) = f(a V b), f(h2) = f(cV d) in
einer Ebene. Da sie wegen der Bijektivitdt von f disjunkt sind, miissen sie parallel sein.
O

Wir beenden nun den Beweis von Lemma, 2. Weil nach Lemma 3 die Abbildung f
eindeutig definiert ist, bleibt nur noch zu zeigen, dass sie auch uneigentliche Geraden
wieder in uneigentliche Geraden iiberfiihrt. Es seien also x,y,z € H drei verschiedene
kollineare Punkte. Wir betrachten eine projektive Ebene M?, die H in der Geraden
x V y schneidet. In dieser Ebene wahlen wir drei Geraden hq, hy, hy mit € = H A hq,
y = H A hy, z = H A hs. Diese Geraden bestimmen ein eigentliches Dreieck in der
Ebene M?. Die Bildpunkte f (a), f(b), f(c) der Ecken a, b, ¢ dieses Dreiecks bestimmen

—~2
eine Ebene M , und fiir die Bilder der uneigentlichen Punkte gilt

— _ - —

f(x) = F(h) N H, f(y) = f(ha) N H, f(2) = f(hs) N H.
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Diese Punkte liegen wegen f(h;) C M 2, i =1,2,3, in der Schnittgeraden M ? A ﬁ, sind
also kollinear. Aus der Bijektivitit von f folgt leicht die Bijektivitiit von f, und somit
ist f eine Kollineation. O

Aus dem Hauptsatz der projektiven Geometrie ergeben sich unmittelbar einige Fol-
gerungen:

Folgerung 4. Es sei m > 2. Unter den Voraussetzungen von Lemma 2 gilt n = m,
und es gibt einen Isomorphismus o : K — K derart, dass die affine Kollineation f eine
Basisdarstellung der Form

flx) = fla+ _Z wz') = fla) + Z bio(a') (19)

besitzt. Ist K ein Korper und ldsst f das affine Verhdltnis paralleler Strecken invariant,
so ist f eine affine Bijektion mit K = K und 0 = idg.

Beweis. Nach Folgerung 3.9 und Lemma 2 ist n = m. Damit ist auch n > 2 und wir kon-
nen den Hauptsatz der projektiven Geometrie anwenden. Bei affin angepassten Repéres
ergibt sich die Darstellung (18) aus der Basisdarstellung der o-linearen, f erzeugenden
Abbildung. Nach Ubung 2 ist das Streckenverhiltnis ein Spezialfall des Doppelverhéltnis,
und es folgt, dass K = K und ¢ = idx gelten miissen. O

Folgerung 5. Gilt n > 2 und ist K ein Kérper mit char K # 2, so ist die affine Gruppe
A(n) die Gruppe derjenigen affinen Kollineationen von A" auf sich, die das Verhiltnis
paralleler Strecken invariant lassen.O

Fiir eine spitere Anwendung heben wir den reellen Fall K = R besonders hervor.
In diesem Fall gibt es nur den trivialen Isomorphismus ¢ = idg, und man erhilt eine
besonders einfache Beschreibung der affinen Gruppen:

Satz 6. Die affine Gruppe 2A(n) des reellen affinen Raumes A™, n > 2, besteht aus allen
bijektiven Abbildungen von A™ auf sich, die Geraden wieder in Geraden uberfihren.0

Ubung 7. Mit Hilfe des Hauptsatzes der projektiven Geometrie beweise man: Die Isometrie-
gruppe’ des euklidischen Punktraumes E™, n > 2, ist die euklidische Gruppe.(Einen anderen
Beweis dieser Aussage findet man in Ubung 1.6.2.13.)

1.6 Dualitat

In der projektiven Geometrie gibt es eine grundlegende begriffliche Symmetrie, bei der
die Begiffe Verbinden und Schneiden, Punkte und Hyperebenen, allgemeiner k-Ebenen
und (n — k — 1)-Ebenen, einander entsprechen. Diese als Dualitdt bezeichnete Symmetrie
gestattet es, durch formales Ersetzen der Begriffe durch ihr Dual ohne neuen Beweis
geometrisch neue Resultate zu erhalten. Wir beginnen mit dem einfachsten interessanten
Fall:

1Hierunter versteht man die Menge der den Abstand erhaltenden bijektiven Abbildungen eines metri-
schen Raumes auf sich; sie bildet offenbar eine Gruppe beziiglich der Komposition, vgl. auch Abschnitt
2.5.6 weiter unten.
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1.6.1 Dualitit in der ebenen Inzidenzgeometrie

In der ebenen Inzidenzgeometrie (vgl. Beispiel 1.4) haben wir zwei Grundmengen: die
Menge der Punkte und die Menge der Geraden, und eine Relation, die Inzidenz, die
zwischen Punkten und Geraden bestehen kann. Fiihrt man in dem Axiomensystem P.1-
3 die dualen Ersetzungen

Punkt — Gerade,
Gerade — Punkt,

Inzidenz —— Inzidenz

aus, so gehen die Axiome P.1 und P.2 der ebenen Inzidenzgeometrie in die Axiome P.2
bzw. P.1 iiber:
P.1+~— P2, P2+— P.1,

wihrend P.3 zu einer neuen Aussage P.3’ fiihrt:

P.3'. Es gibt vier Geraden, von denen nicht irgendwelche drei durch denselben Punkt
gehen.

Die Aussage P.3’ 13t sich jedoch aus den Axiomen P.1-3 beweisen, vgl. Ubung 1.7.
Nimmt man P.3’ als (liberfliissiges) Axiom zu den Axiomen P.1-3 hinzu, so erhdlt man
ein bei den dualen Ersetzungen in sich selbst iibergehendes Axiomensystem der ebenen
Inzidenzgeometrie. Diese begriffliche Symmetrie nennt man die Dualitit der projektiven
Ebene. Punkte und Geraden bilden ein zueinander duales Paar, und die Inzidenz ist ein
zu sich selbst dualer Begriff'. Da alle Definitionen und Sétze der ebenen Inzidenzgeome-
trie sich allein auf die drei genannten Grundbegriffe und das beschriebene, zu sich selbst
duale Axiomensystem stiitzen, wird durch die dualen Ersetzungen jedem abgeleitetem
Begriff ein entsprechender dualer Begriff zugeordnet; ersetzt man in einem Satz (d.h.
einer bewiesenen Aussage) jeden Begriff durch den zu ihm dualen, so erhélt man wieder
eine richtige Aussage, deren Beweis sich durch duale Ersetzungen aus dem Beweis des
ersten Satzes ergeben wiirde und daher nicht ausgefiihrt zu werden braucht. In speziellen
Fallen konnen natiirlich der duale Begriff oder der duale Satz mit dem urspriinglichen
{ibereinstimmen, vgl. Ubung 1. Die formale Regel, dass mit jedem Satz der ebenen Inzi-
denzgeometrie auch der duale Satz gilt, nennt man das Dualitdtsprinzip der projektiven
Ebene; da namlich in der algebraisch definierten ebenen projektiven Geometrie iiber ei-
nem Schiefkérper K die Axiome P.1-3 als Sdtze ableitbar sind, kénnen wir das ebene
Dualitétsprinzip auch in diesem Fal anwenden. Im n#chsten Abschnitt 1.6.2 werden wir
den n-dimensionalen Fall behandeln, der das ebene Dualitdtsprinzip als Spezialfall noch
einmal begriindet. Das Buch von L. HEFFTER [37] beginnt mit einem zu sich selbst dua-
lem Axiomensystem der projektiven Geometrie des dreidimensionalen Raumes, aus dem
sich das Dualitétsprinzip dieser Geometrie ergibt.

["Ibung 1. Man zeige, dass in der projektiven Ebene P? iiber einem Schiefkérper K die Figur
des Satzes von DESARGUES (Ubung 1.7, Abb. 1.5) zu sich selbst dual ist. Daraus leite man den
folgenden, zu sich selbst dualen Satz her: Es seien (a1, a2, as), (b1, b2, bs) zwei Dreiecke, d.h.
Tripel nicht kollinearer Punkte, und

14120,2\/61437 14220,3\/6147 Az =a1 Vas
B1=l)2\/l)37 Bgzbg\/bl7 B3 =bi1V b

! Inzidenz ist ja durch Enthalten oder Umfassen definiert, vgl. Definition 1.1.1, und aus verbandstheo-
retischer Sicht bilden Enthalten und Umfassen ein duales Paar, s. auch Gleichung (2) weiter unten.
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die dazugehorigen Dreiseite, d.h. Tripel nicht konzentrischer Geraden. Dann gilt: Die Verbin-
dungsgeraden entsprechender Punkte a; V b1, a2 V bz, a3 V b3 sind konzentrisch genau dann,
wenn die Schnittpunkte entsprechender Geraden A; A By, A> A B3, A3 A B3z kollinear sind.

Ubung 2. Man dualisiere den Satz von Pappos (Ubung 1.8) und fertige eine entsprechende
Skizze an.

Ubung 3. Es sei P? eine projektive Ebene iiber einem Schiefkérper K, char K # 2. Man duali-
siere den Begriff des vollstsindigen Vierecks (Ubung 4.6) zu dem des vollstindigen Vierseits. Der
Geraden als Tréger der Punktreihe entspricht dual der Punkt als Trager des Geradenbischels,
das sind alle durch ihn gehenden Geraden der Ebene. Nach Beispiel 1 erhilt man die Begriffe des
Doppelverhiltnisses und der harmonischen Lage durch Dualisierung dieser fiir die Punktreihe
definierten Begriffe. Durch Dualisierung von Ubung 4.7 gebe man eine Konstruktion der vierten
harmonischen zu drei konzentrischen Geraden an.

1.6.2 Projektive und algebraische Dualitét

Beim Aufbau der projektiven Geometrie mit den Hilfsmitteln der linearen Algebra ergibt
sich die geometrische Dualitdt aus der algebraischen Dualitét zwischen Vektoren und
Kovektoren. Wir betrachten in diesem Abschnitt nur endlich dimensionale Rdume V iiber
einem Schiefkérper K. Ebenso wie im kommutativen Fall wird das Dual V' als die Menge
der linearen Abbildungen u : V' — K definiert; diese werden auch Linearformen oder
Kowvektoren genannt. Das Dual ist bei argumentweiser Definition der Rechenoperationen
wieder

ein Vektorraum derselben Dimension iiber K; dabei ist zu beachten, dass das Dual
eines rechten (bzw. linken) Vektorraums ein linker (bzw. rechter) Vektorraum ist (Satz
I1.7.3.7); die Linearitéit der Form bleibt ja im nichtkommutativen Fall nur erhalten, wenn
man sie von der entgegengesetzten Seite mit einem Skalar multipliziert:

pu(re+98) = pu(t)e + pu(n)3,  pa,feK, r,neV,ue V.

Das Dual des dualen Raums (V') ist wie im kommutativen Fall wieder ein zum ur-
spriinglichen Raum V kanonisch isomorpher Vektorraum, den man in der Regel iiber
den kanonischen Isomorphismus mit diesem identifiziert: (V') = V. Das Gesagte lift
sich am einfachsten mit Hilfe der symmetrischen Schreibweise des Skalarprodukts von
Kovektor und Vektor beschreiben:

(u, 1) € V' XV = (up) :=ur) € K.

Den kanonischen Isomorphismus V' — (V’)’ erhiilt man, wenn man in (ulr) den Vektor
t € V festhilt und u € V' als Variable betrachtet. Man macht sich leicht klar, dass zu
jeder Basis (a;) von V' durch die Projektionen auf die j-ten Komponenten

o/ (a;6") == ¢, also (a]a;) = &7,

eindeutig eine Basis (a’) von V' definiert wird, welche die zu (a;) duale Basis genannt
wird; hier haben wir die Summenkonvention angewandt; 517 bezeichnet das Kronecker-
symbol. 2 Sind

r=af,  u=uvd

2In Kapitel I1.7 erhilt man diese Ergebnisse durch Spezialisierungen der Sitze iiber freie Moduln
iiber nicht kommutativen Ringen. Eine elementarere Darstellung der Vektoralgebra iiber Schiefkérpern
enthdlt Kapitel III des Buches H. REICHARDT [67].
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die Basisdarstellungen eines Vektors und eines Kovektors in zueinander dualen Basen, so
hat ihr Skalarprodukt die einfache Form

(ufr) = Uz‘fi-

Es ist klar, dass die Satze der projektiven Geometrie genauso wie fiir rechte auch fiir
linke Vektorrdume iiber dem Schiefkérper K gelten. Die projektive Geometrie wird ja
durch den Verband der Unterrdume bestimmt; nach Beispiel I1.7.2.14 kann jeder linke
Vektorraum iiber K als ein rechter Vektorraum iiber dem entgegengesetzten Schiefkor-
per Ky aufgefafit werden, wobei der Verband der Unterrdume sich nicht dndert. In die-
sem Sinne ist die projektive Geometrie J8(V"') zu verstehen; die projektiven Geometrien
derselben Dimension iiber entgegengesetzten Schiefkdrpern sind also isomorph. Die pro-
jektive Dualitat wird mit Hilfe der Annullatorbeziehung begrifflich beschrieben und, im
Unterschied zur synthetischen projektiven Inzidenzgeometrie, rechnerisch zugénglich. Der
Annullator wird bekanntlich (vgl. Definition 1.5.6.1) folgendermafien als eine Abbildung
1 :P(V) — P(V') definiert:

AcP(V)— At = {ue V| (ur) =0 fiir alle r € A} € P(V'). (1)

Hier werden die Unterrdume A € PB(V), AT € P(V’) als Vektormengen angesehen;
betrachtet man sie als projektive Unterrdume, so bleibt die Annullatorbeziehung wegen
der Homogenitét des Skalarprodukts in beiden Argumenten sinnvoll; die Definition

u=[u €At (ur) =0 fiirallex = f] € A

ist unabhingig von der Wahl der Reprasentanten u,r von u,x. Aus dem in der linearen
Algebra Bewiesenem, vgl. § 1.5.6 und Satz I1.7.3.7, Ubung I1.7.3.7 im nichtkommutativen
Fall, ergibt sich unmittelbar

Satz 1. Es seien B" = P(V), P = P(V') die 2u dem (n+ 1)-dimensionalen Vektor-
raum V dber dem Schiefkorper K und seinem Dual V' gehérenden projektiven Geome-
trien. Dann ist die Annullatorbeziehung L : PB" — P’ eine die Inklusion C wmkehrende
und daher die Inzidenz erhaltende Bijektion der Verbinde. Im einzelnen gelten:

ACB+«— BtcAt (2)
(Av B)t = A+ A B, (AANB)t = At v B (3)
(At = A4, (4)
DimA =k «— DimAt =n—k—1, (5)
ot =pP'", Pt =4 (6)

O

Die projektive Dualitdt 136t sich auf Grund von Satz 1 folgendermafien beschreiben:
Die Abbildung L : B — P’ ordnet jedem Grundbegriff, genauer, sogar jedem Element
der projektiven Geometrie PB", den dualen Grundbegriff der dualen projektiven Geome-
trie P’ zu, wobei die Formeln (2) bis (6) gelten. Da sich jeder abgeleitete Begriff und
jede Aussage durch endliche viele Schritte aus den Grundbegriffen aufbaut, ergibt sich
aus jedem Begriff ein Paar zueinander dualer Begriffe, und zu jeder Aussage ein Paar zu-
einander dualer Aussagen, die entweder beide wahr oder beide falsch sind; hierzu beachte
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man (4). Weil alle n-dimensionalen Geometrien iiber demselben oder dem entgegenge-
setzten Schiefkérper isomorph sind, gilt also nach diesem Dualitdtsprinzip zu jedem Satz
ein dazu dualer Satz, der wegen (5) in der Regel einen anderen geometrischen Inhalt hat.
Wie in der ebenen Inzidenzgeometrie kann es natiirlich eintreten, dass der duale Satz
mit dem urspriinglichen iibereinstimmt. Man beachte, dass die Abbildung | nach ihrer
Definition stets von dem zugrunde liegendem Raum, also von dessen Dimension abhéngt,
was in der Formel (5) besonders deutlich wird. In den folgenden Beispielen wenden wir
das Dualitatsprinzip an.

Beispiel 1. Es sei u = [u] € P'" ein ,Punkt” des dualen projektiven Raums. Da der An-
nullator nach (4), betrachtet als Abbildung L : '™ — ", die zu (1) inverse Abbildung
ist, reprasentiert u die Hyperebene

ut = {z =[] € P"|(ulr) = 0}. (7)

Weil die Abbildung | eine kanonische Bijektion des dualen Punktraums P’" auf die
Grafmann-Mannigfaltigkeit P,, ,—1 der Hyperebenen des Ausgangsraums P" liefert, ist
es sinnvoll und iiblich, die Elemente u = [u] € P’'™ als Hyperebenen des P" zu interpre-
tieren und sie auch als solche zu bezeichnen. In (7) wird die Hyperebene u' als Menge
der Punkte charakterisiert, deren Reprasentanten der Gleichung (u|r) = 0 geniigen; den-
ken wir uns umgekehrt einen Punkt @ = [r] # o von P" festgehalten und bestimmen
alle Hyperebenen uw = [u], die dieser Gleichung geniigen, so erhalten wir als duales Ge-
bilde ' die Menge aller Hyperebenen durch den Punkt . Allgemein korrespondiert
die Grafmann-Mannigfaltigkeit P,, j, der k-Ebenen des projektiven Raums P" mit der
Grafmann-Mannigfaltigkeit P, ,, , , der (n—k—1)-Ebenen von P'". Da P'" selbst ein
projektiver Punktraum ist, erhalten wir durch Dualisierung der Begriffe und Satze iiber
projektive Gebilde aus Punkten die dualen Begriffe und Sétze iiber projektive Gebilde
aus Hyperebenen. Ist zum Beispiel n = 3, so sind Punkte zu Ebenen und Geraden zu
Geraden dual. Jede Gerade B bestimmt die Menge der mit ihr inzidenten Punkte; diese
Menge haben wir mit Hilfe der kanonischen Abbildung 7 (vgl. (1.2)) mit der Geraden
selbst identifiziert. Tut man das nicht, so ist das Objekt ,Gerade* von dieser Menge zu
unterscheiden, die mitunter deswegen Punktreihe genannt wird. Der dazu duale Begriff ist
die Menge aller Ebenen, die mit der Geraden inzidieren, d.h. sie enthalten; die Gesamt-
heit all dieser Ebenen nennt man das Ebenenbiischel mit dem Triger B. Sind a,b € B
zwel verschiedene Punkte der Geraden, so gilt

B=aVvb=(atAb")*,

die Gerade erscheint als Verbindung von zwei Punkten und dual als Schnitt von zwei
Ebenen. Ebenso wie in der Punktreihe erhilt man im Ebenenbiischel, das ja eine Gerade
in P'? ist, ein DV, und damit ist zum Beispiel die harmonische Lage von vier Ebenen
eines Ebenenbiischels definiert. Fiir n = 2 entspricht der Menge aller Punkte auf einer
Geraden dual die Menge aller Geraden durch einen Punkt, die man ein Geradenbischel
nennt, und auch in dieser Menge ist das DV definiert. Fiir beliebiges n > 1 entspricht einer
Geraden des dualen Raums P'" das Biischel aller Hyperebenen durch eine feste (n — 2)-
Ebene, die wieder der Trager des Hyperebenenbiischels heifst. Algebraisch entspricht der
Auffassung einer k-Ebene als Verbindung von Punkten ihre Parameterdarstellung, und
der Auffassung als Schnitt von Hyperebenen ihre Darstellung als Losung eines homogenen
Gleichungssystems. O
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Ubung 4. a) Man dualisiere die Begriffe kollinear, Wurf, DV eines Wurfes auf Hyperebenen. —
b) Man zeige: Ist (a, b, ¢, d) ein Wurf von Punkten des P", so ist (a™,b", ¢, d") ein Wurf von
Hyperebenen des Raums P'", und die DV dieser Wiirfe stimmen {iberein. — ¢) Man formuliere
und beweise ein Analogon von Ubung 4.4 fiir Wiirfe von Hyperebenen.

Beispiel 2. In (1.2) haben wir eine kanonische Abbildung 7 : V' — Py definiert, die
auf Unterrdume angewandt eine Realisierung der projektiven Unterrdume B € PB" unter
Erhaltung der Inklusion C als Punktmengen gestattete; dabei gilt mit Verwendung der

Inzidenzrelation ¢
m(B)={x € P"|x « B}. (8)

Die analoge kanonische Abbildung 7 : V' — P'" gestattet es, jeden projektiven Un-
terraum U C P’ als Menge von Punkten in P'", also wegen der Dualitiit als Menge
von Hyperebenen des P" aufzufassen. Dem Unpunkt o’ = m(0) € P'™ entspricht we-
gen (6) dabei der ganze Raum P". Die Dualisierung von (8) fithrt uns auf die folgende
geometrische Deutung der Annullatorbeziehung | :

7(B) :={u € P"|u . B} = B*; 9)

denn 7(B) ist ja nach Definition der Inzidenz die Menge aller Hyperebenen u, die B

enthalten, fiir die also (u|B) = 0 gilt, und das ist B; man nennt 7(B) das Hyperebe-
nenbischel mit dem Triger B. (Hinzu kommt noch der dem Unpunkt o’ entsprechende
ganze Raum P", der stets zu allen Rdumen von Hyperebenen hinzuzufiigen ist; wir
werden in Zukunft darauf meist nicht eingehen.) Wéhrend bei 7 die Relation C erhalten
bleibt, wird sie nach (2) bei 7 umgekehrt; daher werden wir 7 besser nicht analog 7 zu
einer Identifizierung benutzen, um Irrtiimer zu vermeiden. O

Ubung 5. Es sei (a;)i—o,...n» eine Basis von V"*! und (a’) die dazu duale Basis von V'. Die
zu @’ gehorende Hyperebene H ; ist definiert durch

r€ Hj — x =[r] und (aj|g):();

H; ist die zum Punkt a; = [a,] gegeniiberliegende Seite des zu der Basis gehorenden Koordi-
natensimplex. Dem Einheitspunkt e = [ag + ... + a,] entspricht dual die Finheitshyperebene

E:=[a"+...+0a"|={z € P}|lz =[a;2'] und » 2’ =0}.
=0

Man zeige: Wahlt man als uneigentliche Hyperebene des affinen Raums A" die Einheitshyper-
ebene E C P" eines projektiven Repéres, so gilt

z=[cA" — Y 2l #£0,
j=0
und die Normierung

V= ml(z xj)71 (xe A™)

definiert die baryzentrischen Koordinaten von z beziiglich des n-Simplex ([ao], ..., [ax]), vgl.
Ubung 1.4.5.5.



1.6. DUALITAT 65

1.6.3 Projektive Biindelgeometrien

Es sei PR eine n-dimensionale, etwa rechte projektive Geometrie iiber dem Schiefkérper
K und AF PB" eine beliebige, fest gewidhlte k-Ebene. Unter dem Biindel der projek-
tiven Unterriume mit dem Triger A* verstehen wir die Menge aller A* enthaltenden
Unterrdume:

p" /A" .= {B e P"|A* c B}. (10)

Wir beweisen nun

Satz 2. Unter den Vorausetzungen der Definition (10) seien Vv S W die P, AF
bestimmenden Vektorraume iber dem Schiefkérper K; V /W bezeichne den Faktorraum.
Dann definiert

p:BeP/AF — p(B) =B+ W e B(V/W) (11)

eine kanonische Bijektion, die ein Isomorphismus der Verbinde ist. Daher ist in ‘B"/A]C
eine projektive Geometrie der Dimension n—k — 1 definiert. Der zum projektiven Punkt-
rawm P(V /W) duale Raum ihrer Hyperebenen ist zu A" kanonisch isomorph.

Beweis. Der Einfachheit halber moge B sowohl den Vektorunterraum als auch den pro-
jektiven Unterraum bezeichnen, also je nach Kontext als Vektormenge oder Punktmenge
zu deuten sein. Die Abbildung p, betrachtet als Abbildung der Vektorunterrdume, wird
offenbar durch die kanonische Projektion

preV—r+WeV/W

erzeugt und ist daher surjektiv. Da ihr Kern W ist, und die Urbilder der Unterrdume
pY(B+W) =B+ W = B fiir alle B € p"/ A" erfiillen — fiir diese gilt ja W C B -
ist die Abbildung (11) auch injektiv. Sie erhilt offenbar die Relation C und erfiillt

p(B1) Vp(Bs2) = p(B1V By);
folglich ist sie eine Kollineation, wobei die relative Dimension im Biindel zu beachten ist:
Dimrel(B) :=Dim B — k — 1. (12)

Weiter ist A" das Biischel der Hyperebenen in P", die A" enthalten. Ist u = [u] eine
derartige Hyperebene, so gilt u|W = 0, und umgekehrt. Daher ist ii(x + W) := u(z) eine
wohldefinierte Linearform auf V' /W. Die Abbildung u € W+ — i € (V /W)’ ist linear
und hat den Kern o; sie ist daher injektiv und folglich wegen der Gleichheit der Dimen-
sionen dim W+ = dim V /W =n — k ein kanonisch definierter linearer Isomorphismus

W= (V/W), W CV Unterraum, dimV < oc. (13)
Hieraus ergibt sich unmittelbar die zweite Behauptung. O

Beispiel 3. Die Veranschaulichung des auf den ersten Blick etwas formalen Satzes 2 fiihrt
uns auf die heuristische Betrachtung der projektiven Ebene in Beispiel 1.1 zuriick. Dort
haben wir mit Hilfe des Biindels aller Strahlen durch einen Punkt die projektive Ebene
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definiert, vgl. Abb. 1.1. Die relative Dimension der Geraden als Objekte des Biindels ist
null; sie sind die ,Punkte”“ des Biindels. Schneiden wir das Biindel durch einen Punkt A
mit einer nicht durch A gehenden Ebene H, so ist die Zuordnung

h:xe H— h(x):=xVAcP"/A (14)

eine Projektivitét; im Fall des Beispiels 1.1 ist n = 3. Im allgemeinen Fall eines Biindels in
einem beliebigen P" mit einem Trager A" ist fiir H eine zu A* komplementére (n—k—1)-
Ebene zu wihlen; man nennt H einen Schnitt (vollstindiges Reprisentantensystem) des
Biindels P"/A; in der Tat ist die Abbildung

s: X eP"/JA— s(X)=XANHCH (15)

die Umkehrung der durch h bestimmten Abbildung der Verbande projektiver Unter-
rdume. Die Abbildung (14) ibertrigt die (n — k — 1)-dimensionale projektive Geome-
trie von H auf das Biindel durch A. Dass es sich dabei um eine Projektivitdt handelt
folgt aus der Tatsache, dass h sich durch Ubertragung eines homogenen Koordinatensy-
stems von H auf das Biindel als Zuordnung durch gleiche Koordinaten darstellen 14fst.
Ist f: F — P"/A eine analoge Projektivitit einer weiteren, zu A komplementiren
(n —k —1)-Ebene F auf das Biindel mit dem Tréiger A, so wird durch f~*oh: H — F
eine Projektivitat definiert, welche die Konstruktion der Zentralprojektion aus Beispiel
1.2, Abb. 1.3 verallgemeinert. Wir nennen sie daher die Zentralprojektion von H auf F
mit dem Zentrum A. Bezeichnet g die in Beispiel 3.1 definierte Zentralprojektion von P"
mit dem Zentrum A auf den Unterraum F, so gilt f~1oh =¢|H. O

1.6.4 Duale Abbildungen.

Fiir lineare Abbildungen a : V' — W ist die zugehérige duale Abbildung o' : W' — V'’
bekanntlich folgendermafsen definiert:

(a'(w)lr) := (wla(y)), reV,weW,

vgl. Definition 1.5.2, wo sie die zu a transponierte Abbildung genannt wurde. Fiir die
Anwendungen in der projektiven Geometrie benotigt man eine naheliegende Verallgemei-
nerung dieses Begriffs. Bekanntlich (vgl. Definition I1.7.2.7) nennt man eine Abbildung
o : K — L von Schiefkérpern einen Anti-Isomorphismus, wenn o ein Isomorphismus der
additiven Gruppen der Schiefkorper ist und o(af) = o(8)o(a) erfiillt. Eine Abbildung
a:V — W des rechten Vektorraums V {iber K in den linken Vektorraum W iiber L
wird o-linear genannt, wenn

a(ra+yB3) = o(a)a(r) +o(B)a(y), t,9 € V,a, 0 € K,

gilt, wobei 0 : K — L ein Anti-Isomorphismus ist. Sie erfiillt

a(taB) = o(B)o(a)a(x), r,e V,a,8 € K.

(Analog fiir Abbildungen a von linken in rechte Vektorraume.)

Definition 1. Es seien V ein rechter Vektorraum iiber dem Schiefkérper K und W
ein rechter (bzw. linker) Vektorraum iiber dem Schiefkdrper L; o : K — L sei ein
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Isomorphismus (bzw. Anti-Isomorphismus) der Schiefkdrper; schlieflich sei a : V — W
o-linear. Dann heifst die durch

(a'(w)z) =
bzw. (a'(w)[x) :=

H(wla@)), reV,mew’, (16)
'((a(x)|w)) (17)
definierte Abbildung o’ : W’ — V' die zu a duale Abbildung. O

o
o

In Gleichung (17) haben wir die Reihenfolge von Vektor y € W und Kovektor o € W’
in dem kanonischen Skalarprodukt (y|m) umgekehrt, weil nun W' ein rechter Vektorraum
ist. Man beweist unmittelbar aus den Definitionen

Lemma 3. Die Gleichungen (16) bzw. (17) definieren eine o~ '-lineare Abbildung
o W —-V'.0o

Dieses Lemma legt die folgende Definition nahe:

Definition 2. Mit den Bezeichnungen von Definition 1 seien P] und Q)" die zu den
Vektorrdumen V™! bzw. W™ iiber den Schiefkérpern K bzw. L gehdrenden projek-
tiven Raume. Weiter sei f: P, — Q" eine von einer o-linearen Abbildung a: V — W
erzeugte kollineare Abbildung. Dann heift die durch die duale o~ !-lineare Abbildung a’
erzeugte kollineare Abbildung f' : Q™ — P'™ die zu der Abbildung f gehérende duale
kollineare Abbildung. O

Der folgende Satz enthilt eine interessante Anwendung der dualen Abbildung: die
unten bewiesene Formel (18), etwas anders in der Form

fTHH)=f(HYY, HePw™),

geschrieben, zeigt die Mdoglichkeit, die Urbilder der kollinearen Abbildung f durch die
Bilder von f’ auszudriicken.

Satz 4. Es mdgen die Voraussetzuungen und Bezeichnungen von Definition 2 gelten.
Dann ist die duale kollineare Abbildung [’ unabhingig von der Wahl der f erzeugenden
Abbildung a, und es gilt

[TUHS=HY), HepWwmr, (18)

Beweis. Wir betrachten den Fall, dass W ein linker Verktorraum ist und (17) gilt. Es
sei U C W’ ein beliebiger Unterraum. Wir zeigen

a" (UL) = d (U)* . (19)

In der Tat, es gilt r € = ' (U") genau dann, wenn a(xr) € U™ ist, und das gilt genau
dann, wenn fiir alle w € U die Gleichung (a(r)|mw) = 0 zutrifft. Nach Definition 1 ist das
gleichbedeutend mit (a’(w)[xr) = o~ (a(z)|tv) = O fiir alle v € U, also ¢ € o/ (U)+. Weil
a die Abbildung f erzeugt, folgt fiir die projektiven Unterrdume

U =d )t = f'(U)
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so dass f’ nur von f und nicht von der Wahl der erzeugenden Abbildung a abhingt.
Setzt man in der letzten Gleichung U = H* und wendet L an, so folgt die behauptete
Gleichung (18). O

Durch Satz 4 ist die Definition der dualen kollinearen Abbildung f’ gerechtfertigt.
Offenbar gelten

f) =f (20)
(fog) =gof" (21)
Ubung 6. Es sei f' die zu f: P — Q™ duale Abbildung. Man beweise: a) Es gelten
x o f/(H) «— f(x) H (x € P", HecQ™), (22)
F7HON) = F(PT)E =T (f(PT)). (23)

b) f bestimmt eine Kollineation f des Biindels 3" /f~*(0) auf die projektive Geometrie des
Bildes f(P"):

f: X eP"/f o) — [(X):=f(X) e B((P"), (24)
und wegen der kanonischen o~ !-Bijektion a(V)' = W' /a(V)* gilt
() =) (25)

Beispiel 4. Mit denselben Bezeichnungen wie in Definition 1 sei nun ¢ : V" — wn*!
bijektiv. Die zu a kontragrediente Abbildung wird definiert durch

at =)V - W, (26)

Offenbar gilt a* = (a’)~! (vgl. Ubung I1.7.2.12). Aus (18) folgt: Fiir alle B € (V) ist

f1(BY) = f(B), (27)

wobei f* die von a* induzierte Kollineation bezeichnet. Da man (27) auch in der Form
F1(M) = (f(M*))*, (M = B")

schreiben kann, ist klar, dass die kontragrediente Abbildung fiir die projektive Geometrie
nichts wesentlich Neues liefert. Fiir alle B € (V) ist

f(B) ={f(z)|x € B}
das Bild von B als Punktmenge und
f(BY)={fH"HH"">B}

dual dazu das Bild von B als Triger eines Hyperebenenbiischels. O

1.7 Korrelationen

In diesem Abschnitt wollen wir die Struktur der projektiven Geometrie 3" als Verband
in den Vordergrund stellen. Aus Ubung 3.5 geht hervor, dass man die Kollineationen
als Bijektionen F : " — 0" zwischen projektiven Geometrien charakterisieren kann,
die ebenso wie ihre Inversen F~! monoton wachsend sind. Die dualistische Struktur der
projektiven Geometrien legt es nahe, neben diesen auch monoton fallende Abbildungen
zu betrachten.



1.7. KORRELATIONEN 69

1.7.1 Definition. Kanonische Korrelation

Definition 1. Esseien F': P", Q™ (rechte oder linke) projektive Geometrien iiber den
Schiefkorpern K bzw. L. Eine bijektive Abbildung F : SB"™ — Q™ heift eine Korrelation,
wenn sie die folgende Bedingung erfiillt:

ACB+«—— F(A)D F(B), A, B cR", (1)

wenn also F und F~! monoton fallend sind. O

Beispiel 1. Die Bildung des Anullators
I . AR U U (2)

ist eine Korrelation einer rechten auf eine linke (bzw. einer linken auf eine rechte) projek-
tive Geometrie, die wir die kanonische Korrelation nennen wollen, da sie durch die Struk-
tur der projektiven Geometrie eindeutig bestimmt ist. Aus diesen strukturellen Griinden
lassen wir auch den naheliegenden Missbrauch der Bezeichnungen zu; die beiden in (2)
betrachteten Abbildungen sind ja zueinander invers, wir miissten genau genommen J_;B

, i =171 iben. O
von J_;/p unterscheiden und J_;/p J‘ap schreiben

Da die Korrelationen Anti-Isomorphismen der Verbandsstruktur sind, ergeben sich
aus der Bedeutung von A als Infimum und \/ als Supremum die Regeln

F(\A)=\/F(A) F(\/A) = \F(A), A cPp" (3)

Wir stellen uns nun die Frage, wann zwischen zwei projektiven Geometrien eine Kor-
relation existiert. Da fiir n = 1 die Ordnung C wenig inhaltsreich ist — jede Bijektion
F: P — 9" mit F(o) = Q" und F(P') = o ist eine Korrelation — werden wir in der
Regel n > 2 voraussetzen. Wir bemerken zunéchst die sich unmittelbar aus der Definition
ergebende

Folgerung 1. Die Verkniipfung F o G zweier Korrelationen ist eine Kollineation. Die
Verkniipfung einer Korrelation und einer Kollineation ist eine Korrelation.

Fir die Existenzfrage betrachten wir zwei rechte projektive Geometrien; ist eine
der Geometrien eine linke, so kénnen wir nach Beispiel I1.7.2.14 zum entgegengesetzten
Schiefkérper und Vektorraum iibergehen und damit alles auf den Fall rechter Geometrien
zuriickfithren.

Satz 2. Es seien PB", Q™ rechte projektive Geometrien uber den Schiefkérpern K bzw.
L, n > 2. Eine Korrelation F : B" — Q" existiert genaw dann, wenn n = m ist und
es einen Anti-Isomorphismus o : K — L gibt. Sind diese Bedingungen erfullt, so erhalt
man jede Korrelation F : SB" — Q" in der Gestalt F = 1 oG, wobei G : P" — Q'™ eine
von einer o-linearen Bijektion erzeugte Kollineation ist, und o die Anti-Isomorphismen
von K auf L durchlduft.
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Beweis. Essei F': P" — Q™ eine Korrelation. Nach Beispiel 1 und Folgerung 1 ist
G := 1 o F eine Kollineation der rechten projektiven Geometrie RB™ iiber K auf die
linke projektive Geometrie £’ iiber L. Es bezeichne L den zu L entgegengesetzten
Schiefkorper, Q' die rechte projektive Geometrie, die durch Ubergang zur entgegenge-
setzten Modulstruktur W' iiber dem zu £’ gehdrendem Vektorraum W' entsteht. Da
die Verbéinde ' und £' iibereinstimmen, ist G : P — £’ eine Kollineation rechter
projektiver Geometrien. Nach Satz 3.6 gilt daher n = m, und aus dem Hauptsatz 3.10
erhalten wir die Existenz eines Isomorphismus o : K — L und einer o-linearen Abbildung
a:V — W' welche G nach G([t]) = a[(r)] erzeugt. Kehren wir nun zu den urspriingli-
chen Strukturen zuriick, so wird o : K — L wegen o(a - 3) = o(a) x o(8) = o(8) - o(«)
ein Anti-Isomorphismus, a : V' — W' eine o-lineare Bijektion und es gilt F' = 1 oG. Die
restlichen Behauptungen sind unmittelbar klar. O

Man beachte, dass die Abbildung F' aus Satz 2 auch durch o;-lineare Abbildung a;:

ar(x) = a(zp), 01(§) = o(u™'ép), pe K, (4)

erzeugt wird und o nur bis auf einen inneren Automorphismus von K eindeutig bestimmt
ist.

Ubung 1. Man formuliere und beweise ein Satz 1 entsprechendes Ergebnis fiir den Fall, dass
P eine rechte und Q™ eine linke projektive Geometrie ist. Im Fall der kanonischen Korrelation
F:LwirdG:LoL:id;B.

1.7.2 Korrelative Abbildungen

Analog zu den kollinearen kénnen wir auch korrelative Abbildungen einfiihren:

Definition 2. Es seien P" = P(V), Q™ = Q(W) projektive Geometrien tiber den
Schiefkérpern K bzw. L. Eine Abbildung F : P — £ heifit korrelativ, wenn es eine
o-lineare Abbildung a : V. — W' gibt derart, dass

F(A)=a(A)*, Ac P, (5)

gilt; a heifst eine F' erzeugende o-lineare Abbildung. o : K — L ist ein Isomorphismus
oder ein Anti-Isomorphismus je nachdem, ob V und W entgegengesetzte oder gleichartige
Vektorridume sind. In Ubereinstimmung mit Definition 1 (vgl. Satz 2) nennen wir F' eine
Korrelation, wenn a eine o-lineare Bijektion ist (auch im Falle n = 1). O

Der Kiirze halber haben wir nur eine algebraische Definition der korrelativen Abbil-
dungen angegeben; es ist klar, dass man analog zu den kollinearen Abbildungen (vgl.
Abschnitt 1.3.1) auch eine geometrische Definition der korrelativen Abbildungen formu-
lieren konnte. Einfacher ist es, sie durch Verkniipfung mit der kanonischen Korrelation
auf die kollinearen Abbildungen zuriickzufiithren.Nach Satz 2 ist jede Korrelation auch
eine korrelative Abbildung. Offenbar ist jede korrelative Abbildung monoton fallend:

Aus A C B folgt F(A) D F(B), A,B € B". (6)
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Ubung 2. Es sei F': P" — Q™ die durch eine o-lineare Abbildung a : V. — W' erzeugte
korrelative Abbildung. Man zeige: Ist a; : V. — W' eine o1-lineare Abbildung, die ebenfalls F
erzeugt, so gibt es ein u € K™ derart, dass (4) gilt.

Beispiel 2. Es sei F : P" — Q" eine Korrelation. Aus Satz 2 folgt mit G := 1 o F fiir
jede k-Ebene H € PB":

Dim F(H") = Dim(G(H*)*) =n — k — 1.

Speziell ist das Bild einer Geraden H' eine (n — 2)-Ebene, und die Menge der mit H"
inzidenten Punkte geht in das Biischel der mit F(H') inzidenten Hyperebenen iiber.

Nach Ubung 6.4 bilden diese Hyperebenen die ,Punkte“ einer Geraden iiber L, auf der
folglich ein DV erklért ist. Will man, dass die Korrelation projektiv ist, d. h. das DV
invariant lasst, so muss K = L, 0 = idg und, falls R", Q" beides rechte projektive
Geometrien sind, K ein Korper sein. O

Beispiel 3. Es sei K = L = R der Korper der reellen Zahlen. Dann gibt es nur den
Isomorphismus o = idr, vgl. Ubung 1.2.1.3). Jede korrelative Abbildung F : " — Q™
wird durch eine lineare Abbildung a : V — W' erzeugt.O

Beispiel 4. Im Fall der komplexen Zahlen K = L = C beschrénken wir uns wie schon bei
den Kollineationen auf die stetigen Automorphismen von C, vgl. Beispiel 4.3. Demgemif
haben wir zwei Arten von korrelativen Abbildungen: Ist 0 = id¢, so sprechen wir von den
(eigentlich) korrelativen Abbildungen, und ist o die Konjugation, von den antikorrelativen
Abbildungen. O

Beispiel 5. Es sei K = L = H der Schiefkdrper der Quaternionen und $B" eine rechte
projektive Geometrie iiber H. Ist Q™ ebenfalls eine rechte projektive Geometrie iiber
H und wird die korrelative Abbildung F : PB" — Q™ durch eine o-lineare Abbildung
erzeugt, so kénnen wir stets eine Umnormung (4) derart vornehmen, dass oy die Konju-
gation 7 : ¢ — ¢ von H und die Abbildung a; antilinear wird, also

a1 (x) = a1 (x), A € H,

erfiillt; man beachte Beispiel 4.4 und die Tatsache, dass 7oo ein Isomorphismus von H ist.
Analog folgt aus demselben Beispiel, dass F' durch eine lineare Abbildung a : V — W’
erzeugt werden kann, wenn Q™ eine linke projektive Geometrie {iber H ist. O

Ist F: P — Q™ korrelativ, so gilt F (o) = Q™. Fiir einen Punkt « = [r] € P" gilt
F(@) = Q™ s ¢ € Kera; (7)

hier werde F' durch a erzeugt. Weiter ist
DimF(x) =m—1+«— x = [t] und ¢ € Kera. (8)
Allgemein ist der Kern von F: Ker F' := Ker a ein projektiver Unterraum der Dimension

DimKer F' = n — rga; (9)
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Ist rga = 0, also Ker ' = P", so heifit F' die korrelative Nullabbildung; fiir sie ist
F(A) = Q™ fiir alle A € PB". Fiir jeden projektiven Unterraum H € P" gilt bei der
beliebigen korrelativen Abbildung F

Dim F(H) =m — Dim H + Dim(H A Ker F). (10)
Man beachte, dass F/(H) hier als Trager des Hyperebenenbiischels
r(F(H)) = {F(a)|z € H}
erscheint; speziell ist I’ surjektiv genau dann, wenn F(P™) = o gilt.

Definition 3. Es sei F': " — Q™ die durch eine o-lineare Abbildung a : V. — W’
erzeugte korrelative Abbildung. Dann heift die durch die duale o~ !-lineare Abbildung
a' : W — V' erzeugte korrelative Abbildung die zu F duale; sie wird mit

FliXeQmeF(X)=d(X)" ep” (11)
bezeichnet. O

Satz 3. Es sei F': PB" — Q" korrelativ. Dann hingt die duale Abbildung F' nicht von
der Wahl der F erzeugenden o-linearen Abbildung a ab. Es gelten

F'(Q™) = Ker F, (12)
FoF'(Y)DY, FoF(X)D X, (YeQ™ X eP"), (13)
(F'Y =F. (14)

Ist F' eine Korrelation, so gilt
F' =F 1 (15)

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus Satz 6.4. Weiter gilt nach (11) mit X = Q™
und (6.19) mit U = W

F'(Q™) = d/ (W)t =Kera = Ker F.
Die erste Beziehung (13) erhélt man aus den Definitionen ebenfalls nach (6.19)
F(F'(Y)) = (a(d'(Y)" )" = (ala™ (YD) DY
wegen a(a~' (Y1) € Y. Die zweite Beziehung (13) ergibt sich aus der ersten und aus
der unmittelbar aus Definition 3 folgenden Gleichung (14). Ist F' eine Korrelation, so

gilt das auch fiir F’, und aus Dimensionsgriinden muss in (13) beide Male die Gleichheit
eintreten, woraus (15) folgt. O

1.7.3 F-Korrespondenzen und o-Biformen

Wir wollen nun die korrelativen Abbildungen in Termen der Punkte x € P, y € QU
ausdriicken. Dazu definieren wir
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Definition 4. Es sei F : P" — 0™ eine korrelative Abbildung. Man sagt, das Paar
(z,y) € P x Q)" korrespondiere in der Abbildung F, oder es liege in I'-Korrespondenz,
wenn y (F(x) gilt. O

Folgerung 4. Die F-Korrespondenzen haben folgende Eigenschaften:
a) Die Menge {y € Q'|y.F(x)} ist die Hyperebene F(x) C Q)', aufgefasst als Punkt-
menge, falls © ¢ Ker F', und der ganze Raum Q.', falls x € Ker F'.
b) Es gilt
yuF(z) «— xF'(y); (16)

daher ist bei festem y die Menge {x € P}|y.F(x)} die als Punktmenge aufgefasste
Hyperebene F'(y) C P}, falls y ¢ F(PY), und ganz P} sonst. O

Von nun an setzen wir wieder voraus, dass K = L ein beliebiger Schiefkdrper und
o ein Anti-Automorphismus von K ist. Es seien " = P(V" ), Q" = P(W™ ') zu
rechten Vektorrdumen {iber K gehoérende projektive Geometrien, und F : " — Q™
eine durch eine o-lineare Abbildung a : V' — W' erzeugte korrelative Abbildung. Wir
definieren

b(r,v) := (a(@)|n), (r,p) €V x W. (17)

Lemma 5. Die durch (17) definierte Abbildung b : V x W — K hat folgende Eigen-
schaften:
a) b ist linear in vy, d.h. es gilt

b(x, v+ 38) = b(x,v)a + b(r, 3) 5,

b) b ist o-linear in ¢, d. h. es gilt

b(rer +uf, ) = o(a)b(z, ) + o (B)b(u, ). (18)

d

Definition 5. Es seien V., W rechte Vektorrdume iiber dem Schiefkérper K. Eine Ab-
bildung b: V x W — K heifit eine Biform oder genauer o-Biform, wenn sie die Eigen-
schaften a), b) aus Lemma 5 besitzt. O

Bilineare oder hermitesche Formen sind Beispiele von o-Biformen. Oft sagt man statt
o-Biform auch anderthalblineare Form. Bestimmt die Abbildung a; : V. — W’ ebenfalls
die korrelative Abbildung F, so gilt (4) (vgl. Ubung 2), und wir erhalten aus a; die
o1-Biform

b1(x,) := (a1(¥)[9) = o(w)b(x, v)- (19)

Zwei Biformen b,b; die sich nur um einen Faktor v € K* unterscheiden, sollen propor-
tional genannt werden. Ist b eine o-Biform und b; = vb zu b proportional, so ist by eine
o1-Biform mit o1(a) = vo(a)r~!. Offenbar bestimmt jede Biform b # 0 den zugehori-
gen Anti-Automorphismus von K eindeutig. Die Biformen sind besonders geeignet, die
korrelativen Abbildungen als Korrespondenzen zu beschreiben:
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Satz 6. Zu jeder korrelativen Abbildung F : SB" — Q™ rechter projektiver Geometrien
iber demselben Schiefkorper K gehort eine bis auf Proportionalitit eindeutig bestimmte
Biform b : V x W — K derart, dass

0] F([t]) — b(r,9) =0, (r,9) €V X W. (20)

Umgekehrt bestimmt jede Klasse zueinander proportionaler Biformen vermdge (20) ein-
deutig eine korrelative Abbildung F : PB" — Q™.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt aus Lemma 5 und der auf (19) fithrenden
Uberlegung. Ist umgekehrt eine Biform b gegeben, so definiert b nach

reViea) e W, a()(n) :==bn),ne W, (21)

eine o-lineare Abbildung a, welche F' erzeugt, und proportionale Biformen definieren
dieselbe korrelative Abbildung. O
Mit den bisherigen Bezeichnungen ergibt sich aus Folgerung 4 und (20) sofort

yLF(z) <« b(r,) =0« x F'(y), (22)

so dass wir gleichzeitig auch die duale korrelative Abbildung durch b beschreiben kénnen.
Wenden wir dagegen (17) auf die duale Abbildung a’ an, so gehort wegen (6.16) zu F’
die transponierte Biform

b'(0,7) =0 "(b(x,n)), (t.h) EV x W. (23)

In der Tat ist (a/(n)[r) = o~ ((a(r)|p)). Offenbar

ist ' o~ !-linear in v und linear in t.

Wir wollen nun die Darstellung der korrelativen Abbildungen in homogenen Koordi-
naten angeben. Die zueinander dualen Basen

(a;), (aj), (ai|aj):61j, i,j=0,...,n,
(ba), (6%), (ba|67) =07, a,B3=0,...,m,

mogen die Koordinatensysteme in P" bzw. Q™ bestimmen. Dabei seien die Koordinaten
(z%) eines Vektors r als Spaltenvektor und die eines dualen Vektors als Zeilenvektor
geschrieben; wir wenden wieder die Summenkonvention an. Die Matrix (a;,) der o-
linearen Abbildung a : V — W' wird bestimmt durch

a(a;)) =a;ob%, i=0,...,n, a=0,...,m. (24)
Hat ¢ € V die Koordinaten (z') und u € W’ die Koordinaten (u,), so gilt
Ua = U(xi)aia; (25)

(ua) sind die homogenen Koordinaten der Hyperebene F'(x), die dem Punkt = = [¢] mit
den homogenen Koordinaten (z*) entspricht; (a;n) € Mut1.m+1(K) ist gleichzeitig die
Matrix der o-Biform b, die zu F' gehort:

b(x,0) = (a(®)ln) = o(")aiay®, aia = b(ai, ba); (26)



1.7. KORRELATIONEN 75

hier sind (y*) die Koordinaten von y. Fiir die zu F' duale Abbildung F’ berechnet man
aus (24) und (6.16) unmittelbar
a’/(ba) =a,a’ = O—il(aia)aiv (27)

(642

so dass die Matrix (a/,;) von a’ sich als Transponierte der mit 0 ~! transformierten Matrix
von a ergibt:

(i) = (07 (aia))" (28)

Ubung 3. Es sei (a;o) die Matrix der korrelativen Abbildung F : 8" — Q™ nach (24). Man
zeige

DimKer F = n —r, DimKer ' = m — r, (29)
wobei 7 der Rang von (aiq) ist (vgl. Ubung I1.7.3.7). Hieraus folgt, dass r nicht von der Wahl
der Koordinaten abhéngt; Die Zahl r wird der Rang von F' genannt.

Ubung 4. Es bezeichne 2B := B(P", Q™) die Menge aller korrelativen Abbildungen von "
in Q™. Die Gruppe G := PL(P"™) x PL(Q™) der Paare von Projektivititen wirke iiber 25
nach

(91,92) EG, FEB — gaoFog; ' €B. (30)

Man beweise, dass zwei korrelative Abbildungen F, F € 98 genau dann unter der Wirkung von
G dquivalent sind, wenn sie dense}ben Rang haben und dieselbe Nebenklasse ¢ in der Gruppe
Aut(K)/Int(K) bestimmen, vgl. Ubung 4.11 und (4).

Der folgende Satz bildet die Grundlage fiir die Definition der Einschrinkung F|A
einer autokorrelativen Abbildung F : R"™ — PR" auf einen Unterraum A C P™:

Satz 7. Es sei P" = P(V"H), A cPB" mit A =7(W), W C V ein Unterraum des
Vektorraums V und F : R" — P" eine autokorrelative Abbildung, welche durch eine
o-lineare Abbildung a : V — V' erzeugt wird. Dann wird durch

x€A— Fl|A(x):=Fx)NACA (31)
eine autokorrelative Abbildung F|A definiert, welche durch die o-lineare Abbildung
tEW —alW()e W’ (32)

erzeugt wird; ist b eine F' beschreibende o-Biform, so beschreibt die eingeschrinkte o-
Biform

bgi=bW x W (33)
die Finschrinkung F|A. O

Der Beweis folgt unmittelbar aus den angegebenen Definitionen. Man macht sich
leicht anhand von Beispielen klar, dass F'|A die korrelative Nullabildung sein kann, auch
wenn Ker F' = o gilt (vgl. hierzu auch den §10 weiter unten).

Ein zu sich selbst dualer Begriff ist der eines gemischten Wurfes:
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Definition 6. Es seien PB", n > 2, eine projektive Geometrie iiber dem Schiefkdrper
K, a,b e PB" Punkte, C, D € PB" Hyperebenen, a # b, C # D. Wir setzen

c:=CA(aVvd),d:=DA(aVb)

Das Quadrupel (a,b,C, D) heifst ein gemischter Wurf, wenn (a,b, c,d) ein Wurf ist.
Unter dem Doppelverhiltnis des gemischten Wurfes versteht man (vgl. L. Heffter [37], §18)

(a,b;C,D) := (a,b;c,d). (34)
O

Ubung 5. Unter den Voraussetzungen von Definition 6 zeige man: Ein Quadrupel (a, b, C, D)
ist genau dann ein gemischter Wurf, wenn mit

A:=aV(CAD), B:=bVv(CAD)

das Quadrupel (A, B, C, D) ein Hyperebenenwurf ist (vgl. Ubungen 6.3, 6.4), und dann gilt fiir
die DV
(a,b;C,D) = (A, B;C, D). (35)

Ubung 6. Es seien P", 2™, n > m > 2, rechte projektive Geometrien iiber dem Schiefkorper
K; ferner seien (a, b, C, D) bzw. (a1,b1,C1, D1) gemischte Wiirfe in PB" bzw. Q™. Man zeige:
Es gibt genau dann eine projektive Abbildung F : P" — Q™ mit

F(a) = a1, F(b) = b1, F(C) = C1, F(D) = D,
wenn die DV der gemischten Wiirfe iibereinstimmen:
(a,b;C, D) = (a1,b1;C1, D1). (36)
Ubung 7. Mit denselben Bezeichnungen wie in Ubung 6 und den zusétzlichen Voraussetzungen,

dass n = m und K ein Korper ist, zeige man: Es gibt genau dann eine projektive Korrelation

F:PB" — Q" mit
F(a):ClvF(b):D17F(C):a17F(D):b17

wenn (36) gilt.

1.8 Symmetrische autokorrelative Abbildungen

In diesem Abschnitt betrachten wir autokorrelative Abbildungen F' : " — PB". Eine
solche Abbildung heifst symmetrisch, wenn sie mit ihrer dualen iibereinstimmt, d.h.

F=F (1)

gilt. Diese Bezeichnung wird dadurch nahe gelegt, dass die zugehorige F-Korrespondenz
eine symmetrische Relation {iber P} ist; nach (7.16) ist ndmlich F' genau dann symme-
trisch, wenn

z LF(y)—y tF(z), z,y€ P} (2)

erfiillt ist. Es gibt zwei Typen symmetrischer autokorrelativer Abbildungen: die Null-
systeme und die polaren Abbildungen. Wir stellen uns die Aufgabe, eine projektive
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Klassifikation dieser Abbildungen durchzufiihren; sie wird fiir die Nullsysteme in die-
sem Paragraphen vollstandig und fiir die polaren Abbildungen im nichsten Paragraphen
fiir wichtige Spezialfille gelost. Die Nullsysteme bilden die Grundlage der symplektischen
Geometrie; wir werden sie auch als lineare Geradenkomplexe geometrisch interpretieren.

Bemerkungen zur Terminologie. Die naheliegende Bezeichnung ,symmetrisch“ fiir die Ei-
genschaft (1) scheint bisher wenig (oder gar nicht ?7) benutzt worden zu sein. Der Leser moge
uns verzeihen, dass wir den vielen Bezeichnungen dieser Eigenschaft, die wir in der Literatur
fanden, noch eine neue hinzufiigten. Die von J. Dieudonné [31], § 1.6, gewidhlte Bezeichnung
yreflexiv scheint uns nicht sehr gliicklich, da die entsprechende F-Korrespondenz nur fiir die
Nullsysteme reflexiv ist (man vergleiche Definition 1.0.2.7, Eigenschaft 1, mit der unten angege-
benen Definition 1). W. Burau [20] nennt die korrelativen Abbildungen mit (1) ,involutorisch,
obwohl nach Satz 7.3, (7.15), nur die symmetrischen Korrelationen die die Involutionen charak-
terisierende Eigenschaft Flo I’ = idmn besitzen; diese symmetrischen Korrelationen werden von

R.Baer [4] ,polare Abbildungen“ genannt, was die Begriffsverwirrung méglicherweise vollstandig
macht. Andererseits sagt R. Baer anstelle von Korrelationen ,duale Abbildungen®, und anstelle
von Autokorrelationen ,autoduale Abbildungen®, so dass wir auf die naheliegende Bezeichnung
sautodual” fiir (1) lieber verzichtet haben.

1.8.1 Nullsysteme und polare Abbildungen

Definition 1. Es sei F : P" — P" eine symmetrische korrelative Abbildung. Die
Punkte x € Ker F' heiflen singuldre und die anderen x ¢ Ker F' reguldre Punkte von F;
man nennt ¢ Ker F' einen Pol der Hyperebene F(x), und F(x) die Polare von x bei
der korrelativen Abbildung F. Ein Element X € P" heiflt autopolar, wenn X  F(X)
gilt. Es bezeichne Qr C P"™ die Menge der autopolaren Punkte von F. Gilt Qr = P",
so heifit F' ein Nullsystem; andernfalls nennt man F' eine polare Abbildung. I heifst nicht
ausgeartet, wenn Ker F' = o, also F eine Korrelation ist; die polaren Korrelationen werden
Polarititen genannt. O

Man beachte, dass nach Definition 7.2 jede autokorrelative Abbildung F' durch eine
semilineare a : V' — V' erzeugt wird. Offenbar ist die Polare eines reguliren Punktes
eindeutig bestimmt; fiir die Pole gilt das nur bei nicht ausgeartetem F: Ist x ¢ Ker F,
so ist jeder Punkt y € (z V Ker F))\ Ker F' Pol von F(x); denn es gilt P" # F(y) D
F(x) NF(Ker F) = F(x).

Folgerung 1. FEine Autokorrelation F : B — PB" ist symmetrisch dann und nur dann,
wenn sie involutiv ist:
F? = idggn -

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus der Definition (1) und (7.15): F = F/ = F~L.
O

Die symmetrischen Korrelationen F sind also Involutionen der projektiven Geometrie
PB": Es ist A = F(B) genau dann, wenn B = F(A) gilt; in diesem Fall werden A, B
zueinander polar unter F' genannt. Fiir die Dimensionen eines polaren Paares gilt (vgl.
Beispiel 7.2)

DimA =k<= DimF(A)=n—k—1. (3)

Durch den folgenden Satz werden die symmetrischen korrelativen Abbildungen auf die
symmetrischen Korrelationen zuriickgefiihrt:
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Satz 2. Fs sei I' eine symmetrische korrelative Abbildung der projektiven Geometrie
SB"™. Dann ist
Ker F = F(P"), 4)

und es gilt
Ker F' C F(A) fiir alle A € B". (5)

F bestimmt die symmetrische Korrelation des Biindels der Unterrdume durch Ker F':
F:X eP"/KerF — F(X) € B"/Ker F. (6)

Beweis. Nach Satz 7.3, (7.12), gilt (4) wegen F' = F’. Wegen A C P™ und (7.6)
ergibt sich (5) aus (4). Man erinnere sich nun an die Definition der projektiven Biindel-

geometrien, Abschnitt 1.6.3. Wegen (5) ist F' wohldefiniert. Es moge F von der o-linearen
Abbildung a : V — V' mit Ker F = Kera =: W erzeugt werden; dann wird F' von der
kanonisch zugeordneten, o-linearen Bijektion ¢ : V /W — (V /W) = W erzeugt, die
durch

(@ + W)y + W) := (a()lv) (7)
definiert wird. Es bleibt zu zeigen, dass I’ symmetrisch ist, also (F))’ = F' gilt. Nach Defi-

nition der dualen Abbildung 6.1, (6.16), wird diese durch die duale semilineare Abbildung
erzeugt, die o~ !-linear ist:

(@) (x+ W)y + W) =0~ ((a(n + W)t + W) = o~ ((a()[r)) = (' @)]n)-

Da F symmetrisch ist, erzeugt die duale semilineare Abbildung a’ ebenfalls F'. Nach
der Eindeutigkeitsaussage des Hauptsatzes 3.10, (3.17), gibt es also ein p € K* so, dass
a'(r) = a(zp) gilt. Setzt man das in die letzte Gleichung ein, so folgt

(@) (x + W)lp + W) = (a(xp)ly) = (a(xp + W)ln + W),

also (a)'(x + W) = a((x + W)u), woraus die Symmetrie von F folgt. O

1.8.2 Aquivalenz autokorrelativer Abbildungen

Wir wenden uns nun der Frage zu, wann zwei autokorrelative Abbildungen als projektiv
dquivalent zu betrachten sind:

Definition 2. Zwei autokorrelative Abbildungen F,, o = 1,2, der projektiven Geo-
metrien P!, heillen projektiv dquivalent, wenn es eine Projektivitdt g : BT — P4 gibt
derart, dass

Fg:goF10971 (8)

gilt; wir schreiben dann F} ~ F5. O

Wir kénnen und wollen uns wieder auf den Fall 7 = P53 = P (V') beschranken. Es sei
a1 : V = V' eine Iy erzeugende o1-lineare Abbildung, wihrend die lineare Transfor-
mation ¢ € GL(V) die Projektivitét g erzeuge; mit ¢* := ¢/~! bezeichnen wir die zu c
kontragrediente Transformation. Wegen

(c*pler) = (vlr) 9)
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folgt
(X))t = (X)), e(YH=c"(Y)H, XCcV, Y CV. (10)

Wegen (8) und (10) erzeugt die ebenfalls o;-lineare Abbildung c* oa;oc~! die Abbildung
Fy; in der Tat, es gilt

c¢toaroc H(X)h = (ar(c (X)) = clar (X)) = goFog (X)),

vgl. (7.5). Nach der Eindeutigkeitsaussage des Hauptsatzes 3.10 konnen wir feststellen:
Ist as irgendeine Fy erzeugende oo-lineare Abbildung, so gilt F; ~ F5 genau dann, wenn
ein ¢ € GL(V) und ein p € K* existieren derart, dass

aQ:c*oaloc_lodu und o9 = o1 oa;1 (11)
gelten; hier bezeichnen d,, die Dehnung mit dem Faktor p in V und o, den zu p ge-
hérenden inneren Automorphismus von K, vgl. Ubung 7.2. Aus (11) und Satz 7.6 folgt

sofort: Sind b, Biformen, welche die korrelativen Abbildungen F,, o = 1, 2, erzeugen, so
ist F; ~ F5 dann und nur dann, wenn ein k € K* und ein ¢ € GL(V') existieren so, dass

ba(c(r), c(v)) = wbi(r,9), 1,9 €V, (12)

gilt; die entsprechenden Korrespondenzen miissen also durch eine Projektivitdt ineinan-
der iibergefiihrt werden kénnen. Wahlen wir eine Basis (a;) in V' und bezeichnen mit
(v ;), (aij) bzw. (b;;) die Matrizen von c, b; bzw. b in dieser Basis, so ergibt sich aus
(12) und (7.26) unmittelbar die entsprechende Bedingung fiir diese Matrizen (Summen-
konvention!)

kaij = oa(v" )bu',
k(aij) = (o2(7" ) (br) (V' 5); (13)

das ist eine Verallgemeinerung des Transformationsgesetzes (1.5.9.45) der Matrix einer
Bilinearform.

Diese Uberlegungen gelten fiir eine beliebige korrelative Abbildung F des B” in
sich; die symmetrischen korrelativen Abbildungen werden nach Satz 7.6, (7.23) durch die
Bedingung

kb(n,1) = 0~ (b(x, 1)), (14)
oder in Matrixform durch
Kaij) = (0 (aij))’ (15)
charakterisiert; Spezialfille sind neben den symmetrischen Bilinearformen die hermite-
schen Biformen bzw. Matrizen, vgl. (1.5.9.77). Die korrelative Abbildung F ist nicht
ausgeartet, wenn es kein r € V| ¢ # o, gibt derart, dass b(r,n) = 0 fiir alle y € V gilt;
Biformen mit dieser Eigenschaft heiffen ebenfalls nicht ausgeartet. éus den Ubungen 7.3,
7.4 ergibt sich sofort als notwendige Bedingung fiir die projektive Aquivalenz:

Folgerung 3. Projektiv dquivalente korrelative Abbildungen von PB" in sich haben den-
selben Rang. Eine derartige Abbildung ist eine Korrelation genaw dann, wenn sie nicht
ausgeartet, d.h. ithr Rang gleich n + 1 ist. O
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Ubung 1. Es seien F,, o = 1,2, symmetrische, autokorrelative Abbildungen der projektiven
Geometrien P. Man zeige: Es gilt F1 ~ F, dann und nur dann, wenn die nach Satz 2 zu-

geordneten Korrelationen Fh Fy projektiv dquivalent sind. (Hinweis. Man betrachte zu Ker F,
komplementére Unterriume A, € P ; vermoge

B e PB(A.) — BVKerF, € P /Ker F,

identifiziere man 3 (A.) mit P” / Ker F,, und realisiere die F, als Korrelationen von J3(A,).)

1.8.3 Klassifikation der Nullsysteme

Es sei nun F' ein Nullsystem. Ist b # 0 eine F' definierende o-Biform, so muss fiir alle
eV
br,r) =0 (16)

gelten, woraus man durch Einsetzen von ¢ + 4 statt r sofort
bz, 9) +b(n,x) =0 (17)

erhélt. Weil b # 0 und in y linear ist, finden wir ein Paar (z,,n,) € V x V mit

b(to,9,) = 1. (18)

Da b eine o-Biform ist, folgt aus (17) und (18)

b(2,€:9,) = (&) = —b(h,,1,6) = ¢

fiir alle £ € K. Also muss 0 = idg, K ein Korper und b eine alternierende Bilinearform
iiber V sein, vgl. Satz 7.6 und Definition 1.5.9.3. Es gilt nun (vgl. auch Ubung 1.5.9.13)

Lemma 4. FEine alternierende Bilinearform uber einem endlich dimensionalen Vektor-
raum V' iber dem Korper K hat stets geraden Rang 2r. Es gibt eine Basis (a;) von V,
beziiglich der die Matriz (b;;) von b quasidiagonale Gestalt mit r Blockmatrizen

(50)

lings der Hauptdiagonalen und sonst nur Nullen hat (vgl. (1.5.9.82)):

0 1
(_1 0) 0 0
0
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Beweis. Wegen (16) ist die Behauptung im Falle dim V' = 1 trivial: Wegen b = 0 gilt
rgb = 0. Fiir dim V' = 2 folgt die Behauptung aus (18): Im Fall b = 0 ist » = 0, und falls
b # 0 setzen wir a; =, az = 19,. Es seien schon Vektoren ay, ..., as; € V gefunden mit

blagj—1,az;) = —b(agj,ag;—1) =1 fir j=1,... k,
blaga) =0 fir i 0=1,...,2k|i— 1| #1.

Wir betrachten die lineare Hiille W2* = £(ay,...,a2;) und ihr orthogonales Komple-
ment

W = {r € V|b(y.x) = 0 fiir alle y € W}.

Da b|W x W nicht ausgeartet ist, gilt W N W = {0}, und aus einer einfachen Rangbe-
trachtung folgt dim W = dimV — 2k. Daher ist V. = W & W. Ist )|W x W = 0, so
ergénzen wir ay, ..., as durch eine beliebige Basis von W zu einer Basis von V und er-
halten die Normalform (19) mit k = r. Andernfalls finden wir Vektoren asj1, dok42 € w
mit b(agk41, G2x+2) = 1 und verfahren analog weiter. O

Aus Lemma 4 und dem davor Gesagtem erhilt man unmittelbar die projektive Klas-
sifikation aller Nullsysteme:

Satz 5. Es sei PB" eine n-dimensionale projektive Geometrie iber dem Schiefkérper K,
n > 2. Es emistiert genau dann ein Nullsystem F des SB" mit rg F > 0, wenn K ein
Korper ist. Die ein Nullsystem F bestimmenden Biformen sind bilinear, alternierend
und vom geraden Rang. Zwei Nullsysteme sind genau dann projektiv dquivalent, wenn
sie gleichen Skalarbereich K und denselben Rang haben. Nur fir projektive Geometrien
ungerader Dimension existieren nicht ausgeartete Nullsysteme.

Beweis. Neben dem bereits Gesagtem geniigt es zu bemerken, dass Nullsysteme glei-
chen Ranges auch gleiche Normalform (19) haben. Wahlen wir zu F, F> solche Basen,
dass sie in Normalform erscheinen, so definieren diese Basen einen linearen Isomorphis-
mus, welcher die Basen ineinander iiberfiihrt und daher die projektive Aquivalenz g in
(8) vermittelt. Die Umkehrung ist nach Folgerung 3 klar. O

1.8.4 Lineare Geradenkomplexe

Eine geometrische Deutung der Nullsysteme erhélt man durch den Ubergang zur Grak-
mann-Mannigfaltigkeit P,, ; der Geraden des PB". Es sei F' ein Nullsystem vom Rang
2r > 0. Dann heifit die Geradenmenge

Rrp={He P, 1|H . F(H)} (20)
ein linearer Geradenkompler, falls n > 3 ist. Fiir den Fall n = 2 beachte man Ubung 2.

Ubung 2. Ist F ein Nullsystem in der projektiven Ebene ‘132 mit dem Rang 2r > 0, so ist
r =1, Ker F = z, ein Punkt und &r = 7(Ker F') das Geradenbiischel durch z,.

Wir zeigen nun, dass Rr die Menge aller Verbindungsgeraden x V y ist, fiir die « mit
F(y) inzidiert.
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Lemma 6. Ist F' ein Nullsystem in SRB", so gilt

Beweis. Gilt H =x Vy € Rp, so ist nach (20) x Vy ¢ F(xVy) C F(x) A F(y); denn
F ist monoton fallend. Also ist speziell  « F(y). Sei umgekehrt ¢ F(y). Da F ein
Nullsystem ist, folgen y ¢ F(x), = « F(x) und y ¢ F(y). Es sei a : V. — V" eine lineare
Abbildung, die F erzeugt; mit & = [¢], y = [y] ist die lineare Hiille £(z,y) = H; also ist
F(H) = (a(£(x,n)))* = £(a(x), a(y))t charakterisiert durch

z=[3l € F(H) < (ax|s) = 0 und (ay|3) = 0.
Nach den oben angegebenen Inzidenzen gilt

(azlr) = (anlr) = (azly) = (anly) = 0.

Daher ist « « F(H), y « F(H), und weil F(H) ein projektiver Unterraum ist, auch
xVy F(H),dh H € R&p.0

Wir beziehen nun die Geraden H € P, ;1 = Gp41.2, vgl. Definition 1.1, auf ihre
Pliickerschen Koordinaten; sind in einem homogenen Koordinatensystem (z°), (y) die
Koordinaten von x bzw. y, x,y € P", © # y, so sind nach (I1.8.3.18) (fiir » = 2) die
Determinanten

fiir i < j (22)

Y yj
die Pliickerschen Koordinaten der Geraden H = x V y. Betrachten wir allgemeiner den

zu V" gehorenden Raum der Bivektoren /\2 V', so gehort zu diesem der projektive
Raum PY(A? V) der Dimension

n+1

N=("]

) —1.

Die Koordinaten der Bivektoren sind gleichzeitig homogene Koordinaten der ihnen ent-
sprechenden Punkte in PV (A? V). Die GraRmannsche Mannigfaltigkeit P, wird als
Teilmenge (vgl. Ubung 3, (26) weiter unten)

P,,c PY(\V) (23)

durch die Plickerschen Relationen (11.8.3.20), Satz I1.8.3.4, charakterisiert; P,, 1 ist also
eine algebraische Untermannigfaltigkeit von PY (A V), die durch ein System quadra-
tischer Gleichungen in den homogenen Koordinaten bestimmt wird. Die Nullsysteme F
des P™ korrespondieren nach Satz 5 zu den alternierenden Bilinearformen b € /\2 v,
die durch F' bis auf einen Faktor x € K* eindeutig bestimmt sind; mit anderen Wor-
ten: Die Nullsysteme von PB" werden bijektiv durch die Punkte des projektiven Raumes
P(A\? V') beschrieben. Es seien a,; die homogenen Koordinaten von F (oder b); dann
gilt

ajj +a;; =0,14,7=0,...,n, (24)
und es folgt:
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Lemma 7. Es sei F' ein Nullsystem, das der alternierenden 2-Form mit den Koordina-
ten a;; entspricht. Dann besteht Rr aus allen Geraden H = x V y, deren Pliickersche
Koordinaten (22) der linearen Gleichung

Zaijpij =0 (25)

i<j
geniigen. O

Zum Beweis beachte man auch Satz I1.8.3.7. Fiir b # 0 ist nach (25) klar, dass ein
linearer Geradenkomplex der Durchschnitt der nach (23) in P" eingebetteten Grafmann-
schen Mannigfaltigkeit mit einer Hyperebene des P” ist. Neben den linearen Geraden-
komplexen betrachtet man allgemeiner Geradenmannigfaltigkeiten, zu deren Definition
anstelle der einen linearen Gleichung (25) ein System algebraischer oder auch nur dif-
ferenzierbarer Gleichungen dient. In der dlteren Literatur nennt man die Geometrie des
Geradenraumes (bei unterschiedlichen Transformationsgruppen) auch Liniengeometrie,
spricht von Linienkoordinaten, Linien- oder Strahlkomplexen u.s.w.

Ubung 3. Man zeige, dass jede Hyperebene A C PN(/\2 V) die Grafmannsche Mannigfaltig-
keit (23) bei der kanonischen Einbettung

H=[]V[g] € Ppir— Ay e PY(A\V) (26)

in einer echten Teilmenge K := A N P, 1 # 0 schneidet, und dass & = RF fiir ein geeignetes
Nullsystem F des PB" gilt.

Ubung 4. Man zeige: Ist F' eine symmetrische autokorrelative Abbildung von 8", so ist fir
jeden Unterraum A C P" die Einschrinkung F|A (vgl. Satz 7.7) eine symmetrische auto-
korrelative Abbildung von $J3(A); speziell ist die Einschrinkung eines Nullsystems wieder ein
Nullsystem.

1.9 Polaritaten und Quadriken

In diesem Abschnitt betrachten wir polare Abbildungen F : PB" — P" (Definition 8.1).
Zuerst werden wir zeigen, dass ihre zugehorigen Korrespondenzen durch o-hermitesche
Biformen b beschrieben werden kénnen, die Verallgemeinerungen der symmetrischen bi-
linearen und der hermiteschen Formen sind. Nach Definition 8.1 gilt fiir die Menge Qr
der autopolaren Punkte von F stets Qr # P™; wir nennen Qp die durch F bestimmte
Quadrik in P". Wenn K ein Korper und b bilinear ist, stimmt diese Definition mit der
klassischen {iberein. Ziel dieses Abschnittes ist eine Klassifikation der polaren Abbildun-
gen und der entsprechenden Quadriken fiir projektive Geometrien, deren Skalarbereich
die reellen, die komplexen oder die quaternionischen Zahlen sind. Von dieser Klassi-
fikation ausgehend werden wir im n#chsten Kapitel die wichtigsten Cayley-Kleinschen
Geometrien einfiihren.
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1.9.1 o-hermitesche Biformen

Bezeichnet b eine F' bestimmende o-Biform, welche in einem homogenmen Koordina-
tensystem mit der Basis (a;) von V"' die Matrix (a;;) € Mus1(K) haben mége, so
erhalten wir als Gleichung fiir die zugehérige Quadrik Qr C P" nach (7.22), (7.16)
(Summenkonvention!):

@ =[] € Qr — b(r,1) = 0 o(z")aya’ =0, (z # o); (1)

hier bezeichnen ¢ die homogenen Koordinaten des Punktes x beziiglich der Basis (a;),
i =0,...,n. Wir definieren

Definition 1. Es seien V ein Vektorraum iiber dem Schiefkérper K und o ein Anti-
Automorphismus von K. Eine o-Biform b: V x V — K heifit o-hermitesch, wenn sie

b(x,n) = a(b(v,x), r,n €V, (2)

erfiillt. O

Satz 1. Es sei P" = P" (V) eine projektive Geometrie tiber dem Schiefkorper K.

a) Dann gibt es zu jeder polaren Abbildung F : PB" — PB" einen Anti-Automorphismus
o von K, eine F bestimmende o-hermitesche Biform b tber V und ein r, € V derart,
dass

b(t,,1,) = 1 (3)

gilt; umgekehrt beschreibt jede o-hermitesche Biform dieser Art eine polare Abbildung F
von PB". - b) der zu einer o-hermiteschen Biform b # 0 gehérende Anti-Automorphismus
o st inwvolutiv, d.h. es gilt

000 = ldK . (4)

Wegen (2) gilt speziell
o(b(x;x) = bx,x), re V. (5)

Beweis. Es sei b, irgendeine F' definierende Biform. Da F' polar ist, gibt es ein , =
[t,] € P" mit x, & F(x,), also A := b,(x,,1y) # 0. Wir setzen b := A\~1by; dann gilt
(3). Nach Satz 7.6 definiert die Biform b ebenfalls F’; es sei o der zu b gehdrende Anti-
Automorphismus. Da F' polar, also symmetrisch ist, gilt (8.14) fiir ein k € K*. Setzen
wir r =y =, ein, so folgt wegen (3):

k= kb(t,t,) =0 (b(x,T,)) = 1.

Damit folgt (2) unmittelbar aus (8.14). Umgekehrt ist (2) ein Spezialfall von (8.14). Daher
ist die durch b bestimmte Korrelation symmetrisch und wegen (3) eine polare Abbildung
(Definition 8.1). - b) Da b # 0 und in y linear ist, kénnen wir zu jedem & € K ein Paar
(r,y) € V x V mit b(g,y) = £ finden. Aus (2) folgt nun (4):

§=0(b(y,x)) = a(a(b(xr,))) = 0 0(E).
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Ubung 1. Es seien F,b, 0, I, wie in Satz 1. Ist b, eine o;-Biform, die ebenfalls F' beschreibt,
so gilt by = kb, wobei K € K ein Skalar ist, fiir den es ein ) € V mit x = b(y,y) # 0 gibt; b1
ist o1-hermitesch, wobei o1 = 0, 0 & gilt, 0,.(¢) = K€k™'. Ist umgekehrt x = b(y, ) # 0 fiir ein
y € V erfiillt, so ist by = kb eine oi-hermitesche Biform, die ebenfalls F' definiert.

Beispiel 1. Es sei K ein Korper der Charakteristik 2 und V' = K". Dann ist

b(r.y) = a'y® + 2’y
eine symmetrische Bilinearform vom Rang 2, fiir die b(z,r) = 0 fiir alle ¢t € V gilt; sie
bestimmt also keine polare Abbildung in der zugehorigen projektiven Geometrie. Aus

dem folgenden Lemma ergibt sich dhnlich wie beim Beweis von Satz 1, dass im Fall
char K # 2 jede o-hermitesche Biform b # 0 eine polare Abbildung definiert. O

Lemma 2. FEs sei K ein Schiefkdrper, char K # 2, und b # 0 eine o-hermitesche Biform
iber V. Dann gibt es einr € V mit b(x,r) # 0.

Beweis. Es sei b(r,z) = 0 fiir aller € V. Da b # 0 gilt, finden wir r,y € V mit
b(r,n) # 0; wir kénnen wegen der Linearitdt von b in y b(z,y) = 1 annehmen. Dann gilt
fiir jedes A € K:

0="0(x+ 09X r+9A) = b(r,0A) + b(vA,x) = A+ o (A).

Damit ist o(A) = —A fiir alle A € K, speziell also o(1) = 1 = —1. Hieraus folgt jedoch
char K =2. O

Definition 2. Esseib: V x V — K o-hermitesch. Unter dem Defektunterrauwm von b
versteht man den Unterraum

Wy :={reV|b,n) =0firalley e V}. (6)
Der Defekt von b wird definiert durch
def(b) := dimg W, (7

Ist a die durch b definierte o-lineare Abbildung von V in V', und gilt dim V' < oo, so ist
der Rang von b durch die Gleichung

rg(b) := dim V' — def(b) (8)

definiert. Offenbar ist der Defektunterraum von b gleich W, = Kera = Ker F , wenn F
die von b definierte polare Abbildung bezeichnet, vgl. (7.9). Daher gilt rg(b) = rg(a). O

1.9.2 Klassifikation der polaren Abbildungen

Den folgenden Satz kann man wie Satz 1.5.9.5 beweisen:



86 KAPITEL 1. PROJEKTIVE GEOMETRIE

Satz 3. Es sei b eine o-hermitesche Biform iber dem n-dimensionalen Vektorraum V'
iber dem Schiefkorper K der Charakteristik char K # 2. Dann gibt es eine Basis (a;)
von V', in der die Matrix von b Diagonalgestalt hat:

Bi 0 - - - .« .« . .0
0o - :
basay)= | o : Q
0 . 0
hierbei gilt
Bn=0(fn) #0 firh=1,...,r =rg(bh). (10)

d

Die Zahlen 3, € K in (9) sind natiirlich durch b nicht eindeutig bestimmt. Ersetzen
wir ap, durch ap = apAp, A\ € K*, so bleiben (9), (10) giiltig und es folgt

Bn = b(n, d1) = o(An)BuAn- (11)

Die Transformation (11) kann man benutzen, um Normalformen fiir die polaren Abbil-
dungen bzw. die o-Biformen zu erhalten. Diese Normalformen hingen von den Eigen-
schaften des Schiefkorpers K und des Anti-Automorphismus o ab. Zur Klassifikation hat
man zunéchst die involutiven Anti-Automorphismen ¢ von K zu klassifizieren, und dann
fiir jedes o entsprechende Normalformen der o-hermiteschen Biformen b zu bestimmen.
In den néchsten Teilabschnitten behandeln wir die Fille K = R, C, H im einzelnen.

Ubung 2. Es sei F eine polare Abbildung der projektiven Geometrie 8", n > 2, char K # 2.
Man zeige: a) Es gibt n + 1 Punkte a; € P",i =0,...,n, derart, dass a; € F(a;) fiir i # j und
a; ¢ F(a;) gelten, genau dann, wenn F' eine Polaritdt ist. — b) Man formuliere das Dual der
Aussage a). — ¢) Die Punkte a; mit den in a) angegebenen Eigenschaften sind in allgemeiner
Lage; wihlt man ein projektives Repére (a;i; e) mit den a; als Grundpunkten, so hat die Matrix
von F' Diagonalgestalt (9) mit » = n. Ein Simplex (a;), ¢ = 0,...,n mit den in a) angegebenen
Eigenschaften heifit ein Polarsimplex der Polaritédt F.

Ubung 3. Es sei mit den Voraussetzungen wie in Ubung 2 F ein Polaritit, und a; € P™, i =
0,...,n, eine Folge von Punkten in allgemeiner Lage. Man beweise, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

a) (a;) ist ein Polarsimplex;
b) Fla:)=\/as
J#i

C) a; = /\F(aj).

J#i
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1.9.3 Die reellen polaren Abbildungen

Der einzige Anti-Automorphismus des Korpers der reellen Zahlen ist bekanntlich die iden-
tische Abbildung o = idg. Daher werden die polaren Abbildungen nach dem Trigheits-
satz von SYLVESTER, Satz 1.5.9.6, durch Rang und Index klassifiziert. Seine projektive
Formulierung ist

Satz 4. Es sei K = R der Korper der reellen Zahlen und SP" eine n-dimensionale
projektive Geometrie Gber R, n > 2. Mit F,.; bezeichnen wir die polare Abbildung von

SP", deren Matriz in einer geeigneten Basis die Normalform (9)(vgl. (1.5.9.49) ) hat mit!
By=—1firx=1,....0,By=1firp=1+1,...,r0<1<[r/2. (12)

Sind =* die homogenen Punktkoordinaten und y; die dazu dualen homogenen Hyperebe-
nenkoordinaten, so hat die polare Abbildung y = F, ;(x) die folgende Normalform

yj=—a  fir j=0,...,01—1;
yp=2% fir k=1I0....,r—1,(0<r<n+1); (13)
ypo=0 fir h=r...,n

Jede polare Abbildung F' von PB" ist zu einer der F,.; projektiv dquivalent, und diese sind
paarweise nicht projektiv dquivalent.

Beweis. Nach Ubung 1.2.1.3, vgl. auch Folgerung 3.16, muss o = idg und die F bestim-
mende Biform b bilinear und wegen (2) symmetrisch sein. In (9) sind die 8, # 0 beliebig,.
Wihlt man Transformationen (11) mit )\, := |3,|~'/? und nummeriert die Basiselemente
geeignet um, so dass die ersten [ Diagonalelemente gleich —1 und die néchsten r —1[ gleich
1 sind, so erhilt man den Trigheitssatz von SYLVESTER 1.5.9.6; die Matrix von b hat die
Normalgestalt (1.5.9.49) mit 0 < I < r. Ist I > [r/2], so ergibt sich die Gestalt (12)
durch Multiplikation von b mit x = —1 und geeignete Nummerierung der Basis. Damit
ist gezeigt, dass jede polare Abbildung von B zu einer der F,.; projektiv dquivalent ist.
Nach (8.13) und Satz 1.5.9.6 sind die F,; paarweise nicht projektiv dquivalent. O

1.9.4 Die komplexen polaren Abbildungen

Ebenso wie bei den kollinearen Abbildungen (Beispiel 4.3) folgt aus der Stetigkeit der
korrelativen Abbildungen, dass wir nur die stetigen Automorphismen des Korpers C
der komplexen Zahlen zu betrachten haben, vgl. auch Beispiel 7.4. Wir haben also zwei
Typen polarer Abbildungen zu klassifizieren: die zu ¢ = id¢ gehérenden und die zur
Konjugation 7 : z — Z gehorenden; fiir K = C wollen wir fiir eine polare Abbildung stets
o = id¢ annehmen und die mit ¢ = 7 antipolar nennen. Analog zu Satz 4 beweist man
ausgehend von (9) leicht

Satz 5. Zwei polare Abbildungen mit o = idc einer komplexen projektiven Geometrie
B, n > 2, sind genau dann projektiv dquivalent, wenn sie denselben Rang r, 1 < r <
n—+1, besitzen. Man erhdlt also durch die Abbildungen mit den Koordinatendarstellungen

Froiyj=a firj=0,....r— 1,y =0 firk=r,...,n (14)

eine Normalformenmenge fiir diese polaren Abbildungen. O

1Wie iiblich wird fiir £ € R die groRte ganze Zahl, die kleiner oder gleich ¢ ist, mit [¢] bezeichnet.
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Folgerung 6. Alle Polarititen mit o = idc der komplexen projektiven Geometrie SB",
n > 2, sind projektiv dquivalent. O

Ahnlich wie den Trigheitssatz beweist man den folgenden Satz iiber 7-hermitesche
Biformen und die entsprechenden antipolaren Abbildungen (vgl. Satz 1.9.13). Da der
Beweis unverdndert auch fiir quaternionische projektive Geometrien gilt, beziehen wir
diesen Fall gleich mit ein:

Satz 7. Es sei 7 die Konjugation im Korper C der komplexen Zahlen oder im Schief-
korper H der Quaternionen. Mit F,.; bezeichnen wir die polare Abbildung der projektiven
Geometrie P", welche in einem festen Koordinatensystem die Normalform

yj=—2  fir j=0,...,01—1;
yo =2 fir k=1....,r—1,(0<r<n-+1); (15)
yo=0 fir h=r...,n

hat; fiir ihre Matriz (9) gelte dabei (12). Jede durch eine T-hermitesche Biform bestimmte
polare Abbildung der projektiven Geometrie PB" ist zu einer der Abbildungen F,; projektiv
dquivalent, und diese sind paarweise nicht projektiv dquivalent.

Beweis. Nach Satz 3 konnen wir von der Normalform (9) der Matrix von F ausge-
hen. Wegen (10) gilt 85, € R*. Wie beim Beweis von Satz 4 erhalten wir die Diagonal-
gestalt der Matrix von F mit der Eigenschaft (12). Das folgende Lemma charakterisiert
die Zahl [ in invarianter Weise:

Lemma 8. Es seien K = R,C, H, 0 = idr bzw. im Falle K = C,H die Konjugation,
und b eine o-hermitesche Form, deren Matriz in einer geeigneten Basis (a;) die Diago-
nalgestalt (9) hat. Dann ist die Anzahl | der negativen unter den Diagonalelementen (;
gleich dem Mazximum der Dimensionen derjenigen Unterraume W~ C V" fiir die die
Einschrinkung )W~ x W~ negativ definit ist, d.h. b(x,xr) < O fir alle x € W™ ¢ # o,
erfillt.

Beweis. Wegen (2) folgt auch im Falle K = H sofort 8, € R. Es sei 8; < 0 fiir

k=1,...,lund 8, > 0 sonst. Offenbar ist die Einschrinkung von b auf den von a4, ...,
aufgespannten Unterraum U = £L(ay,...,q;) negativ definit. Wir betrachten den kom-
plementiren Unterraum B := £(a;41,...,d,). Fir jeden Unterraum W C V mit einer

Dimension dim W > [ gibt es nach der Dimensionsformel einen Vektor ¢ € B N W mit
t # 0. Da nun fiir alle ¢ € B offensichtlich b(x,r) > 0 gilt, kann b auf W nicht negativ
definit sein. O

Aus Lemma 8 folgt, dass der Index [ von b, der als die Anzahl der negativen Diago-
nalelemente in (9) definiert wird, nicht von der Wahl der Basis abhéngt, in der b diese
Diagonalgestalt hat. Das gleiche gilt fiir die Dimension n — r des Defektunterraums von
b, also auch fiir den Rang r. Damit verfiigen wir iiber das Analogon des Tréigheitssatzes
1.5.9.6 auch fiir die 7-hermiteschen Biformen im Fall K = C, H und kénnen den Beweis
dhnlich wie den Beweis von Satz 4 abschlieffen. O

Ubung 4. Es seien V" '! ein komplexer Vektorraum und 7 die Konjugation in C. Eine 7-Biform
b heifit schiefhermitesch, wenn sie die Eigenschaft

b(U?X) = 7b(;v U)v Lpev, (16)
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besitzt. Man beweise: a) Jede schiefhermitesche 7-Biform bestimmt eine antipolare Abbildung
von PB"(V), die auch durch eine 7-hermitesche Biform beschrieben werden kann. — b) Man klas-
sifiziere die schiefhermiteschen Biformen beziiglich der Wirkung (1.5.9.81) der linearen Gruppe
von V"*!; dazu zeige man: b(x,1) ist schiefhermitesch (bzw. hermitesch) genau dann, wenn
ib(x,h) (mit i> = —1) hermitesch (bzw. schiefhermitesch) ist.

1.9.5 Die quaternionischen polaren Abbildungen

Bekanntlich ist das Zentrum des Schiefkorpers H der Quaternionen der reelle Teilkdrper
R. Wir bezeichnen mit R+ den von den imaginiren Einheiten i, j, k € H aufgespannten
reellen Unterraum von H. Zuerst beweisen wir:

Lemma 9. Die einzigen involutiven Anti-Automorphismen o des Schiefkorpers H der
Quaternionen sind die Konjugation 7 : g — q und die durch

() = —gAg, g eRT, || =1 (17)
definierten Anti-Automorphismen.

Beweis. Es sei o ein beliebiger Anti-Automorphismus von H. Dann ist 7o o ein Auto-
morphismus, der nach Beispiel I1.8.8.5 ein innerer Automorphismus von H sein muss. Es
gibt also ein ¢ € H*, |q| = 1, derart, dass 7 o0 0 = g, ist. Hieraus folgt o = 7 0 g,. Weil
o involutiv ist, erhalten wir fiir alle A € H

g g =A"'q.

Daher muss ¢! in R, dem Zentrum von H, liegen. Aus |¢| = 1 folgt |¢~1q| = 1, also
¢ 'q = +1,0der § = +q. Ist § = ¢, so ist ¢ = +1 € R und o, = idgy, also o = 7. Aus
g = —q folgt ¢ € R+ = £r(i,j, k), und o()\) = —¢g\q. Durch direkte Rechnung bestitigt
man leicht, dass jeder dieser Anti-Automorphismen involutiv ist. O

Die zu 7-hermiteschen Biformen gehérenden polaren Abbildungen wurden bereits in
Satz 7 klassifiziert. Fiir spatere Anwendungen schreiben wir noch die dem Tragheitssatz
entsprechende Gestalt einer solchen durch Index ! und Rang r charakterisierten Biform
iber einem n-dimensionalen Vektorraum V" in einer Normalformenbasis (a;),i = 1,...n,
auf:

l T
b(r,p) == By + > Y, 0<1<n (18)
a=1 c=Il+1
hierbei sind 2%, y%,i = 1,...,n, die Vektorkoordinaten von t,y in der Normalformenbasis.

Wir wenden uns nun den 7,-hermiteschen Biformen zu und bemerken zuerst

Lemma 10. Es sei 7, durch (17) definiert. Dann gilt: Eine Biform b : V x V — H ist
Tq-hermitesch genau dann, wenn b= gb schiefhermitesch im Sinne von (16) ist. O

Den Beweis erhélt man durch direktes Nachrechnen. Wegen 7, = 7; = 7, folgt unmit-
telbar

Folgerung 11. Ist b eine 74-hermitesche Biform dber V', so ist b= +igb eine 7i-
hermitesche Biform diber V. O
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Wir betrachten zuerst die 7-hermiteschen Biformen und fiihren spiter den allge-
meinen Fall darauf zuriick. Durch eine einfache Rechnung zeigt man: die Menge der
Fizelement von 7, ist der von 1,j,k aufgespannte reelle Unterraum von H:

{8 € H|(B) = B} = Lr(1,}, k). (19)

Es sei nun b eine 7;-hermitesche Biform und (a;),j = 1,...,n, eine Basis, in der die
Matrix von b die Gestalt (9) hat. Die Transformation (11) ist in diesem Fall

B=—iXipA. (20)

Wihlen wir zuerst A\ = |3|~/2, was wegen § # 0 mdglich ist, so folgt |5| = 1. Wir
kénnen also schon |3 = 1 voraussetzen und betrachten nur noch Transformationen mit
A2 = A\ =1, also A = A~ Wegen (19) liegt das Element i 3 auf der Einheitssphire
von R*. Nach Ubung I1.8.9.5 kinnen wir jedes Element der speziellen orthogonalen
Gruppe SO(R") als einen inneren Automorphismus oy, |A\| = 1, darstellen. Bekanntlich
wirkt SO(R*) ~ SO(3) transitiv auf der Einheitssphére; wir finden also ein \ so, dass
\ifBA =i, also B =1 gilt. Fiihren wir diese Transformationen fiir alle Diagonalelemente
Br in (9) aus, so ergibt sich aus Satz 3 und Folgerung 11

Satz 12. Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum dber dem Schiefkorper H der
Quaternionen und 14, der durch (17) definierte Anti-Automorphismus. Ist b eine 7,4-
hermitesche Biform, so existiert eine Basis (a,),v = 1,...,n, von V derart, dass b
die folgende Normalform hat:

b(r0) =Y mg(e®)qiy" = —q > _ iy (21)
a=1 a=1

Hierbei ist r der Rang von b, ¥ und y* sind die Koordinaten von ¢t bzw. v beziiglich der
Basis (a,).

Beweis. Fiir ¢ =i erhalten wir nach dem oben Bewiesenem eine Basis mit 6, = gi =1
fir a = 1,...,r, also (21). Ist b eine 7,-hermitesche Form, so ist nach Folgerung 11

b = —qib, wobei b eine 7;-hermitesche Form ist. Bringen wir diese auf Normalform, so
erhalten wir wieder (21) bei beliebigem ¢ € H*. O

Folgerung 13. Mit den Bezeichnungen von Satz 12 gilt: Ist b eine schiefhermitesche
Biform vom Rang r iber V', so gibt es eine Basis (a,) von V, in der b die Normalform

b(r,p) =) iy (22)

besitzt. O

Der Beweis folgt aus (21) und Lemma 10. Wir bemerken, dass (21) und (22) Nor-
malformenmengen fiir die 7,-hermiteschen bzw. schiefhermiteschen Biformen gegeniiber
der Wirkung (1.5.9.81) der quaternionischen linearen Gruppe sind; die Normalformen
sind paarweise nicht dquivalent. Denn der Rang von b ist offensichtlich invariant, und
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die Eigenschaft, 7,-hermitesch bzw. schiefhermitesch zu sein bleibt ebenfalls bei linea-
ren Transformationen invariant. Aus unseren Ergebnissen erhalten wir unmittelbar die
Klassifikation der polaren Abildungen:

Satz 14. Es sei F' eine polare Abbildung in der n-dimensionalen projektiven Geometrie
SB" iber dem Schiefkérper H der Quaternionen, n > 2. Dann ist F projektiv dquivalent
zu einer der Abbildungen F,.; nach Satz 7, oder F ist projektiv dquivalent zu einer der
Abbildungen J,. mit der Normalform

Jrt ye =% fira=0,....,r—1, y.=0 firc=r,...,n; 0 <r < n. (23)

In beiden Fdllen ist r der Rang von F und der zugehérige Anti-Automorphismus die
Konjugation T in H. Alle diese Normalformen sind paarweise nicht projektiv dquivalent.

Beweis. Nach Satz 7.6 konnen wir F' durch eine o-Biform (7.20) beschreiben. Aus Satz
1 folgt, dass o ein involutiver Anti-Automorphismus von H ist. Nach Lemma 9 muss
o = 7 die Konjugation oder o = 7, durch (17) definiert sein. Aus Folgerung 11 ergibt
sich, dass die mit ¢i multiplizierte Biform, die dieselbe Korrespondenz beschreibt, 7;-
hermitesch ist, was wir also stets voraussetzen konnen. Aus Satz 12 erhalten wir die
folgende Normalformenmange fiir die polaren Abbildungen mit o = 7;:

Yo =Ti(x*) = —iz%{ fira=0,...,7r—1, yo=0flirc=r,...,n; 0<r<n. (24)

Der Ubergang zu b = ib nach Lemma 10 fiihrt auf die schiefhermitesche Normalform
(22) und damit auf (23). Alle die Normalformen (15) (mit (12)) und (23) (oder statt
dessen (24)) sind paarweise nicht projektiv dquivalent: Nach Satz 7 und wegen der In-
varianz des Ranges geniigt es dafiir zu zeigen, dass nie eine 7;- und eine 7-hermitesche
Biform b # 0 durch Multiplikation mit einem h € H* ineinander iibergehen kénnen.
Angenommen, by = hb sei eine 7;-Biform. Da b eine 7-Biform ist, ist b; eine Biform mit
dem Anti-Automorphismus ¢ — héh~L. Soll dieser gleich 7; sein, so muss bis auf einen
unwesentlichen reellen Faktor h = i gelten. Dann folgt aber

bi(y,x) =ib(n,x) =1ib(r,v) =1iib(r,n)i,

also b1(y,z) = —73(b1(x, 1)), und das ist 7;-hermitesch nur dann, wenn b = b; = 0 gilt. O

1.9.6 Quadriken

Nach Gleichung (1) ergibt sich aus der projektiven Klassifikation der polaren Abbildun-
gen die Klassifikation der Quadriken. Dabei wollen wir nicht ganz korrekt zwei Quadriken
projektiv dquivalent nennen, wenn die sie definierenden polaren Abbildungen es sind. Man
kommt zur affinen Klassifikation der Quadriken, indem man eine uneigentliche Hyper-
ebene auszeichnet und die Lageeigenschaften der Quadrik in bezug auf diese Hyperebene
untersucht. Umgekehrt kann man auch von der affinen Klassifikation ausgehen (vgl. Satz
1.5.9.11 im Fall K = R) und durch Ubergang zu homogenen Koordinaten feststellen,
welche der affinen Typen projektiv dquivalent sind.
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Beispiel 2. Es sei K = R. Wir bezeichnen mit @),; die zur Normalform F,.; gehérenden
Quadrik. Dann ist die Gleichung der Quadrik @, o

r—1

Z(mi)Qz() 0<r<n+1). (25)

i=0
Es gilt also Q0 = Ker F, . Man beachte, dass wir den Unpunkt o in dieser Gleichung
vernachldssigen. Speziell ist Q410 = 0 die leere Menge; man spricht in diesem Fall
von einer nullteiligen Quadrik. Die Grundpunkte des betrachteten Koordinatensystems
ar = [ag],k=r,...,n, spannen den Kern Ker F,. o = a, V...V a, auf, der also fir r <n
stets in der Koordinatenhyperebene 2° = 0 liegt. Da diese projektive (n — r)-Ebene
jetzt durch die quadratische Gleichung (25) definiert wird, spricht man von einer doppelt
zahlenden projektiven (n — r)-Ebene. Diese Redeweise kann man auch folgendermafen
motivieren: Die vom Parameter ¢ € R abhingende Quadrik

(1,0)2 o t2($1)2 =0
yzerfallt” fiir ¢ # 0 in die beiden Hyperebenen
20 — tat =0, 22 +tz! = 0.
Lasst man t gegen Null streben, so gehen die beiden Hyperebenen in dieselbe doppelt
zéhlende Hyperebene (2°)? = 0 {iber. Wir kehren noch einmal zur Gleichung (25) zuriick.
Wihlen wir wie in Abschnitt 5 die Hyperebene 2° = 0 als uneigentliche Hyperebene
eines affinen Raumes A" C P" und betrachten als affine Quadrik wie iiblich nur den

Teil AQ,; := A" N Q,, so geniigen nach Einfiihrung der inhomogenen Koordinaten fiir
die affinen Punkte 2° = 1 aus (25) der Gleichung fiir AQ,.¢:

die offenbar keine reelle Losung besitzt, so dass fir alle r die affine Quadrik AQ, die
leere Menge ist: Der Kern Ker F;.o liegt ganz in der uneigentlichen Hyperebene. Mit

denselben Uberlegungen macht man sich klar: Die Quadrik Q,,+1 1 hat die Gleichung
—(2°+ ) (a")* =0, (26)

sie ,schneidet” die Hyperebene 2° = 0 in der nullteiligen Quadrik Q,, o, und daher ist sie
das Hyperellipsoid AQp+1,1 = Qn+1,1, dessen Gleichung in inhomogenen affinen Koordi-
naten die Normalform

> @) =1 (27)
besitzt, vgl. Satz 1.5.9.11. O

Ubung 5. Man zeige fir K = R und n = 2: Die projektiven Erweiterungen der affinen Qua-
driken Ellipse, Hyperbel und Parabel sind eindeutig bestimmt. Man diskutiere die Lage dieser
Quadriken zu der uneigentlichen Geraden und zeige, dass ihre projektiven Erweiterungen pro-
jektiv dquivalente Quadriken sind. Allgemein untersuche man analoge Fragestellungen fiir die
in Satz 1.5.9.11 klassifizierten affinen Quadriken, speziell fiir n = 3.
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Ubung 6. Fir K = R betrachten wir die nullteilige Quadrik F = Fy, 11,0, vgl. (25). Nach
Ubung 2 bilden die Punkte a; = [a;] ein Polarsimplex von F; wir wihlen ao als Ursprung und
H := F(ao) = a1V...Va, als uneigentliche Hyperebene. Die mit ° = 1 genormten homogenen
Koordinaten ergeben dann ein orthonormiertes euklidisches Koordinatensystem %, i = 1,...,n,
im affinen Raum A" beziiglich der Einschrinkung der zu F' gehérenden symmetrischen Biline-

arform auf H:
n

b (x,9) = > _a'y' = (r,v).
i=1
Nach Ubung 5.4 kénnen wir ja den Vektorraum W™ := £(ay, ..., a,) der uneigentlichen Hyper-
ebene mit dem Vektorraum der affinen Geometrie A™ identifizieren. Man beweise: Die Polare
F(x) des Punktes « := [ao + 1] ist fiir ¥ # o die Hyperebene mit der Hesseschen Normalform
(vgl. (1.6.3.37)):
z=lao+3 € Flx) — 3, 7)) = 7—);
o+ 3] € F(®) = G ) = Ty

strebt ¢ gegen o0, so geht « in ap und F(x) in die uneigentliche Hyperebene F'(a,) = H iiber.

Beispiel 3. Im Fall K = C ist die zu F,,;1 gehérende Quadrik Q,11 (Gleichung (25)
mit r = n + 1) natiirlich nicht leer; zum Beispiel gehdrt der Punkt mit den Koordinaten
(1,1,0,...,0) zu Qn+1. Bezeichnen wieder a; = [a;],j = 0,...,n, die Ecken eines zu
F,,+1 gehorenden Polarsimplexes, so gelten

cp = [azy + 82541 € Qny1, p=0,....k:=[(n—-1)/2], (28)

MF:=cyV...Ver CQupyt. (29)

Man beachte, dass die Einschrinkung der zu F,.; gehorenden Bilinearform auf M*
identisch gleich Null ist. O

Definition 3. Es sei b eine o-hermitesche, schiefhermitesche oder alternierende Biform
iiber dem Vektorraum V mit dem Schiefkérper K als Skalarbereich. Ein Unterraum
W C V heifit isotrop (beziiglich b), wenn ein t € Wt # o, existiert derart, dass fiir alle
y € W die Gleichung b(r,y) = 0 gilt; W heifit total isotrop, wenn die Einschrinkung
bW x W =0 ist. O

Folgerung 15. Es sei char K # 2 und b eine die polare Abbildung F der projektiven
Geometrie B bestimmende o-Biform. Dann gilt: Ein projektiver Unterraum A ist in
der zu F' gehdrenden Quadrik Qr genau dann enthalten, wenn die Einschrinkung b = 0
ist, d.h. wenn der zu A gehdrende Unterraum W C V total isotrop ist (vgl. (7.33).

Beweis. Ist A C Qp, so gilt fiir alle rt € W wegen « = [t] ¢« F(x) die Gleichung
b(x,r) = 0; nach Lemma 2 ist also b 4 = 0. Die Umkehrung ist trivial. O

Folgerung 16. Es sei char K # 2. Ist A ein in der Quadrik Qr der polaren Abbildung
F enthaltener Unterraum, so ist auch AV Ker F' C Qp; insbesondere ist Ker ' C Qp.

Beweis. Ist W der zu A gehorende Vektorraum, so ist W total isotrop. Weil der
Defektunterraum (6) ebenfalls total isotrop ist und b(W,, W) = 0 gilt, ist auch W +
W, total isotrop. Da der Defektunterraum dem Kern von F' entspricht, ergibt sich die
Behauptung aus Folgerung 15. O
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Beispiel 4. Es sei Qp eine Quadrik mit Ker F' # o. Dann heifst Ker F' der Scheitelraum
der Quadrik. Ist char K # 2, so ist nach Folgerung (16) fiir jedes « € Qr auch xVKer F' C
@Qr. Man nennt daher die zu ausgearteten polaren Abbildungen gehtrenden Quadriken
auch projektive Kegel, und die maximalen in () enthaltenen projektiven Unterrdume die
Erzeugenden des Kegels. O

Ubung 7. Es sei char K # 2, Qr ein durch die o-Biform b definierter projektiver Kegel und A
ein zu Ker F' komplementéirer Unterraum. a) Man beweise:

Qr = U z V Ker F,
reQrnA

(zVKerF)A(yVKerF)=KerF firz,y € Qr NA,z #y.
b) Die Einschrinkung (vgl. Satz 7.7) F|A ist eine Polaritdt, die durch die Biform b|W x W
beschrieben wird, wobei W den zu A gehérenden Vektorraum bezeichnet. — ¢) Sind A1, A2 zwei
zu Ker F' komplementire Unterrdume, so sind die Polaritdten F'|A1, F'|A2 projektiv dquivalent.
Hierdurch erhiilt man nach der elementaren Definition der Kegelschnitte (Ubung 1.5.9.3) einen
neuen Beweis des ersten Teils von Ubung 5.— Hinweis. Man beachte hierzu (7.33) und Satz 8.2.

1.9.7 Polare Abbildungen projektiver Geraden

Zur Vorbereitung auf die Betrachtung der Tangenten und tangentiellen Unterrdume einer
Quadrik wollen wir uns mit den polaren Abbildungen F einer projektiven Geraden 3!
beschiftigen. Fiir den Rang r von F gibt es nach (8) nur die Moglichkeiten r = 1,2. Der
Fall r = 1 wird durch den folgenden einfachen Satz beschrieben:

Satz 17. Es sei F eine polare Abbildung der projektiven Geraden SB'iber dem Schief-
kérper K, char K # 2. Dann ist der Rang r von F' gleich 1 genau dann, wenn alle Punkte
x & Ker F' dasselbe Bild F(x) = a haben; in diesem Fall gilt

Qr =KerF = a.

Beweis. Es sei b die F' definierende o-hermitesche Form. Nun hat F' den Rang 1 genau
dann, wenn Ker F' einpunktig ist; sei a = Ker F'. Offenbar ist a € Q. Nach Satz 3
konnen wir annehmen, dass die Matrix von b Diagonalgestalt hat; die Gleichung von Qr
ist also

o(2%)Boz® = 0 mit Sy # 0.

Hieraus folgt 2° = 0. Also ist Qr = a; = [a;] der erste Grundpunkt des betrachteten
projektiven Repéres. Daher ist Qp einelementig, und es folgt a = a;. Die Koordinaten
des Bildpunktes F(x),  # a, ergeben sich aus dem Annullator des Kovektors mit den
Komponenten

ug = o(2°)Bo, u1 =0

zu y° = 0, y! = 1; somit gilt F(x) = a. Die Umkehrung folgt unmittelbar aus der
Definition des Ranges. O

Die im Fall r = 2 auftretenden Md&glichkeiten hingen wieder vom Kérper K und vom
Typ der Quadrik ab. Nach Folgerung 8.3 ist F' jetzt bijektiv und definiert somit eine
Involution von P!,
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Beispiel 5. Es sei K ein Schiefkdrper mit char K # 2. Nach Satz 3 kann eine Polaritét
von P! durch eine o-Biform der Gestalt

b(x,n) = o (2°)Boy’ + o(z")Bry' =0 (30)

beschrieben werden. Wegen b(a;,a;) = 8; # 0, i = 0, 1, liegen die Grundpunkte a; = [a;]
nicht auf der Quadrik Qp. Fiir jeden Punkt * € Qp konnen wir also als Koordinaten
(20, 21) = (1,€) mit £ € K* ansetzen; wir schreiben ¢ = £(z). Damit gilt

© € Qr — 0(§)A€ = —fo (31)
Ist K ein Korper und o = idg, so ist (31) gleichbedeutend mit
& = —Bo/ b, (32)

und es gibt nur die beiden Moglichkeiten, dass Qr = () oder zweipunktig ist. Das stimmt
mit dem Ergebnis von Ubung 4.13 b) iiberein; denn in diesem Fall ist F' gleichzeitig eine
Projektivitat, die durch den linearen Isomorphismus

Y’ = —pat, y' = Boa’ (33)

definiert wird. Aus (30) folgt sofort, dass (auch bei beliebigem Schiefkérper K) die Punkte
der Quadrik QF gerade die Fixpunkte der Involution F' sind. Fiir K = R gibt es nach
Satz 4 beide Moglichkeiten: Qp = () fiir F' = Fb und Qp zweielementig fiir F = Fy ;.
Wenn K algebraisch abgeschlossen ist, zum Beispiel fiir K = C, und o = idg gilt, so
tritt stets der zweite Fall ein. O

Beispiel 6. Wir betrachten nun die hermiteschen Normalformen F' nach Satz 7 fiir K =
C,H, n =1, r = 2. Die Gleichung der Quadrik ist

020 42121 =0, e = +1. (34)

Im Fall € = +1 hat (34) keine Losung € P'. Im Fall ¢ = —1 muss jede Losung von
(34) 2° # 0,2 # 0 erfiillen; wir kénnen also fiir die Koordinaten des Losungspunktes
(29, 21) = (1,¢); € € K*, ansetzen. Es folgt

= ¢ =1(e=-1), (35)

also der Einheitskreis im Falle K = C und die Einheitshypersphire S3 im Fall K = H.
Es sei nun « € P! ein variabler Urbildpunkt mit den Koordinaten (1,¢), ¢ € K*. Fiir
die homogenen Koordinaten des Bildpunktes y = F'(x) folgt nach (30):

ey’ + &yt = 0.

Wegen ¢ € K* muss y° # 0 sein; wir konnen also wieder (y°,y') = (1,7) ansetzen und
erhalten

n=—ef = —ef/|E]° (€€ K7), (36)
und das ist im Fall ¢ = —1 die Inversion am Einheitskreis S' C C bzw. an der Einheits-
hypersphire S3 C H (Abbildung durch reziproke Radien), welche im Fall ¢ = +1 noch
mit der Spiegelung am Zentrum 0 zu verkniipfen ist. Diese Involutionen vertauschen in
jedem der Félle die Punkte 0,00 € K.oO
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Beispiel 7. Es sei nun KX = H. Auf der quaternionisch-projektiven Geraden P! betrach-
ten wir die Involution Js, vgl. (23). Die zugehérige Quadrik @ hat die Gleichung

iz +ztizt = 0. (37)
Sie hat als Losung alle Punkte « mit den Koordinaten (1, ) mit
£ =jcosa+ksina, a € R, (38)

also den Einheitskreis in der j,k-Ebene von H. Der Bildpunkt y = F(x) des Punktes
x € P' mit den Koordinaten (1,£), ¢ € H*, hat die Koordinaten (1,7) mit

n=i&i/l¢. (39)

Das ist in H = R* eine Spiegelung an der j, k-Ebene verkniipft mit der Involution an
der Einheitshypersphire S C H; die Punkte 0 und oo von H werden durch F wieder
vertauscht. O

1.9.8 Tangenten und tangentielle Unterrdume

In diesem Abschnitt wollen wir die Lage von Geraden zu Quadriken beschreiben. Das
fiihrt uns auf den Begriff der Tangenten und allgemeiner der tangentiellen Unterrdume
einer Quadrik.

Beispiel 8. Es sei wieder char K # 2; F bezeichne eine polare Abbildung und Qr die
zugehorige Quadrik in P". Fiir = [f] € Qr betrachten wir die Gerade h = x V y, wobei
y = [y] # « ein beliebiger Punkt des P" sei. Jeden Punkt z € h, z # x, kbnnen wir in
der Gestalt z = [t€ + y| mit eindeutig bestimmten ¢ € K darstellen. Wegen b(z,r) = 0
gilt: Es ist z € Qr N h dann und nur dann, wenn z = x gilt oder die folgende Gleichung
erfullt ist:

o(£)b(x,n) +b(y, )& + by, v) = 0. (40)

Wir unterscheiden nun die folgenden Fille:

a) Es ist der Rang rg(F|h) = 0. Das gilt genau dann, wenn b(z,n) = b(n,y) = 0 ist;
nach Folgerung 15 ist das gleichbedeutend mit x Vy C QF.

b) Es gilt rg(F|h) = 1. Nach Satz 17 und Beispiel 4 ist dann Qpp = QrNh

einpunktig, also Qr N H = x. Das tritt genau dann ein, wenn in (40) b(r,») = 0 und
b(n,n) # 0 gelten. Ist @ singulér, d.h. x € Ker F, so ist b(r,n) = 0 fiir alle y € P", und
es gilt (xVy)NQp = x fir alle y € P" \ Qp. Ist x ein regulirer Punkt von Qr, so
definiert b(x,n) = 0 die Polare F'(x) von x, und fiir die Punkte y ¢ F(x), y # x, ist nun
xVy C F(x). In diesem Fall und auch im Fall a) nennt man h = x V y eine Tangente
der Quadrik Qr. Allgemeiner heift ein projektiver Unterraum B € PB" tangentiell an
die Quadrik Qr im reguldren Punkt x € Qp, wenn ¢ € B C F(x) gilt. Ist * € Qp
ein reguldrer Punkt der Quadrik, so nennt man TxQr := F(x) die Tangentialhyperebene
der Quadrik Qr im Punkt x. Die Gesamtheit der tangentiellen Unterrdume in x bildet
also das Biindel F(z)/x. Fiir singulire Punkte x € Ker F werden keine tangentiellen
Unterrdume definiert.

c) Es gilt rg(F|h) = 2. In diesem Fall nennt man h eine Sekante von Qr. Das gilt
namlich genau dann, wenn in (40) b(z,n) # 0 ist, und daher muss « ein reguldrer Punkt
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von Qr sein. Aus (40) folgt, dass in diesem Fall Qr N h noch wenigstens einen weiteren
Punkt z # x enthilt; da b o-hermitesch ist, ergibt

€= ~b(y,r)"'b(n,n)/2 (41)

eine Losung von (40). (Weil char K # 2 ist, ist 2 # 0 und liegt im Zentrum Z(K).)
Wie die Beispiele 6, 7 zeigen, konnen noch weitere Losungen existieren; ist jedoch K
ein Korper und b bilinear, so bestimmt (41) den einzigen von @ verschiedenen Punkt
y € Qr N h, vgl. Beispiel 5. O

Der folgende Satz gibt eine geometrische Deutung der isotropen Unterrdume:

Satz 18. Es sei char K # 2 und F eine polare Abbildung der projektiven Geometrie SB",
welche durch eine o-hermitesche Biform b beschrieben wird; o # A = n(W) sei ein
projektiver Unterraum mit dem zugehorigen Vektorraum W . Dann ist W isotrop genau
dann, wenn Ker(F|A) # o ist. Dabei gilt

Ker(F|A) = (A AKer F) U B(A), (42)

wobei B(A) die Menge derjenigen reguldren Punkte der Quadrik Qr bezeichnet, in denn
A zu Qp tangentiell ist.

Beweis. Der Defektunterraum von b|W x W ist der zu Ker(F|A) gehorende Vektor-
raum, woraus sich sofort die erste Behauptung ergibt. Es gilt @ € Ker(F|A) dann und

nur dann, wenn
x€ACF(x) (43)

erfillt ist, und dafiir gibt es nur die beiden einander ausschlieffenden Moglichkeiten
F(x) = P", dh. x € AAKerF, oder Dim F(x) = n — 1, und dann gehért « zu
B(A). O

Folgerung 19. Ist unter den Voraussetzungen von Satz 18 F' eine Polaritdit, so gilt:
W +# o ist isotrop genau dann, wenn A = 71(W) in wenigstens einem Punkt x zu Qp
tangentiell ist; die Menge B(A) der Berihrungspunke ist ein projektiver Unterraum von
A, dessen Vektorraum der Defektunterraum von b|W x W ist. O

Ubung 8. Man zeige am Beispiel einer geeigneten Polaritét, dass es tangentielle Unterrsume
A C P" geben kann, fiir die B(A) # Qr N A gilt; auRer den Beriihrungspunkten kénnen also
noch weiter Punkte von Qr zu A gehdren.

1.9.9 Dualisierung: Koquadriken

Obwohl wir die Korrelationen und allgemeiner die korrelativen Abbildungen als monoton
fallende Abbildungen projektiver Geometrien definierten, haben wir doch zum Beispiel
bei der Definition der Quadriken den Punkten als Grundelementen den Vorzug gege-
ben. Der in diesem Sinne zu den korrelativen Abbildungen duale Begriff geht von den
Hyperebenen als Grundelementen aus; jeder Hyperebene U € P™wird also ein Punkt
x = F(U) € Q™ oder der Unpunkt o zugeordnet, wobei F' durch eine o-lineare Abbil-
dung a : V' — W, o ein Anti-Isomorphismus, vermittelt wird:

U=[ueP"— z=a(u) c Q™ (44)
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Das Biischel der mit x inzidierenden Hyperebenen wird durch 7(x) = ' bestimmt, und
wir erhalten eine F-Korrespondenz der Hyperebenen U € P™, D = [d] € Q" durch

D . F(U] — B(o,u) := (2]a(u)) = 0; (45)

die o-Biform B ist jetzt linear in 0 € W' und o-linear in u € V'. Es sei nun wieder
char K # 2, Q™ = B" und B o-hermitesch iiber V' x V', vgl. (2). Dann definiert

B(u,u) =0 (46)

die Menge Q% = {U = [u] € P"™|U « F(U)}, die wir die zu F gehérende Koquadrik
nennen wollen. Die traditionellen Bezeichnungen fir Qr bzw. Q% sind Kurve (n = 2),
Fliche (n = 3) oder Hyperfliche (n beliebig) zweiter Ordnung bzw. zweiter Klasse. Dual
zum Begriff der Tangentialhyperebene F'(x) im reguliren Punkt « € Qp ist der Begriff
des Berihrungspunkte F(U) # o in der reguldren Hyperebene U € Q%. Ist F eine
Polaritdt, so folgt fiir die Paare (, X) von Pol und Polare X = F(x) sofort

x L F(r)— X F(X), 47)

und daher gelten

Qr = F(Qr), Qr = F(QF): (48)
Die Koquadrik Q% (bzw. Quadrik Qr) ist die Menge der Tangentialhyperebenen (bzw.
Berihrungspunkte) der Quadrik Qp (bzw. der Koquadrik Q).

Ubung 9. Es sei F eine Polaritit und (u;) = (0(x"))(ai;) ihre Matrixdarstellung in homogenen
Koordinaten. Man zeige, dass die Gleichung (46) fiir die zu F gehérende Koquadrik Q% in
demselben Koordinatensystem durch

Z uic? o (u;) = 0 mit () := (ai;) " (49)

,j=0

gegeben wird.

1.10 Einschrankungen und Erweiterungen der Skalare

Um die in den Beispielen 9.2, 9.3 besonders deutlich werdende Abhéngigkeit der Quadri-
ken vom zugrunde liegenden Skalarbereich ndher zu untersuchen wird es niitzlich sein,
die Versnderungen der projektiven Geometrien bei Anderungen des Skalarbereichs zu be-
trachten. In diesem Abschnitt seien stets L ein Schiefkorper und K C L ein Teilschiefkor-
per. Dann ist L auch ein rechter Vektorraum iiber K; wir setzen stets r := dimg L < oo
voraus. In Verallgemeinerung von Definition I1.8.5.4 heifit in diesem Fall L eine endliche
Erweiterung vom Grade r von K. In den uns hauptsichlich interessierenden Féillen ist

dimR C= dimc H= 2, dimR H=4.

In L wihlen wir eine feste Basis (a,), p = 1,...,r, derart, dass a; = 1 das Einselement
von L ist. Es sei V ein Vektorraum iiber L. Durch FEinschrinkung der Skalare auf K,
genauer: Ausfiihren der skalaren Multiplikation im Vektorraum V mit Elementen p € K

(Lp) eVxKr—irueV,
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wird V' zu einem durch Vi bezeichnetem Vektorraum iiber K. Indem man die Skalare
A € L in der Basis (a,) von L iiber K zerlegt, werden die skalaren Operationen von
L iiber V in entsprechende von K iiber V| transformiert. Wendet man das auf die

Vektorkoordinaten von V iiber L an, so folgt leicht (vgl. Ubung 1.4.4.8)

Lemma 1. Es sei V ein rechter n-dimensionaler Vektorraum iber L und (b;) eine Basis
von V. Dann ist (bja,), l =1,...,n,p=1,...,r, eine Basis des durch Einschrinkung
der Skalare entstehenden Vektorraums V |k iiber K, und es gilt

dim g V‘K =dimz V - dimg L. a (1)

1.10.1 Hopfsche Faserungen

Den in (1) auftretenden Vektorrdumen V" iiber L, Vx und L {iber K entsprechen pro-
jektive Geometrien. Wir betrachten die projektiven Punktriume P! (V), P! (Vik),
P""'(L;) und die kanonischen Abbildungen (vgl. (1.2))

7 V\{o} — P" V),
TV \ {0} — Pmﬂil(V|K).

Die Einschrinkung der Skalare fiihrt im projektiven Bereich dazu, dass jeder Punkt
x € P"" (V) zu einem projektiven Unterraum §~*(z) C P""~' (V) aufgeblasen wird,

der zu Pr_l(L| k) isomorph ist. Genauer gilt

Satz 2. Es sei V' ein n-dimensionaler rechter Vektorraum iiber dem Schiefkérper L,
P""Y(V) der zugehérige projektive Raum und P"T_l(V|K) der zur Einschrinkung V|
auf den Teilschiefkorper K C L gehirende projektive Raum, r = dimg L < oco. Dann
gibt es eine eindeutig bestimmte surjektive Abbildung

0: P\ (Vg) — P"Y(V) (2)
derart, dass fiir die kanonischen Abbildungen die Gleichung
T=0omk 3)

gilt. Das Urbild 0~ (x) ist eine projektive (r — 1)-Ebene in P"“l(V‘K). Ist (b)), | =
1,...,n, eine Basis von V diber L und Uy der Definitionsbereich der inhomogenen pro-
jektiven Koordinaten (1), vgl. Lemma 2.6, so definiert

x e U — s(x) :=by + Z b, & (x) (4)

einen Schnitt der kanonischen Abbildung w, d.h. es gilt m o s = idy,, und die Abbildung

©:y =y €07 (U) — (0(y),[n/5(0(y))]x) € UL x P" (L) ()

ist eine Bijektion (analog fir die anderen Bereiche U ).
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Beweis. Fiir jedes r € V' \ {0} ist 7x(r) = tK C L = 7(r), und daher ist 0(z K) = L,
0 ist surjektiv und eindeutig bestimmt. Offenbar gilt L = yL dann und nur dann, wenn
ein k € L* existiert derart, dass y = ¢k ist. Zerlegt man k in der Basis (a,) von L, so

erhilt man fiir das volle Urbild von & = L € P"~}(V):

0" (t]r) = klx V [razlk V...V [ras k. (6)

Weil die Vektoren (ra,), p = 1,...,r, iber K fiir jedes r # o linear unabhingig sind,
spannen die entsprechenden Punkte eine (r —1)-Ebene in P"" (V' x) auf. Um (5) einen
Sinn zu geben, erinnere man sich an die Definition des Verhéltnisses zweier Vektoren in
1.4.3. Nach der Definition von 0 ist y = [p]x € 07!(x), wenn y = s(z)k fiir ein k € L*
gilt, k ist dabei durch y bis auf einen rechten Faktor x € K* eindeutig bestimmt; somit
ist
[n/s(0(y))lx = [Klx € P~ (Lix)

durch y eindeutig definiert. Hieraus folgt leicht, dass ® eine Bijektion ist. O

Die in Satz 2 beschriebene Situation ist ein projektives Analogon einer topologischen
Faserung;: P”T_I(V| k) ist als disjunkte Vereinigung der ,Fasern“ (6) dargestellt, wobei
x = [t den Raum P" (V) durchliuft. Dabei ist dieser so durch ,Kartenbereiche®
U; iiberdeckt, dass die Urbilder §=!(U;) in der in (5) angegebenen Weise als direkte
Produkte erscheinen, wobei ® die Fasern §~'(z) auf die Fasern p; (), z = (8(z), [k]x)
des rechts stehenden Produkts abbildet. Man beweist leicht, dass die zweite Projektion
des direkten Produktes auf den Fasern

P2 © (I)|9_1(:B) : 9_1(:13) — PT_l(L|K)

eine Projektivitat ist. Fiihrt man in den Raumen iiber K = R, C, H mit Hilfe der in-
homogenen Koordinaten eine Topologie oder die Struktur einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit ein, so sind die in (3) - (5) auftretenden Abbildungen offen und stetig bzw.
beliebig oft differenzierbar, 6 ist dann auch eine Faserung im topologischen Sinn.

Beispiel 1. Die Faserungen 6 stehen in enger Beziehung zu den von H. Hopf [44] im Jahre
1935 beschriebenen Faserungen von Sphiiren. Dazu definieren wir die Uberlagerungsab-
bildung A : SN — PR stellen wir uns die Sphire SV als Einheitssphére in RNt und

den projektiven Raum Pﬁ als Menge der Geraden durch ihr Zentrum vor, so ist
Ay e SN — () = []r € PR (7)

eine zweifache Uberlagerung: jeder Punkt y = [p]g € PR hat ja genau zwei Urbilder
+y € SV, und die projektiven Geraden haben als Urbilder die GroRkreise in S¥. Somit
ist flir K = R C L = C die Abbildung

0p:=0o0oX: 51 — Pyt (8)

eine Faserung der Sphire S2"~! durch Kreise S'. Ist speziell n = 2, so ist Py = C =
S? homdomorph zur Riemannschen Sphire (vgl. Beispiel 1.3), und es ergibt sich eine
Hopfsche Faserung der Sphire S durch Kreise S! iiber der Sphire S

0,: 5% — 52, 0, (z) = St 9)
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Analog erhalten wir aus der Einbettung R C H die Abbildungen
0o =00\ mit \: S - PRl 0. PRt — P (10)

wobei 6 und 6, Faserungen durch projektive Riume Pgﬁ bzw. Sphiren 52 sind; denn
nach Satz 2 ist

0~ Yx) = PL, 05 (x) = "o (x) = S35 (11)
Wegen H = $* folgt speziell fiir n = 2 eine Hopfsche Faserung der Sphire S7 durch
dreidimensionale Sphiren S? iiber der Sphire S*

0,: S” — S*, 0, (x) = S5 (12)

Betrachtet man anstelle der Quaternionen die Cayleyschen Zahlen, die auch Oktaven
genannt werden, so erhilt man eine weitere Hopfsche Faserung (vgl. N. Steenrod [74],
§11.20)

0,: S — S8, 0, (x) = 5. (13)
Schliefslich gibt uns die Einbettung C C H die Faserungen
0: PG — Py (14)

Weil nach Ubung I1.8.9.9 Hc= C? ist, sind die Fasern hier

d

Ubung 1. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 beweise man: Zu drei kollinearen Punkten
ao,a1,az € P"'(V) gibt es stets drei kollineare Punkte by, b1,b> € P"" ' (V) mit 0(b;) =
a;. — b) Zu vier kollinearen Punkten a; € P" '(V), i = 0,...,3, gibt es genau dann vier
kollineare Punkte b; € P"r_l(V‘K) mit 0(b;) = a;, wenn K N DV(ao, a1,az2,as) # 0 gilt.

Fiir die niichsten Abschnitte sind die folgenden Uberlegungen von Interesse: Sind
V', W Vektorraume iiber dem Schiefkérper L, P(V'), P(W) die zugehorigen projektiven
Punktraume, so erzeugt eine Abbildung f : V'\ {0} — W'\ {0} genau dann eine eindeutig
bestimmte Abbildung F' : P(V) — P(W) mit F(n(z)) = 7(f(z)), wenn fir alle ¢ €
V' \ {0} und alle A € L* der Vektor f(rA) von f(r) linear abhéngt. Dafiir ist hinreichend,
dass es eine Funktion h : L* — L* gibt mit f(xA) = f(r)h()) fiir alle x € V' \ {0} und
alle A € L* (bzw. f(x\) = h(\)f(x), falls V ein rechter und W ein linker Vektorraum
ist, u.s.w.).

Ubung 2. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Satz 2 zeige man: Ist h : L* — L*
eine Abbildung mit h(K*) C K*, und f : V \ {0} — V \ {0} eine Abbildung mit f(xt\) =
F(x)h()N), so sind die von f erzeugten Abbildungen F : P(V ) — P(V k), F': P(V) — P(V)
wohldefiniert, und es gilt 0 o F = F o 6.
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1.10.2 Komplexe Strukturen

Die reelle Einschréinkung eines komplexen Vektorraums V' nennt man auch seine Reellifi-
zierung. Sie fithrt auf den Begriff einer komplexen Struktur eines reellen Vektorraums und
auf die Darstellung der komplex-linearen Abbildungen als Unteralgebra der reellen Endo-
morphismenalgebra. Speziell erhalten wir eine Darstellung der komplex-linearen Gruppe
GL(n,C) als Untergruppe der reellen linearen Gruppe GL(2n,R). Einige Konsequenzen
fiir die projektiven Eigenschaften der Faserung

0: P H(Vig) — P"{(V)

wollen wir im Folgenden beschreiben.
In V definiert die skalare Multiplikation mit i = v/—1 einen C-linearen und erst recht
R-linearen Isomorphismus, die komplexe Struktur:

I@)=1-i, I’ =—idy, . (16)

Da I keine reellen Eigenwerte hat, erzeugt es eine gleich bezeichnete fixpunktfreie Invo-
lution I € PL(PgZ'™"), die somit die Normalform (4.42) besitzen muss. In der Tat, ist
a;, l =1,...,n, eine Basis von V, so ergibt die Zerlegung der komplexen Koordinaten in
Real- und Imaginérteil

n
L= E azzlz
=1

2n
a(z +ia"™) = aa”
v=1

n

=1

mit
Uyt =i = I(a), also I(an4;) = —ay, (17)
eine Basis von Vﬁ’, in der I diese Normalgestalt hat. Ist umgekehrt ein 2n-dimensionaler

reeller Vektorraum W?>" gegeben und I € GL(W?*",R) ein linearer Automorphismus
von W mit I? = —idyy, so definiert

(1,2) eWXxCr—yrz:=(+It)neWfirz=(+in (18)

die Struktur eine n-dimensionalen komplexen Vektorraums iiber W, den wir mit V"
bezeichnen; fiir ihn gilt W™ = V' |r- Eine R-lineare Abbildung I von W mit I 2= idyy
heifit daher eine komplexe Struktur (vgl. Definition 11.8.9.4) von W; im Ergebnis von
Ubung 4.15 sind alle komplexen Strukturen zueinander dhnlich. Die komplex-linearen
Abbildungen a : V' — V sind natiirlich auch reell linear. Stellen wir sie beziiglich einer
Basis (a,), v = 1,...,2n, von Vg der Gestalt (17) dar, so folgt mit nahe liegenden
Bezeichnungen von Real- und Imaginéarteil:

a(3) = (A+iB)(x +iy) = (Ar — By) +i(Ay + By); (19)

dabei sind A, B € M ,(R) reelle quadratische Matrizen und r,y € R®, vgl. Ubung
1.5.4.18.

Ubung 3. Mit den eben eingefiihrten Bezeichnungen zeige man: a) Durch Einschrinkung
der Skalare von C auf R erhélt man eine homomorphe Einbettung der reellen Endomorphis-
menalgebren
¢: (Endc(V"™))r — Endr(W?"). (20)
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b) Eine lineare Abbildung b € Endr (W *") liegt genau dann in (Endc(V™)) g, wenn sie mit der
komplexen Struktur I kommutiert, d.h. I o b = bo [ erfiillt, und das gilt genau dann, wenn ihre
Matrix (3;) beziiglich einer Basis (17) die folgende Blockstruktur besitzt (vgl. Ubung 1.5.4.18)

Br) = ( g -B ) mit A, B € M, (R). (21)

c¢) Die Determinante jeder Matrix der Gestalt (21) ist nicht negativ. (Man beachte, dass I in
jeder Basis (17) die Matrix

I ( 1(1 o ) mit 1, = (61) € M, (R) (22)

besitzt. Ferner vergleiche man (21) mit (19).)

Ubung 4. Es sei I eine komplexe Struktur iiber dem reellen Vektorraum W?2". Mit p; €
PL(P3 ") bezeichnen wir die von I erzeugte projektive Involution. Wieder sei V™ der durch T
bestimmte komplexe Vektorraum und 0 : P! — P " die sich aus Satz 2 ergebende Faserung.
Es bezeichne p, : Px'~' — P%' ! die von der linearen Abbildung a € Endgr(W?>") erzeugte

projektive Abbildung. Man zeige: Es existiert genau dann eine Abbildung p, : Py ' — P,
die 6 o p, = Pg o O erfiillt, wenn p, o I = I o p, gilt; dabei ist p, projektiv oder antiprojektiv.

1.10.3 Quaternionische Strukturen

Schrénken wir in (20) den Homomorphismus ¢ auf die lineare Gruppe GL(V", C) ein,
so erhalten wir in (21) nur invertierbare Matrizen, die uns eine reelle Darstellung von
GL(V",C) als Untergruppe von GL(2n,R) vermitteln. Wir wollen nun die Einschran-
kung der Skalare von H auf C in analoger Weise dazu anwenden, eine komplexe Darstel-
lung der quaternionisch-linearen Gruppe GL(n,H) in GL(2n,C) zu erhalten.

Beispiel 2. Ist U™ ein rechter n-dimensionaler Vektorraum iiber den Quaternionen H,
so erhalten wir bei Einschrinkung der Skalare auf C (vgl. § 1.2.3 und Ubung II.8.9.9)
einen 2n-dimensionalen Vektorraum V2" = Ujc iiber C und die Faserung (14). Dabei
wird die Darstellung der Quaternionen in der Form

g=z+jweH, mit z, we C

zum Beispiel auf die Koordinaten eines Vektors angewandt. Die Dilatation d; : r — tj
ist jedoch weder H- noch C-linear; sie definiert vielmehr wegen zj = jz, z € C, eine
konjugiert-lineare Abbildung J(r) := rj mit

J(@xA) =J(@)A (A€Q), J> =—idy . (23)

J bestimmt daher eine fixpunktfreie involutive Kollineation von Pg'~!(V'), welche die
Normalform (4.43) in einer geeigneten Basis von V*" besitzt. Ausgehend von einer be-
liebigen Basis (a;), { = 1,...,n, des quaternionischen Vektorraums U" erhilt man eine
solche Basis durch

At = = J(ap), also J(ap41) = —ay. (24)
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Ist umgekehrt eine involutive konjugiert-lineare Abbildung J mit (23) auf dem komplexen
Vektorraum V2" gegeben, so definiert

g eVxHr— g =12+ JweViirg=z4+jweH (2, we C) (25)

die Struktur eines n-dimensionalen, rechten quaternionischen Vektorraums iiber V', den
wir wieder mit U" bezeichnen; dabei gilt Ujc = V2" man nennt daher J eine qua-

ternionische Struktur auf V>". Aus Ubung 4.15 folgt leicht, dass die quaternionischen
Strukturen alle zueinander dhnlich sind: Sind J7, J> zwei quaternionische Strukturen, so
gibt es ein a € GL(V?",C) derart, dass J, = a o .J oa~! gilt. Da jede H-lineare Ab-
bildung erst recht C-linear ist, erhalten wir beziiglich einer Basis (24) bei Zerlegung der
Koordinaten in die komplexen Komponenten (vgl. Ubung I1.8.9.9):

a(3)=(A +jB)(x +jv) = (Ar — By) +j(Br + An); (26)

dabei bezeichnet A die zu A konjugiert komplexe Matrix. O

Ubung 5. Mit den Bezeichnungen von Beispiel 2 zeige man: Die kanonische Einbettung
¢: Endg(U") — (Endc(V>"))|r (27)

ist ein Homomorphismus reeller Algebren. (Man beachte, dass nach Satz I1.7.2.5 Endu(U")
nur eine Z(H)-Algebra ist.) Eine C-lineare Abbildung b € Endc(V?™)) liegt genau dann in
Endu(U™), wenn sie mit der quaternionischen Struktur J kommutiert, also

Job=bolJ (28)

erfiillt, und das gilt genau dann, wenn ihre Matrix beziiglich einer Basis (24) die Blockstruktur

(82) = < g 7 ) mit A, B € M,(C). (29)

besitzt.

Ubung 6. Man zeige, dass jede komplexe Matrix der Gestalt (29) eine reelle Determinante hat.
Ist (29) die Matrix einer H-linearen Abbildung b, so hingt die Norm N (b) := Nc(b) := det(5,)
nicht von der Wahl der Basis (a;) ab. (Siehe auch Ubung 8.)

Ubung 7. Es sei (a;) eine Basis des quaternionischen Vektorraums U". Zerlegt man die Vek-
torkoordinaten in die reellen Komponenten:

r=ag = qzh+aizh +ajab +akah (30)
(Summenkonvention, I = 1,...,n), so erhalten wir die Basis (a;, a;i, a;j, a; k) des reellen Vek-
torraums W*" = [r- Wir fassen die Koordinaten von ¢ in die Blocke r, := (=) € R™,

a = 0,...,3, zusammen. Jede R-lineare Abbildung a € Endr(W*") lisst sich dann mittels
einer Blockmatrix darstellen:

(o) = (Aap)(¥s), 15 € R, Aas € Mn(R).
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Man zeige, dass a genau dann H-linear ist, wenn die Blockmatrix von a die folgende spezielle
Gestalt hat:

Ao —Ar —Ay —As

o Al AO —A3 A2

o) =1 4y a3 4 -

As —Ay A Ao

(31)

Die Blocke von (31) hingen dabei mit der quaternionischen Koordinatenmatrix von a durch
(gm) =Ao+iA1+jAs +k Az € M,(H) (32)

zusammen. Im Wesentlichen dieselbe Blockmatrixstruktur erhilt man, wenn man in (29) zu
reellen Koordinaten iibergeht.

Ubung 8. Es sei V" ein rechter n-dimensionaler Vektorraum iiber H und a € Endg (V™).
Man zeige: a) Es gibt eine Basis (as), s = 1,...,n, von V" derart, dass a beziiglich (a,) eine
Jordansche Matrix (1.5.8.29) hat, wobei die Diagonalelemente A\, = &. + in. komplexe Zahlen
sind und 7, > 0 gilt. — b) Zwei derartige Abbildungen a,b sind genau dann H-3hnlich, d.h.
es gibt ein ¢ € GL(V",H) mit b = coaoc™', wenn sie beziiglich geeigneter Basen dieselbe
Jordansche Matrix haben. — ¢) Es gilt (vgl. Ubung 6)

N(a) > 0. (33)

(Hinweis. Man betrachte a zuerst als C-lineare Abbildung von V. Wenn W C Vg ein

komplexer Unterraum ist, in dem a|W durch ein Jordansches Késtchen beschrieben wird, so
untersuche man J(W).)

1.10.4 Projektive Erweiterungen

Die Einschrankung des Skalarbereichs von L auf K C L des eine projektive Geometrie
bestimmenden Vektorraums V' verdndert die Struktur der abelschen Gruppe [V, +] des
Vektorraums nicht; die eingeschrinkte skalare Multiplikation erzeugt nach Satz 2 eine
neue projektive Geometrie mit dem Skalarbereich K und die surjektive Abbildung 6
des Punktraums der K-Geometrie auf den Punktraum der L-Geometrie, vgl. (2). Oft
ist man jedoch daran interessiert, einen projektiven K-Punktraum P7% in einen projek-
tiven L-Punktraum P7 einzubetten, also eine injektive Abbildung ¢ : P% — P7 zu
haben, die moglichst viel von der projektiven Struktur erhalt. In diesem Fall kann man
die grofieren und oft einfacheren Moglichkeiten fiir die Losung algebraischer Gleichungen
iiber L zu Riickschliissen auf die K-Geometrie nutzen. Besonders interessant und in der
algebraischen Geometrie oft angewandt ist der Ubergang vom Reellen zum Komplexen.
Die hierbei eintretende Vereinfachung erkennt man zum Beispiel bei der Klassifikation
der polaren Abbildungen, vgl. die Satze 9.4 und 9.5. Oft geht man bei der Erweiterung
des Skalarbereichs ganz direkt vor: Man beschreibt die interessierenden Objekte in ho-
mogenen oder inhomogenen Koordinaten beziiglich K und lisst danach zu, dass diese
Koordinaten auch Werte in L annehmen. Um diesem direkten Verfahren eine begriffliche
Grundlage zu geben, gehen wir wieder von der am Anfang dieser Sektion 10 beschriebenen
Situation aus.

Definition 1. Es sei K C L ein Teilschiefkorper. Jeder (zum Beispiel rechte) Vek-
torraum V iiber L ist nach Einschrinkung der Skalare auch ein Vektorraum iiber K.
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Ein K-Unterraum W C V |k heift eine K-Struktur in V', wenn W ein minimaler K-

Unterraum ist, der W erzeugt, fiir den also £, (W) = V ist. ! Gilt das, so nennen wir
V eine L-Erweiterung von W. O

Lemma 3. Sind V1, V5 rechte L-Erweiterungen des K -Vektorraums W , so gilt V1 =
Vo; wir setzen V := V1. Jede K-Basis der K-Struktur W ist auch L-Basis der Erwei-
terung V. Speziell gilt dimg W = dimp V.

Beweis. Nach Definition ist jeder Vektorraum V;, i = 1,2, die L-lineare Hiille von
W. Hieraus folgt V1 = V5. Sind (ay, ..., a,) K-linear unabhingige Vektoren von W, so
sind sie auch L-linear unabhéingig in V': wére etwa a, L-linear abhéingig von den {ibrigen:

r—1

ar = Z ap>\p, >‘p el

p=1

so betrachten wir einen zu a,K komplementiren Unterraum W1, C W = W ® a,. K.
Offenbar wire dann auch die L-lineare Hiille von W gleich V, und W wére nicht
minimaler, den Raum V erzeugender L-Unterraum. O

Damit ist die oben beschriebene direkte Methode fiir endlich-dimensionale Vektor-
rdume schon gerechtfertigt: Ist (a;), ¢ = 1,...,n, eine K-Basis von W, so besitzt jedes
Element der L-Erweiterung V eine eindeutig bestimmte Basisdarstellung

r= iai)\i, A € L.

i=1

Umgekehrt, ist (b;), ¢ = 1,...,n, eine beliebige L-Basis von V, so ist die K-lineare Hiille
W = £k((b;),i = 1,...,n) eine K-Struktur von V. Durch Riickgang auf die Basen
ergibt sich unmittelbar:

Folgerung 4. Unter den Voraussetzungen von Definition 1 sei dimV = n < co. Dann
existieren K -Strukturen W C V. Die L-lineare Gruppe GL(V , L) wirkt transitiv auf der
Menge aller K-Strukturen von V ; diese ist daher ein homogener Raum isomorph zu

GL(n,L)/GL(n, K).

Beweis. Es geniigt zu bemerken, dass die Isotropiegruppe einer K-Struktur W aus
allen L-linearen Transformationen h € GL(V,L) mit h(W) = W besteht. Da die L-
linearen Transformationen auch K-linear sind, folgt die Behauptung h € GL(W, K).
Fixiert man eine beliebige K-Basis von W als L-Basis von V, so ist die Einbettung
GL(W,K) C GL(V,L) durch die Gruppe derjenigen L-linearen Transformationen ge-
geben, deren Matrizen in GL(n, K) liegen.O

Folgerung 5. Es sei 0 € Aut(L) ein Automorphismus, der K erhilt: o(K) = K. Ist
a: Wi — Wy eine K-lineare bzw. K-o-lineare Abbildung, so gibt es eine eindeutig
bestimmte lineare bzw. L-o-lineare Abbildung a : V1 — Vo der L-Erweiterungen V1,V o

IMan beachte: Die oben betrachteten Involutionen ,komplexe Strukturf, ,quaternionische Struktur
sind nicht Spezialfille des Begriffs K-Struktur.
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von W1 bzw. Wy, die a fortsetzt: a|W1 = a. Betrachten wir die Kategorien der linearen
Abbildungen, so ist die Zuordnung a — a der Kategorie der rechten Vektorraume iber K
ein kovarianter Funktor in die Kategorie der rechten Vektorrdume iber L. Dabei gilt

(a+b)=a+b, aa=ai (o€ K).

Beweis. Im endlich-dimensionalen Fall betrachten wir K-Basen (a;), (b,) von W1 bzw.
W5 und lassen in der Basisdarstellung von a

a(r) = a(a;\Y) = byalo (N

auch Elemente A\’ € L zu. Fiir unendlich-dimensionale Vektorriume verfihrt man analog,
wobei der Satz iiber die Existenz von Basen (vgl. Ubung 1.4.4.7) anzuwenden ist. O

Wir nennen ¢ die lineare (bzw. o-lineare) Fortsetzung der Abbildung a. Analoge
Betrachtungen gelten fiir linke Vektorrdume. Ist die Paritdt der Vektorrdume ungleich,
so sind die Automorphisman durch Anti-Automorphismen zu ersetzen.

Beispiel 3. Wir betrachten die Inklusion R C C und die komplexe Ebene V = C?2.
Dann ist W := (1,0)R @ (0,1)R eine R-Struktur in V. Der reelle Unterraum U :=
(1,0)R @ (i, 0)R spannt nur die komplexe Gerade (1,0)C auf, ist also keine R-Struktur
in V. Die R-lineare Abbildung

a: (y') = (aj)(a’). (a7) € R?, (aj) € Ma(R),

besitzt die durch die Festsetzung (27) € C? bestimmte lineare Fortsetzung a € Endc(V),
und die durch _ _ o

a: (z') € Vi (§') := (af)(77)
bestimmte konjugiert lineare Fortsetzung. O

Aus den Erweiterungen der Vektorrdume und den Fortsetzungen o-linearer Abbil-
dungen ergeben sich unmittelbare Konsequenzen fiir die projektive Geometrie:

Folgerung 6. Es sei K ein Teilschiefkorper des Schiefkérpers L. Zu jedem endlich-
dimensionalen rechten projektiven Raum P" = P(W"+1,K) gibt es eine eindeutig be-

stimmte rechte projektive Erweiterung P} = P(V""' L), die zu der L-Erweiterung V
des K -Vektorraums W gehort; der Punktraum P™ ist dabei durch

t:x=1K € P"+——(x):=1L € P} (34)

in P7 kanonisch eingebettet. Fir die L-Erweiterungen der projektiven Unterrdaume
Bf:=byv...vb, C P" gilt

BY = (boV...Vby)L = u(bo) V...V i(by). (35)

Ist 0 € Aut L ein Automorphismus mit o(K) = K, und f die durch eine o-K -lineare Ab-
bildung a : W — W erzeugte kollineare Abbildung, so existiert eine eindeutig bestimmite,
durch die o-L-lineare Abbildung a : V — V erzeugte kollineare Abbildung f : P7 — P},
welche [ fortsetzt. Dabei gelten

idpr =idpy, fog=fog. O (36)
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Wir iiberlassen es dem Leser entsprechende Folgerungen fiir Abbildungen zwischen
verschiedenen projektiven Rdumen, fiir linke projektive Geometrien oder fiir projektive
Geometrien verschiedener Paritét zu formulieren. Folgerung 6 erlaubt es, die projektiven
Geometrien iiber einem Schiefkérper K funktoriell zu projektiven Geometrien iiber jedem
K enthaltenden Schiefkorper L zu erweitern. Wir betrachten weiter die K-Einschrankung
V |k von V; die auf sie bezogenen Begriff werden durch einen Zusatz , K gekennzeichnet.
Die Unterrdume von V| nennen wir K -Unterrdume von V; offenbar ist V' selbst ein K-
Unterraum von V, fiir dessen Dimension (1) gilt. Die ihnen entsprechenden projektiven
Unterrdume werden ebenfalls K -Unterrdume genannt; so ist das Bild der in (34) defi-
nierten Einbettung P% := ((P") C P} ein n-dimensionaler projektiver K-Unterraum,
den wir eine projektive K-Struktur von P’} nennen. Speziell heifen die Punkte x € P’
K -Punkte in P . Ein Repére (a;; e) von P’ heifit ein K-Repére von P .

Ubung 9. Es sei P}, C P7 eine projektive K-Struktur in P7. Mit den eben getroffenen
Vereinbarungen beweise man fiir projektive K-Unterrdume A, B C P'%:

(AVk B)k = (AL VL BL)N Py, (37)
(AAk B)k = (AL A BL) N Py, (38)
TigkA < x € P} und zi AL (39)

Ubung 10. Jede K-Basis (a;) von V" *! bestimmt homogene Koordinaten in P und in P7}.
Man zeige: Ein Punkt © € P7 liegt in P% genau dann, wenn fiir die Verhéltnisse seiner ho-

mogenen Koordinaten beziiglich einer K-Basis (a;) gilt 2 - (z/)~! € K, i,j = 0,...,n. Daher
ist
P ={z =) x|’ € K, (2') # 0} (40)
i=0

Folgerung 7. Unter den Voraussetzungen von Folgerung 6 gilt: Zu jeder Projektivitit f
von P gibt es eine Fortsetzung f von P}, f|P% = f. Ist umgekehrt F eine Projektivitit
von P, die

F(Py) = Pk (41)

erfillt, so ist F|P% eine Kollineation. O
Beispiel 4. Dass (mit den Bezeichnungen von Folgerung 7) F| P’ keine Projektivitét zu
sein braucht, wenn (41) gilt, zeigt das folgende Beispiel: Es sei K = C C L = H wie {iblich
eingebettet: C = Lr({1,i}). Dann ist die Abbildung a, a((¢®)) := (j¢°), s = 0,...,n,
eine lineare Abbildung des rechten Vektorraums H"*!; wegen

[a((z*))] = [(G2°)] = [(z° )] = [(2°)]

ergibt die durch F([r]) = [a(z)] definierte Projektivitit von Py auf der durch die Stan-
dardbasis bestimmten C-Struktur P& C Py gerade die durch die Konjugation erzeugte
Antiprojektivitét.O

Es gilt jedoch

Folgerung 8. Ist L ein Kirper und F eine Projektivitit von P7, welche (41) erfillt, so
ist F| P ebenfalls eine Projektivitat.
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Zum Beweis geniigt es zu bemerken, dass F' das Doppelverhiltnis invariant lisst,
welches fiir Wiirfe aus P’ nur Werte in K annimmt, und Satz 4.6 anzuwenden.O

1.10.5 Projektive K-Geometrie von P}

Nach Folgerung 4 sind alle projektiven K-Strukturen von P7 projektiv dquivalent. Wir

fixieren nun wieder eine solche Struktur und bezeichnen mit PL,, x C PL(P?7) die Un-
tergruppe derjenigen Projektivitdten von P7, die Fortsetzungen von K-Projektivititen
von P sind; ist L ein Korper, so ist diese Gruppe nach Folgerung 8 die Isotropiegruppe
von P’ unter der in Folgerung 4 beschriebenen Wirkung von PL(P}'). Offenbar gilt die
Isomorphie

PL, x = PL(P%},). (42)

Die Invarianten der Transformationsgruppe [ﬁn K, P7] beschreiben die geometrischen
Eigenschaften von Figuren aus P7 in bezug auf die projektive K-Struktur P, kurz, die
projektive K -Geometrie von P’ .

Beispiel 5. Fiir die Anwendungen besonders wichtig ist der Fall K = R, L = C der
reellen Geometrie des komplexen projektiven Raumes. Aus Beispiel 4.7 entnimmt man
unmittelbar, dass der dort definierte Begriff einer reellen Struktur im wesentlichen auf
eine R-Struktur hinauslauft: die Staudtschen Ketten sind dasselbe wie die R-Strukturen
in P (vgl. die nichste Ubung). O

Ubung 11. Es bezeichne J eine reelle Struktur des komplexen projektiven Raumes P und
gleichzeitig die sie erzeugende konjugiert lineare Abbildung des zugehérigen Vektorraums V",
vgl Beispiel 4.7. Man zeige: a) die zu J gehérende Staudtsche Kette ist eine R-Struktur in Pg,
und jede R-Struktur von P¢ ist eine Staudtsche Kette. — b) Ist eine R-Struktur PR C P¢&
gegeben, so ist die Basis (b;) von V"' genau dann eine R-Basis, wenn J beziiglich (b;) in der
Normalform (4.46) dargestellt wird. — ¢) Es gilt

PL.r ={f € PL(PY)|foJ=Jof}. (43)

Beispiel 6. Wir betrachten nun die Erweiterung von C zu H. Es sei P& C Piy eine
C-Struktur des quaternionisch projektiven Raumes und (bs),s = 0,...,n, eine C-Basis
der zugehérigen Vektorriume W = W ¢ Vi = V. In der Aufspaltung

=2 4+jw’, 2°,w® € C,

erhalten wir durch
w®=0,s=0,...,n, (44)

die Teilmenge P& C Ppy; die (2°) sind dann homogene Koordinaten der Punkte von P¢.
Die involutive Projektivitit J von Pgy mit der Koordinatendarstellung J : (z°) — (i2*)
(vgl. Beispiel 4.8, insbesondere (4.52)) hat beziiglich P& C Py die zu der reellen Struktur
J aus Ubung 11 analogen Eigenschaften:
a) Es gilt
Pg = {z € Pyl|J(z) = z}; (45)

die Involutionen J mit der Normalform (4.52) und die C-Strukturen P¢ C Py entspre-
chen einander bijektiv.
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b) Ist P& C Py gegeben, so ist (bs) genau dann eine C-Basis fiir P&, wenn J
beziiglich (bs) die Normalform

J(bs) =bsi, s=0,...,n, (46)

hat. Wie Beispiel 4 zeigt, ist I?I//n,c nicht mehr die Isotropiegruppe G von PL,, c un-
ter der Wirkung von PL(P%); indem man die Stetigkeit der Projektivititen von Py
ausnutzt, zeigt man leicht:

c¢) Die Isotropiegruppe G einer C-Struktur P& C Py ist

G={fePL(PY)|foJ=Jof} (47)

Die Abbildung f € G — f|P¢ € Aut P¢ ist eine Isomorphismus von G auf die aus den
Projektivitdten und Antiprojektivititen bestehende Gruppe von Kollineationen von P¢.
O

Ubung 12. Man beweise die in Beispiel 6 formulierten Aussagen. Hinweis. Man beachte die in
Beispiel 4 beschriebene Situation.

Beispiel 7. Wir geben nun ein Schema an, dass die Beispiele 5, 6 verallgemeinert. Zu-
nichst sei bemerkt, dass zu jedem Automorphismus ¢ € Aut L die Menge der Fixele-
mente K, := {{ € L|o(§) = &} ein Teilschietkérper des Schiefkérpers L ist. Es sei nun
die folgende Bedingung erfiillt:

B) Es sei L ein Schiefkorper, char L # 2, und o € Aut L ein involutiver Automor-
phismus, 02 = idr, o #idy. Wir setzen K = K.

Im Allgemeinen ist K nicht kommutativ. In Beispiel 5 ist o(z) = z die Konjugation,
und in Beispiel 6 ist o = o; der innere Automorphismus

oi(z+jw)=—iz+jw)i=z—jw. (48)

Es sei nun V" ein rechter Vektorraum {iber L und (a;) eine beliebige Basis von V.
Dann definiert

JO aa') = aio(a’) (49)
i=0 i=0

eine o-lineare Involution von V', und diese bestimmt eine gleich bezeichnete Kollineation
J € Aut(P"(V)). Wir nennen J eine o-Konjugation, wenn J bei geeigneter Wahl der
Basis in der Gestalt (49) dargestellt werden kann. Wenn klar ist, um welchen Automor-
phismus es sich handelt, spricht man einfach von der Konjugation J. Zwei Elemente A, B

(Punkte, Vektoren, Unterrdume, ...) heiffen zueinander konjugiert, wenn J(A) = B ist.
O

Satz 9. Unter der Voraussetzung B) gilt: Jede o-Konjugation J bestimmt durch
kx ={z e P"(V)|J(z) = =} (50)

eine K-Struktur in P} := P"(V), und fir jede K-Struktur P C P’ gibt es genau eine
o-Konjugation J, fir die (50) erfillt ist.
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Beweis. Essei (a;) eine Basis von V, in der (49) gilt. Dann liegt offenbar die durch diese
Basis bestimmte K-Struktur (41) in der Fixpunktmenge von J. Ist umgekehrt J(x) = x,
so gilt fiir den Vektor (z°) € L"™! der homogenen Koordinaten von z beziiglich der Basis
as: Es gibt ein ¢ € L* mit o(2*) = 2°q. Hieraus folgt 0(2°) = 2° = o(2*)0o(q) = 2°qo(q).
Da wenigstens ein x° = 0 ist, ergibt sich

qo(q) =1, (51)

und jede Koordinate 2° # 0 von z erfiillt die Gleichung (z°) "o (2*) = q. Wir beweisen

Lemma 10. Es sei (51) fir ein ¢ € L erfillt. Dann gilt unter der Voraussetzung B):
Hat die Gleichung

§lo(€) =4 (52)

eine Losung & € L, so erhdlt man durch & = &y, k € K*, alle ihre Losungen.

Beweis. Aus o(k) = & folgt sofort, dass £ = k&, eine Losung ist. Es sei nun £ € L*
irgendeine Losung von (52). Dann gilt wegen o (&, )¢, = o(q)

a(&&") = a(§)a(é) ™ = €eo(9)és ' = €&

Folglich ist r := 6,1 € K*, also & = k&p. O

Da nun die von Null verschiedenen Koordinaten die Gleichung (52) erfiillen, kénnen
wir z° = k% mit k° € K, s = 0,...,n, § € L*, schreiben; fiir z° = 0 setzen wir
k* = 0. Nach Ubung 10 heifit das aber gerade x € P%. Ist nun umgekehrt eine K-
Struktur gegeben, so erhalten wir eine o-Konjugation J mit der Eigenschaft (50), wenn
wir J durch (49) in bezug auf eine K-Basis (a;) definieren. Es sei nun J; ebenfalls eine
o-Konjugation mit der Fixpunktmenge P%. Dann gilt J1|P% = J|P% = id P und
wegen Jy(as) = J(as) = ag ist J; = J. O

Das Ergebnis der folgenden Ubung wird weiter unten benétigt.

Ubung 13. Unter der Voraussetzung B) beweise man: a) Es gibt ein ¢ € L* mit o(q) = —q.
—b) Ist go € L* ein fest gewéhltes Element mit o(go) = —qo, so ist jedes = € L eindeutig in
der Gestalt * = a + go mit o, 3 € K darstellbar, und es gilt dimx L = 2. — c¢) Die Abbildung
a € K+ 7(a) := goaq; ' € L ist ein Automorphismus von K; 7 ist involutiv genau dann, wenn
¢é im Zentrum Z(K) von K liegt. — d) Man zeige an einem Beispiel, dass es kein ¢ € L* zu
geben braucht, welches gleichzeitig 0(¢) = —q und o(q) = ¢~ ' erfiillt. Hinweis. Man betrachte

die Konjugation in Q[v/—3].

1.10.6 K-Klassifikation der projektiven L-Unterrdume

Wir wollen uns nun der projektiven K-Geometrie der L-Unterrdume von P zuwenden.
Aus Definition 1 folgt leicht:

Lemma 11. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Definition 1 gilt: Ist A C
T ein projektiver L-Unterraum, so ist A N P ein projektiver K-Unterraum, und es

gilt
Dimg AN P% < Dimy, A; (53)
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das Gleichheitszeichen gilt in (53) genau dann, wenn
(ANPL), = A (54)
erfullt ist. O

Satz 12. Unter der Voraussetzung B) betrachten wir die projektive Erweiterung P C
P?, wobei P nach (50) durch die o-Konjugation J definiert sei. Dann gilt (54) fir
einen projektiven L-Unterraum A C P7 genau dann, wenn J(A) = A ist.

Beweis. Beziehen wir A N P% auf eine K-Basis (a;), ¢ = 0,...,] = Dimg A N P
so folgt aus (54) sofort | = Dimy, A, also die Gleichheit in (53), und J(A) = A. Es sei
nun umgekehrt J(A) = A erfiillt. Wir finden wieder eine K-Basis (a;), i = 0,...,[, fiir
AN P%. Angenommen, es gilt k := Dim;, A > [. Dann ist

=(ANP%)L C A, l =Dimy B <k,

und es gibt einen Punkt b € A\ B. Folglich ist auch J(b) € J(A\ B) = A\ Bj; speziell
gilt b # J(b). Wir wahlen einen Vektor b mit b = [b]. Offenbar ist

JO+J(b)=b+J(b), J(b—J(b))=—(b—J(b)), (55)
und daher gelten
=[b+J(b) e ANPy, a' :==[b—J(b)] € AN P.

Da (a;) eine K-Basis fiir diesen K-Unterraum ist, folgt aus Ubung 13

1 1
ai=b+J(b) =) an', a=b-J(b)=> g (56)
0 0
7', ¥ € K und ¢ € L* mit
o(q) = —q. (57)
Hieraus erhalten wir sofort
l
Z (v +"q (58)

und weil char L # 2 ist, folgt 2b # 0 und b = [b] € B im Widerspruch zur Wahl von b.
Daher gilt | = k, und aus Lemma 11 folgt (54). O

Aus Satz 12 folgt nun leicht die Klassifikation der L-Unterrdume in der projektiven
K-Geometrie von P7:

Satz 13. Unter den Voraussetzungen von Satz 12 gilt: Sind A, A1 C P projektive Un-

terrdume, so gibt es genau dann eine Projektivitit f € 1:-’\[//”7;( mit f(A) = A1, wenn
Dimy A = Dimy, A; und DimKAﬁP?(:DimK AlﬂP?( (59)

gelten.
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Beweis. Wegen f(P') = Pk ist die Notwendigkeit der Bedingung (59) klar. Fiir den
Beweis der Umkehrung passen wir eine K-Basis dem Raum A an. Zunéchst wihlen wir
eine Basis ag,...,aq € W des Raums A N P’; hier bezeichnet W = W™ den zur
K-Struktur P% gehorenden K-Vektorraum. Nun ist

ANPL =JANPEL =(AANJ(A)NPY,
und es folgt nach Satz 12
d:DimKAﬁP?(:DimLA/\J(A); (60)

denn A A J(A) ist J-invariant. Es sei k = Dimj, A; wir ergénzen die Basis ag, ..., a4 von
AN J(A) durch die Vektoren by, 1,...,bp € V' P? = P™(V), zu einer Basis von A.
Dann ist

J(A) =Tao) V... V]ag) V[J(bgs1)] V...V [J(bg)],

und A V J(A) wird von den 2k — d + 1 Vektoren (a,), @ = 0,...,d, (b,), (J(b,)),
v=d+1,...,k, aufgespannt. Nach der Dimensionsformel ist

Dimy, AV J(A) = 2k — Dim; A A J(A) = 2k — d, (61)

und folglich sind die eben angegebenen Vektoren linear unabhingig. Wir fixieren nun
irgendein ¢ € L*, das die Gleichung (57) erfiillt (vgl. Ubung 13), und definieren

a, :=b, +J(b,), a, := (b, — J(b,))g". (62)

Wegen J(a,) = a, und J(&,) = a, liegen die a,,d, in W', und da wir umgekehrt die
b,,J(b,) durch sie linear ausdriicken kénnen (char L # 2):

b, = (a, +d,q)/2, J(b,) = (a0, — a,q)/2, (63)

sind die 2k — d + 1 Vektoren aq, ..., a, a4+1, - - ., 0 eine K-Basis fiir den J-invarianten
Unterraum A V J(A). Wir ergénzen sie durch (ay), A = 2k —d + 1,...,n zu einer
K-Basis von V""", Bestimmt nun der Unterraum A; dieselben Dimensionen d,k wie
A, so konnen wir ihm in ganz analoger Weise eine K-Basis von V' zuordnen, die zu A,
dieselben Lageeigenschaften hat wie die K-Basis ay, . . ., a, zu A. Diese Basen bestimmen

eine Projektivitit f € PL,, x mit f(A) = A;. O

Folgerung 14. Unter den Voraussetzungen von Satz 12 sei A C P} ein L-Unterraum.
Dann gentigen die Dimensionen k = Dimy, A, d = Dimg A N P’ der Ungleichung

max(—1,2k —n) <d <k <n. (64)

Alle Paare (d, k), die dieser Ungleichung genigen, kommen als Dimensionen k = Dimp, A,
d = Dimg AN PY fir geeignete Unterrdume vor.

Beweis. Die Notwendigkeit von (64) ergibt sich aus (60),
Dimy AV J(A) < min(n, 2k + 1) (65)

und der Dimensionsformel Satz 1.1. Geniigt umgekehrt das Paar (d, k) der Ungleichung
(64), so finden wir wegen d < k < n zunichst d + 1 unabhingige Punkte a, € P%,
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a=0,...,d. Aus (64) folgt n — d > 2(k — d); daher finden wir 2(k — d) unabhingige
Punkte a, = [a,],a;, = [a}] € P, v =d+1,...,k, derart, dass ao, ..., ar,ay,,,...,a;
unabhingig sind. Wir wihlen nun wieder ein ¢ € L* mit (57) und definieren b,,v =
d+1,...,k, durch (63). Setzen wir b, :=[b,], s0ist A=agV...VaqgVbgt1V...Vby
ein k-dimensionaler Unterraum von P7 mit Dimx AN P’ =d. O

Ubung 14. Es sei L ein Schiefkérper und K C Z(L) ein im Zentrum von L liegender Teilkérper;
ferner sei (xo, 1,2, x3) ein Wurf von P}. Man zeige: a) Es gibt genau dann eine K-Gerade
Pl C P} mit x; € Pk, i = 0,...,3, wenn das DV(xo,21; @2, x3) zu K gehort. — b) Zu
jedem Wurf (xo, 1, T2, x3) von Py gibt es eine komplexe Gerade Py C Pr mit o; € Pg,
i=0,...,3.

1.10.7 Erweiterungen von Nullsystemen, polaren Abbildungen
und Quadriken

Wir wollen nun untersuchen, welche Beziehungen zwischen den Nullsystemen, Polaritéten
und Quadriken von P% und der projektiven Erweiterung P7 bestehen. Dazu bendtigen
wir einige einfache Vorbereitungen. Jeder K-Struktur W i des rechten L-Vektorraumes
V" entspricht eine eindeutig bestimmte K-Struktur des dualen Vektorraums V'

Wi = {ue V|uWg) C K} (66)

}( ist der durch lineare Fortsetzung der Linearformen von W g auf V' entstehende
(n + 1)-dimensionale K-Vektorraum von V'; er wird im Folgenden, wie schon durch die
Bezeichnung angedeutet, mit dem Dual von W i identifiziert. Offenbar ist die zu einer
K-Basis (a;) von V duale Basis eine K-Basis von V' in der dualen K-Struktur W. Die
Elemente der entsprechenden projektiven Riume P7' O P’ interpretieren wir wieder
als Hyperebenen in P} bzw. P.

Ubung 15. Es sei dimxg L = r < co. Man zeige: Fiir jede Hyperebene U = [u] € P} ist
n—1r < Dimg U N P% < n — 1; dabei gilt Dimxg U N P% = n — 1 genau dann, wenn U € P}
ist.

Wir behandeln zuerst die Aufgabe, eine autokorrelative Abbildung F' von P’ zu einer
autokorrelativen Abbildung F von P? fortzusetzen. Nach Definition 7.2 wird F von einer
a-linearen Abbildung a : W — W' erzeugt, wobei a ein Anti-Automorphismus von
K ist. Mittels 7-linearer Ausdehnung zeigt man leicht:

Lemma 15. Die autokorrelative Abbildung F von P% werde durch die a-lineare Abbil-
dung a : W i — W' erzeugt. I besitzt eine Fortsetzung F als autokorrelative Abbildung
F wvon P} genau dann, wenn der Anti-Automorphiosmus o von K eine Ausdehnung zu
einem Anti-Automorphismus T von L besitzt. Zu jeder derartigen Fortsetzung T existiert
genau eine Fortsetzung F = F,, welche durch die T-lineare Ausdehnung a von a erzeugt
wird; beziglich einer K-Basis (a;) von V gilt (Summenkonvention!)

a(a;x") = 7(z")a(a;). O
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Beispiel 8. Ist L kommutativ und F ein Nullsystem iiber dem projektiven Raum P’
mit dem Teilkdrper K, das durch die alternierende Bilinearform b(x,v), r,y € W’}(H, be-
stimmt wird, dann definiert die lineare Fortsetzung by, (z,9), t,h € V7£+1, ein Nullsystem
gleichen Ranges tiber der projektiven Erweiterung P77 . Die Matrix von by, beziiglich einer
K-Basis von V stimmt ndmlich mit der Matrix von b beziiglich dieser Basis iiberein. Man
vergleiche hierzu auch Ubung I1.7.9.10. O

Wir diskutieren nun die Fortsetzungen polarer Abbildungen anhand einer Reihe von
Beispielen.

Beispiel 9. Es sei K = R und L = C. Nach Ubung 1.2.1.3 ist & = idg, und es gibt
zwel Fortsetzungen dieses Automorphismus auf C: 7 = idc oder 7 ist die Konjugation
von C. Im ersten Fall ergibt jede polare Abbildung F,; vom Rang r und Index [ eine
polare Abbildung F, vom Rang r von P¢, vgl. Satz 9.5. Ist umgekehrt (a;) eine Basis des
komplexen Vektorraums V"1 beziiglich der die autopolare Abbildung F, Normalform
hat, so hat die durch die Basis

by=axi, A=0,....0—1,b,=a,,v=1I,...,n,

bestimmte R-Struktur P§ C P¢ die Eigenschaft, dass F.| P den Rang r und den Index
! hat und sich durch F,. auf P¢ fortsetzt. Ist dagegen 7 die Konjugation, so ergibt die
Fortsetzung einer Abbildung vom Typ F).; eine ebenso bezeichnete Abbildung von Pg¢,
welche durch eine hermitesche Form bestimmt wird, vgl. Satz 9.7. O

Beispiel 10. Fiir K = R und L = H ergibt die Fortsetzung von idg zur Konjugati-
on 7 aus F,; wieder die ebenso bezeichneten Abbildungen aus Satz 9.7. Andererseits
konnen wir wegen (9.19) den identischen Isomorphismus idg auch durch den Anti-
Automorphismus 7; (vgl. (9.17) mit ¢ = i) auf H fortsetzen. Man zeigt leicht, dass
sich eine polare Abbildung F,; von Py dann zu einer Abbildung vom Typ J,, vgl. Satz
9.14, von Py fortsetzt. O

Beispiel 11. Wir betrachten nun die Einbettung C C H. Ist @ = id¢, so existieren nach
Satz 9.5 nur die autopolaren Abbildungen vom Typ F,.. Man erkennt leicht, dass der
Anti-Automorphismus 7; (nach (9.17) mit ¢ = j) « auf H fortsetzt; die Fortsetzung von
F, fiihrt dabei auf eine polare Abbildung vom Typ J,.. Ist dagegen a die Konjugation von
C, so existieren zwei Fortsetzungen zu Anti-Automorphismen, némlich die Konjugation
7 von H und die schon in Beispiel 10 betrachtete Abbildung ;; erstere fiihrt von einer
polaren Abbildung F,.; von P¢ auf die ebenso bezeichnete von Py, und letztere wieder
auf eine Abbildung vom Typ J,.. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Einschrankung einer autopolaren Abbildung F
von P7 auf eine gegebene K-Struktur P C P7 nicht durch eine polare Abbildung von
P beschrieben werden kann.

Beispiel 12. Es sei L eine Kérpererweiterung vom Range s von K c1,...,cs sei eine
Basis von L {iber K und char K # 2. Wir betrachten eine durch eine symmetrische
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Bilinearform b : V x V' — L bestimmte polare Abbildung von P7. Ist Wit ¢ vt
der die K-Struktur bestimmende K-Unterraum, so zerlegen wir b|W i x W g nach

S

b(r,0) =Y b’ (x,y), 1,y € Wi

v=1

Dann sind die b symmetrische Bilinearformen iiber W g, welche im allgemeinen von-
einander unabhingig und ungleich Null sind; sie definieren s simultan zu betrachtende
polare Abbildungen von P7%. Die Behandlung der K-Geometrie der polaren Abbildun-
gen, und damit auch der Quadriken, von P7 diirfte also im allgemeinen recht aufwéndig
werden. O

Ubung 16. Wir betrachten eine R-Struktur P} C P%. Es sei F' eine polare Abbildung von
% vom Typ F,,;, die durch die hermitesche Form b iiber dem komplexen Vektorraum V™!
bestimmt werde. Man zeige: Es gilt

b(r,n) = ar,n) +iBE.n), .y € Wi, (67)

wobei a(r,p) eine symmetrische und 3(r, 1) eine alternierende reelle Bilinearform auf Wit
ist. Sind umgekehrt o und 8 auf W' als symmetrische bzw. alternierende Bilinearformen
gegeben, so gibt es eine eindeutig bestimmte Fortsetzung der durch (67) definierten Form b als
hermitesche Form iiberV x V', die somit eine polare Abbildung von P¢ von einem gewissen
Typ Fr; (vgl. Satz 9.7) bestimmt. Welche Beziehungen bestehen zwischen den Invarianten von
b, o und (7

Ubung 17. Es sei wieder eine R-Struktur PR C P% gegeben. Die polare Abbildung F von P
sei nun durch die symmetrische Bilinearform b definiert, welche auf der R-Struktur die Zerlegung
(67) habe. Man zeige: Die komplexe Quadrik QQr schneidet die R-Struktur im Durchschnitt
zweier Quadriken:

QrNPRr=QaNQg, (68)

wobei alle denkbaren Durchschnitte reeller Quadriken auftreten konnen. Unter welchen Bedin-
gungen ist der Durchschnitt selbst eine Quadrik?



Kapitel 2

Cayley-Kleinsche Geometrien

Nach F. Klein’s Erlanger Programm [51], das wir schon In § 1.6.5 geschildert haben,
hingen Geometrie und Theorie der Transformationsgruppen eng zusammen. Die grof-
ten Gruppen, von denen wir in diesem Kapitel ausgehen, sind die linearen Gruppen
GL(V"™"!) endlich-dimensionaler Vektorriume iiber einem Schiefkérper K und die ihnen
zugeordneten projektiven Gruppen PL(P™), die schon in Kapitel 1 definiert wurden; wir
fassen ihre Eigenschaften in den fiir die Anwendungen wichtigsten Fallen K = R, C, H
im nachsten Abschnitt systematisch zusammen und bringen noch einige Ergénzungen.
Zeichnet man nun in einer von diesen Gruppen bestimmten projektiven Geometrie ein
Objekt F' als Absolut aus, so bestimmt die Untergruppe G derjenigen projektiven Trans-
formationen, die F' fest lassen, also die Isotropiegruppe von F (vgl. § 1.1.4), eine feinere
als die projektive Geometrie, deren Inhalt diejenigen Eigenschaften ausmachen, die bei
Einschrankung der projektiven Wirkung auf die Untergruppe G invariant bleiben. Da
diese Gruppe eine Untergruppe der projektiven Gruppe ist, sind das mehr als die pro-
jektiven Eigenschaften; man spricht daher auch von einer Obergeometrie der projektiven
Geometrie, vgl. O. Giering [35]. Von A. Cayley [26], [27] und F. Klein [46], [47], siche
auch [48], Bd. 1, wurden diese Geometrien besonders fiir den Fall betrachtet, dass F
eine Polaritdt einer reellen projektiven Geometrie ist und invariante Metriken existieren;
in diesen Fallen spricht man von Cayley-Kleinschen Rdumen, Geometrien und Metri-
ken. Wir wollen diese Begriffe, deren Umfang in der Literatur nicht einheitlich festgelegt
ist, nicht weiter prizisieren. In dem schon erwidhnten Buch von O. Giering [35] findet
man einen derartigen Ansatz. Die vielfach zitierten Vorlesungen von Felix Klein [49], [50]
enthalten detaillierte Darstellungen dieser Geometrien als Anwendung seines Erlanger
Programms.

2.1 Die klassischen Gruppen

Die Bezeichnung ,Klassische Gruppenist wohl eher eine historisch-literarische Beschrei-
bung einer Klasse von linearen Gruppen oder Matrizengruppen, die nicht nur in der
Geometrie, sondern auch in vielen mathematischen Disziplinen von der Algebra iiber
Zahlentheorie und Analysis bis zur theoretischen Physik eine fundamentale Rolle spielen.
Obwohl dieser Begriff in den Titeln von zwei zeitlich weit auseinander liegenden Monogra-
phien auftritt, zuerst wohl im Jahr 1939 in H. Weyl’s grundlegendem Buch [80] und dann
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1971 in J. Dieudonné’s Ergebnisbericht [31], findet man in diesen Biichern keine Defini-
tion der klassischen Gruppen. Da wir uns im Folgenden mit den Gruppen beschéftigen,
die in diesen Werken auftreten, benutzen wir denselben Terminus in demselben etwas
unscharfen Sinn. Im Abschnitt 2.1 beschreiben wir diese ,klassischen‘ Gruppen, deren
Geometrien in den darauf folgenden Abschnitten untersucht werden. ! Speziell gehoren
die fiir die Cayley-Kleinschen Geometrien grundlegenden Gruppen zu den klassischen.

2.1.1 Die linearen und die projektiven Gruppen

Die linearen und die von ihnen abgeleiteten projektiven Gruppen wollen wir ebenfalls als
,klassisch‘ bezeichnen, obwohl sie in der Regel nicht einfache Liesche Gruppen sind. Sie
wurden bereits im ersten Kapitel eingefiihrt, weil sie die Automorphismengruppen der
projektiven Geometrie bestimmen. Die weiter unten betrachteten klassischen Gruppen
sind in der Regel Untergruppen der linearen oder der projektiven Gruppen.

Wie bisher bezeichnen wir die Gruppe der linearen Automorphismen eines n-dimensio-
nalen Vektorraums V" {iber dem Schiefkérper K mit GL(V™). Sie ist zur Gruppe der
invertierbaren quadratischen Matrizen der Ordnung n isomorph:

GL(V")~ GL(n, K). (1)

Ist K ein Korper, so besteht GL(n, K) C M, (K) aus den Matrizen, deren Determinante
ungleich Null ist, vgl. Folgerung 1.5.4.7. Fiir lineare Endomorphismen « des Vektorraums
V"™ hangt die Determinante der Matrix (aé—) von a nicht von der Wahl der Basis ab; sie
wird die Norm N(a) des Endomorphismus genannt, vgl. Satz 1.5.7.2, Definition 1.5.7.2.
Auf der Grundlage einer von J. Dieudonné [30] gefundenen Verallgemeinerung der Deter-
minanten auf Matrizen iiber Schiefkorpern gelingt eine dhnliche Charakterisierung auch
in diesem Fall, vgl. dazu E. Artin [3], § IV.1. Weil wir hier als einzigen nicht kommuta-
tiven Schiefkdrper den der Quaternionen betrachten, geniigt fiir uns die in Ubung 1.10.6
enthaltene Normdefinition. Mit dem Norm—Homomorphismus

a € GL(V") — N(a) € K* (K Korper oder K = H) (2)
ist der Kern Ker N gerade die spezielle lineare Gruppe
SL(n,K) = SL(V"):={a€ GL(V")|N(a) =1}, (3)

die ebenfalls als klassisch angesehen werden soll. Das gleiche gilt fiir die projektiven
Gruppen
PL,>2GL(n+1,K)/Z,41,

wobei '
Zni1 = {(G})klk € Z(K*)) (4)

INach der auf E. Cartan zuriickgehenden Klassifikation der halbeinfachen Lie Algebren gibt es vier
unendliche Serien einfacher Liescher Algebren und fiinf Typen von sog. Ausnahmealgebren, vgl. J. Tits
[78]; man ist versucht, unter den klassischen Gruppen diejenigen (linearen) Gruppen zu verstehen, deren
Lie Algebren zu den unendlichen Serien gehGren. Wie schon im Vorwort bemerkt, werden die endlich
vielen einfachen Ausnahmegruppen und ihre Geometrien in diesem Buch nicht behandelt; ihre Lie Al-
gebren sind die Ausnahmealgebren. Sie finden in der Oktavengeometrie, vgl. H. Freudenthal [33] ihre
geometrische Deutung.
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das Zentrum von GL(n + 1, K) bezeichnet, vgl. Ubung 11.7.4.7 und Definition 1.4.3.
Fiir die Korper K = R, C haben wir bereits in Beispiel 1.4.5 den Zusammenhang der
projektiven mit den speziell linearen Gruppen beschrieben; mit den dort eingefiihrten
Bezeichnungen gelten

PL,(R) = SL(n+1,R), n=2k, (5)
PL,(R) = |SL|(n+1,R)/{£lnt1}, n=2k+1, (6)
PL,(C) = SL(n+1,C)/Kn1, (7)

wobei
st = {(0))klk = 271+ =0, n}

die Gruppe der (n+ 1)-sten Einheitswurzeln bezeichnet. Im Fall der Quaternionen erhal-
ten wir leicht eine #hnliche Darstellung: Nach Ubung 1.10.6 ist fiir jedes g € GL(n, H)
die Norm N (g) positiv. Daher kénnen wir g eindeutig in der Form

9=9op, N(go) =1, p >0, N(g) = p*",
darstellen. Hieraus folgt

PL,(H) = SL(n + 1,H)/{+1,.}. (8)

Ubung 1. Man zeige, dass die Normalteiler in den Nennern von (6) — (8) gerade die Zentren
der Zghler sind.

Ubung 2. Es bezeichne V¢ die komplexe Einschrinkung des rechten quaternionischen Vek-
torraums V". Man zeige, dass die Gruppe SL(n,H) zu der Untergruppe derjenigen linearen
Abbildungen g € SL(Vc) isomorph ist, die mit der quaternionischen Struktur J von V¢
kommutieren (vgl. Ubung 1.10.5). Ferner gebe man natiirliche Einbettungen von SL(n, C) und
SL(n,R) in SL(n,H) an, so dass sich bei entsprechenden Identifizierungen die Folge

SL(n,R) C SL(n,C) C SL(n,H) C SL(2n,C)
von Untergruppen ergibt.

Bemerkung. Die zur Gruppe SL(n, H) isomorphe Untergruppe von SL(2n,C) wird
oft mit SU*(2n) bezeichnet, vgl. S. Helgason [38], S. 445.

2.1.2 Die projektive Isotropiegruppe einer Korrelation

Das Schema zur Definition der iibrigen klassischen Gruppen sieht nun folgendermafien
aus: Man zeichnet in der projektiven Geometrie SB" eine symmetrische Korrelation F,
also ein nicht ausgeartetes Nullsystem oder eine Polaritét, aus, welche die absolute Kor-
relation genannt wird; ihre Isotropiegruppe unter der Wirkung der projektiven Gruppe
PL,

PG,(F):={ge PL,|jgoFog ! =F}, (9)

vgl. Definition 1.8.2, heiftt die projektive Gruppe der Korrelation F. Es sei nun b = bp
eine die Korrelation F' bestimmende o-Biform. Nach Satz 1.7.6 ist sie bis auf einen
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Proportionalitdtsfaktor x € K* eindeutig bestimmt und nach Folgerung 1.8.3 nicht aus-
geartet. Thre Isotropiegruppe unter der Wirkung (1.5.9.44) der linearen Gruppe GL(V)
bezeichnen wir mit UG, (b), m = dim V'; es gilt also

g € UG, (b) «— g € GL(V™) und b(gr, gn) = b(z, ) fir aller,n € V™. (10)
Aus den Uberlegungen im Abschnitt 1.8, vgl. (1.8.12), folgt

Lemma 1. Es sei b eine die absolute Korrelation F' bestimmende o-Biform und g € PL,,
eine durch die lineare Transformation a € GL(V™") erzeugte Projektivitit. Dann ist
g € PG, (F) genau dann, wenn

b(ax,ay) = k(a)b(x,v) fir alle r,y € yntl (11)

gilt; hier ist k(a) € Z(K)* ein nur von a abhingender Skalar, der o(k(a)) = k(a) erfillt.
Bezeichnet p: GL(V™™) — PL, die kanonische Abbildung, so gilt speziell

PUGw11(b)) C PGy (F). (12)

Beweis. Aus (1.8.12) folgt unmittelbar die Behauptung (11) mit x(a) € K*. Da b nicht
ausgeartet ist, findet man ¢,y € V"' mit b(x,y) = 1. Nach (11) gilt fiir beliebiges A € K

blaxA,an) = rK(a)b(xA, ) = K(a)o(})
— o(Mb(ar, an) = o(N(a)b(x. v) = o(Nr(a).
Weil o surjektiv ist, liegt #(a) im Zentrum von K. Ahnlich beweist man
r(a)b(n,r) = K(a)
o(b(ar, an)) = o(k(a)). O

Die Menge der a € GL(V""), die (11) erfiillen, ist offenbar eine Untergruppe; sie
heiftt die konforme Gruppe der Biform b und wird mit CUG,,4+1(b) bezeichnet. Setzt
man in (11) a = as o a; ein, so ergibt sich

b(ay, ax)

Folgerung 2. Die Abbildung k : CUG,+1(b) — Z(K)* ist ein Gruppenhomomorphis-
mus. Ist K ein Korper, so gilt

k(a)""" = o(N(a))N (a). (13)

Beweis. Geht man in (11) nach Einfiihrung einer Basis zu der entsprechenden Matri-
zengleichung iber, vgl. (1.8.13):

(o(af)) (br)(aj) = ri(a)(bi;) (14)

und bildet davon die Determinante, so folgt aus N(a) = det(a;;), (a;;) die Matrix von a,
die Formel (13). O

Die Beschreibung der eng miteinander zusammenhingenden Gruppen PG, (F),
UG, +1(b), CUG,+1(b) hangt von der Moglichkeit ab, die Biformen {iber dem Schiefkor-
per K zu klassifizieren. Fiir K = R, C, H wurde diese Aufgabe im Abschnitt 1.9 fiir die
Polaritidten und (bei beliebigem K) im Abschnitt 1.8 fiir die Nullsysteme erledigt. Wir
beschrinken uns im folgenden auf diese wichtigen Félle und verweisen fiir die allgemeine
Theorie auf J. Dieudonné [31].
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2.1.3 Die symplektischen Gruppen

Es sei F : P21 — P?"~! ein nicht ausgeartetes Nullsystem und b : V x V. — K
eine F' bestimmende Biform. Nach Satz 1.8.5 muss dann K ein Koérper, b bilinear und
alternierend und dim V' = 2n gerade sein; bei gegebenem K und n sind alle derartigen
Nullsysteme F' dquivalent. Durch geeignete Wahl der Basis kénnen wir erreichen, dass die
Matrix von b die Gestalt (I1.5.9.82) mit r = n hat. Oft wird eine etwas andere Normalform
bevorzugt: fiihren wir die Koordinatentransformation

~1 2i—1 i,nJri

=2, =z% i=1,...,n, (15)

aus, so hat die Matrix von b in den neuen Koordinaten die Gestalt
0o I,
(bik) = Jn = ( I, 0 ) . (16)

Ein Vektorraum V2", in dem eine nicht ausgeartete, alternierende Bilinearform b aus-
gezeichnet ist, wird symplektisch genannt. Die Basen (oder Koordinaten) in denen b die
Normalform (16) hat, heiffen symplektisch . Ist (w®) eine symplektische Kobasis, das ist
die zu einer symplektischen Basis duale, so hat die alternierende 2-Form b in ihr die
Gestalt

b=w AW WP AW+ W AW, (17)

und umgekehrt (vgl. Beispiel 11.8.3.2).

Die Transformationen a € Sp(V?") := UG2,(b) heiRen symplektisch, die Gruppe
Sp(V?") wird symplektische Gruppe genannt. Aus (13) folgt wegen (a) = 1 fiir Elemente
a € UG, (b):

o(N(a))N(a) =1 (a € UG, (b), K Korper;) (18)

fiir bilineare b und a € UG, (b) gilt also stets N(a)? = 1. Symplektische Transformatio-
nen erfiillen genauer

N(@)=1 (aeSp(V?")). (19)

Ubung 3. Man beweise (19) unter der Voraussetzung char K > n. Hinweis. Man betrachte die
alternierende 2n-Form b" := /\? b. Ohne die genannte Voraussetzung gilt (19) auch; der Beweis
ist jedoch schwieriger, vgl. E. Artin [3], Satz 3.25.

Ubung 4. Es sei [V?",b] ein symplektischer Vektorraum. Man zeige: eine Transformation g €
GL(V?") ist symplektisch genau dann, wenn ihre Matrix beziiglich einer symplektischen Basis
die Blockstruktur

(a;): ( é g ) mit A7B707D€M”(K)7

A'C=C'A, BD=DB, AD-C'B=1, (20)

besitzt; Diese Matrizen heifen symplektisch. Thre Gesamtheit bildet eine zu Sp(V>") isomorphe
Untergruppe von GL(2n, K), die mit Sp(n, K) bezeichnet und ebenfalls symplektische Gruppe
genannt wird.
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Der zu einem symplektischen Vektorraum gehdrende projektive Raum P! =
P(V?"), in dem also das durch die alternierende Biform b bestimmte Nullsystem F
ausgezeichnet ist, heifst projektiv-symplektisch, die F' invariant lassenden Projektivitdten
bilden die projektiv-symplektische Gruppe PSp,, := PGa,—1(F). Wir betrachten nun die
Fille K = R, C gesondert.

Beispiel 1. Es sei P?"" ! ein reeller, projektiv-symplektischer Raum. Wegen (6) erhalten
wir bereits alle Projektivitéiten, wenn wir uns auf die Transformationen a mit N(a)? = 1
einschréinken, woraus nach (13) x(a)?® = 1 folgt. Die Abbildung s, mit der Koordina-
tendarstellung

So: Yyt ="yt =gt i=1,...,n, (21)

erfiillt x(s,) = —1, und weil nach Folgerung 2 auch s : |SL|(2n,R) — {%1} ein
Homomorphismus ist, erhalten wir

PSp,(R) = p(Sp(n,R)) Up(so(Sp(n, R)). (22)

Jede reelle symplektische Transformation ldsst sich durch eine symplektische Transfor-
mation a € P(V?") oder durch eine Transformation der Gestalt so 0 a, a € P(V?"),
beschreiben. Da nur die Dilatationen zu Ker p gehoren, folgt aus dem Homomorphiesatz

PSp,(R) = (Sp(V™") Uso(Sp(V™"))/{£12n}.

d

Beispiel 2. Wir betrachten nun den komplexen projektiv-symplektischen Raum P*"~! =
P(V?*"). Da fiir jede Dilatation d,,, u € C*, nach (11) x(d,,) = z? gilt, konnen wir stets
annehmen, dass die symplektische Projektivitit g = p(a) € PSp,, durch eine symplekti-
sche Transformation a € Sp(V?") erzeugt wird; es ist ja p(a) = p(a o d,) und
k(aod,) = k(a)u* =1
stets losbar. Somit gilt
PSp,(C) =p(Sp(V*")) = Sp(n, C)/{£Ln},

da nur die Elemente +15, zu Sp(n,C) N Ky, gehoren (vgl. (7)). O

2.1.4 Orthogonale Gruppen

Wir wenden uns nun den Polaritdten I’ zu. Fiir K = R, C, H wurden sie im Abschnitt
1.9 klassifiziert. Die Ergebnisse dieser Klassifikation sind in Tabelle 2.1 am Ende des
vorliegenden Abschnittes zusammengefasst. Wir diskutieren die einzelnen Fille.

Beispiel 3. Es sei V" ein reeller Vektorraum und b eine darauf ausgezeichnete sym-
metrische, nicht ausgeartete Bilinearform vom Index I. Dann nennt man [V",b] einen
pseudo-euklidischen Vektorraum und die Isotropiegruppe die pseudo-orthogonale Gruppe
O(l,n—1) :=UG,(b). Da mit b auch —b invariant ist, gilt

O(l,n—1)=0(n-1,1),
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und wir kénnen 0 < [ < n/2 voraussetzen. Offenbar ergibt | = 0 den euklidischen
Vektorraum und die orthogonale Gruppe O(n) = O(0,n) (vgl. Folgerung 1.6.2.4). Fiir die
Relativitatstheorie ist der Minkowski-Raum von grundlegender Bedeutung; das ist der
vierdimensionale pseudo-euklidische Vektorraum vom Index 1. Die zugehorige Gruppe
O(1,3) wird die Lorentz-Gruppe genannt. Nach (18) gilt wegen o = idgr

NZ2(a) =1 (a € O(,n—1)). (23)

Um die Isotropiegruppe PO(l,n — 1) := PG, _1(F, ;) der entsprechenden Polaritit
F,; zu bestimmen kdnnen wir wegen (5) und (6) wieder von den linearen Transforma-
tionen a mit N?(a) = 1 ausgehen; nach (13) ist fiir diese Transformationen x(a)" = 1.
Gilt n # n —1, d.h. [ # n/2, so muss nach dem Trigheitssatz 1.5.9.6 sogar x(a) = 1 sein,
und es ist

PO(I,n—1) = p(O(l,n — 1)) = O(l,n — 1)/ {£I,} (I # n/2). (24)

Betrachten wir nun den Fall O(n,n), d.h. Fs, ,, und fithren Koordinaten ein, in denen
b Normalform hat, so erkennen wir, dass die Abbildung s, nach (21) wieder den Faktor
k(s,) = —1 hat. Hieraus folgt wie bei der symplektischen Gruppe

PO(n,n)
PO(n,n)

p(O(n,n) U s,(0O(n,n))) und

(O(n,n) Uso(O(n,n)))/{£2n}- (25)

It

d

Beispiel 4. Analog zu Beispiel 3 wird der komplez-euklidische Vektorraum [V" 0] de-
finiert; hier sei b eine nicht ausgeartete, symmetrische Bilinearform. Thre Isotropiegrup-
pe wird mit O(n,C) := UG, (b) bezeichnet und komplex-orthogonale Gruppe genannt.
Wie in den Beispielen 2, 3 folgt fiir die Isotropiegruppe der Polaritdt PO(n,C) :=
PGn—l (Fn)

PO(n,C) =2 0O(n,C)/{£I,}.

d

Nach Satz 1.5.9.6 und Folgerung 1.5.9.3 kénnen wir fiir nicht ausgeartete symmetrische
Bilinearformen b und K = R, C stets Basen (¢;) von V" finden, fiir die die Orthogonali-
tatsrelationen

b(ei,ej)zéijei, i,j:L...,’IL

gelten; hier ist ¢; = —1 fiir K = Rund i =1,...,[, und ¢; = 1 sonst. Derartige Basen hei-
fen pseudo-orthonormiert bzw. orthonormiert, wenn [ = 0 oder K = C ist. Eine lineare
Transformation a gehért zur Isotropiegruppe UG, (b), wenn ihre Matrix (a¥) beziiglich
einer pseudo-orthonormierten Basis pseudo-orthogonal ist, d.h. die Orthogonalititsrela-
tionen

n
> eraldh = ey, hj=1,...,n, (26)
k=1

erfiillt. Die zu den Isotropiegruppen isomorphen Gruppen pseudo-orthogonaler Matrizen
werden ebenso wie diese bezeichnet. Aus (13) folgt fiir pseudo-orthogonale Matrizen wie-
der det? (a¥) = 1. die Untergruppen derjenigen Matrizen (bzw. linearen Transformatio-
nen), deren Determinante (bzw. Norm) gleich 1 ist, werden spezielle pseudo-orthogonale
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Gruppen genannt und mit SO(l,n — [) bezeichnet. Im Falle = 0 und K = R spricht
man von der speziellen orthogonalen Gruppe SO(n) bzw. von der speziellen komplex-
orthogonalen Gruppe SO(n,C).

2.1.5 Unitire Gruppen

Es sei nun K = C oder K = H, und b eine nicht ausgeartete hermitesche Form vom Index
l, vgl. Lemma 1.9.8. Thre Isotropiegruppen werden pseudo-unitir genannt, oder unitdr,
wenn [ = 0 ist. Sie werden im Fall K = C mit U(l,n — 1), U(n) := U(0,n) und im Fall
K = Hmit Sp(l,n—1), Sp(n) := Sp(0, n) bezeichnet. Wie in Beispiel 3 kann 0 < < n/2
angenommen werden. Der oben definierte Begriff einer pseudo-orthonormierten Basis
bleibt auch fiir pseudo-unitére Gruppen giiltig. Die Matrizen pseudo-unitérer Transfor-
mationen beziiglich dieser Basen werden ebenfalls pseudo-unitdr genannt. Sie werden
durch die zu (26) analogen Orthogonalititsrelationen charakterisiert:

n

Zem‘zfa? = €;0;5, ,j=1,...,n, (27)
k=1

Fiir K = C erhilt man durch Ubergang zur Determinante oder nach (13)
|N(a)| = |det(a)| = 1. (28)

Man beachte, dass zum Beispiel a = idy, -el¥® gtets pseudo-unitér ist, wihrend doch im
allgemeinen N(a) = el™ =£ 1 gilt. Den Kern des Normhomomorphismus (K = C)

N:acU(l,n—1)+— N(a) € S* ={z€C||z| =1}
nennt man die spezielle pseudo-unitire Gruppe
SU(l,n—1):={a€U(l,n—1)| N(a) =1} (29)

und definiert die spezielle unitire Gruppe durch SU (n) := SU(0,n) (vgl. (1.6.2.33)).
Fiir die quaternionischen pseudo-unitiren Gruppen Sp(l,n — 1) beweisen wir den
folgenden Satz, der eine komplexe Realisierung dieser Gruppen enthlt:

Satz 3. Es se1 V = V" ein n-dimensionaler, rechter Vektorraum tiber H und b eine
nicht ausgeartete, T-hermitesche Biform vom Index | iber V', 7(q) = q die Konjugation
in H (vgl. Satz 1.9.7). Weiter bezeichne V| die kompleze Einschrinkung von V. Wir

zerlegen b(r,v) in seine beiden komplezen Komponenten nach

b(z,n) = afr,n) +j6,v) (r,yeV), (30)

a(r,y), 8(x,v) € C. Dann gelten:
1) « ist nicht ausgeartet und hermitesch vom Index 21 iber Vics

2) B ist eine nicht ausgeartete, alternierende Bilinearform dber V' c;
3) die Gruppe Sp(l,n—1) ist isomorph zu der Gruppe komplez-linearer Transformationen

Sp(l,n—1)=U(2l,2(n—1)) N Sp(n,C), (31)
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wobei U(21,2(n — 1)) die zu U(2l,2(n — 1)) isomorphe Gruppe derjenigen Transforma-
tionen ist, welche die hermitesche Form o invariant lassen, deren Matriz (a;j) in einer
(beziglich ) symplektischen Basis (a;,a,4;), 7 =1,...,n, folgende Blockmatriz ist:

-1 0 0 0
_ 0 L.y 0 0
(Ozij) = Kl,n—l = 0 0 7][ 0 (32)
0 0 0 I,

Beweis. Da b eine 7-Biform ist, folgt

b(n,r) = a(y,r) +jB1,r) = br,n) = ax,y) +jB(r,n).

Nun gilt

Der Vergleich der Komponenten zeigt, dass o hermitesch und 3 bilinear und alternierend

ist. Es sei nun (a;), i = 1,...,n, eine beziiglich b pseudo-orthogonale Basis, d.h. es gelte
b(ak,al):ekékl, k,lzl,...,n. (33)
Dann ist (ag,aptx), K =1,...,n, mit a, 4, := areg j eine Basis von V. Man iiberpriift

leicht durch eine direkte Rechnung, dass diese Basis beziiglich § symplektisch ist und die
Biform « in ihr die Matrix (32) besitzt. Hieraus folgt, dass jede H-lineare Transformation
a, die b invariant 1asst, als C-lineare Transformation sowohl « als auch § invariant l&sst
und somit ¢ € U(21,2(n — 1)) N Sp(n, C) erfiillt. Aus der niichsten Ubung ergibt sich,
dass jede Transformation a € U(2l,2(n — 1)) N Sp(n,C) von V¢ sogar H-linear ist.
Dabher gilt (31). O

Ubung 5. Man fiihre die im Beweis von Satz 3 fortgelassenen Rechnungen aus. Hinweis. Man
stelle die Matrix der C-linearen Abbildung a beziiglich der im Beweis definierten Basis (ay),
k =1...,2n, als Blockmatrix der Form

A B
(c D), A,B,C,D € M, (C),

dar, berechne die Bedingungen fiir a € U(2l,2(n — 1)) und a € Sp(n, C), und gewinne daraus
zwei Ausdriicke fiir a ! als Blockmatrizen desselben Typs. Thr Vergleich zeigt, dass a(xj] = a(x)j
gilt. Hieraus folgt, dass a H-linear ist.

Durch Satz 3 wird die enge Beziehung von Sp(l,n — [) zur symplektischen Gruppe
Sp(n, C) deutlich und die Bezeichnung begriindet. Speziell gilt

Sp(n) = Sp(n,C)NU(2n), (34)

wobei die oben definierte Basis (ai), kK = 1,...,2n, gleichzeitig symplektisch und ortho-
normiert ist. In der folgenden Ubung wird ein zu Satz 3 analoges Resultat fiir die reelle
Einschrankung eines komplexen pseudo-unitiren Vektorraums formuliert.
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Ubung 6. Es sei V = V" ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum und V|r seine reelle
Einschriankung; b sei eine hermitesche Biform iiber V' vom Index [. Man beweise: a) Die Zerlegung
von b(z,y) in Real- und Imaginérteil

b(% U) = 04(?» U) + iﬂ(?? U) (xv ne V)v

definiert eine nicht ausgeartet symmetrische Bilinearform o vom Index 2! und eine nicht ausge-
artete alternierende Bilinearform (3 iiber V|g. — b) Die pseudo-unitére Gruppe U(l,n — [) ist
isomorph zu der Gruppe reell-linearer Transformationen

U(l,n—1)=0(2l,2(n—1))NSp(n,R),

wobei O(21,2(n — 1)) die zur pseudo-orthogonalen Gruppe O(2l,2(n — [)) isomorphe Grup-
pe derjenigen reell-linearen Transformationen bezeichnet, welche die Bilinearform « invariant
lassen, die in einer symplektischen Basis (a;,0n1;), j = 1,...,n, von Vg die Matrix (32) be-
sitzt. Hinweis. Ist (a;), j = 1,...,n, eine pseudo-orthonormierte Basis von V', so definiere man
Untj := a;i¢; und verfahre wie beim Beweis von Satz 3 und Ubung 5.

Ubung 7. Wir betrachten die Wirkung der unitiren Gruppe U(n) auf dem hermiteschen
Vektorraum V™. Es bezeichne G2, x(R), 0 < k < 2n, die Grafimann-Mannigfaltigkeit der
k-dimensionalen reellen Unterrdume der reellen Einschrinkung V|gr wvon V. Man beweise:
a) G2n,k(R) bleibt unter der Wirkung von U (n) invariant. — b) Fiir k = 1 und fiir k = 2n — 1
ist die Wirkung von U (n) auf G, x(R) transitiv, und fiir 1 < k < 2n — 1 gilt das nicht.

Beispiel 5. Wir betrachten nun die hermiteschen Polaritéiten H, ; von P" *(K), K =
C,H. Wegen (7) und (8) koénnen wir zur Bestimmung ihrer Isotropiegruppen

PU(l,n — 1) := PGy_y(H,,) fir K = C,
PSp(l,n—1):= PG,_1(H,,) fir K =H

wieder von SL(n, K) ausgehen; nach (13) erhalten wir x™(a) = 1, und da wiederum ein
Tréigheitssatz gilt (Lemma 1.9.8), erhalten wir fiir [ # n/2 sogar x(a) = 1. Es folgen

PU(l,n—1)= SU(l,n—1)/K, fir K = C,1 # n/2,
PSp(l,n—1):=8Sp(l,n—10)/{xL,} fir K =H,l # n/2.

Fiir [ = n/2 liefert uns s, nach (21) wieder eine Transformation mit x(s,) = —1, und
man erhilt ein zu (25) analoges Ergebnis. O

2.1.6 Die quaternionisch-schiefhermiteschen Polaritidten

Nun betrachten wir die Polaritdten H, der quaternionischen projektiven Geometrie
P (H), vgl. Satz 1.9.12; sie werden durch die schiefhermitesche Biform (1.9.22) mit
r = n beschrieben. Diese Biform b zerlegen wir wieder nach (30) in ihre beiden komplexen
Komponenten «, 8 und betrachten die komplexe Einschréinkung V?C. Weil b beziiglich H
schiefhermitesch ist (vgl. 1.9.16)), ist die Biform « C-schiefhermitesch und 8 symmetrisch
und C-bilinear. Es sei (b;), j = 1,...,n, eine Basis von V", beziiglich der die Matrix
von b die Normalform (1.9.22) hat. Dann ist (b;, b,47), I =1,...,n, mit b,4; := b;j eine
Basis von V; sind

dl =it l=1,...n, ¢ e C, (35)
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die quaternionischen Koordinaten des Vektors r beziglich (b;), so sind die &%, k =

1,...,2n, seine komplexen Koordinaten. In diesen driicken sich die Biformen a, 5 wie
folgt aus:
alty) = iy (§n' =&yt (36)
1=1
Blry) = —iy (et (37)

=1

Man erkennt, dass beide Biformen nicht ausgeartet sind. Folglich ist § komplex euklidisch.
Fiihren wir in V¢ die Koordinatentransformation

§l _ (é-/l Jrif/nﬂ)/\/i £n+l _ (f/l - iémﬂ)i/ﬁ

aus, so erhalten wir beide Biformen in ihrer Normalgestalt

(g/n-q—ln/l _ g/ln/n-i-l)7 (38)

NE

a(r,n) =

Il
-

Blr,p) =Y (" + &y, (39)

~
—_

Die Untergruppe der komplex-orthogonalen Transformationen, die « invariant lassen,
wird mit O™ (2n) bezeichnet; weiter sei

SO*(2n) := SO(2n,C) N O*(2n). (40)

Ubung 8. Man zeige: SO*(2n) ist eine Untergruppe von SU*(2n) (vgl. die Bemerkung nach
Ubung 2).

Ubung 9. Man beweise, dass die Untergruppe von GL(V‘”C), die « invariant ldsst, zur Unter-
gruppe U (n,n) isomorph ist.

Es sei nun a € GL(V™) eine H-lineare Transformation, die (11) erfiillt. Nach Lemma
1 gilt dann x(a) € R*, und wir kénnen stets k = +1 erreichen. Die Linksmultiplikation
mit der imaginédren Einheit k € H*, d.h. die Abbildung

So :g:Zbl:cl — So(F) :Zblk~:cl, (41)
=1 =1

ergibt ein Element s, € SL(V™), das (14) mit x(s,) = —1 erfiillt. Da wir uns nach (8) auf
Elemente a € SL(V"™) beschrénken konnen, folgt analog zu (25) fiir die Isotropiegruppe
von H,

PG,_1(H,) = (SO*(2n) U s,(SO*(2n)))/{x1l2n}. (42)

Ubung 10. Man bestimme die Matrix der in (41) definierten Abbildung s, in der komplexen
Einschridnkung Vg, zeige so € SL(V") und x(so) = —1.
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Ubung 11. Es sei V" ein Vektorraum iiber dem Schiefkérper K und b eine nicht ausgeartete
o-hermitesche oder o-schiefhermitesche Biform iiber V. Weiter sei a € GL(V™) eine lineare
Transformation, die die Orthogonalitidt invariant 13sst:

Aus b(x,n) = 0 folge stets b(a(r),a(n)) =0.

Man beweise, dass dann a € CU ,,(b) gilt.
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K | Polaritat | Biform b UG, (b)
R | F bilinear, symmetrisch, O(l,n—1),
!t vom Index [ O(n) := 0(0,n)
C | F, bilinear, symmetrisch O(n,C)
U(l,n—1),
C | H,, hermitesch vom Index [ UEn)n:: &(07 n)
: Sp(l,n—1),
H | Hy, hermitesch vom Index I Sp(n) := Sp(0,n)
H, quaternionisch schiefthermitesch O*(2n)

Die Normalformen der angegebenen nicht ausgearteten Biformen sind

l n
Fou: —Zxo‘yo‘—i— Z x™y®, 0<1<n/2,
a=1 r=Il+1
n
F, ijyj
j=1
l n
H,, - Z %Y + Z Ry, 0 <1< n/2,
a=1 k=l+1
n
Hy:o ) @iy
j=1

Tabelle 2.1: Polaritéiten, Biformen und ihre Isotropiegruppen

2.2 Vektorraume mit Skalarprodukt

Im vorigen Abschnitt haben wir die Isotropiegruppen von Biformen bei der natiirlichen
Wirkung der linearen Gruppen bestimmt und dabei die sogenannten klassischen Gruppen
erhalten. Die Geometrien dieser Gruppen haben einige gemeinsame Eigenschaften, die
wir in diesem Abschnitt herausarbeiten wollen; weiter unten werden wir einige der fiir
die Anwendungen interessanten Geometrien im Einzelnen darstellen.

2.2.1 Vektorielle, projektive und affine Geometrien

Unter einer linearen Gruppe verstehen wir eine Untergruppe G der allgemeinen linearen
Gruppe GL(V) eines endlich-dimensionalen Vektorraums V {iber einem Schiefkérper K,
oder, nach Fixierung einer Basis, die ihr entsprechende, zu ihr isomorphe Matrizengruppe.
Thre vektorielle Geometrie wird bestimmt durch die Transformationsgruppe [G, V'], wobei
G als Untergruppe von GL(V) linear {iber V' wirkt. Der Inhalt dieser Geometrie besteht
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aus den G-invarianten Eigenschaften des Raumes V' selbst und der mit ihm funktori-
ell verkniipften Raume: Mengenprodukte, Tensorrdume u.s.w. Speziell gehort hierzu die
projektive Geometrie [G,PB(V)], wobei die Wirkung von G durch die den Elementen von
G entsprechenden Projektivitdten definiert ist. Zur Beschreibung der affinen Geometrie
der Gruppe G gehen wir von der Formel (1.5.8) aus, welche die allgemeine affine Gruppe
des affinen Raums beschreibt; schrinkt man darin die Elemente B € GL(n, K) auf die
lineare Gruppe G C GL(n,K) ein, so erhilt man eine durch G eindeutig bestimmte
Untergruppe GA C 2U(n) der affinen Gruppe; die Transformationsgruppe [GA, A™] bei
der affinen Wirkung von G A {iber dem affinen Raum A" bestimmt dann die zu [G, V]
gehorende affine Geometrie. Man kann die Gruppe G'A auch als die von der Vereinigung
der Translationsgruppe T'(A™) mit der Gruppe G| A erzeugten Untergruppe der affinen

Gruppe 2A(n) definieren; im Falle eines Korpers K ist sie das halbdirekte Produkt von
T(A™) mit der Gruppe G\Aa vgl. Ubung 1.5.1.

Aus diesen recht allgemeinen Bemerkungen und dem Inhalt der Kapitel 1.4-6 und
des vorigen Kapitels ist klar, dass der vektorielle Standpunkt zumindest methodisch die
beiden anderen beherrscht; daher wollen wir ihn in diesem Abschnitt in den Vordergrund
stellen und eine entsprechende Terminologie fixieren.

Definition 1. Ein Vektorraum mit Skalarprodukt ist ein Paar [V, (,)] mit folgenden
Eigenschaften:

1. V ist ein endlichdimensionaler rechter Vektorraum iiber dem Schiefkorper K.

2. Das Skalarprodukt {,) ist eine o-Biform {iber V', (r,9) = b(x, ), wobei o ein invo-
lutiver Anti-Automorphismus von K ist.

3. Das Skalarprodukt ist nicht ausgeartet, d.h. fiir jedes r € V', r # o, ist (¢, ") eine
von 0 verschiedene Linearform iiber V.

4. Das Skalarprodukt ist eine alternierende oder eine symmetrische Bilinearform, oder
o-hermitesch.

5. Ist (,) nicht alternierend, so sei char K # 2 vorausgesetzt.

Im Sinne dieser Definition sprechen wir von einem projektiven oder affinen Raum mit
Skalarprodukt, wenn in dem unterliegendem Vektorraum ein Skalarprodukt ausgezeichnet
ist. Eine Geometrie und der zu Grunde liegende Raum werden symplektisch genannt,
wenn das Skalarprodukt alternierend ist, und hermitesch sonst. Ist K ein Korper und das
Skalarprodukt symmetrisch, so spricht man von orthogonaler Geometrie; sie ist somit ein
Spezialfall der hermiteschen. Wenn wir vom Index einer hermiteschen Form sprechen, so
soll stets K = R, C oder H vorausgesetzt sein; man verwechsele diesen Begriff nicht mit
dem Index eines Raumes mit Skalarprodukt (s.u. Definition 3). Ist K = R und der Index
I des Skalarprodukts grofser als Null, so spricht man von pseudo-euklidischen und in den
Fillen K = C,H und [ > 0 von pseudo-unitiren Raumen. Fiir [ = 0 erhilt man die in
Kapitel 1.6 behandelten euklidischen bzw. unitiren Rdume.
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2.2.2 Unterrdume

In diesemn Abschnitt setzen wir voraus, dass ein Vektorraum V mit Skalarprodukt (,)
gegeben sei. Da eine Bilinearform als o-hermitesch mit o = idx aufgefasst werden kann,
sind die Begriffe isotrop und total isotrop fiir Unterrdume W C V nach Definition 1.9.3
erklart. Ebenso ist der grundlegende Begriff der Orthogonalitdt, Definition 1.6.1.1, fiir
Elemente und Unterrdume definiert. Die Definition 1.6.2.16 des zu einem Unterraum
W C V orthogonalen Unterraums W C V ist anwendbar; jedoch wollen wir hier nicht
mehr vom orthogonalen Komplement sprechen, weil die Bedingung W N W+ = {0} im
allgemeinen nicht erfiillt ist. Vielmehr gilt der unmittelbar aus den Definitionen folgende

Satz 1. Ein Unterraum W C 'V ist isotrop genau dann, wenn W N wt # {o} ist; mit
W st stets auch W isotrop. O

Folgerung 2. Ist W C V nicht isotrop, so ist [W, (,)|W x W] ein Vektorraum dessel-
ben Typs, d.h. alternierend oder o-hermitesch, wie V. Hat (,) auf V den Indez l, so hat
()W x W einen Index lyyy < 1. O

Ubung 1. . Es sei dimV = n < co. Man beweise Satz 1. Ferner zeige man, dass W genau
dann isotrop ist, wenn W+ WL £V gilt, und dass die folgenden, aus der Theorie der unitéren
Vektorrdume (Kapitel 1.6) bekannten Eigenschaften auch hier gelten:

dimW +dim W+ =dimV, (1)
(W =w, (2)
U+W) " =U"nWw", (3)
UnNw)-=U"+wW+, (4)
aus U C W folgt W+ Cc U™. (5)

2.2.3 Der Satz von E. Witt

Wir wollen nun einen grundlegenden Satz von E. Witt iiber die Ausdehnung von Iso-
morphismen von Unterrdumen zu Isomorphismen von Vektorrdumen mit Skalarprodukt
formulieren. Dazu definieren wir zuerst Morphismen fiir die Klasse von Paaren [W, b] von
Vektorrdumen iiber demselben Schiefkdrper K und o-Biformen b, wobei o ein fixierter
Automorphismus von K ist. Man beachte, dass Unterrdume W C V von Raumen mit
Skalarprodukt b stets durch die Einschrénkung [W,b|W x W] ein solches Paar bestim-
men, das jedoch, weil b|W x W ausarten kann, kein Vektorraum mit Skalarprodukt im
Sinne der Definition 1 zu sein braucht.

Definition 2. Es seien [W,b] und [W,b] Vekorriume mit o-Biformen iiber demselben
Schiefkérper K. Eine lineare Abbildung ¢ : W — W, die

b(x,n) = b(e(x), ¢(n)), (t,yeW) (6)

erfiillt, heifit ein Morphismus dieser Paare; ist ¢ aufierdem bijektiv, so spricht man von
einem Isomorphismus. Sind W, W Unterrdume von Vektorrdumen mit Skalarprodukt,
so wollen wir sie isomorph nenne, wenn ein Isomorphismus

P W (OIW x W] — [W,{)|W x W]
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existiert. O

Offensichtlich bildet die Klasse der Paare [W,b], b alternierend, bzw. o-hermitesch
(0, K fest), mit den definierten Morphismen eine Kategorie.

Ubung 2. Man zeige: Ist mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen von Definition 2 die
Abbildung ¢ : W — W ein Morphismus und ist b nicht ausgeartet, so ist ¢ injektiv, und [W,b]
ist zu [(W),b|o(W) x o(W)] isomorph.

In den nichsten Teilabschnitten wollen wir den folgenden Satz von E. Witt beweisen:

Satz 3. (E. Witt). Es seien V, V endlich dimensionale, zueinander isomorphe Vektor-
riwme mit Skalarprodukten iber einem Schiefkirper K. Ferner sei p: W — W ein Iso-
morphismus des Unterraums W C V' auf den Unterraum W C V. Dann gibt es einen

Isomorphismus ¢ : ' V — V der Vektorriume mit Skalarprodukt derart, dass ¢ = Y|W
gilt.

2.2.4 Eigenschaften isotroper Unterrdume

Zum Beweis dieses Satzes benotigen wir einige Aussagen iiber isotrope Unterrdume, die
auch sonst hiufig angewandt werden.

Lemma 4. Es seiv € V\{o} ein isotroper Vektor des Vektorraums V' mit Skalarprodukt
(,). Dann gibt es stets einen isotropen Vektor o € V derart, dass (v,0) =1 gilt; v, 0 sind
linear unabhdngig.

Beweis. Da v # o gilt und das Skalarprodukt nicht ausgeartet ist, finden wir einen
Vektor w € V mit (v,1w) # 0. Weil (v,1) in to linear ist, kdnnen wir v so normieren,
dass (v,1w) = 1 gilt. Ist das Skalarprodukt o-hermitesch, so setzen wir o in der Gestalt
0 =0+, £ € K, an. Da fiir o-hermitesche Skalarprodukte o ({1, w)) = (1, ) gilt,
ergibt £ = — (v, 10)/2 eine Losung; diese existiert wegen Bedingung 5 aus Definition 1.
In einem symplektischen Raum ist jeder Vektor tv # o isotrop; wir setzen 6 := tv. Wiren
nun v und o linear abhingig, so wiirde o = v\ gelten, also (v,0) = (v,0)A\ = 0 im
Widerspruch zu (b,0) = (b,10) =1. O

Ubung 3. Es sei V", n = 2m, ein n-dimensionaler symplektischer Vektorraum. Man zeige, dass
es fiir alle & < m einen total isotropen Unterraum der Dimension k gibt.

Ubung 4. Es sei V" ein reeller pseudo-euklidischer oder ein komplexer pseudo-unitirer Vek-
torraum mit einem Skalarprodukt vom Index | < n/2. Man zeige, dass es in V fiir jedes k <[
einen total isotropen Unterraum der Dimension k gibt.

Satz 5. Es sei W™ C V" ein total isotroper Unterraum des Vektorraums V' mit Ska-
larprodukt und (b,), « = 1,...,m, eine Basis von W™ . Dann g¢ibt es eine Folge (b,),
a=1,...,m, von isotropen Vektoren des Roumes V derart, dass

(bg,bs) = 60, (b3, ba) =0, (,f=1,...,m)
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gelten und die Folge

61,61, by, b0y (7)
linear unabhdngig ist.

Beweis. Fiir m = 1 liefert Lemma 1 die Behauptung. Wir nehmen an, dass Satz 5
schon fiir alle total isotropen Unterrdume W, mit dim W, < m bewiesen sei und betrach-
ten die lineare Hiille W, := £(by,...,b,,—1). Dann finden wir nach Induktionsannahme

entsprechende Vektoren 51, ..., b1 mit den in Satz 5 angegebenen Eigenschaften fiir
m — 1 anstelle von m und b, anstelle von Ea. Es sei

l'j%ni2 = 2([’11, ey bmfl, 51, ey Emfl).

Aus den Skalarprodukten dieser Basisvektoren folgt leicht, dass U nicht isotrop ist. Daher
ist auch U™ nicht isotrop, und es gilt

V=UoaU"'. (8)

Aus (8) erhalten wir die Zerlegung b,,, = i, + v,,, wobei u,, € U die Darstellung

m—1 m—1
U = bada+ Y bada
a=1 a=1

hat. Multiplizieren wir diese Gleichung von links skalar mit bg, so folgt aus (bg, b,,) =
(bg, u,) = 0 die Gleichung \g = 0, also

m—1
Uy = Zl bata- (9)

Daher gelten auch v, # 0 und (b,,, b,,,) = (0,5, 0,,) = 0; denn b,,, und 1, sind als Ele-
mente von W isotrop, wegen (9) und der linearen Unabhéngigkeit der (b,), « = 1,...,m,
ist v,, # 0 und somit ebenfalls isotrop. Nach Lemma 4 finden wir einen isotropen Vektor

b, € UL mit (0, Em> = 1; denn U™ ist nicht isotrop. Wegen (b,,,, Em) = (b, 6m> =1
ist der Raum A := £(by,, by,) nicht isotrop, und somit gilt dasselbe auch fir A*. Da

by,...,b,,_1in At liegen, gibt es nach Induktionsannahme Vektoren [;1, ceey Em_l cAt
mit den in Satz 5 (fiir m — 1 anstelle von m) angegebenen Eigenschaften. Man priift leicht

nach, dass die mit diesen Vektoren und b,,, b,, gebildete Folge (7) alle Anforderungen
erfiillt. O

Folgerung 6. Es sei V" ein Vektorrawm mit Skalarprodukt und W* C V" ein total
isotroper Unterraum. Dann gilt k < n/2. O

Definition 3. Es sei V" ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Das Maximum [ der Di-
mensionen total isotroper Unterrdume W C V" heift der Index von V.0

Dieser Begriff stimmt nicht ganz mit dem Begriff des Index einer symmetrischen
Bilinearform (im Fall K = R) oder einer hermiteschen Form (K = C,H) iiberein, vgl.
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Definition 1.5.9.7 und Abschnitt 1.9. Sind diese Formen nicht ausgeartet, so héngt ihr
Index [, mit dem eben definiertem Index [ eines Vektorraums mit Skalarprodukt durch

I=min(l,,n —1,) (10)

zusammen (vgl. Ubung 4). Der Index im Sinne von Definiton 3 ist bei beliebigem zu
Grunde liegenden Schiefkdrper K und bei beliebigem Skalarprodukt sinnvoll. Zum Bei-
spiel folgt aus Ubung 3: Jeder symplektische Vektorraum V™ hat den Index m.

Es sei U C V ein beliebiger Unterraum. Nach Definition 1.9.2 ist dann U N U™ der
Defektunterraum von U, und fiir den Defekt

def(U) := def((,)|U x U)

gilt
def(U) = def(U*) = dim(U NU™). (11)

Folgerung 7. Es sei U C V ein beliebiger Unterraum. Dann gilt fir die Dimension
jedes minimalen nicht isotropen, U enthaltenden Unterraums W

dimW =dimU + def U. (12)

Beweis. Man zeigt leicht

Lemma 8. Ist Uy ein zum Defektunterraum U, komplementdrer Unterraum von U, so
ist U =U,®U,; eine Zerlegung von U in zueinander orthogonale Unterrdume, und U,
ist micht isotrop. O

Dabher ist auch Uf C V ein nicht isotroper Unterraum, und es gilt U, C Uf. Nach
Satz 5 gibt es einen nicht isotropen Unterraum Wi mit U, C W, C Ull, nimlich
den von einer Folge (7) mit m = def U, by,...,b,, eine Basis von U,, aufgespannten
Unterraum. Somit ist W := W41 @ U; D U ein nicht isotroper Unterraum, der (12)
erfiillt. Nach Satz 5 konnen wir diese Konstruktion in jedem nicht isotropen Unterraum
durchfiihren, der U enthalt. Fiir einen solchen minimalen Unterraum W muss sich dann
W selbst ergeben, so dass fiir diese (12) gilt. O

2.2.5 Der Beweis des Satzes von E. Witt
Wir wenden uns nun dem Beweis des Satzes von E. Witt zu und zeigen zuerst
Lemma 9. Es seien V, V' Vektorrigume iber K mit Skalarprodukten, beide symplektisch

oder beide o-hermitesch. Ferner sei U ein beliebiger und W O U ein minimaler, U
enthaltender, nicht isotroper Unterraum. Dann ldsst sich jeder injektive Morphismus ¢ :

U — V zu einem injektiven Morphismus ¢ : W — \% fortsetzen.

Beweis. Wir gehen von der im Beweis von Folgerung 7 konstruierten Zerlegung
W=U,oU,aU,;

aus, wobei

Wi =U,3U,und U, = £(by,...,by,), m=defU,
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zu setzen ist. Das Bild _
U:=¢U)=9U,) @plU1)

ist isomorph zu U, da ¢ injektiv ist. Folglich ist
(ca) == (¢(by)), a=1,...,m,

eine Basis des Defektunterraums U, := ¢(U,) von U, und U, := p(U,) ist ein da-

zu komplementérer, nicht isotroper, zu U, orthogonaler Unterraum von U. Daher ist

~ 1 ~ ~ ~ 1
U, C V nicht isotrop, und U, ist ein total isotroper Unterraum von U, . Nach Satz 5

finden wir eine zu (7) analoge Vektorfolge ¢1,¢1,. .., ¢y, &y, in V mit den entsprechenden
Eigenschaften. Man erkennt leicht, dass ¢ durch die Festlegung

1/}|U =, 11[}(6&) = Eaa o= 17"'ama

zu einem injektiven Morphismus ¢ : W — V fortgesetzt wird. Sind beide Rdume sym-
plektisch, so gilt

<Eo¢a coz> = —<Ca, Eoz> =-1= <bou ba)a
wahrend im o-hermiteschen Fall wegen o(1) =1 hier

(Ca,ta) = 0((tas Ca)) =1 = (ba, ba)

zutrifft. O

Man beachte, dass in Lemma 9 nicht die Isomorphie von V und V vorausgesetzt
wurde. Gegen Ende des Beweises haben wir stillschweigend eine einfache Konstruktion
angewandt, die in der folgenden Ubung beschrieben wird:

Ubung 5. Es sei U = @::1 U, eine direkte Summe paarweise orthogonaler Unterrdume U; C
V. Ferner seien ¢; : U; — V injektive Morphismen, fiir die U := @D,_, »i(U;) eine direkte

Summe paarweise orthogonaler Unterrdume von V ist. Man zeige, dass dann

(O r) =Y eilr) (r, €U

einen Isomorphismus von U auf U definiert.

Als nichstes wollen wir den Satz von E. Witt fiir symplektische Vektorraume be-
weisen. Nach Lemma 9 geniigt es, den Beweis fiir nicht isotrope Unterrdume zu fiihren;
man beachte, dass W und ¢(W) isomorph sind. Weil V' und V als isomorph voraus-
gesetzt sind, kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit V = V annehmen. Ist
nimlich p : V — V ein Isomorphismus, so reicht es aus, einen Automorphismus « von
V zu finden, der W in p~ (W) iiberfithrt; dann ist ¢ = p o o der gesuchte Isomor-
phismus. Mit diesen Bemerkungen lésst sich der symplektische Fall sofort erledigen: Ist
nidmlich W C V ein nicht isotroper Unterraum des symplektischen Vektorraums V', so
ist W = (W) ebenfalls nicht isotrop. Nach Satz 1 gilt dasselbe fiir die orthogonalen

Unterriume W= und WL. Da die Dimensionen gleich sind, gibt es einen Isomorphis-
mus ot : Wt — VVL (vgl. Lemma 1.8.4 und Satz 1.8.5). Nach Ubung 5 ist dann die
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aus ¢ und ¢+ zusammengesetzte Abbildung v = ¢ @ ¢+ der gesucht Automorphismus
¥ € Sp(V). Offenbar kann man den Satz von E. Witt in jedem der in 2.1.4 bis 2.1.6
klassifizierten Fille (K = R, C, H) analog beweisen, indem man die Normalformen und
gegebenenfalls den Tragheitssatz der angegebenen o-Biformen heranzieht.

Wir wollen nun den Satz von E. Witt im allgemeinen Fall beweisen. Wie oben nehmen
wir V = V an und fiihren den Beweis durch Induktion nach m := dim W. Fiir m = 0 ist
die Behauptung trivial. Es sei der Satz also fiir alle Dimensionen kleiner als m bewiesen.
Wir wihlen in W einen Unterraum U C W der Dimension dimU = m — 1. Dann ist
1 := ¢|U ein Isomorphismus auf U= »(U), den wir nach Induktionsvoraussetzung zu
einem Automorphismus ¢ : V' — V ausdehnen kénnen. Es sei W, := )] }(W). Dann
ist U =7 (U) und ¢, := 17 0 : W — W ein Isomorphismus, der den Unterraum
U C W elementweise fest 1lasst. Konnen wir also unter der zusdtzlichen Annahme, dass
es einen Unterraum U™ ! ¢ W™ gibt, fiir den ¢, = idgs ist, eine Ausdehnung von ¢,
zu einem Automorphismus i, von V finden, so sind wir fertig; denn dann koénnen wir
9o = 17 * 0 zu einem Automorphismus v, von V ausdehnen, der (W) = W erfiillt,
und ¢ = 1)1 0 1, ist ein Automorphismus von V mit ¢|W = ¢. Wir beweisen zuerst
einen Hilfssatz, der Ubung 5 verallgemeinert:

Lemma 10. Es sei V ein Vektorrawm mit Skalarprodukt, W,; C V, i = 1,2, seien
Unterrdume und u; : W; — V injektive Morphismen. Es gelte ferner

WiNnWy= {O} und ul(Wl) n UQ(WQ) = {O}
Schlieflich sei fir alle x; € W,

(u1(xy), u2(x2)) = (£1,12) (13)

erfillt. Dann ist

u(ry +12) = u1(ry) +u2(xy) (r; e Wy) (14)
ein injektiver Morphismus von W1 & Wy in V.

Beweis. Wegen W1 N Wy = {0} ist (14) eine korrekte Definition. Man rechnet
leicht nach, dass fiir r,y € W1 @& W, die Bedingung (u(z), u(y)) = (z,n) erfiillt ist. Da
u: Wi @ Ws — ui (W) @ ua(Ws) surjektiv ist und wegen ui(W1) Nua(Ws) = {o}
die Dimensionen dieser Raume gleich sind, ist v auch injektiv. O

Es sei nun U™ ' ¢ W™ ein Unterraum mit ¢|U = idgy und a € W\ U ein
komplementérer Vektor. Wir betrachten die Abbildung a := ¢ — 1yyy : W — V, wobei
tyy die Einbettung von W in V' bezeichnet. Da wir jeden Vektor v € W in der Gestalt
w=u+a mit u e U, £ € K, darstellen koénnen, folgt fiir das Bild H := (W) =
L(p(a) — a), also dim H < 1. Ist dim H = 0, so gilt p(a) = a, also ¢ = idyy, und
¥ = idy/ ist eine geeignete Ausdehnung. Es sei also dim H = 1. Wir betrachten H + und
zeigen, dass U € H™ gilt. Es ist némlich

(@) —1,m) = (p(x),9) — (£, 9) = (p(r),n — (1)) (15)

fir r,n € W. Setzen wir hier r = a und y € U ein, so folgt (p(a) — a,ny) = 0. Es
sei nun Wy C H” ein Unterraum, der W N Wy = {o} und W N W, = {o} erfiillt.
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Wir zeigen, dass mit u1 = ¢, W1 = W, us = 1y alle Voraussetzungen von Lemma
10 erfiillt sind: In der Tat ist wegen u1(z,) —r;, € H und r, € H* das Skalarprodukt
(u1(ry) — r1,%9) = 0, und daraus folgt (13). Somit kénnen wir ¢ zu einem injektiven
Morphismus 1 : W @ W3 — V ausdehnen. Fiir die Anwendung dieser Konstruktion
unterscheiden wir zwei Fille: 1. W ist nicht in H" enthalten. Nach (15) ist dann auch
©(W) = W nicht in H' enthalten. Weil U ¢ H' die Dimension m — 1 hat, gilt fiir
jeden zu U komplementiren Unterraum Wy C HL:

dmWy=n—m (n =dimV)

und WNW, = {o}. Ebenso istWNH* =U ,also WNW, = {o}. Daher gilt WoW, =
V, und wir erhalten nach Lemma 10 eine Ausdehnung von ¢ zu einem Automorphismus
¢ von V. - 2. Es sei nun W C H*. Dann folgt aus (15) W C H~*. Wir zeigen zuerst,
dass ¢ zu einem injektiven Morphismus ¢ : H- — V fortgesetzt werden kann. Ist W =
W cCcH L so finden wir eine zu W komplementiren Unterraum W, C H~-. Andernfalls
ist W NW = U. und wir finden einen zu W in H* komplementiren Unterraum W
mit WyNW = {0}: dazu geniigt es zu bemerken, dass W + W die Dimension dim U + 2
hat; sind b und b Vektoren, die zusammen mit U jeweils W bzw. W aufspannen, und ist
U, ein zu W + W komplementirer Unterraum von H", so ist Wy = £(b+b) + U, ein
derartiger Unterraum. Nach Lemma 10 und dem oben angegebenem Schluss erhalten wir
die gewiinschte Ausdehnung ¢ von ¢ auf H*. Es bleibt, ¢ zu einem Automorphismus 1)
von V auszudehnen. Weil im zweiten Fall W + W ¢ H* gilt, ist p(a) —a € HN H™;
H ist also eine isotrope Hyperebene. Daher ist V' der kleinste nicht isotrope Unterraum,
der H' enthilt, und nach Lemma 9 kénnen wir ¢ zu einem Automorphismus ¢ von V.
fortsetzen. O

2.2.6 Transitivitdtsaussagen

Die Bedeutung des Satzes von E. Witt liegt in den zahlreichen geometrischen Anwendun-
gen auf die Wirkungen der klassischen Gruppen iiber den Unterrdumen; die Klassifikation
der Unterrdume nach dieser Wirkung wird auf die in den wichtigsten Fillen bereits be-
kannte Klassifikation der Biformen auf ihnen zuriickgefiihrt. Insbesondere ergeben sich
interessante Transitivitdtsaussagen:

Folgerung 11. Die Automorphismengruppe G C GL(V') eines Vektorraums mit Ska-
larprodukt {,) wirkt transitiv auf den Isomorphieklassen der Unterriume W C V mit
der induzierten Biform b = (,)|W x W (vgl. Definition 2). O

Damit ist die Orbit-Zerlegung der Grassmann-Mannigfaltigkeiten G,, , der k-dimensio-
nalen Unterrdume des n-dimensionalen Vektorraums mit einem Skalarprodukt fast schon
beschrieben.

Beispiel 1. Es sei V" ein n-dimensionaler pseudo-euklidischer Vektorraum mit einem
Skalarprodukt vom Index [. Nach dem Trigheitssatz 1.5.9.6 ist die Isomorphieklasse der
Bilinearform by, := (,)|W x W durch ihren Rang ryy, und ihren Index lyy, gege-
ben; statt des Ranges konnen wir auch den Defekt dyyy = dim W — ryy, betrachten.
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Nach Folgerung 11 wirkt die pseudo-orthogonale Gruppe O(l,n — [) transitiv auf der
Menge Gy, k,s,a der k-dimensionalen Unterrdume mit Index s und Defekt d. Ist der Vek-
torraum euklidisch, also (,) positiv definit, so gilt stets lyyy = dyy = 0; es folgt, dass
die orthogonale Gruppe O(n) transitiv auf der Grassmann-Mannigfaltigkeit G,, ; der
k-dimensionalen Unterrdume des V" wirkt. O

Beispiel 2. Es sei [A", V" K, {(,)] eine affine Geometrie iiber einem Vektorraum mit
Skalarprodukt. Unter dem Isomorphietyp einer k-Ebene H k < A™ verstehen wir den
Isomorphietyp des zu H gehérenden Vektorraums W mit der induzierten Biform byy;.
Da die Translationsgruppe T'(A) transitiv {iber den zu einer festen k-Ebene parallelen
k-Ebenen wirkt, ergibt sich aus Folgerung 11: Die durch die Automorphismengruppe
G C GL(V) und die Translationsgruppe erzeugte Untergruppe GA C 2(n) der affinen
Gruppe wirkt transitiv auf den Mengen der k-Ebenen gleichen Isomorphietyps. O

Folgerung 12. Die Automorphismengruppe G eines Vektorrawms mit Skalarprodukt
wirkt transitiv iber der Menge der k-dimensionalen, total isotropen Unterrdume. Sind

= k
WF* W' awei derartige Unterriume und (by), (¢o), o = 1,...,k, beliebige Basen von
W bzw. W, so gibt es eine Transformation g € G mit g(b,) = ¢, a=1,... k.

Beweis. Offensichtlich ist die durch ¢(b,) = ¢, bestimmte lineare Abbildung
¢ : W — V ein injektiver Morphismus, den man nach dem Satz von E. Witt zu ei-
nem Automorphismus g € G fortsetzen kann. O

Beispiel 3. Die symplektische Gruppe Sp(V>"), also auch die projektiv-symplektische
Gruppe PSp,,, wirkt transitiv auf dem projektiv-symplektischen Raum Pl O

Beispiel 4. Es sei Q C P" eine durch die nicht ausgeartete o-Biform b bestimmte
Quadrik des projektiven Raumes P". Wir definieren durch (,) := b ein Skalarprodukt
in dem zu Grunde liegendem Vektorraum V. Man beachte, dass b und damit auch das
Skalarprodukt durch die Quadrik nur bis auf einen Faktor k£ € K* bestimmt ist; die
Festlegung dieses Faktors bezeichnet man als Fichung; die Automorphismengruppe G
von [V, (,)] hdngt nicht von der Wahl des Eichfaktors ab. Aus den Ergebnissen dieses
Abschnittes folgt: 1. Die Gruppe PG derjenigen Projektivititen von P", die @ invariant
lassen, wirkt transitiv auf @. — 2. Die Dimension einer projektiven k-Ebene A C @
erfilllt Dim A < (n —1)/2. — 3. Es sei m die maximale Dimension von in @ enthaltenen
k-Ebenen. Dann stimmt m + 1 mit dem Index [ des Skalarprodukts iiberein; man nennt
[ daher auch den Index der Quadrik. Die Gruppe PG wirkt fiir jedes k < [ transitiv auf
der Menge Q. der in @) enthaltenen projektiven k-Ebenen. O

Beispiel 5. Bekanntlich ist die euklidische Geometrie eine Spezialisierung der affinen
Geometrie, vgl. 1.6.5. Sie ergibt sich als Spezialfall von Beispiel 2, wenn man K = R setzt
und das Skalarprodukt positiv definit wéhlt. Ihre projektive Einordnung kann folgender-
mafsen beschrieben werden: Man zeichnet im reellen projektiven Raum eine Hyperebene
H" ! als Absolut aus (oftmals auch unendlich ferne Hyperebene genannt) und erhlt so
die Geometrie des affinen Raumes A" = P™\ H" ™', vgl Abschnitt 1.5. Dort haben wir
gezeigt, dass die Punkte € H"™! den Richtungen des A" entsprechen. Die Vektoren
der affinen Geometrie lassen sich nach Ubung 1.5.4 als Elemente des zu der absoluten
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Hyperebene H" ' gehorenden Vektorraums W™ interpretieren. Gibt man nun in H™ !
eine absolute Polaritit vor, so definiert die zu ihr gehorende Korrespondenz (Definition
1.7.4) (,) := b die Orthogonalitédt: zwei Richtungen x = [t], y = [p] sind orthogonal
zueinander, wenn (r,y) = 0 gilt. Hat das Skalarprodukt den Index 0, so definiert es
in H"! die nullteilige Quadrik Q = §; nimmt man noch eine Eichung zum Beispiel
durch Auszeichnung eines Vektors t € W™, ¢t # o, als Einheitsvektor vor, so ist damit
die Einordnung der euklidischen Geometrie in die projektive abgeschlossen, vgl. auch
Ubung 1.9.6. Wihlt man statt des positiv definiten ein Skalarprodukt vom Index [, so
entsteht auf analoge Weise die Serie der pseudo-euklidischen Geometrien, und im Falle
K = C erhilt man die komplex-euklidische Geometrie. Wie in Beispiel 2 ergeben sich die
entsprechenden Transitivitdtsaussagen. O

2.2.7 Neutrale Vektorrdume

Wir beziehen uns nun noch einmal auf Satz 5 und nennen einen Vektorraum mit Skalar-
produkt neutral, wenn er als direkte Summe zweier total isotroper Unterraume darstellbar
ist (vgl. N. Bourbaki [16], §IX.4.2; E. Artin [3] nennt derartige Raume hyperbolisch, was
mit dem vielfach benutztem Begriff des hyperbolischen Raumes der Geometrie konstanter
negativer Schnittkriimmung kollidiert,vgl. Abschnitt 7 weiter unten). Den Begriff neutral
wenden wir auch auf das zugehorige Skalarprodukt an. Offenbar ist jeder symplektische
Vektorraum neutral. In den folgenden Ubungen findet man einige Anwendungen dieses
Begriffs.

Ubung 6. Es sei V" ein n-dimensionaler neutraler Vektorraum und V. = W; & W eine
Zerlegung von V in eine direkte Summe zweier total isotroper Unterrdume. Man zeige: a) Die
Abbildung

¢ rEWarr— () = (x,.)|W1 € W) (16)

ist o-linear und injektiv. — b) Es gilt
dim W1 = dim W, (17)

und ¢ ist eine o-lineare Bijektion. - ¢) Ist (r,), @ = 1,...,k, eine Basis von W1, so existiert
eine eindeutig bestimmte Basis (3), 6 =1,...,k, von W derart, dass gilt

(Far D) = Oapy @, B=1,..., k. (18)

Ubung 7. Sind V1, V> zwei neutrale, o-hermitesche Vektorrdume derselben endlichen Dimen-
sion iiber dem Schiefkérper K, so sind sie isomorph (Analogon von Satz 1.8.5). Die pseudo-
euklidischen Vektorrdume V2™ vom Index m sind neutral, desgleichen die Vektorrdume mit den
hermiteschen Skalarprodukten Hs, n fiir K = C, H.

Ubung 8. Der Vektorraum V™ mit Skalarprodukt hat den Index k genau dann, wenn es in ihm
einen maximalen neutralen Unterraum W C V der Dimension 2k gibt, und umgekehrt. Ein
komplexer Vektorraum V™ mit dem Skalarprodukt F, oder ein quaternionischer Vektorraum
V"™ mit dem schiefhermiteschem Skalarprodukt H, ist neutral genau dann, wenn n gerade ist.
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Ubung 9. Es sei V" ein n-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt. Man zeige: a) Es gibt
eine Zerlegung

Vi=W W0 U, dmW; =dimW; = index V", (19)
W1, W total isotrop, U = (W, @ W2)" enthilt keinen isotropen Vektor. Man nennt eine
derartige Zerlegung eine Witt-Zerlegung. —b) Ist V™ = W1 W2aU eine zweite Witt-Zerlegung,
und sind (z,), (f,), « =1,...,k, Basen von W bzw. W 1, so gibt es einen Automorphismus g
der Automorphismengruppe G von derart, dass

g(?a):fm O‘:L"'?kv g(W2)2W27g(U):U (20)

gelten. — ¢) Sind W, V~VZ~, 1 =1, 2, zwei Paare total isotroper Unterrdume maximaler Dimension
mit WiNWs, =W NW, = {0}, so gibt es stets ein g € G [V", (,)] mit g(W;) = W, i=1,2.

Ubung 10. Es sei V" ein Vektorraum mit Skalarprodukt (,). Man zeige: Sind U, U C V"

. " . ~L .
isomorphe Unterriume, so sind auch U*, U~ isomorph.

Ubung 11. Es seien [V", (,)] ein neutraler Raum und 1, Vg, a,f=1,...,k=n/2, eine Basis
mit der Eigenschaft (18), die einer Witt-Zerlegung V" = W1 @ W, angepasst ist. Man zeige:
a) Ist g ein Automorphismus von V", fiir den g|W; = idyy | gilt, so wird g in dieser Basis
durch eine Blockmatrix der Gestalt

( {f é ) € GL(2k, K) (21)

dargestellt, wobei fiir symplektische Riume die Matrix A = A’ symmetrisch ist, wihrend fiir
o-hermitesche Riume die Matrix A o-schiefhermitesch ist, d.h.

A= —o(A) (22)

erfiillt. — b) Umgekehrt definiert jede Matrix mit den angegebenen Eigenschaften einen Auto-
morphismus g von V" mit g|W1 = idyy .

Nach Ubung 7 sind neutrale o-hermitesche Vektorriume derselben Dimension iiber
demselben Schiefkérper isomorph. Es ergibt sich die Aufgabe, die Automorphismengrup-
pen O,, dieser Vektorrdume mit Skalarprodukt zu bestimmen. Fiir spitere Anwendungen
wollen wir wenigstens ein einfaches Ergebnis in dieser Richtung herleiten.

Satz 13. Es sei V2 ein zweidimensionaler neutraler Vektorrawm mit symmetrischem
bilinearen Skalarprodukt iber einem Kérper K. Dann ist die spezielle orthogonale Gruppe

S0; :={g € Oz|det g =1} (23)

isomorph zur multiplikativen Gruppe K* wvon K, und die orthogonale Gruppe Os ist
halbdirektes Produkt einer zu Zo isomorphen Untergruppe mit dem Normalteiler SO,.

Beweis. Wegen char K # 2 kdnnen wir eine isotrope Basis 3;,3, von V? so wihlen,
dass (31,32) = 1/2 gilt. Fiir g € O setzen wir die Basisdarstellung

931 = 310 + 3208, 932 =317 + 320



2.2. VEKTORRAUME MIT SKALARPRODUKT 139

an und erhalten aus der Invarianz des Skalarprodukts die Bedingungen
af=7=0, ad + By =1. (24)

Ist also 8 = 0, so miissen § # 0 und v = 0 gelten; es folgt die Isomorphie

a 0 %
g: (0 a_l)GSOgr—uyGK. (25)

Fiir 3 # 0 ergeben sich analog o = 0, v = 37!, also

) 0O ~\_ (01 v 1o
g'<7‘10)<1 0)(0 v ) (26)
Somit ist O3 = SO3 U s(S03), wobei s die Transformation ist, die 3; mit 3, vertauscht;

man priift leicht nach, dass O halbdirektes Produkt von SO; = Ker det mit {idy,, s} =
Z2 ist. O

Ubung 12. Unter den Voraussetzungen von Satz 13 zeige man: Os ist genau dann abelsch,
wenn K zum Korper Z mod 3 aus 3 Elementen isomorph ist.

2.2.8 Tensoren. Volumenfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir die Biformen auf Tensorrdume ausdehnen und in Vektor-
rdumen mit Skalarprodukt Volumenfunktionen betrachten. Dazu setzen wir voraus, dass
der Skalarbereich ein Korper ist.

Ubung 13. Es sei K ein Korper und b eine alternierende oder o-hermitesche Biform iiber dem
Vektorraum V™. Man zeige: a) Die Biform b ist auf V™ nicht ausgeartet, wenn fiir jede Basis
(a;) von V"

det(b(ai, Clj)) #0 (27)

gilt. — b) Durch bilineare bzw. o-lineare und lineare Ausdehnung von

P

[TtEan) e (28)

1

b (1, @ B0, ©...81,) :

bzw.

B (T A AL 0 AL A = det(b(r,, 1)) (0<p<n) (29)
werden bilineare bzw. o-hermitesche Biformen auf den Tensorrdumen Q)" V", A” V" definiert
(vgl. auch Beispiel 11.8.3.4); die Biformen b®7, b(®) sind genau dann nicht ausgeartet, wenn
b nicht ausgeartet ist. — c) Ist b o-hermitesch, so gilt das auch fiir 65%” und b®. — d) Ist b

alternierend, so sind b®” und b® alternierend, falls p ungerade, und symmetrisch, falls p gerade
ist.

Es sei wie in Ubung 13 V" ein Vektorraum mit Skalarprodukt iiber dem Korper
K; UG, bezeichne seine Automorphismengruppe. Im allgemeinen ist nach (1.13) fiir
a € UG, nur ¢(N(a))N(a) = 1; will man also die Invarianz eines Volumens erreichen,
so muss man sich auf die spezielle unitire Gruppe

SUG,, :={a € UG,|N(a) =1} (30)
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einschranken. Es sei [.,...,.] eine Volumenfunktion und (a;) eine Einheitsbasis, d.h. es
gelten

[a1,...,0,) =1 und [gq,...,5,] = det(fi),

wenn r;, = ajéi die Basisdarstellung von ¢, k = 1,...,n, ist. Wir beweisen

Lemma 14. Es sei [V",(,)] ein Vektorraum mit Skalarprodukt iber einem Kérper K.
Firke Nundb, e V", k=1,...,k, gilt

det((b,,bx)) =0 (31)

dann und nur dann, wenn die Folge (b,.), k = 1,...,k, linear abhingig oder der von ihr
aufgespannte Unterraum isotrop ist.

Beweis. Aus der linearen Abhéngigkeit der b ergibt sich eine lineare Abhéngigkeit
der Spalten der Matrix ((b,, by)) und es folgt (31). Seien also die (b,) linear unabhingig;

dann folgt die Behauptung aus Ubung 13 (mit n =k, V" = £(by,...,bg), b= (,)). O

Lemma 15. Mit denselben Voraussetzungen wie in Lemma 14 sei (a,), k = 1,..., k, eine
Basis von W* C V", in WF sei [.,...,.] die Volumenfunktion, fir die [a1,...,az] =1
gilt (vgl. Satz 1.4.7.5). Ferner seien

=08 eWF kA=1,... k (32)
Dann gilt
det(<kax)\>) =a- [Xla e 7?}6] ' O—([xla cee 7?}(}]) (33)
mit
a = det({a,, ar)) = o(a). O (34)

Bemerkungen. 1. Ist W isotrop, so gilt « = 0, und (33) reduziert sich auf
det((r,,z\)) = 0. — 2. Ist 0 = idg und gilt a« = 1, was fiir orthonormierte oder sym-
plektische Basen stets der Fall ist, so ergibt sich die Formel 1.(6.3.8) fiir die Gramsche
Determinante. — 3. Ist K = R und die Basis (a,) pseudo-orthonormiert, so gilt a = (—1)¢,

[ der Index von Wk, und man erhilt die Formel

[517 ce axk]Q - |det(<kax}\>)|7

vgl. T1(8.3.47), wo allerdings die Absolutstriche vergessen wurden.

Folgerung 16. Ist in Lemma (15) k =n, also [.,...,.] eine Volumenfunktion in V", so
hangt die Konstante a nicht von der Wahl der Einheitsbasis (a;) mit [a1,...,a,] =1 ab.

Beweis. Ist (b;) eine weitere Einheitsbasis von V", so gilt nach (33) und (34)

b:.= det((bi, b]>) =q. O
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2.2.9 Allgemeines Vektorprodukt

Es zeigt sich, dass man auch den Begriff des Vektorprodukts und den es beschreibenden
Satz 1.6.3.2 (vgl. auch Ubung 11.8.3.14) weitgehend verallgemeinern kann:

Satz 17. Es sei V" ein Vektorraum dber einem Kérper K mit der o-Biform (,) als
Skalarprodukt (0 = idk, falls {,) bilinear). Ferner sei [.,...,.] eine Volumenfunktion
iber V". Dann gibt es zu jedem (n — 1)-Tupel (¢,), « = 1,...,n — 1, von Vektoren
¢ € V" genau einen Vektor c € V", der

(c,x) =[e1,... Cno1, 1] fir allex € V" (35)
erfillt.

Beweis. Weil das Skalarprodukt vermdge n € V +— (n,.) € V' eine o-lineare Bi-
jektion und die Volumenfunktion in jedem Argument linear ist, folgt unmittelbar die
Existenz des Vektors ¢, der durch das (n — 1)-Tupel (¢,) eindeutig bestimmt ist (vgl.
Definition 1.7.2). Dieser Vektor ¢ wird das Vektorprodukt der Vektoren ¢, genannt und
mit ¢; X ... X ¢,_1 bezeichnet. O

Satz 18. Unter den Voraussetzungen von Satz 17 hat das Vektorprodukt die folgenden
FEigenschaften:

1. Die Abbildung
n—1
(cq) € HV"»—»clx...xcn,leV"
ist o-linear in jedem Argument c,.

2. Diese Abbildung ist alternierend.

3. Es gilt ¢ X ... X ¢—1 = 0 genau dann, wenn die Folge (¢,), a =1,...,n—1, linear
abhdangig ist.

4. Das Vektorprodukt ist orthogonal zu jedem seiner Faktoren:
(61 X .. X epo1,60) =0, a=1,...,n—1. (36)

5. Es gilt
det({ca,cg)) = a(cy X ... X Cp_1,€1 X ... X Cp_1), (37)

wobei a die nach Folgerung 16 zur Volumenfunktion gehérende Konstante ist.

6. Das Vektorprodukt ¢y X ... X c,_1 ist isotrop genau dann, wenn der von den Foktoren
aufgespannte Unterraum £(c1,...,¢n—1) iSotrop ist.

7. Fiir unitare Transformationen g € UG,, ist

g(c1) x ... x g(en_1) =gleg X ... X cu_1)N(g™h). (38)
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Beweis. Die Eigenschaften 1. bis 4. folgen unmittelbar aus der Definition. Zum Beweis
von (37) wenden wir (33) auf (c1,...,¢n—1,¢) mit k =n, c=1¢; X ... X ¢,—1 an. Wegen
(36) folgt

det((ca,c5))(c, c) = alc, ¢)?;
dabei haben wir (35) mit ¢ = ¢ und (c,¢) = o((c, c)) benutzt. Ist ¢ = o0, so ist (37) nach
3. und Lemma 14 trivial. Nach 4. ist fiir ¢ # o der Unterraum W" ™' = £(¢c;,..., ¢, 1)

isotrop genau dann, wenn c¢ isotrop ist; denn c¢ ist zu wnt orthogonal. Damit gilt 6.,
und nach Lemma 14 folgt (37) aus der zuletzt hergeleiteten Gleichung. Zum Beweis von
7. setzen wir ¢ := g(c¢1) X ... X g(cp—1). Aus 1.(5.7.32) ergibt sich

&) = lg(c),- - 9(cn1),9(g7 @),
1, te1, 9 (@)IN(9),
¢.g ' (®))N(9),

g()N(g7 "), 2);

[
[
=
(

dabei haben wir (1.18) benutzt:
N(g™") =N(g)~ =o(N(g)) fiir g e UG,,. D (39)

Bemerkung. Da in R eine Ordnung existiert und man aus jeder positiven Zahl die
positive Wurzel ziehen kann, ist 5. aus Satz 1.6.3.2 eine im allgemeinen nicht mogliche
Spezialisierung von 5. aus Satz 18; aus demselben Grund ist die alte Eigenschaft 6.
im allgemeinen Fall nicht formulierbar, wihrend die neue Eigenschaft 6. fiir euklidische
Vektorrdume gegenstandslos wird.

Ijbung 14. Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen von Satz 17 seien die ¢;, i =1,...,n,
orthogonal. Man beweise: a) Ist (¢;) eine Einheitsbasis: [c1,...,¢,] = 1, so gilt

n
a = H(Ci, Ci>.
i=1

b) an einem Beispiel zeige man, dass die Umkehrung von a) nicht gilt.
c) Ist (ba), a=1,...,n — 1, eine orthogonale Folge von Vektoren mit (ba,ba) # 0, so ergénzt

b, := b/(b,b) mit b:=by x ... x by, (40)

die Folge (bs) zu einer Einheitsbasis von V™. — d) Fiir beliebige Vektoren r,,0; € V" gilt in
Verallgemeinerung von (37)

Ty X oo X T 1,0y X o x 9, ) = adet((x,, 0g))- (41)

(Hinweis. Man beachte die Linearitdt bzw. o-Linearitdt der in (41) auftretenden Funktionen in
sllen Variablen und benutze Basisdarstellungen.)

2.3 Projektive Geometrie einer Polaritat

In diesem Abschnitt betrachten wir o-hermitesche und speziell bilineare Skalarprodukte
aus projektiver Sicht. Hierdurch beschrinken wir uns auf Polaritdten; fiir die Unter-
suchung von ausgearteten Fillen gehe man wie in Ubung 1.9.7 zu einer Polaritéit auf
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einem Kegelschnitt {iber. Wir setzen in diesem Abschnitt stets voraus, dass ein rechter
Vektorraum V" 1! {iber einem Schiefkérper K, char K # 2, mit einem o-hermiteschem
Skalarprodukt (,) gegeben sei; mit P" bezeichnen wir den zu V' gehdrenden projekti-
ven Raum, und F sei die durch (,) definierte Polaritat, welche die moglicherweise leere
Quadrik @ = Qp bestimmt; PG,, = PG,,(F) sei die projektive Gruppe der Polaritét F'.

Natiirlich werden diese Voraussetzungen spiter noch weiter spezialisiert; so werden
wir in der zweiten Halfte dieses Abschnittes nicht ausgeartete, symmetrische Bilinearfor-
men (, ) betrachten

2.3.1 Die Quadrik einer Polaritit

Zur projektiven Deutung der mit dem Skalarprodukt zusammenhangenden Begriffe erin-
nern wir daran, dass der beziiglich (,) zu einem Unterraum W orthogonale Unterraum

W der durch die Polaritiit zugeordnete ist (vgl. (1.7.22)):
F:WePBr— F(W):=W*ecp.

Die total isotropen Unterrdume E sind gerade die in der Quadrik @ enthaltenen (Folge-
rung 1.9.15); ihre projektive Dimension erfiillt nach Folgerung 2.6 die Ungleichung

DimE < (n—1)/2. (1)

In Abschnitt 1.9 stellten wir fest, dass die isotropen Unterrdume die Quadrik @ in ihrem
Defektunterraum W, = W N W beriihren (Folgerung 1.9.19). Aus dem Satz 2.3 von
E. Witt folgt unmittelbar

Folgerung 1. Zwei Punkte a,b € P" sind PG, -dquivalent, wenn sie durch Vektoren
a,b € V reprasentiert werden kénnen, die

a = [CL], b= [bL <CL, a> = <b7b> (2)

erfillen. Dual dazu sind zwei Hyperebenen A, B C P" PG, -dquivalent, wenn sie durch
Gleichungen
A: {a,r) =0, B: (b,r)=0

mit PG, -iquivalenten Polen A* = [a], B = [b] dargestellt werden kénnen, fir deren
reprasentierende Vektoren (2) gilt. Speziell wirkt PG,, transitiv auf den Punkten und den
Tangentialhyperebenen von Q. O

Im néchsten Abschnitt 2.4 werden die Orbits von Punkten, allgemeiner von Punkt-
folgen, genauer betrachtet. Wir beschrinken uns hier auf das folgende

Beispiel 1. Es seien K = Rund F' = F, ;1 eine Polaritét vom Index 1,0 <[ < (n+1)/2.
Im Fall 0 <1 < (n+1)/2 gibt es drei Orbits von PO(l,n+1—1) in P™:

Q = {z=[]eP"(1) =0},
I(Q) = {x=[]eP"[(xr) <0},
AQ) = {x =[] e P"|(x,r) > 0}.
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Die Menge I(Q) heifft das Innengebiet und A(Q) das Aufengebiet der Quadrik. Bei
geeigneter Normierung kénnen wir wegen (x)\,rA\) = (r,r)\? die Punkte x stets durch
Vektoren ¢ reprisentieren, die

(t,r) =0, (r,r) = —1 oder (r,r) =1 3)

erfilllen.Im Falle [ = 0 gelten Q = I(Q) = 0 und A(Q) = P"; die Gruppe PO(n + 1)
wirkt transitiv auf dem P". Die durch diese Wirkung auf dem projektiven Raum be-
stimmte Geometrie heifst die elliptische Geometrie, wir werden uns weiter unten noch
ausfiihrlich mit ihr befassen. Ist [ = 1, so liegt der Punkt = in I(Q) genau dann, wenn
seine Polare F'(x) die Quadrik Q nicht schneidet. Fiir alle I mit 0 < [ < (n+1)/2 liegt ein
Punkt x genau dann in A(Q), wenn seine Polare F'(x) die Quadrik @ in einer Quadrik
F(x)NQ vom selben Index [ schneidet, wihrend die Polare F'(x) eines Punktes x € I(Q)
die Quadrik @ in einer Quadrik vom kleineren Index trifft; zum Beweis geniigt es, eine
pseudo-orthonormierte Basis an die Unterriume x und x* = F(zx) anzupassen und den
Tragheitssatz von Sylvester anzuwenden. Der Fall [ = (n + 1)/2 hat eine gewisse Son-
derstellung, vgl. Beispiel 1.3 und Ubung 1. Die beschriebenen Eigenschaften der Polaren
in der reellen projektiven Geometrie werden von M. Stary [73] zum Ausgangspunkt der
Definition von Innen- und Aufsengebiet einer Quadrik bei beliebigem Grundkoérper K mit
char K # 2 gemacht. O

Ubung 1. Es sei Q C P"(R) eine nicht ausgeartete Quadrik. Man zeige, dass es genau dann
eine Projektivitit a € PO(I,n+ 1 —1) gibt, die das AuRengebiet A(Q) in das Innengebiet 1(Q)
iiberfiihrt und umgekehrt, wenn fiir den Index ! der () bestimmenden Polaritit | = (n + 1)/2
gilt.

Ubung 2. Wir betrachten den pseudo-euklidischen Vektorraum V = V™! vom Index I,
0 <1< (n+1)/2. Man zeige, dass die zugehérige Quadrik Q; C P"(R) als Orbitraum

Ql ~ (Slfl % Snil)/zg

dargestellt werden kann, wobei Z» = {%idy, } gilt und St=1 sn=! Hypersphiren in zwei zu-
einander komplementiren Unterriumen von V sind. (Hinweis. Man schreibe die Gleichung der
Quadrik in der Gestalt

l n+1
a2 k|2
Sl = >0 (4)
a=1 k=l+1
wobei die z%, i = 1,...,n + 1, homogene Koordinaten des Punktes € Q sind.) Speziell ist

Q1 ~ S™"! eine Hypersphire des projektiven Raums P"(R). Aus einfachen differentialgeome-

trischen Uberlegungen folgt, dass die nicht leeren, nicht ausgearteten Quadriken @Q; kompakte,
zusammenhéingende Hyperflichen in P"(R) sind.

Ubung 3. Man zeige: Unter den Voraussetzungen von Ubung 2 sind Innen- und Aufengebiet
einer Quadrik Q; offene, zusammenhéngende Teilmengen von P"(R).

Ubung 4. Es sei V" der n-dimensionale pseudo-euklidische Vektorraum vom Index [. Mit
Ep k,s,a bezeichnen wir die Menge der k-dimensionalen Unteriume H* C V", auf denen das
Skalarprodukt den Index s und den Defekt d hat; dabeiist 0 < s, 0 < d, s + d < k. Wir setzen
p:=k —s—d. Man zeige:F, i s,q ist genau dann nicht leer, wenn s +d <lund p+d <n —1
gelten.
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Beispiel 2. Es sei P"(C) der komplex-orthogonale projektive Raum mit der durch ein
bilineares Skalarprodukt (,) gegebenen Quadrik Q. Da man jeden Punkt € P" \ @
durch = = [t],r € V mit (¢, r) = 1 darstellen kann, wirkt G := PO(n+1, C) transitiv auf
Q@ und auf P"\ Q. Die Grafimann-Mannigfaltigkeit P,, ;, der k-Ebenen zerfallt unter der
Wirkung von G in endliche viele Orbits, die durch den Rank r von (,)|W x W auf den
zugehorigen (k 4+ 1)-dimensionalen Unterrdumen W C V (oder dquivalent durch deren
Defekt d = k — r 4+ 1) gekennzeichnet werden.O

Ubung 5. Unter den Voraussetzungen von Beispiel 2 zeige man: Fiir jedes d € N, das 0 < d <
(n+1)/2 und d < k + 1 erfiillt, gibt es Unterriume W*' ¢ V"t yom Defekt d. Fiir die
Dimensionen n < 4 diskutiere man alle Lagebeziehungen von k-Ebenen zur Quadrik Q).

Ubung 6. Man gebe einen Homdomorphismus der GraRmann-Mannigfaltigkeit G2(R"*!) der
orientierten zweidimensionalen Unterrdume des (n + 1)-dimensionalen reellen Vektorraumes auf
die Quadrik @ C P"(C) aus Beispiel 2 an. Hinweis. Man betrachte den komplexen Vektorraum
C"*! von P"(C) als Komplexifizierung des reellen euklidischen Vektorraum R"*! bei bilinearer
Ausdehnung des Skalarprodukts. Ist (a1, a2) eine positiv orientierte, orthonormierte Basis von
U? C R™"| so rechtfertige man die Definition des Homéomorphismus o(U?) := [a1 + d2i]c
und iberpriife die Behauptung.

Beispiel 3. Die hermiteschen Skalarprodukte vom Index [ in den projektiven Geome-
trien {iber C und H ergeben ein zur pseudo-orthogonalen Geometrie in vielen Punkten
dhnliches Bild. Die Gleichung der Quadrik @; ldsst sich wieder in der Gestalt (4) schrei-
ben, wobei jetzt natiirlich das Normquadrat beziiglich C bzw. H zu betrachten ist. Gilt
I =0, so ist die Quadrik Qo = ) wieder leer, und die projektiv-unitire Gruppe PU (n+1)
bzw. PSp(n+1) wirkt transitiv iiber dem projektiven Raum P™. Andernfalls lassen sich
wie in Beispiel 1 Innen- und Aufengebiet von ) definieren. Geht man zu den Reellifizie-
rungen {liber, so entsteht aus (4) eine Gleichung in den reellen Koordinaten, die wieder
bereits in der Normalform (4) mit K = R erscheint; fiir jedes Betragsquadrat sind zwei
bzw. 4 reelle Quadrate zu schreiben. In der Reellifizierung haben wir also Spezialfél-
le der in Beispiel 1 betrachteten Quadriken. Im komplexen Fall ist das Urbild 6~1(Q;)
bei der Hopfschen Faserung 6 : P*"T!'(R) — P"(C), vgl. (1.10.3), eine Hyperquadrik
Qo C P (R), wihrend im quaternionischen Fall die Quadrik @; als Urbild bei der
Hopfschen Faserung 6 : P*""3(R) — P"(H) eine reelle Hyperquadrik Q4 hat. Bei Ein-
schriankung der Hopfschen Faserungen auf diese Quadriken ergeben sich entsprechend
Faserungen von 9 iiber ;(C) durch eindimensionale und von Qg iiber Q;(H) durch
dreidimensionale reelle projektive Ridume. Im einfachsten Fall (I,n) = (1,1) ist Q1(C)
der Kreis
2% = |2']%, dh [¢] = |21/ =1

auf der Riemannschen Zahlenkugel S? = P'(C), und #~(Q;(C)) ist die durch

beschriebene Quadrik Q» C P?(R). Man beachte, dass durch die Polaritiit bei Einschriin-
kung der Skalare kompliziertere Strukturen auf den Urbildrdumen induziert werden, als
nur die den angegebenen (reellen) Quadriken entsprechenden Polaritdten (vgl. Beispiel
1.10.12 und Ubung 1.10.16). O



146 KAPITEL 2. CAYLEY-KLEINSCHE GEOMETRIEN

Beispiel 4. Uber die Quadriken, die zu den quaternionisch-schiefhermiteschen Pola-
rititen H, von P" '(H) gehoren, scheint wenig bekannt zu sein. Bezeichnet b die
H,, bestimmende schiefhermitesche Form, so erhilt man wegen b(r,x) € R* durch
(r,r) = —ib(z,r) = 0 drei quadratische Gleichungen in reellen Koordinaten; die hierdurch
bestimmte Quadrik wird also eine reell (4n—7)-dimensionale reelle Untermannigfaltigkeit
des reell (4n — 4)-dimensionalen Raums P" ' (H) sein. Geht man in den Formeln (1.36)
und (1.37) oder den dazu &quivalenten (1.38), (1.39) zur Reellifizierung von V¢, also
zu den reellen Koordinaten {iber, so erkennt man, dass diese reelle Untermannigfaltigkeit
der Durchschnitt von drei reellen Hyperquadriken vom Index 2n ist. Im Fall n = 2 ergibt
sich ein Kreis in S* = P'(H), vgl. Beispiel 1.9.7. O

2.3.2 Effektivitat

Wir betrachten nun wieder eine allgemeine Polaritdt ' und wollen gewisse Effektivitats-
aussagen iiber die Wirkungen ihrer projektiven Gruppe PG, (F) beweisen.

Satz 2. Es sei F' eine durch die o-Biform (,) definierte Polaritat des P", n > 2; die
entsprechende Quadrik Qr sei nicht leer. Gilt dann fir ein g € PG, (F)

9|Qr =idgy,
50 ist g = id pn.
Beweis. Wir gehen zu dem rechten Vektorraum V™, m = n + 1, mit dem o-

hermiteschem Skalarprodukt (,) {iber und haben folgende, zu Satz 2 dquivalente Aussage
zu beweisen:

Satz 3. Gibt es in V', m > 2, isotrope Vektoren und gilt fir ein g € CUG,,, dass fir
jeden isotropen Vektor v € V' eine Beziehung

go = vey mit ¢y € K*
erfillt ist, so ist g = idy, -c fiir ein gewisses c € Z(K)*.

Beweis. Nach Lemma 2.4 gibt es zu jedem isotropen Vektor v einen davon linear
unabhéngigen isotropen Vektor o € V, der (v,0) = 1 erfiillt. Dann ist die lineare Hiille
W? := £(v,0) ein nicht isotroper Unterraum, und es gilt V. = W & W. In dem
ebenfalls nicht isotropen Unterraum W~ wihlen wir eine Basis (b,), o = 1,...,m — 2,
die wenigstens einen nicht isotropen Vektor, etwa by, enthilt. Wir setzen A\, := (b, ba)

und
0q = by — 0Ao /2 + 0. (5)

Man rechnet leicht nach, dass die Vektoren v, isotrop sind. Nach Voraussetzung gibt es
Elemente c, ¢, c, € K* mit

go = vc, gb = B¢, gy = VaCe, a=1,....,m — 2.
Wenden wir diese Beziehungen auf die Definition (5) der v, an, so folgt

gVa = gba —goA,/2+ go = (b — 0No/2 + 0)ca
= gby —08As/2+0c,a=1,...,m—2.
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Da m > 2 ist, gibt es wenigstens eine derartige Relation. Weil nun ¢ die Orthogonalitét
und den Unterraum W, also auch W, invariant lisst, und die Vektoren v, 0, by, ..., b2
eine Basis von V bilden, erhilt man durch skalare Multiplikation mit b die Gleichungen
¢ = Cq, und aus der Invarianz von W folgt gb, = bec, also g|WL = ldpye e Da g
linear ist, folgt ¢ € Z(K)*. Aus dem Vergleich der Koeffizienten des Vektors 0 ergibt sich
schliefilich

Aa/2 = (Aa/2)c=c(Aa/2),

also fiir « = 1 wegen \; # 0 die Behauptung ¢ = c und g = idy, c. O
Ubung 7. Man zeige, dass die Aussage von Satz 2 fiir n = 1 im allgemeinen nicht gilt.

Satz 4. Es sei K ein Schiefkorper der Charakteristik char K # 2,3, oder es sei n > 1.
Sind fiir die einem o-hermiteschen Skalarprodukt entsprechende Polaritat F alle micht
zur Quadrik von F gehirenden Punkte x € P" \ Qp Fizpunkte der Transformation
g € PG,(F), soist g =idpn.

Beweis. Ist Q = Qr = 0, so ist die Behauptung trivial. Es gelte nun n > 1, und
es sei v = [v] € Q. Nach Lemma 2.4 gibt es einen zweiten isotropen Vektor b mit
(b,6) = 1. Der Raum W? := £(v,0) ist als neutraler ein nicht isotroper Unterraum.
Wegen dim V' > 2 gibt es in dem ebenfalls nicht isotropen Unterraum W+ einen nicht
isotropen Vektor a # 0. Dann ist auch b = v + a nicht isotrop, und nach Voraussetzung
gibt es a,b € K mit

g(a) =aa, g(b) = g(v) + g(a) = bb,

also auch
g(v) =g(b) — g(a) = (v +a)b —aa =vb+a(b — a).

Weil v isotrop ist, gilt das auch fiir g(v), und es folgen a = b und g(v) = vb. Daher bleibt
der beliebig gewahlte Punkt v = [v] € @ ebenfalls fest, und es folgt die Behauptung.
Es sei nun n = 1, Q # ), und seien b, 0 wie oben definiert. Dann ist

by:=b+40,0_:=0—0 (6)
eine orthogonale Basis von V2 mit
(04,04) =—(v_,0_) =2. (7)
Wir betrachten die Punkte
c(t):=[oy +v_tje P, te K.

Fiir ihre Vektoren c(t) gilt

(e(t),c(t)) = 2(1 — o (t)t);
denn es ist 2 € Z(K): 2 gehort ja zum Ring Z1 C Z(K). Wegen char K # 2,3 gibt
es ein t, € Z1 mit ¢, # 0,—1,1. Weil nun fiir alle ¢ € Z1 offenbar o(t) = ¢ gilt,
ist ¢, = [c(to)] € Q, ¢ = c(to) # b4, ¢, # v_. Nach Voraussetzung gibt es Skalare
by,b_,c € K* so, dass

g(oy) =04y, g(o-) =v_b_,g(c,) = coc
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gelten. Andererseits ist
g(co) = g(by) +g(v_)to =03y +0_b_t, = (b4 +0_1,)c.

Ein Koeffizientenvergleich ergibt ¢ = by, b_t, = t,c. Wegen t, # 0, t, € Z1 C Z(K)
folgt by = b_ = c. Da (v, v_) eine Basis von V2 ist, erhalten wir wieder fiir die lineare
Abbildung g = idy, ¢, also projektiv g = id p. O

Bemerkung. Ist K ein Korper, so geniigt es, die Existenz von n + 2 Fixpunkten von
g in allgemeiner Lage nachzuweisen, vgl. Satz 1.3.14. Die Formel (1.3.35) mit f = g,
a; = a;, € = e ergibt g = id pn.

2.3.3 Orthogonale Geometrie. Spiegelungen

In diesem Abschnitt wollen wir hauptséchlich die von E. Artin [3] orthogonal genannten
Geometrien betrachten. Es sei also eine durch ein bilineares Skalarprodukt (,) definierte
Polaritét F' gegeben, wobei der Skalarbereich K notwendig ein Korper ist. Die Isotropie-
gruppe des auf einem n-dimensionalen Vektorraum V" gegebenen Skalarprodukts wird
mit O, = O,({,)) bezeichnet und orthogonale Gruppe genannt. Die wichtigsten Spezi-
alfille sind die reellen Gruppen O(n), O(l,n — ) und die komplex-orthogonale Gruppe
O(n,C).

Fiir die Zwecke dieses Abschnittes wollen wir den schon in Beispiel 1.4.6 eingefiihrten
Begriff einer Spiegelung spezialisieren. Es sei W"~' C V" ein nicht isotroper (n-1)-
dimensionaler Unterraum; dann ist sein orthogonales Komplement W+ ein nicht iso-
troper, eindimensionaler Unterraum, den wir die Normale von W nennen; jeder Vektor
ne W, n o, ist ein Normalenvektor von W. Die direkte Zerlegung V.= W @ W+
bestimmt dann nach Beispiel 1.4.6 eine Spiegelung

Sw:xO+Xn€V'—)x07Xn€Va (?OGWaanWL)a

welche wir orthogonale Spiegelung an dem nicht isotropen (n-1)-dimensionalen Unterraum
W" ! nennen; in diesem Abschnitt wollen wir unter einer Spiegelung stets eine derartige
orthogonale Spiegelung verstehen. Ist n, (n,n) = p # 0, ein Normalenvektor von W, so
gilt

swit=r€Vi—sw()=r—n-2(nr)/p. (8)

Eine einfache Rechnung zeigt sy € O,. Die entsprechenden projektiven Abbildungen
werden ebenfalls orthogonale Spiegelungen genannt. Offenbar ist die Norm (Determinante;
vgl. 1(5.7.30)) einer Spiegelung stets N(sy ) = —1. Wir beweisen nun einen Satz, der die
Aussage von Lemma I1.8.10.6 verscharft(vgl. E. Artin [3], Theorem 3.20):

Satz 5. Es sei V" ein Vektorraum iber einem Kérper K, char K # 2, und (,) ein sym-
metrisches bilineares Skalarprodukt iber V™. Dann lasst sich jede orthogonale Transfor-
mation g € O,, als Produkt von r < n Spiegelungen darstellen.

Beweis. Ist n = 0,1 oder g = idy, so ist die Behauptung trivial. Wir nehmen an,
dass der Satz schon fiir alle natiirlichen Zahlen m < n bewiesen sei, und fiihren einen
Induktionsbeweis in vier Schritten.

1. Es moge ein nicht isotroper Vektor a € V' \ {0} existieren, der g(a) = a erfillt,
und es sei W := (aK)* der zu a orthogonale Unterraum. Da a nicht isotrop ist, erhalten
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wir die orthogonale Zerlegung V= W @ aK in g-invariante, nicht isotrope Unterrdume.
Nach Induktionsvoraussetzung finden wir r < n —1 Spiegelungen s,, an Hyperebenen U,
von W so, dass g|W = §.0...035; gilt. Dann ist nach Ubung 2.5 s, := 5, +idax € Oy;
diese Abildung ist eine Spiegelung an dem Unterraum W, := U, @ aK, und es gilt
g=25r0...08 mit r <n—1.

2. Es moOge nun ein nicht isotroper Vektor a € V' \ {0} existieren, fiir den b :=
g(a) — a # o nicht isotrop ist; sei s die Spiegelung an dem ebenfalls nicht isotropen
Unterraum W := (bK)*. Wegen

{9(a) +a,9(a) —a) = (g(a), g(a)) — (a,a) =0

ist g(a) + a € W. Daher gelten

s(g(a) —a) = —g(a) +a, s(g(a) +a) = g(a) + a,

und durch Addition folgt sog(a) = a fiir den nicht isotropen Vektor a # 0. Nach 1. kénnen
wir sog als Produkt von r < n Spiegelungen s, darstellen, und damit ist g = sos,0...05;
ein Produkt von r + 1 < n Spiegelungen.

3. Wir behandeln nun den Fall dim V' = 2. Nach 1. und 2. gilt die Behauptung, wenn
V keine isotropen Vektoren enthilt. Sei also v € V ein isotroper Vektor. Nach Lemma
2.4 finden wir eine isotrope Basis (v,0) von V mit (b,0) = 1. Da jeder isotrope Vektor
von V zu v oder © proportional sein muss, gibt es fiir g € O» nur folgende Méoglichkeiten:

a) go =100, gb =041,
b) gb =10p3, go =081

Im Fall a) ist g(v + 93) = b + 03 ein nicht isotroper, bei g fester Vektor, und nach 1.
gilt die Behauptung. Im Fall b) kénnen wir 3 # 1 voraussetzen, weil sonst g = idy gilt.
Dann sind die Vektoren a := v + 6 und

gla) —a=v(f-1)+0(37" ~ 1)

nicht isotrop, und die Behauptung folgt aus 2.

4. Wir kénnen nun annehmen, dass dim V' > 3 ist, dass jeder nicht isotrope Vektor
a € V nicht invariant ist: g(a) # a, und dass fiir ihn g(a) — a isotrop ist. Hieraus lasst
sich schlieffen, dass g(a) — a sogar fiir alle a € V isotrop ist. Ist ndmlich v € V isotrop,
so ist auch der (n — 1)-dimensionale Unterraum (vK)' isotrop, und sein Defekt ist 1.
Daher gibt es einen nicht isotropen Vektor a € (vK)L. Es gelten also

(a,a) # 0 und (a4 ve,a+vc) = (a,a) #0
fiir alle ¢ € K. Nach unserer Annahme sind die Vektoren g(a) — a und
g(a+vc) — (a+vc)=g(a) —a+ (g(v) —v)c
isotrop. Fiir das Skalarquadrat des letzten Vektors gilt also
0 =2(g(a) — a,9(v) — v)c + (g(v) — v, g(v) —v)c*.

Setzen wir hier ¢ = %1 ein und addieren die beiden so entstehenden Gleichungen, so folgt
(g(b) —v,g9(v) —v) =0, und g(v) — v ist isotrop.
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Aus dem Bewiesenem folgt, dass das Bild W := (g—idy)(V') # {0} ein total isotroper
Unterraum von V ist. Es sei nun a € V und b € W*. Dann ist

0=(g(a) —a,9(b) = b) = (g(a), (b)) — (a,9(b)) — {g(a) — a,b).
Wegen (g(a), g(b)) = (a,b) und b € W+ folgen
(9(a) —a,b) =0, (a,b—g(b)) = 0.

Da die letzte Gleichung fiir alle a € V' gilt, ergibt sich g(b) = b, also g|W* = idy;.. Da
nach unserer Annahme kein nicht isotroper Fixvektor existiert, muss W ebenfalls ein
total isotroper Unterraum sein.

Nach Folgerung 2.6 ist

dim W < n/2, dim W <n/2,
und wegen dim W + dim W+ =n und W ¢ W+ folgen
dim W = dim W+ =n/2 und W = W+,

Nach Satz 2.5 muss also V ein neutraler Raum und speziell n = dim V' = 2r gerade
sein. Der Automorphismus ¢ lisst jedes Element von W = W fest und hat daher die
Form (2.21). Folglich gilt N(g) = 1. Hieraus ergibt sich, dass fiir einen neutralen Raum
V% und jedes g mit N(g) # 1 die Behauptung erfiillt ist. Es sei nun s eine beliebige
Spiegelung und g € O,, ein Element mit N(g) = 1. Dann gilt N(sog) = N(s)-N(g) = —1,;
folglich gibt es eine Darstellung so g = sp o...08; von s o g als Produkt von k < 2r
Spiegelungen. Da N(so g) = (—1)* = —1 ist, muss k ungerade und daher kleiner als
2r sein. Hieraus folgt: g = s o s; o...0 s; ist als ein Produkt von héchstens n = 2r
Spiegelungen dargestellt. O

Folgerung 6. Fiir alle g € O,, gilt N(g*) = 1. Die spezielle orthogonale Gruppe
S0, :={g € O,|N(g9) =1}

besteht aus allen denjenigen orthogonalen Transformationen, die sich als Produkt einer
geraden Anzahl von Spiegelungen darstellen lassen. O

Man nennt die Elemente g € SO,, auch eigentliche und die aus O,,\ SO,, uneigentliche
Bewegungen, oder Drehungen bzw. Drehspiegelungen.

Folgerung 7. Ist g € O, als Produkt von r < n Spiegelungen darstellbar, so hat der
Raum der Fizvektoren U := {r € V" |gr =t} mindestens die Dimension dimU > n — r.
Ist also n ungerade (bzw. gerade), so hat jede eigentliche (bzw. uneigentliche) Bewegung
g wenigstens einen Fizvektor t # o, also einen Fizpunkt in P (V).

Beweis. Ist g =5, 0...0s51, s, die Spiegelung an WZ_I, so gilt fiir alle

relU, = h w,
p=1
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jedenfalls g(r) = r. Durch Induktion beweist man leicht dimU}) > n — k, und wegen
U D U, folgt dimU > n — r. Wenn n ungerade ist, muss also fiir jede eigentliche
Bewegung dimU > 1 gelten, und wenn n gerade ist, gilt das fiir jede uneigentliche
Bewegung. O

Ubung 8. Es sei g € O, ein Element, das nicht als Produkt von weniger als n Spiegelungen dar-
gestellt werden kann. Man zeige, dass dann das erste (oder letzte) Element in einer Darstellung
g = Sn 0...0 s als eine beliebig vorgegebene Spiegelung s gewédhlt werden kann.

Ubung 9. Es sei g € O,, eine Involution. Man zeige: a) Die Zerlegung V" = W1 @ W _; in die
Eigenunterrdume der einzig moglichen Eigenwerte £1 ist orthogonal. — b) Die Eigenunterrdume
W1, W _;1 sind nicht isotrop. — ¢) Es gibt keine orthogonale Spiegelung an einer isotropen
Hyperebene. (Vgl. Beispiel 1.4.6.)

Ubung 10. Man zeige: a) Ist g € O,, und gilt g|W"~! = idy fiir eine isotrope Hyperebene
W C V7" soist ¢ = idv. (Hinweis. Man wende Lemma 2.4 auf einen Vektor v # o des
Defektunterraums von W an.) — b) Sind g,h € O,, und ist U"~! C V" eine Hyperebene, fiir
die g|U = h|U gilt, so ist g = h oder g = sy o h; ist U isotrop, so ist g = h.

Nach Ubung 9 gibt es keine orthogonalen Spiegelungen an isotropen Hyperebenen.
Dieser Sachverhalt wird in dem folgenden Satz verallgemeinert:

Satz 8. Es sei V" ein Vektorraum mit einem symmetrischem, bilinearen Skalarprodukt

(,) und p : U — U ein Isomorphismus des Unterraums U auf den Unterraum U (vgl.
Definition 2.2). Man kann genau dann (nach dem Satz von E. Witt existierende) Fort-
setzungen g € O,, von ¢ mit beliebig vorgegebener Norm N(g) = £1 finden, wenn gilt

dimU + defU < dim V. (9)
Beweis. Sind g1, g2 € O,, Fortsetzungen mit verschiedener Norm, so ist
g:=95' 001 €0,

eine Abbildung mit der Norm N(g) = —1, welche ¢g|U = idy erfiillt; es ist also zu zeigen,
dass man idy genau dann zu einer uneigentlichen Bewegung fortsetzen kann, wenn (9)
gilt. Wir zerlegen U = U, ® U; in eine orthogonale Summe seines Defektunterraums
U, und eines Komplements U;. Dann ist U; nicht isotrop; in U7 gibt es einen total
isotropen Unterraum [70, dim ﬁo =dimU,und U, ® ljo nicht isotrop (nach Satz 2.5).
Offenbar ist dimU @ U, = dimU + def U, und U @ U, ist nicht isotrop. Wenn (9)
gilt, gibt es eine nicht isotrope Hyperebene Wl o Us Uo, und die Spiegelung sy
an dieser Hyperebene erfiillt N(sy) = —1 und sw|U = idy. Es sei nun umgekehrt
dimU +defU = n. Dann ist V" = U0®U = ﬁO@UOGBUl. Da ﬁO@UO = Uf‘ ein
neutraler Raum ist und U, C U gilt, ist g|U7 eine Abbildung, welche die Bedingungen
aus Ubung 2.11 erfiillt. Wegen ¢|U; = idy, folgt

N(g9)=N(g|U))-N(glU)=1. O
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Ubung 11. a) Man stelle die Gleichungen der Quadriken Qr auf, die zu den in Satz 1.9.4 klassi-
fizierten reellen autopolaren Abbildungen gehéren. — b) Man bestimme die maximale Dimension
der in @ r enthaltenen projektiven Unterrdume. — c) Man zeige, dass man jeden Typ dieser Qua-
driken Qr C P™ als Schnitt Qr = P™NQ einer n-Ebene P™ C P mit einer geeigneten Quadrik

Q eines groferen projektiven Raums P erhalten kann, und bestimme den kleinsten Wert von
N (in Abhéngigkeit von n und vom Typ von F), fiir den eine solche Darstellung mdoglich ist.

Ubung 12. Es sei (ao, ..., ax) ein Polarsimplex der Polaritit F' des n-dimensionalen projekti-
ven Raumes P". Bezeichnet s; die Spiegelung an der i-ten Seite F'(a;) des Polarsimplexes, so
beweise man

$)0810...08, =idpn .

2.4 Invarianten endlicher Konfigurationen

Wie in Abschnitt 2 dieses Kapitels gehen wir von einem Vektorraum mit Skalarprodukt
[V, (,)] aus, der die absolute symmetrische Autokorrelation F' der zugehdrigen projek-
tiven Geometrie bestimmt. Thre projektive Isotropiegruppe bezeichnen wir wieder mit
PG, = PG, (F). Wirtkt PG,, als Transformationsgruppe auf einer Menge M, so er-
gibt sich nach dem Erlanger Programm von F. Klein [51] die Aufgabe, die Orbits dieser
Wirkung durch Invarianten zu beschreiben. In diesem Abschnitt betrachten wir einige
Spezialfille dieser Aufgabe fiir Transformationsgruppen, die sich in naheliegender Weise
aus der Wirkung von PG, iiber P" als Isotropiegruppe von F ergeben: Die Elemente
der Menge M sollen sich durch endlich viele projektive Unterrdume von P™ beschreiben
lassen. Wir nennen sie daher endliche Konfigurationen. Die Wirkung eines Elementes
g € PG, auf eine Konfiguration ergibt sich aus der simultanen Wirkung von ¢ auf die
Komponenten der Konfiguration, also der Unterrdume, die die Konfiguration definieren.
Wir beginnen mit der Untersuchung von Punktfolgen. Die Dualisierung der Ergebnisse
mit Hilfe der Polaritdt F fiihrt auf Invarianten fiir Hyperebenen, die daher in diesem
Abschnitt nicht speziell betrachtet werden miissen. In den néchsten Abschnitten, bei der
Darstellung der elliptischen und hyperbolischen Geometrien, wird sich zeigen, dass der
Abstand von Punktepaaren und der Winkel zwischen zwei Hyperebenen zueinander dua-
le Begriffe sind. In diesen metrischen Geometrien und in der Mobius-Geometrie werden
wir die Invarianten von Paaren von Unterrdumen beliebiger Dimensionen beschreiben.

2.4.1 PG,-Kongruenz endlicher Punktfolgen
Die Wirkung von PG, auf den Punktfolgen wird definiert durch

g: (z1,...,2) € (P — g(zmy,...,x) := (g1,...,921) € (P (g € PG,). (1)

Hier bezeichnet (B)* das k-fache Mengenprodukt der Menge B. Punktfolgen, die durch ei-
ne derartige Transformation ineinander iibergehen, werden kongruent oder genauer PG, -
dquivalent genannt. Diese Redeweise wenden wir entsprechend auch bei anderen Trans-
formationsgruppen an. Um nicht sténdig Sonderfélle ausschlieffen zu miissen, schrinken
wir die Wirkung auf die offenbar PG,,-invariante Teilmenge der aus lauter verschiedenen
Punkten bestehenden Folgen ein; es sei also fiir eine beliebige Menge B

My(B) == {(21,...,21) € (B)*|z, # x, fiir p# v}. (2)
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Aus der Invarianz der Dimension und Lemma 1.1 ergibt sich sofort die folgende notwen-
dige Bedingung

Satz 1. Dafiir, dass zwei k-Tupel (x,.), (y,) € Mx(P") kongruent sind, miissen folgende
Bedingungen erfullt sein:
a) Fiir alle py mit 1 < p1 <...<p <k, 1 <1<k gilt

Dimz,, V...Vx, =Dimy, V...Vy,. (3)

b) Es gibt ein k € Z(K)* mit o(r) = k, und es gibt Vektorent,,v, € V"t so, dass
Ly = [x,u]vy,u = [U,u] und

(Do) = K{xur,) firl<p<v<k
gelten. O

Dass diese Bedingungen nicht hinreichend sind, zeigt

Beispiel 1. Es sei K = R und Fjy 2 die Polaritédt des P? vom Index 2. Dann gibt es
eine total isotrope Gerade H' ¢ Q. Man findet zwei Quadrupel (®u), (y,) € My(H?Y),
deren Doppelverhaltnisse nicht {ibereinstimmen; sie kdnnen also durch keine Projektivitit
ineinander transformiert werden. Andererseits sind fiir zwei beliebige derartige Quadrupel
die Bedingungen a), b) aus Satz 1 erfiillt. Ein analoges Beispiel kann man mit zwei
isotropen Geraden des dreidimensionalen projektiv symplektischen Raumes konstruieren.
O

Fordert man zuséatzlich, dass die projektive Hiille der betrachteten Punktfolgen nicht
isotrop ist, so kann man die folgende Bedingung fiir die Kongruenz zweier Punktfolgen
beweisen:

Satz 2. Es seien (x,),(y,) € My(P") zwei Punktfolgen, welche die Bedingungen a), b)
aus Satz 1 erfillen. Gilt auflerdem:

¢) Die projektive Hiille ©1 V ...V xy, ist nicht isotrop,
so gibt es einen projektiven Isomorphismus

prx1V...Vap — Yy, V...Vy, (4)

mit den Eigenschaften
w(mﬂ):y#aﬂzlv"'ak7 (5)
(p(x), p(n)) = K(x,v) fir alle x,9 € T V...V Ty (6)

Ist Dimxq V...V x, = n, oder gilt
d) Es gibt ein p € Z(K)* als Lésung von o(p)p = K,
so sind die Punktfolgen kongruent.

Beweis. Es seien X := x1 V...V x; und m := Dim X. Dann gibt es in der Folge
(x,) m + 1 Punkte, die ihre projektive Hiille erzeugen. Die (nach b))entsprechenden
Vektoren, sagen wir

40 1= Lpgs - Om =Ly,
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bilden dann eine Basis von X. Aus der Bedingung a) folgt, dass dann die Vektoren

bo = =19,0s---bm =1,

eine Basis des Raums Y := y; V...V y, sind. Wir betrachten den durch die Bilder der
Basis ¢(a,) := b, definierten linearen Isomorphismus ¢ : X — Y. Aus der Bedingung
b) folgt unmittelbar, dass die Gleichung (6) erfiillt ist. Wir beweisen nun (5). Es seien
r=1t,, 9y =1, zwei der einander entsprechenden, nach b) die Punktfolgen bestimmenden
Vektoren. Ihre Basisdarstellungen in X bzw. Y seien

m m
v= D auat n=) buy".
n=0 u=0

Multiplizieren wir diese Basisdarstellungen von links skalar mit a, bzw. b,, so folgen

(a,1) = Y (a2, v=0,.m
n=0

<bVaU> = Z<byybu>y#, I/:O,...,m.
n=0

Da alle in dem zweiten Gleichungssystem auftretenden Vektoren den dariiber stehenden
in unseren Punktfolgen entsprechen, konnen wir auf das zweite System die Bedingung b)
anwenden und erhalten nach Kiirzen des Skalars k ein Gleichungssystem mit denselben
Koeffizienten wie das erste. Weil nach der Bedingung c) der Raum X nicht isotrop
ist, ist der Rang dieser Gleichungssysteme gleich m + 1; folglich miissen die Losungen
tibereinstimmen: (y*) = (z*). Nach Definition von ¢ ergibt sich

pX) =) wla)z =) bt = by =n.
n=0 pn=0 pn=0

Damit erfiillt die von ¢ erzeugte und gleich bezeichnete projektive Abbildung die behaup-
teten Gleichungen (5) und (6). Ist m = n, so folgt aus Lemma 1.1, dass ¢ in PG, (F)
liegt, und wir sind fertig. Im Falle m < n wollen wir den Satz 2.3 von E. Witt anwenden.
Weil ¢ im allgemeinen kein Isomorphismus der Unterrdume mit induziertem Skalarpro-
dukt ist — das gilt ja nur im Fall k = 1, vgl. (6), bendtigen wir nun die Bedingung d) und
definieren () := ¢(z)(p)~!. Dann folgt aus (6) wegen p € Z(K)*:

(W), (1) = o(p™")p (), o(n)) = (x) " 'k(x,p) = (r,v) fiir alle z,p € &1 V...V @y

Daher ist ¢ ein Isomorphismus der Unterrdume, den wir nach dem Satz von E. Witt
zu einem Automorphismus g € PG, fortsetzen konnen. Weil die von den linearen Ab-
bildungen ¢ und ¢ erzeugten projektiven Abbildungen {ibereinstimmen, realisiert g die
Kongruenz der Punktfolgen. O

Beispiel 2. Wir wollen zeigen, dass die Bedingung d) im Fall m < n nicht entbehrt
werden kann. Es seien K = R, n = 4, V° der pseudo-orthogonale Vektorraum vom
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Index 2, und (¢;), ¢ = 0,...,4, eine pseudo-orthonormierte Basis. Wir betrachten die
Punktepaare &1 = [eg], 2 = [e1] und y; = [es],y5; = [e4]. Dann sind die Bedingungen
a), b), ¢) mit k = —1 erfiillt, nicht jedoch d). Wir erhalten zwar einen projektiven

Isomorphismus ¢ : &1 V&2 — y; V y,, den wir wegen des Tréigheitssatzes nicht zu einem
Isomorphismus g € PG, fortsetzen konnen. Das kommt auch in der néchsten Folgerung
3 zum Ausdruck: O

Folgerung 3. Fir K = R, C,H sei F eine der in Tabelle 2.1 angegebenen Polaritdten.
Dann kann man in der notwendigen Bedingung b) von Satz 1 k = +1 fordern. Ist F =
Foy1, F=Fyy1) oder F = Hyi1 1, und gilt | < (n+1)/2, so kann man k = 1 verlangen.
Fir reelle Nullsysteme kann k = +1 und fir kompleze k = 1 gesetzt werden. In den
Fallen, in denen k = 1 verlangt werden kann, sind die Bedingungen a), b) (mit k = 1)
und ¢) hinreichend fir die Kongruenz der Punktfolgen.

Beweis. Die Zahl x hingt nur von der zu findenden Transformation ab. In den
Beispielen 1.3-5 und im Abschnitt 2.1.6 wurde gezeigt, dass man sich auf die in Folgerung
3 genannten Werte beschrinken kann. Die Aussage {iber die Nullsysteme folgt aus den
Betrachtungen des Abschnitts 2.1.3. Gilt schlieflich k = 1, so ist d) trivial erfiillt mit
p=10

2.4.2 Orbits der Punkte. Normierte Vertreter

Die Folgerung 3.1 enthiilt bereits eine Aussage iiber die PG,,-Aquivalenz zweier Punkte,
das in den oben bewiesenen allgemeineren Kriterien enthalten ist. Nach Beispiel 2.3
wirkt die projektiv-symplektische Gruppe PSp,, transitiv auf dem projektiven Raum
P! Ebenso wirkt die Isotropiegruppe PG, (F) einer Polaritit transitiv auf der zu
F gehorenden Quadrik. Wir kénnen uns also auf die Betrachtung von Polaritdten und
dabei auf die nicht in @ liegenden Punkte beschranken. Diese werden durch nicht isotrope
Vektoren bestimmt: = [r] mit (r,r) # 0. Das Skalarquadrat hingt natiirlich von der
Wahl des Reprisentanten ab. Die Substitution ¢ — &, £ € K*, fiihrt auf

(x&,x8) = o (&) (x, 1)€ = &(x, x)é€. (7)

Hier und im Folgenden, wenn klar ist, um welchen involutiven Anti-Automorphismus o
es sich handelt, verwenden wir oft die von der Konjugation in H bekannte Schreibweise
o(&) = &; fiir sie gelten die tiblichen Regeln

E+n=E+7 =7 0=0T=1, ®)

() =—& ()= (EeK), E=¢ 9)

Es sei K, := {¢ € K|¢ = ¢} die Menge der Fixelemente von o. K, ist eine Untergruppe
der additiven Gruppe von K, aber im allgemeinen kein Unterring. In jedem Fall gilt:
Liegt £ # 0 in K, so gehort auch £~ zu K,; gilt K, C Z(K), so nennen wir o zentral;
in diesem Fall ist K, ein Teilkérper von Z(K), also auch von K. Bezeichnet K, den

Primkérper von K, so ergibt sich aus 1T = 1 sofort K, C K.
Die Formel (7) fithrt uns auf die Rechts-Wirkung

NeK* EeKr— MAeK (10)
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K| F | o K, P K}
R | F,, | idr R {0,1,—1} | {1,-1}
C| F, |idc C {0,1} | {1,-1}
C|Hn | 7 R {0,1,-1} | S
H|H,, | R {0,1,-1} | 3
H| H, | n |£1jk | {01} st

Es bedeuten: 7 die Konjugation in C bzw. H, 1, = —iTi,

S1 C C der Einheitskreis und S® C H die Einheitshypersphire.

Tabelle 2.2: Normierung fiir die klassischen Polarititen

von K* iiber K, fiir die K, eine invariante Teilmenge ist. Bekanntlich liegen die Skalar-
quadrate in K,. Wir betrachten die Wirkung von K* {iber K, und zeichnen in jedem
Orbit einen Représentanten aus; es bezeichne P C K, die Menge dieser Reprasentanten.
Offenbar gilt 0 € P; wir withlen 1 als Repriisentanten des Orbits {\\}, A € K* und, falls
w € P und —p nicht zu p dquivalent ist, —u als Repriisentanten von {—A\u\}, sowie fiir
p # 0 und p~! nicht dquivalent zu p auch p~' als Reprisentanten von {\u~'A}. Daher
ist stets entweder —1 = A\ fiir ein gewisses A € K*, oder es gilt {0,1,—1} C P. Man
bemerkt, dass die Bedingung d) aus Satz 2 gerade bedeutet, dass « unter der Wirkung
(10) zu 1 aquivalent ist.

Beispiel 3. Es sei 0 = idg. Dann ist K = K, ein Korper; zwei Elemente sind unter der
Wirkung (10) dquivalent, wenn sie sich um einen quadratischen Faktor unterscheiden,
und der Orbitraum ist die Null vereinigt mit der Faktorgruppe K*/(K*)2. Fir K = R
gilt also P = {0,1, —1}; auf diese Eigenschaft stiitzt sich die Definition von Innen- und
Aufsengebiet einer reellen Quadrik in Beispiel 3.1. Dieses Beispiel zeigt auch, dass nicht
jedes Element von P als Reprisentant eines Orbits vorkommen muss; so ist im Falle [ = 0
das Orbit von —1 leer. Fiir K = C ist wie fiir jeden algebraisch abgeschlossenen Kérper
P = {0,1} vgl. Beispiel 3.2. Ist jedoch K = Q der Koérper der rationalen Zahlen, so
wird Q*/(Q*)? unendlich; zwei Zahlen ¢, 7 € Q* sind genau dann dquivalent, wenn £n~!
ein Quadrat ist, wenn also alle seine Primfaktoren gerade Vielfachheit haben, vgl. Satz
1.2.6.5. Da wir hier auf &hnliche Schwierigkeiten wie bei der Auswertung von Satz 1.9.3
fiir die Klassifikation der Polaritdten stofsen, werden ohne spezielle Voraussetzungen an
den Skalarbereich K kaum befriedigende Antworten auf die eingangs gestellte Frage zu
erhalten sein. O

Wir kehren nun wieder zum allgemeinen Fall zuriick. Jedem Punkt € P" ordnen
wir dasjenige Element ¢(z) € P zu, das (r,1) fiir irgendeinen Vertreter r € V"' mit
x = [t] reprisentiert. Ein Vektor r € V"' heift normiert, wenn (r,tr) € P gilt. Man
beachte, dass ein normierter Vertreter eines Punktes « nie eindeutig bestimmt ist; denn es
gilt (—z, —r) = (r,1). Allgemein ist mit ¢ auch r\ normiert, wenn X\ zur Isotropiegruppe
von & = (r,r) € P unter der Wirkung (10) gehdrt. In der Tabelle 2.2 haben wir die
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entsprechenden Daten fiir die klassischen Polaritdten zusammengestellt; dabei bezeichnet
K{ C K* die Isotropiegruppe des Elements 1, die mit der von —1 iibereinstimmt. Aus
Folgerng 3.1 ergibt sich, dass aus £(x) = £(y) die Kongruenz von x und y folgt.

Ubung 1. Man verifiziere die in Tabelle 2.2 gemachten Angaben. Hinweis. Man beachte Ab-
schnitt 1.9.5, insbesondere dort die Formeln (19), (20).

Ubung 2. Man zeige am Beispiel des Standardskalarprodukts im rationalen Vektorraum Q2,
fiir das die Standardbasis (e1,e2) orthonormiert ist, dass es orthogonale Basen (ai,a2) mit
(a1, az) = Ad;; und X keine Quadratzahl gibt.

Interpretiert man die Tragheitssitze so, dass die Anzahl [(£) der Basiselemente einer
orthogonalen Basis, die zu einem gegebenem Vertreter ¢ € P gehoren, nicht von der Wahl
der Basis abhiingt, so erkennt man aus Ubung 2, dass ein derart aufgefasster Triigheitssatz
im allgemeinen nicht gilt.

Ubung 3. a) Ist F eine der klassischen Polarititen aus Tabelle 2.2, und ist [ < n/2, so beweise
man: Zwei Punkte =,y € P""! sind genau dann PG,_1(F)-fiquivalent, wenn £(x) = £(y) gilt.
—b) Man zeige an einem Beispiel, dass diese Aussage im Fall [ = n/2 nicht richtig ist; in diesem
Fall sind alle nicht zur Quadrik gehérenden Punkte PG, _1(F')-dquivalent.

2.4.3 Invarianten von Punktepaaren

Wir wollen nun die fiir die Grundlagen der metrischen Geometrien wichtigen Invarianten
von Punktepaaren (x1,x2) € M3(P™) finden. Da zwei solche Punkte stets eine Gerade
bestimmen, kénnen wir an Abschnitt 1.9.8 ankniipfen, in dem wir die Lagebeziehungen
von Gerade und Quadrik untersuchten. Etwas spezieller als dort setzen wir fiir diesen
Abschnitt voraus:

Voraussetzung A. Es sei ein Vektoraum V™' mit einem o-hermiteschem oder
symmetrischen Skalarprodukt iber einem Schiefkérper der Charakteristik char K # 2
gegeben, welcher die Polaritdt F' der n-dimensionalen projektiven Geometrie bestimmen
mdoge; dabei ist auch der Fall zugelassen, dass die Quadrik Q = Qp leer ist.

Man vergleiche hierzu die Definition 2.1; die Nullsysteme sind jetzt ausgeschlossen.
Gehort einer der Punkte zur Quadrik, so erhalten wir aus den Ergebnissen des Abschnitts
1.9.8 sofort

Folgerung 4. Unter der Voraussetzung A sei das Punktepaar (x1,x2) € May(P") und
x1 € Q. Ferner sei £ = £(x2) € P. Dann gibt es nur die folgenden, einander ausschlie-
Benden Mdglichkeiten:

a) £=0und (r1,15) =0 <= x1 Va2 C Q.
b) € #0 und (r1,15) = 0 < 1 V &y ist Tangente von Q.
¢) (r1,12) # 0 < x1 V x5 ist Sekante von Q.

Punktepaare (x1,x2), (Y1,Ys) € Ma(P"), x1,y, € Q, sind kongruent, wenn sie dieselbe
Eigenschaft a), b) oder c¢) haben und {(x2) = &(y,) erfillen. Die Gruppe PU 1 wirkt
transitiv auf allen diesen Orbits. Gilt PG, (F) = PU(n + 1), so sind die angegebenen
Bedingungen auch notwendig fir die Kongruenz der Punktepaare.
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Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus Beispiel 1.9.8. Wir zeigen die
behauptete Kongruenz der Paare. Im Fall a) ist das ein Spezialfall von Folgerung 2.12. In
den beiden anderen Féllen normieren wir die Vektoren r,, 9, so dass £ = (ry,15) = (4, 05)
gilt. Im Fall c) kénnen wir durch Multiplikation von r; mit einem geeigneten Faktor stets
(r1,r9) = 1 erreichen. Damit sind die Skalarprodukte von représentierenden Vektoren der
beiden Paare desselben Typs a), b) oder c¢) entsprechend gleich; die Zuordnung dieser
Basenpaare liefert einen Isomorphismus der Unterrdume, welcher nach dem Satz 2.3 von
E. Witt zu einem Automorphismus von V"' fortgesetzt werden kann; es gilt x = 1
und daher gehort die entsprechende Projektivitét zu PU ,,11; sie realisiert die geforderte
Kongruenz. Die letzte Behauptung folgt aus der Invarianz der eigenschaften a), b), c)
und daraus, dass es geniigt, Transformationen mit x = 1 zu betrachten. O

Bemerkung. Am Beispiel der Quadrik Q(F} ) im reellen dreidimensionalen projek-
tiven Raum P? erkennt man, dass die Bedingung &(z2) = £(y,) in Folgerung 4 nicht
notwendig ist, vgl. Ubung 3 und Beispiel 6 weiter unten.

Beispiel 4. Es seien 1, 2 € Q, 1 # x2. Dann gibt es nur folgende Méglichkeiten: Fall
a): 1 Vas C Q, oder Fall ¢): @1 V@, ist Sekante von Q. Nach Folgerung 4 wirkt PU ,, 11
und erst recht PG, transitiv auf jeder dieser Menge von Punktepaaren. Ist speziell @
eine Quadrik vom Index 1 (vgl. Beispiel 2.4), so gibt es keine in @ enthaltenen Geraden,
und es folgt: Fir Quadriken Q) vom Index 1 wirkt die Gruppe PU 1 transitiv auf der
Menge der Punktepaare (x1,12) € Q X Q, x1 # x2. Speziell gilt das fiir die in Tabelle
2.1 aufgezéhlten Polaritdten F, 111 (K = R) und H,111 (K = C,H). Nach Beispiel 2.4
wirkt PU 1 transitiv auf der Menge der in @) enthaltenen Geraden. Aus Folgerung 4,
Fall ¢) mit ¢ = 0, ergibt sich

Folgerung 5. Unter der Voraussetzung A wirkt die Gruppe PU, 1 transitiv auf der
Menge der Sekanten der Quadrik Q.

d

Von nun an wollen wir Punktepaare (x1,x2) € M2(P") mit ; € Q, j = 1,2, be-
trachten.

Beispiel 5. Es seien (z1,%2), (y;,Y2) € M2(P"), x;,y; ¢ Q, j = 1,2, Punktepaare,
fir die 1 V x2, y; V y, Tangenten der Quadrik Q, aber nicht in ) enthalten sind.
Dann sind die entsprechenden Unterrdume isotrop, aber nicht total isotrop. Es sei z =
QN (x1Vas) der eindeutig bestimmte Berithrungspunkt der Tangente; er entspricht dem
Defektunterraum des zugehorigen vektoriellen Unterraums. Wir zeigen: Die Punktepaare
(x1,x2), (Y1,Y2) sind genaw dann PU. 1 1-dquivalent, wenn

&) = (y;) (=12 (11)

gelten. Die Bedingung (11) ist offenbar notwendig. Wir zeigen die Umkehrung. Es seien
z = [3],x; = [r;]- Wegen x, ¢ Q bilden (z,,3) eine Basis von £(x;,15)- Sei {(x1) = (r1,11)
und

T =rna+36
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die Basisdarstellung von r,. Wir kénnen durch Multiplikation mit a~!, Umnormung des
isotropen Vektors 3 und von g, erreichen, dass

=1 +3 (12)

gilt; « und S miissen ndmlich wegen (r5,1,) # 0 und r; # ry beide von Null verschieden
sein. Man bemerkt, dass aus (12) sogar

§=(r1,11) = (t2,52) = (¥1,a) (13)

folgt, woraus wir schlieffen, dass alle Paare vom Berihrungspunkt verschiedener Punkte
einer Tangente PU ,1-dquivalent sind. Nach Voraussetzung (11) koénnen wir fiir die
Tangente y, V y, eine Basis (9;,3) mit entsprechend gleichen Skalarquadraten finden.
Aus dem Satz 2.3 von E. Witt ergibt sich die Behauptung. O

Beispiel 6. Es sei K = R. Wir betrachten die Polaritdten F,11; des P". Da hier
P =1{0,1,—1} gilt, gibt es fiir I > 1 innere (§ = —1) und dufere (¢ = 1) Tangenten. Die
Abbildung 2.1 zeigt ein Stiick des Hyperboloids

Q: — (@)= (@) + @)+ () =0 (14)

des P? mit je einer inneren bzw. #uReren Tangente durch einen Punkt z € Q. Der
Durchschnitt von @ mit der Tangentialebene Fj 2(z) im Punkt z besteht aus zwei Ge-
raden, den Erzeugenden von () durch z, welche die inneren von den duferen Tangenten
trennen. Man beachte, dass hier der Fall [ = (n + 1)/2 vorliegt; es gibt also eine Pro-
jektivitat, die das Innengebiet I(Q) mit dem Aufengebiet A(Q) vertauscht. Sind daher
(@1, 22), (y,,y,) € My(P?) von den Beriihrungspunkten verschiedene Punkte zweier
Tangenten x1 V x2,y; V Y, von Q, so gibt es stets ein g € PG3(Fy2) mit g(x;) = y,,
j=121Ist I < (n+1)/2, so wird die Unterscheidung von Innen- und Aufengebiet
projektiv relevant: Aufere Tangenten kénnen nicht durch ein g € PG, (Fy+1,) in innere
Tangenten iibergefiihrt; diese Gruppe wirkt transitiv auf der Menge der dufieren und der
Menge der inneren Tangenten. O

Wir kommen nun zu dem interessanteren Fall, dass die Verbindungsgeraden der Punk-
tepaare nicht tangentiell sind. Es gilt also

(£1Vax2) A F(x1 V T2) = 04

der zugehorige Vektorraum W? := £(r,,1,) ist nicht isotrop. Es seien r; normierte Re-
prasentanten:

Da die ¢; nur bis auf Umnormung mit A\; € K *j, der Isotropiegruppe von ¢;, bestimmt
sind, erhalten wir fiir die Skalarprodukte bei t; = r;\;
<i_ja£_j> = <Pja?j>a (T1,5) = 5\1(?1a?2>)\2; Aj € nga J=12 (15)

Wéhlt man in jeder Klasse K¢ x K{ -dquivalenter Elemente von K einen Vertreter 7,
so ergibt sich nach Normierung auf diesen Vertreter durch

& = &(@1), & = &(x2), n = n({r1,12)) (16)
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Abbildung 2.1: Hyperboloid, Tangentialebene, innere und dufsere Tangenten.

ein vollstdndiges Invariantensystem fiir die Entscheidung der PU, ;-Kongruenz der
Punktepaare. In den folgenden Beispielen betrachten wir einige spezielle Raume.

Beispiel 7. Unter der Voraussetzung A sei K, char K # 2, ein Korper und das Skalar-
produkt bilinear, also o = idk. Dann gilt K = {1, —1} fiir alle { # 0; stets ist Kj = K.
Wir definieren

Sa(e, ) i= 7 (r182) (21,22 ¢ Q) (17)

P17?1><P2a?2>

Offenbar ist Sq(x1,x2) von der Wahl der Représentanten r; von x; unabhéingig und
eine Invariante gegeniiber Transformationen aus PG, (F), vgl. Lemma 1.1. Sind @1, 2
nicht zu @ gehorende Punkte einer Tangente, so ergibt (17) stets den Wert Sq(x1, 22) = 1,
vgl. (13). Wir beweisen

Satz 6. Unter den Voraussetzungen von Beispiel 7 seien x1, s & (Q Punkte einer nicht
tangentiellen Geraden B. Dann gilt Sq(x1,x2) = 1 genau dann, wenn x; = x5 ist. Sind

die Punkte x1,xo verschieden, so ist QN B # () genau dann, wenn

*det(@j,ﬁc» = (t1,52)% = (11, 11) (20, E2)
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ein Quadrat in K ist.

Beweis. Wir wihlen als Basis des zu B gehorenden Vektorraums eine orthogonale
Basis (a1,a2) mit [a;] = ;. Es seien \; := (a;,q;), j = 1,2. Fiir einen Vektor r, mit
To = [y sel 15 = a1 + a8 die Basisdarstellung. Es gilt Sq(x1,2) = 1 genau dann,
wenn a?)\? = \;(A\1a? + \23?) ist, und das gilt genau dann, wenn A\ \23% = 0 ist. Da
B nicht tangentiell, also der zugehdrige Vektorraum nicht isotrop ist, gilt A A2 # 0 und
es folgt die erste Behauptung. Die zweite ergibt sich unmittelbar aus der Diskussion der
Bedingung fiir y := [r;t +1,] € Q mit t € K:

(0,9) = (X1, 2)t° + 2t(ry, 10) + (£2,15) = 0. O

Ubung 4. Man zeige unter den Voraussetzungen von Beispiel 7: Sind (x1,%2), (y,,ys) €
M>(P™) und gilt Sq(x1,x2) # 0, so gibt es genau dann ein g € PU 11 mit gz; = y;, j = 1,2,
wenn {(z1) = {(y,) und

Sa(z1, z2) = Sq(y1,Ys) (18)

gelten.

Ubung 5. Zusitzlich zu den Voraussetzungen von Beispiel 7 sei K jetzt algebraisch abgeschlos-
sen. Es seien x;,y; ¢ Q, j = 1,2. Man zeige: (z1,22) ist genau dann zu (y,,y,) kongruent,
wenn (18) gilt.

Durch Ubung 5 wird speziell der Fall K = C erledigt: Die Paare von nicht zu Q
gehorenden Punkte werden durch die PG, (F)-Invariante Sq(x1, x2) klassifiziert.

2.4.4 Reelle Orthogonalgeometrien

Beispiel 8. Wir wenden uns nun den reellen Polarititen F' = F,;; des projektiven
Raums P" {iber dem Koérper K = R zu und beginnen mit dem Fall [ = 0. Nach Beispiel
3.1 wirkt die Gruppe PO(n + 1) = PG, (F) transitiv auf P". Weil das Skalarprodukt
positiv definit ist, ist der zu Grunde liegende Vektorraum euklidisch, und es gilt {(x) = 1
fiir alle x € P". Aus Satz 2 folgt unmittelbar, dass die Punktepaare durch die Invariante
(17) klassifiziert werden. Zur geometrischen Deutung von (17) reprisentieren wir die
Punkte durch Einheitsvektoren r,,r, derart, dass (r;,z,) > 0 gilt. Nach der Formel
1.(6.1.17) wird dann durch

cos p(x1,x2) = (r1,te) = \/Sq(T1, x2)

der Winkel (1, x2) als Winkel zwischen den entsprechenden Einheitsvektoren eindeutig
bestimmt; er erfillt
0 < (@1, T2) < 7/2, (19)

wobei nach Satz 6 o(x1, z2) genau dann gleich Null ist, wenn @ = x4 gilt. Der reelle pro-
jektive Raum P"(R), in dem eine absolute Polaritit F' = F,, 11 ¢ ausgezeichnet ist, wird
n-dimensionaler elliptischer Raum genannt (vgl. Beispiel 3.1); die elliptische Geometrie
wird weiter unten in Abschnitt 5 ausfiihrlich behandelt. O

Beispiel 9. Es sei wieder K = R und F' = F, 11, eine Polaritit vom Index [ > 0. Die
durch zwei Punkte ®; # x5 bestimmte Gerade B = x; V 2 kann dann folgende Lagen
zur stets nicht leeren Quadrik @ annehmen (vgl. Beispiel 1.9.8):
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) B C Q; das geht nur fiir [ > 1.
b) B tangiert Q: B N Q ist einpunktig.
) BN Q = 0; dafiir ist n > 1 notwendig.
d) BNQ ={z4,z_} besteht aus zwei Punkten z; # z_.

Fiir n > 1 kommen alle angefiihrten Falle wirklich vor, wobei im Fall a) wegen | <
(n 4+ 1)/2 die Ungleichung n > 3 erfiillt sein muss. Die Félle a) und b) wurden in Fol-
gerung 4 und den Beispielen 5, 6 allgemein behandelt. Fall ¢) l4sst sich wie im vorigen
Beispiel erledigen: dieser Fall tritt genau dann ein, wenn das auf den zu B gehorenden Un-
terraum W? C V" eingeschriinkte Skalarprodukt positiv oder negativ definit ist. Wir
beschiftigen uns mit dem Fall d). Weil auf der Geraden B zwei verschiedene Punkte der
Quadrik existieren, muss es in dem zugehorigen Vektorunterraum W? zwei linear unab-
héingige isotrope Vektoren geben. Somit ist W2 pseudo-euklidisch vom Index 1. Weil nach
Folgerung 2.11 alle derartigen Unterrdume isomorph sind und sich andererseits jeder Au-
tomorphismus eines solchen Unterraums zu einem Automorphismus von V" fortsetzen
l4sst, geniigt es, fiir die Bestimmung der Invarianten der Punktepaare die Transforma-
tionen des W2 auf sich zu betrachten. Es sei (a1, a2) eine pseudo-orthonormierte Basis
von W2
<Cl1,(11> = —1, <Cl2,0.2> = 1, <Cl1,0.2> =0.
Fiir die nicht zu @ gehdrenden Punkte x € B gilt £(x) = £1. Die entsprechend normier-
ten Vektoren mit der Basisdarstellung r = a1(; + a2(2 bestimmen in W?2 ein Paar von
Hyperbeln
(te)=—G+G ==+l

mit den gemeinsamen Asymptoten

(£,1) = (=G + )(G1 +¢2) =0.

Die Schnittpunkte mit der Quadrik werden durch die isotropen Vektoren as + a; be-
stimmt. Wir konnen die représentierenden Vektoren r; der Punkte x;, j = 1,2, stets so
normieren, dass

(tj.1;) = &(z;) = £1 und (r1,15) 20 (20)
gelten. Nach Satz 2 bilden daher die Gréfen
&1 = E&(x1), &2 = &(x2), Sq(1, T2), (21)

welche die Skalarprodukte (20) eindeutig bestimmen, ein vollstindiges Invariantensystem
fiir die hier betrachteten Punktepaare (x1,x2) € My(P"), ®1,x2 € Q, x1 V T2 Sekante
von @, gegeniiber der Gruppe PO(l,n + 1 — ). Man beachte, dass im Fall [ = (n+1)/2
wieder Transformationen s, mit x = —1 existieren. In diesem Fall gilt fiir die {&-Werte
entsprechender Punkte y = s,(x):

§y) = (v,n) = —(r,1) = —{(x).

Die Kongruenzbedingung lautet allgemein: Zwei Punktepaare (x1,x2), (y,,Ys) der hier
betrachteten Menge sind PG, (F)-kongruent genau dann, wenn es ein € gibt, fir das

§(yq) = €€(1), £(yo) = €€(x2) und (91,92) = €(r1,12)



2.4. INVARIANTEN ENDLICHER KONFIGURATIONEN 163

bei geeignet normierten Reprdsentanten erfillt sind; wobei im Fall | < (n + 1)/2 stets
e =1 und firl = (n+1)/2 entweder e =1 oder ¢ = —1 gelten muss.O

Es ist {iblich und zweckmafig, auch hier den Zusammenhang der Funktion Sq mit den
trigonometrischen Funktionen der reellen Analysis herzustellen. Nach Satz 6 gilt wegen
QN (xyVx2) # 0 nun

<.’131,$2>2 Z <m1,$131><(13‘2,.’132>. (22)

Liegen beide Punkte im Innengebiet oder beide Punkte im Aufiengebiet, so ist die rechte
Seite von (22) positiv, und es folgt

Sq(xy1, x2) > 1; (23)

liegen dagegen die Punkte @1,z in verschiedenen Gebieten, so ist (22) trivial, und es
gilt nach (17)
Sq(ﬂ?l, .’132) S 0. (24)

Im ersten Fall definieren wir den hyperbolischen Winkel p(x1,x2) durch

coshp(x1,x2) = +/Sq(x1,x2), ¢ > 0. (25)

Aus der Monotonie von cosh folgt, dass (25) die Zahl ¢(x;,x3) fiir jedes Punktepaar
(1, 2) mit {(x1) = {(x2) eindeutig definiert; nach Satz 6 gilt p(x1, z2) = 0 genau dann,
wenn ¢ = xs ist. Daher wird ¢(x1, x2) ebenfalls als ein Abstand zu interpretieren sein;
in der Tat ist p(x1, x2) im Fall | = 1 der Ausgangspunkt fiir die Definition des Abstandes
in der hyperbolischen Geometrie, vgl. Abschnitt 6.

2.4.5 Projektive Orthogonalgeometrien bei beliebigem Korper

Wir kehren noch einmal zu den Voraussetzungen von Beispiel 7 zuriick. In diesem Ab-
schnitt wollen wir zeigen, dass man unter recht allgemeinen Voraussetzungen i{iber den
Korper K die gesamte elementare Trigonometrie zur Verfiigung hat. Die Winkelfunktio-
nen erscheinen dabei als Matrixfunktionen der einfachsten Darstellungen der orthogona-
len Gruppen.

Wir betrachten eine projektive Gerade PI(K ) mit einer nicht leeren Quadrik Q =
{z1, 25}, vgl Beispiel 1.9.5. Der zugehdrige Vektorraum V2 besitzt somit ein neutrales
Skalarprodukt, dessen orthogonale Gruppe O; in Satz 2.13 beschrieben wurde. Gehen
wir von einer isotropen Basis (3;,3,) von V2 in der Normierung

(31:32) = 1/2, (31,31) = (32,32) =0
zu der pseudo-orthonormierten
ar =31 — 32, 02 =31 + 32, (26)
—(a1,a1) = (ag,a2) =1, (a1,a2) =0,

tiber, so erhalten wir nach einer leichten Rechnung die Matrixdarstellung fiir g(«) € SO3:

( cla)  s(a) ) € SO, mit c(a) := (a +a™1)/2, s(a) == (a —a™1)/2, a € K*. (27)
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A(a) — s*(a) =1, (28)
clar - az) = c(ag)c(az) + s(ar)s(as), (29)
s(aq - ag) = s(ar)c(az) + s(ag)e(ar). (30)

Diese Gleichungen erhilt man durch direkte Rechnung oder aus N(g(«)) = 1 und der
Tatsache, dass « € K* — g(a) € SO ein Isomorphismus ist. Die Elemente aus O2\ SO-
haben in dieser Basis die Matrizen

(=0 %) o
Gibt es einen Homomorphismus exp der additiven in die multiplikative Gruppe von K:
exp:te K — el =expt € K*, (32)
so lassen sich die hyperbolischen trigonometrischen Funktionen des Korpers K
cosht := c(e'), sinht := s(e'), t € K,

definieren. Die Gleichungen (27) — (30) gehen mit diesen Definitionen in die bekannten
Grundformeln der reellen hyperbolischen Trigonometrie {iber, aus denen man den gesam-
ten Formelapparat herleiten kann. Man wird alle Werte von ¢(«), s(«) nur dann erreichen,
wenn das Ezponential exp surjektiv ist. Fiir K = R ist das Bild exp R bekanntlich die
multiplikative Gruppe R der positiven reellen Zahlen; man erhilt also ganz SO(1,1)
erst dann, wenn man auch o = — expt zulésst:

cosht sinht
50(1,1) = {+ < sinht cosht

) |t € R}. (33)
Fir PSO(1,1) ist das offenbar ohne Belang. Die gesamte Gruppe O(1,1) besteht aus
vier zu R hom&omorphen Stiicken, ihren zusammenhdngenden Komponenten. Fir K = C
ist das Exponential surjektiv. Nach Satz 2.13 ist die Gruppe SO(2, C) zur punktierten
Gaufischen Ebene C* = C \ {0} homdomorph und zusammenhingend; O(2, C) besteht
aus zwel derartigen Gebieten, die durch N(g) = +1 definiert sind. Die hier verwendeten
topologischen Begriffe stiitzen sich auf die Ubertragung der in R bzw. C vorhandenen
Topologien durch die angegebenen bijektiven Abbildungen, die damit natiirlich Homdo-
morphismen werden.

Beispiel 10. Es sei P" ein projektiver Raum {iber einem Koérper K mit einer Polaritét F,
die durch ein Skalarprodukt gegeben sei, fiir das eine orthonormierte Basis (¢;) existiert;
wir sprechen dann von einem Standardskalarprodukt iber dem zugehorigen Vektorraum
vl

(ei,ej> Z(Sij, ’i,j:O,...,n. (34)

Fiir diesen Fall wollen wir jetzt die orthogonale Gruppe O(2, K) bestimmen. Mit

Sk :={acV? (aa)=1} (35)
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bezeichnen wir den Einheitskreis in V2. Es sei weiter [¢, 9] die Volumenfunktion iiber V2,
fiir die [e1, e2] = 1 gilt (Satz 1.4.7.5). Wir behaupten, dass die Abbildung

g€ SO, K)r— a:=ge; =eja+ e €Sk (36)

bijektiv ist; ist nimlich a = e;a + e28 € Sk, so gibt es genau eine Transformation
g € SO(2,K), die a = ge; erfiillt; sie hat in der Basis (e1, ¢2) die Matrix

gﬁ(g ‘f), o 4= (37)

Die zu SO(2, K) isomorphe Gruppe dieser Matrizen wird ebenfalls mit SO(2, K') bezeich-
net; sie ist abelsch. Die Transformationen aus O(2, K) \ SO(2, K') haben die Matrizen

(5 4). e

Als orientierten Winkel o(a,b), a,b € Sk, bezeichnen wir das eindeutig bestimmte Grup-
penelement ¢(a,b) = g € SO(2, K), fiir das ga = b gilt. Man beachte, dass das auch
im Fall K = R die ,richtige’ Winkeldefinition ist; denn die Zahl ¢ ist dort nur mod 27
eindeutig bestimmt.

Nach Fixierung des Einheitsvektors e; (und damit der positiv orientierten, orthonor-
mierten Basis (¢1,¢2)) konnen wir (36) zur Identifizierung benutzen:

o =p(g) = © = p(e1,ge1) < ger = e1 Cos P + ez 8in

mit cosp := (e, ge1), siny := [e1,g¢1] (g € SO(2, K)). (38)

Damit sind die Winkelfunktionen cos ¢, sin ¢ als Matrixelemente auf SO(2, K) definiert.
Nach (37) erhilt man die fiir K = R bekannte Matrixdarstellung

N ( cosp —singp

=\ sing  cosy ), a = cos p, 3 = sin .

Im Zusammenhang mit dem Winkelbegriff ist es {iblich, die Gruppenoperation fiir die
bei der Identifizierung (38) auftretenden Winkel additiv zu schreiben:

g=9g(v), gle1+2) = g(e1) - g9(p2),
e =¢(9), ¢(g1-92)=p(g1)+ ¢(g2)-

Mit dieser Verabredung sind sin ¢, cos ¢ Funktionen auf der Gruppe SO(2, K) mit Wer-
ten in K, welche die bekannten trigonometrischen Formeln erfiillen:

cos? p +sin? p = 1, (39)
cos(p1 + p2) = cos @1 €cos Y — sin 7 sin o, (40)
sin(¢p1 + p2) = sin 1 cos pa + sin s cos ;. (41)

Diese Additionstheoreme folgen unmittelbar aus der Matrizenmultiplikation. Offenbar
gelten auch cos0 = 1,sin0 = 0 und

cos(—¢g) = cos g, sin(—p) = —sinp. (42)
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Schlieflich ist fiir a,b € Sk
cosp(a,b) = (a,b), sinp(a,b) = [a, b]. (43)
Wir bezeichnen das Gruppenelement ¢(eq, ¢2) mit 7/2, also
cos(m/2) =0, sin(n/2) = 1. (44)
Aus den Additionstheoremen (40),(41) ergeben sich die iiblichen Werte
cosmm = (—1)™, sinmr =0, (m € Z). (45)

d

Beispiel 11. Nun nehmen wir an, dass —1 kein Quadrat in K ist, und betrachten die
algebraische Erweiterung K := K(i), i := +/—1, des Korpers K. Mit V"’ bezeichnen
wir die K-Erweiterung des Vektorraums V2, vgl. Abschnitt 1.10.4 oder Beispiel I1.7.9.9.
Wir dehnen das Standardskalarprodukt bilinear auf '8 aus; dann wird [‘72, K,{,)] ein

Vektorraum mit Standardskalarprodukt iiber K, der auRerdem ein neutraler Vektorraum
ist. Die isotropen Unterrdume werden von den Vektoren

31:= (erite2)/2, 35 1= (e2 —e11)/2 (46)

aufgespannt. Jede Transformation g € O(2, K) hat nach (2.25) in dieser isotropen Basis
die Darstellung

g€ 8SO(2,K) — v € K* mit g5, = 317, 932 = 327 (47)

wobei die Zuordnung g — v ein Gruppenisomorphismus ist. Durch lineare Ausdehnung
der Transformationen g € O(2, K) erhalten wir gleich bezeichnete orthogonale Trans-

formationen g € O(2, K), was auf die kanonischen Einbettungen O(2,K) C O(2,K),
S0(2,K) c SO(2, K) fiihrt. Fiir g € SO(2, K) ergibt sich aus (38) und (46)

951 =5¢% ga=3c " (9€80(2K)), (48)
wobei wir eine im Fall K = R bekannte Formel jetzt zur Definition benutzen:
el¥ :=cosp +ising € K*; (49)

das ist ein Isomorphismus von SO(2, K) auf die mit S} zu identifizierende Untergruppe

St ={zeK|zz=a>4+p*=1} C K" (50)

Hierbei bezeichnet z = a+ i — Z := a — i den kanonischen Isomorphismus der
Erweiterung K = K (i). SchlieRlich folgen mit den Bezeichnungen (27)

(€1%) = cos(p), 5(e1%) = isin(e). (51)

Wir betrachten nun die pseudo-orthonormierte Basis (26), welche mit der orthonor-
mierten (eq, e2) durch
ap =e11, g = e
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zusammenhingt. Da (38) auch fiir g € SO(2, K) sinnvoll ist, erhalten wir eine Ausdeh-
nung der trigonometrischen Funktionen von SO(2, K) auf SO(2, K); somit gilt fiir alle
g€ SO(2,K):

gey = e1co8Y + egsiny,
ges = —e1siny + egcosy.

Vergleichen wir die sich aus dieser Darstellung von g ergebende Matrix von g in der Basis
(a1, a) mit der Matrix (27), so folgen in Verallgemeinerung von (51):
-1 -1

+ . -
I ) = -2

5 (e K). (52)

cos(y) =
Fiir g € SO(2, K) ergeben sich aus (48) bei den im Falle K = R iiblichen Definitionen
die bekannten Beziehungen zu den Funktionen der hyperbolischen Trigonometrie:

ip —ip i _ a—ip
el +e e e

cosp = ) =: COSh(i (p), isin Y = 9 = Slnh(l (P) (53)

d

Ubung 6. Es sei Q C P"(V) die zum Standardskalarprodukt (,) des Vektorraums V" *! iiber
einem Koérper K gehérende Quadrik. a) Man zeige: Es gilt Q # () genau dann, wenn —1 als
Summe von n Quadraten darstellbar ist. — b) Man gebe ein Beispiel an, bei dem Q # 0 gilt und
—1 kein Quadrat in K ist.

Ubung 7. Man finde ein Beispiel fiir einen Vektorraum V mit Standardskalarprodukt iiber
einem Korper K mit /—1 ¢ K, der neutrale Unterriume W C V besitzt. (Hinweis. Man
betrachte Vektorrdume iiber endlichen Kérpern.)

Ubung 8. Man zeige, dass es im rationalen Vektorraum V2 2 Q2 positiv definite Skalarpro-
dukte gibt, fiir die keine orthonormierten Basen existieren.

2.4.6 Ebene Kegelschnitte

In diesem Abschnitt betrachten wir Ellipsen einer projektiven Ebene P? iiber einem
Korper K mit char K # 2. Darunter verstehen wir eine Quadrik, deren Gleichung in
homogenen Koordinaten auf die Normalform

—(@%)? + (2')? + (2%)* =0 (54)

gebracht werden kann. Es bezeichne (, ) das entsprechende symmetrische, bilineare Skalar-
produkt in dem zu P? = P(V?®) gehorenden Vektorraum V. Man iiberzeugt sich leicht
davon, dass [V?, (,)] ein Vektorraum mit Skalarprodukt vom Index 1 ist. Fiir X’ = R kann
man die zugehérige Quadrik Q mit dem Einheitskreis S3- identifizieren: Weil jeder Punkt
x € @ im Komplement der als Absolut genommenen Geraden z° = 0 liegt, also in der
zu dieser Geraden komplementiiren euklidischen Ebene, kénnen wir 2z° = 1 annehmen,
so dass (54) in die Gleichung des Einheitskreises {ibergeht. Im allgemeinen ist jedoch der
Durchschnitt von @ mit der absoluten Geraden nicht leer; in der komplexen projektiven
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Ebene zum Beispiel besteht dieser Durchschnitt aus den Punkten mit den Koordinaten
(0,1,1), (0,1, —i). Der nichste Satz beschreibt die Zentralprojektion der Ellipse von einem
ihrer Punkte aus auf die Tangente in einem anderen Punkt. Diese Projektion gestattet
es, die projektive Struktur einer Geraden auf der Ellipse einzufiihren.

Satz 7. In der projektiven Ebene P> = P(V?) dber einem Korper K mit char K # 2
seien @ die Ellipse mit der Normalform (54) , n,s € Q, n # s, und Tn,Ts ihre
Tangenten in n,s. Dann ist die Abbildung

free@Q—y=nVa) \TgeTs, (x#n), (55)
f(n) = Tn A Ts,
eine Bijektion von Q auf T's.

Beweis. DaTsNQ = {s} und n # s ist, ist die Gerade n Vy fiir alle y € T's definiert.
Jede Gerade A # Ty durch n trifft die Quadrik Q in genau einem weiteren Punkt
x=ANQ #n,und esist T NQ = {n}, vgl. Beispiel 1.9.8. Daher ist f bijektiv. Hier
benutzen wir, dass das Skalarprodukt den Index 1 hat und folglich keine Gerade in @
liegen kann (vgl. Folgerung 2.2). O

Mit Hilfe der Bijektion (55) {ibertragen wir nun eine projektive Skala von T's auf die
Ellipse Q. Wegen n, s € (), n # s, konnen wir die reprisentierenden isotropen Vektoren
s,n, 8 = [s],n = [n], so wihlen, dass (s,n) = —1/2 gilt. Dann ist

Gp:=6+n,d;:=6—n,dy = dg X a1 (56)
eine pseudo-orthonormierte Basis von V?; dabei gilt wegen
(s,02) = (n,a3) =0,
dass b := [a2] der Schnittpunkt der Tangenten b = T',, A T's ist. Die Vektoren
€0 i=86, €1 = 02

bilden eine Basis des zu T's gehdrenden Vektorraums, die nach (1.1.4) eine projektive
Skala £ auf T's bestimmt, fiir die

§(s) =0,&(b) = o0

gelten. Eine elementare Berechnung der inversen Funktion f~! ergibt eine Parameter-
darstellung der Ellipse mit der projektiven Skala & als Parameter und damit einen rech-
nerischen Beweis von Satz 7:

fe K — x(€) =[5+ a6 +n?] € Q. (57)

Ubung 9. Unter den Voraussetzungen von Satz 7 zeige man: a) In der Basis (56) ist
¢ €SO(2,K)+—[ap+aicosp+azsinp € Q

eine Bijektion, die Q mit S} C £(a1, d2) zu identifizieren gestattet (vgl. Beispiel 10). — b) In der
oben definierten Basis ¢o, ¢1 des Vektorraums von T's hat die Abbildung (55) bei Anwendung
von a) die Koordinatendarstellung

x =[ap 4+ aicosp+ azsinp] € Q — [co + €1§(p)] € T's mit
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sin

f(@):mfm(ﬁ#m §(m) = oo. (58)
c) Man berechne die Umkehrung von (58):
1-& 2
COS p = W, SN @ = m

Ubung 10. Fiir K = R kann man statt (58) £(p) = tan(y/2) schreiben. Man zeige am Beispiel
des Korpers Z3, dass man im allgemeinen nicht jeden Winkel ¢ € SO (2, K) halbieren kann; es
braucht also kein ¢ € SO(2, K) mit ¢ = 21 zu existieren. (Zur Erinnerung: Die Operation in
SO(2, K) ist additiv geschrieben, vgl. die Formeln (38)-(41).)

Ubung 11. Man beweise, dass O(2, K) fiir keinen Korper K mit char K # 2 abelsch ist. Ist
K dariiber hinaus ein endlicher Korper aus m Elementen, so enthilt O(2, K) genau 2m + 2
Elemente.

Mit Hilfe der Bijektion (55) {ibertragen wir die projektiven Skalen der Tangente T's
auf die Ellipse @, die dadurch die projektive Struktur einer Geraden erhélt. Die Tangente
konnen wir dabei durch eine beliebige, den Punkt n nicht enthaltende Gerade ersetzen;
denn je zwei derartige Geraden sind durch die Zentralprojektion mit dem Zentrum n
miteinander verbunden. Bezeichnet f die mit Hilfe eines anderen Punktes # € Q erzeugte
Bijektion, so erhélt die Abbildung h := f o f~! nach Konstruktion die Doppelverhéltnisse
und ist somit eine Projektivitdt der Tangente T's. Betrachtet man die eindimensionale
projektive Geometrie der Geradenbiischel, vgl. Abschnitt 1.6.3, so ergibt sich aus dieser
Uberlegung ein Satz von J. Steiner , vgl. W. Blaschke [13], S. 48:

Folgerung 8. Sind unter den Voraussetzungen von Satz 7 ni,ne € Q, ni # ng, zwei
Punkte der Ellipse und bezeichnen 7;, i = 1,2 die Geradenbiischel mit den Zentren n;,
so sind die Abbildungen

Fi:xeQ,x#n,—nmVzer, Fi(n;)=Tn,,
Fro:xeQ,x#nyr—nyVa €, Fr(ny)=Tn,,
H:FQOFl_liTlHTQ,

Projektivititen der in den Geradenbiischeln bzw. auf Q definierten projektiven Geometri-
en. O

Offenbar gilt fiir die Projektivitat H
H(Tnl) :nl\/nQ, H(nl\/ng) :Tn2. (59)

Nach Folgerung 8 sind also zwei Geradenbiischel, deren Zentren auf einer Ellipse
liegen, durch die Punkte der Ellipse projektiv aufeinander bezogen. Die Umkehrung dieses
Sachverhalts ist die nach J. Steiner benannte Erzeugung der Ellipse :

Satz 9. Es sei P? eine projektive Ebene tiber einem Kdrper K, char K # 2. In P? seien
71,72 Geradenbiischel mit den Zentren mi,ny € P?, ni # ny, und H : 7 — 75 eine
Projektivitat der Geradenbiischel mit H(ny V n2) # ny V na. Dann ist die Menge der
Punkte

Q:={gNH(g)lgen}

eine Ellipse.
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Beweis. Wir wahlen eine geeignete, der gegebenen Konfiguration angepasste Basis
(ag, a1, az) des Vektorraums V* von P?. Es seien

n; = [al], NnNg = [CLQ].

Dann ist die Verbindungsgerade g, := n1 V 1y durch den Kovektor uY der dualen Basis
gegeben:
z=[]€gy—u'(x)=2"=0.

Wir betrachten die Gerade g, € 71 mit H(g,) = g, und setzen g, := H(g,) € 72. Es gilt
g, # go: Aus g, = g, wiirde ja g, = n1 Vny = g, = g, und somit H(g,) = g, folgen
entgegen der Voraussetzung. Daher ist p := g; A g, ein von n1, ny unabhingiger Punkt;
wir wahlen ag als seinen Vertreter, p = [ag]. Somit ist das Biischel 7 durch die Kovektoren
aus [a1]* = [u%u?] und 72 durch [as]t = [u° u!] gegeben, wobei (u°, u!,u?) die zu
(ag, a1, a2) duale Basis bezeichnet. Die Abbildung H werde durch die lineare Abbildung
a: uf u?] — [u° ul] erzeugt. Wegen

H(gy) =g, =m2Vp: z' =0,
ist a(u’) = ula. Die Bedingung

H(g,) = 90, g, =ni1Vp:z>=0,

ergibt a(u?) = ugf. Lassen wir in beiden Biischeln die Einheitsgeraden u’ + u? u® +
ul einander entsprechen, so erhalten wir a in Gestalt einer Zuordnung durch gleiche
Koordinaten:
0 24y _ 0 1
aWa+ug) =u’f+ua.

Der Schnittpunkt = g A H(g) = [t], g € 71, geniigt den Gleichungen
Wa+u*p)(x) = 2%a + 2?3 =0,
W8 +uta)(x) =26+ zta = 0.

Fir 8 =0 folgt © = gy A g; = ne. Im Falle 5 # 0 setzen wir 3 = 1 und erhalten nach
Elimination von « die Gleichung einer Ellipse in der Gestalt

($0)2 - 1,11,2 —_ 0’
welche durch die Substitution

2t =0 — gl 2? =0 4yl 20 =2
in die Normalform {ibergeht. Nach Folgerung 8 erhalten wir auf diese Art jeden Punkt
der Ellipse.O

Ubung 12. Mit Hilfe der Steinerschen Erzeugung der Ellipse beweise man: Durch fiinf Punkte in
allgemeiner Lage der Ebene P%, char K # 2, gibt es genau eine Ellipse. Hinweis. Man betrachte
die Geradenbiischel 71, 72 durch zwei der Punkte und konstruiere mit Hilfe der drei anderen eine
geeignete Projektivitdt H : 7 — 7o.
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2.5 Spharische und elliptische Geometrie

In diesem Abschnitt wollen wir zwei klassische reelle Geometrien, die sphérische und die
elliptische, detailliert vom projektiven Standpunkt aus betrachten; der zugrunde liegende
Korper sei also durchweg K = R. Beide Geometrien sind wegen der praktischen Anwen-
dungen der sphirischen Geometrie (n= 2, Geodasie, Astronomie, siche zum Beispiel das
Buch [12] von H.-G. Bigalke) und wegen ihrer ausgezeichneten Position als Geometrien
konstanter positiver Kriimmung (vgl. [82] von J. A. Wolf) in den Grundlagen der Geo-
metrie von zentraler Bedeutung. Lokal unterscheiden sich beide Geometrien nicht; global
ist die Sphiire eine zweifache Uberlagerung des projektiven Raums derselben Dimension,
so dass sich hier enge Zusammenhinge ergeben.

2.5.1 Sphirische Geometrie als Uberlagerung der elliptischen

Die elliptische Geometrie wurde schon in Beispiel 3.1 als reelle projektive Geometrie
einer nicht ausgearteten Polaritéit F' vom Index 0 definiert. Es sei also V™! ein (n +1)-
dimensionaler euklidischer Vektorraum und 7 : V"*' — P" die kanonische Abbildung
(1.1.2) auf den zugehdrigen projektiven Raum. Das euklidische, also positiv definite,
Skalarprodukt definiert dann die Polaritat F:

F: AcP"— At cPp".

Nach (1.24) ist PO(n + 1) = O(n + 1)/{£I,4+1} die Isotropiegruppe der Polaritit F,
welche die elliptische Geometrie von PB" im Sinne des F. Kleinschen Erlanger Programms
bestimmt. Ist n = 2m gerade, so gilt det(—1,41) = —1, und es folgt die Isomorphie

PO(2m+1) = SO(2m +1). (1)

Fiir das Folgende ist es jedoch zweckméfig, die nicht effektiven Wirkungen von O(n+1)
auf den in der projektiven Geometrie auftretenden Riumen und Mannigfaltigkeiten zu
betrachten.

Die Orbits der Gruppe O(n + 1) bei ihrer linearen Wirkung auf dem euklidischen
Vektorraum V" sind der Ursprung o und die Sphiren vom Radius

S"(r) == {r e V" It =r}. 2)

In der Tat wirkt nicht nur O(n + 1), sondern auch die spezielle orthogonale Gruppe
SO(n + 1) transitiv auf S™(r), was sich aus dem Spezialfall £ = 1 der folgenden Ubung
ergibt:

Ubung 1. Man beweise folgende einfache Verschirfung des Satzes von E. Witt fiir euklidische
Vektorraume: Sind A, B orientierte Unterrdume des orientierten euklidischen Vektorraums
V™ 0 < k < n, so gibt es eine Abbildung g € SO(n) mit g(A*) = B, die eine beliebig
vorgegebene, positiv orientierte, orthonormierte Basis von A* in eine beliebig vorgegebene,
positiv orientierte, orthonormierte Basis von B* iiberfiihrt (vgl. Folgerung 1.6.2.1).

Im Folgenden bezeichne (¢;), j = 0,...,n, eine feste orthonormierte Basis des eukli-
dischen Vektorraums V"', Wir identifizieren die Punkte der n-Sphére mit ihren Orts-
vektoren beziiglich des fest gewahlten Ursprungs des euklidischen Punktraums. Als Ur-
sprung von S™(r) wihlen wir den Punkt egr; seine Isotropiegruppe O(n) erscheint dann
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in Bezug auf die Basis (¢;) in der {iblichen Darstellung durch orthogonale Matrizen (a;;)
(vgl. 1.6.2, (27) — (29) ) mit

(IOO:L aoj:aw:()fﬁri,jzl,...,n. (3)

Die Isotropiegruppen der Spharen S™(r) in der euklidischen Gruppe E(n+1) stimmen
iiberein, sie sind gleich der orthogonalen Gruppe O(n+1). In der transitiven Transforma-
tionsgruppe [O(n+1), S™(r)] ist die Isotropiegruppe des Punktes egr € S™(r) gleich O(n),
so dass diese Sphéiren als homogene Raume alle isomorph sind (vgl. Beispiel 1.1.5.3):

S™(r)=20(n+1)/0(n).

Hier bezeichnet O(n + 1)/0(n) die Faktormenge der Gruppe O(n + 1) nach der Un-
tergruppe O(n), vgl. Definition 1.3.1.1; in der Geometrie spricht man meist von einem
Faktorraum. Der Radius r > 0 ist lediglich ein die relative Grofie der Sphére im Verhalt-
nis zu einem Einheitsmafistab beschreibender Parameter. Unter der sphdrischen Geo-
metrie versteht man die Geometrie des homogenen Raumes [O(n + 1), S™(r)] im Sinne
des F. Kleinschen Erlanger Programms. Bis zum Ende dieses Abschnitts setzen wir zur
Abkiirzung

G, :=0(n+1), SG, :=S0O(n+1).

Der Anschaulichkeit halber betrachten wir die n-dimensionalen Sphéiren ihrer Definition
(2) nach als in den euklidischen (n+1)-dimensionalen Vektorraum (oder dem mit = o+¢
entsprechenden Punktraum) eingebettet. Abstrahiert man von der Grofe des Radius r,
setzt etwa 7 = 1, so kann man alle Uberlegungen auch auf die Transformationsgruppe
[Gr, Gr/Gr—1] beziehen. Im Folgenden schreiben wir S™ := S™(1).

Wir schriinken nun die kanonische Abbildung 7 : V""" — P™ auf eine n-Sphire ein:

p:=m|S"(r): r e S"(r)— x =[t] € P". 4)
Offenbar ist p surjektiv; jeder Punkt @ = [r] € P™ hat genau zwei Urbilder

p~H (@) = {r, -1}

Allgemein ist das Urbild p~*(A) = AN S™(r) einer k-Ebene A C P" der Durchschnitt
des entsprechenden gleich bezeichneten (k + 1)-dimensionalen Unterraums A C yntl
mit der n-Sphare S™(r); man nennt diese Durchschnitte k-Grofisphiren, k = —1,...,n,
und definiert fiir sie die ebenfalls mit F' bezeichnete sphdrische Polaritdt mit Hilfe der
Orthogonalitat:

F:ANS"(r) — AN S"(r). (5)

Offenbar ist A N .S™(r) C A selbst eine k-dimensionale Sphire vom Radius r, und die
zu ihr polare Grofisphére ist eine (n — k — 1)-Sphére vom Radius r. Die eindimensionlen
Grofssphéaren werden Grofkreise genannt. Speziell sind die 0-Grofssphéren Paare diame-
tral gegeniiberliegender Punkte; aus formalen Griinden, wegen F(S"(r)) = oNS™(r) =0,
betrachten wir die leere Menge als (—1)-dimensionale GroRsphire. Auf der S? mit den
iiblichen geografischen Koordinaten ist die Nullsphére bestehend aus Nord- und Siidpol
die Polare des Aquators.



2.5. SPHARISCHE UND ELLIPTISCHE GEOMETRIE 173

Ubung 2. Man beweise: a) Die Abbildung
S:AeP"— SA):=ANS"(r)

ist eine G,,-Isomorphie des Verbandes 8" der Unterriume des elliptischen Raumes auf den
Verband der in S™(r) enthaltenen Grofsphiren; dabei gilt fiir die Polaritéten

b) Erweitert man die Projektion (4) vermoge p(M) := [M] auf beliebige Teilmengen M C S™(r),
so gilt p(S(A)) = A, und S(p(M)) ist die kleinste Grofisphire, die M enthilt. — ¢) Die Punkte
1, € S"(r),i=0,...,k,k < n, nennt man in allgemeiner Lage , wenn sie in keiner (k — 1)-
Grofssphére liegen. Durch je k + 1 Punkte in allgemeiner Lage geht genau eine k-Grofsphére.

Die k-Grofssphéren spielen in der sphérischen Geometrie die Rolle der k-Ebenen; sie
sind spezielle Teilsphéiren: Eine Menge ¥* C S™(r) wird k- Teilsphire genannt, wenn es
eine euklidische k + 1-Ebene H*™ ¢ E" gibt mit ¥ = S"(r) N H*™, 0 < k < n,
und ¥ wenigstens zwei Punkte enthilt. Eine Teilsphire ist also eine GroRsphéire, wenn
die sie definierende euklidische (k + 1)-Ebene das Zentrum von S¥(r), also den Urprung
des Koordinatensystems, enthilt. Zum Beispiel sind die Breitenkreise der geografischen
Koordinaten auf einer Sphire S? 1-Teilsphéren, von denen nur der Aquator ein GroRkreis
ist. Einige elementare Eigenschaften der Teilsphiren kann man der folgenden Ubung
entnehmen:

Ubung 3. Man beweise: Jede k-Teilsphiire ¥ C S™(r) bestimmt die sie erzeugende k+1-Ebene
H**! eindeutig. Sie ist eine Hypersphire in H**!, deren Mittelpunkt m der FuRpunkt des Lots
des Mittelpunktes o von S™(r) auf H*! ist und deren euklidischer Radius gleich /72 — ¢2 ist,
wobei ¢ den Abstand von o zu H"** bezeichnet, vgl. Ubung 1.6.2.3.

Natiirlich schneidet eine beliebige euklidische k& + 1-Ebene genau dann auf S™(r) eine
k-Teilsphare aus, wenn ihr Abstand ¢ > 0 zum Ursprung o kleiner als r ist; fiir ¢ = 0
ergeben sich die k-Grofssphéren.

Beispiel 1. Die Einschrinkung der kanonischen Abbildung p auf eine offene Halbsphére

Si(ra) = {r € 5"(r)|x,a0) >0} (a#0) (6)

ist injektiv. Identifiziert man diametral gegeniiberliegende Punkte der diese Halbsphére
berandenden GrofShypersphdre:

S a) == {r € S"(n)l(r,0) =0} (a#o), (7)

so erhdlt man ein bijektive Beziehung zum projektiven Raum; hat man eine Grofhyper-
sphire (7) ausgewihlt, so nennt man sie oft auch den Aquator. Durch diese Bijektion,
oder indem man p als topologische Uberlagerung betrachtet, lassen sich die topologischen
Eigenschaften des projektiven Raumes P™ auf die der n-Sphére zuriickfithren. Lokal, ge-
nauer auf eine beliebige Halbsphére eingeschrinkt, ist p dann ein Homd&omorphismus,
und, wenn man die differenzierbare Struktur iibertrigt, sogar ein Diffeomorphismus. Der
reelle projektive Raum P" wird auf diese Weise zu einer kompakten n-dimensionalen
differenzierbaren Mannigfaltigkeit, die bei ungerader Dimension n orientierbar und sonst
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Abbildung 2.2: Eine Kreuzhaube.

nicht orientierbar ist (siche zum Beispiel R. Sulanke. P. Wintgen [77], wo auch ein ele-
mentares Orientierbarkeitskriterium angegeben wird).

Die projektive Ebene ist damit eine nicht orientierbare geschlossene Fliche, die nur
mit Selbstdurchdringungen in den dreidimensionalen euklidischen Raum E? eingebettet
werden kann. Abbildung 2.2 zeigt ein Modell dieser Fliche, das aufier einer Selbstdurch-
dringung auch Singularitdten hat; sie wird eine Kreuzhaube genannt. Weiter unten in
Beispiel 4 kommen wir noch einmal auf diese Darstellung zuriick. Eine andere, eben-
falls Singularitdten enthaltende Fliche ist die von J. Steiner gefundene rémische Fliche,
Abbildung 2.3. Ausfiihrliche Besprechungen verschiedener Darstellungen der projektiven
Ebene findet man in dem Buch von F. Apery [2], das zahlreiche anschauliche Grafiken
enthalt, sieche auch den von G. Fischer herausgegebenen Sammelband [32]. Parameter-
darstellungen und Methoden zur Erzeugung der Grafiken mit Hilfe des von S. Wolfram
[83] geschaffenen Programms Mathematica sind in Alfred Gray’s Lehrbuch [36] enthal-
ten. Die Boysche Fliche ist eine singularitdtenfreie Darstellung der projektiven Ebene
mit Selbstdurchdringungen im euklidischen Raum E®, Abbildung 2.4. W. Boy hat sie
in seiner Dissertation [17], die durch eine Fragestellung von D. Hilbert angeregt wurde,
definiert und beschrieben, vgl. auch W. Boy [18]. Die in der Abbildung sichtbaren Kanten
sind durch die numerische Approximation bedingt; in Wirklichkeit ist die Flache glatt.
a
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Abbildung 2.3: J. Steiner’s romische Fliche
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Abbildung 2.4: Die Boysche Fléche



2.5. SPHARISCHE UND ELLIPTISCHE GEOMETRIE 177

2.5.2 Abstand und Winkel

Die wichtigste Invariante der orthogonalen Gruppe G,, bei ihrer linearen Wirkung auf
dem euklidischen Vektorraum und in allen daraus abgeleiteten Transformationsgruppen
ist das die Polaritdt F' bestimmende Skalarprodukt (x,y). Mit seiner Hilfe definiert man
den sphdarischen Abstand zweier Punkte

5,y € S™(r) — d(x,v) := rarccos({x,n) /%), (8)

das ist die Lange des kiirzeren Bogens eines Groftkreises durch die Punkte ¢, y. Liegen sich
diese Punkte diametral gegeniiber : y = —g, so ist der Abstand zwischen ihnen gleich r7
unabhéngig von der Wahl des Grofikreises. Offenbar hat der Abstand d die Eigenschaften

0 <d(x,y) <rm, d(x,p) =0+ =y, d,9) = d(v,x) = d(—r, —1). 9)

Die zum Abstandsbegriff gehérende Dreiecksungleichung ergibt sich weiter unten aus dem
Kosinussatz der sphéirischen Trigonometrie. Der Durchmesser der Sphdre S™(r), das ist
das Supremum der Abstdnde d(x,v), wird fiir zwei diametral gegeniiberliegende Punkte
erreicht;:

d(x,—r)=rm  (r€S5"(r)).

Ubung 4. Man beweise: Zwei Paare (r,,1,),(h;,9,) € S"(r) x S™(r) sind genau dann SG,,-
kongruent (G,-kongruent), wenn

d(?17?2) = d(UU 02)
gilt.

_ Zur Definition des Abstandes in der elliptischen Geometrie betrachten wir wieder die

Uberlagerung (4). Fiir jedes g € GL(n + 1, R) gilt nach Definition der Projektivititen

glt] = [gx], d-h. 7 ist eine dquivariante Abbildung. Aus (4) folgt, dass auch p eine dquiva-

riante Abbildung fiir die Wirkungen von G,, ist. Setzen wir diese Wirkungen kanonisch
auf die k-Tupelmengen und auf die Potenzmengen fort:

g(@1, ... wp) = (gm1,...,g7), (10)

g(A) = {gz|z € A}, (11)

so entstehen wieder dquivariante Wirkungen auf den einander entsprechenden Fortset-

zungen. Eine Abbildung f : P" x ... x P" — M, wobei M eine beliebige nicht leere
Menge bezeichnet, ist eine G, -Invariante, wenn sie

flgz1,...,gzk) = f(x1,...,x) fir alle g € Gy, . € P, k=1,...k, (12)

erfiillt. Eine analoge Terminologie verwenden wir auch bei anderen Transformationsgrup-
pen. Unmittelbar aus den Definitionen folgt

Lemma 1. Ist f : P" x ... x P" — M eine G,-Invariante auf dem Raum der k-Tupel
projektiver Punkte, so ist auch die zurickgezogene Abbildung

p*f(xlavxk) = f(p(xl)vvp(xk)) (]‘3)
eine G -Invariante; dabei erfillt die Abbildung I := p* f die Symmetriebedingungen

F(ixlaaixk):F(xlaaxk) (14)
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Ist umgekehrt eine G,,-Invariante F' auf dem Raum der k- Tupel aus Punkten der n-Sphdre
S™(r) gegeben, welche die Symmetriebedingungen (14) erfillt, so ist

fl@1,...,xK) == F(ry,...,5,) mit p(r,) =xw, k=1,...,k, (15)

eine korrekt, d.h. unabhingig von der Wahl der Reprisentanten r, € p~'(x,) definierte
G, -Invariante. O

Offenbar geniigt der sphérische Abstand (8) nicht den Symmetriebedingungen (14).
Ersetzen wir in (8) jedoch das Skalarprodukt durch seinen absoluten Betrag, so erhalten
wir eine auf S™(r) x S™(r) definierte Funktion, die (14) erfiillt. Nach Lemma 1 kénnen
wir also den Abstand zweier Punkte des elliptischen Raums folgendermafien definieren:

e(x,y) := rarccos(|(z,n)|) mit z = [t],y = [],r,p € S™(1)). (16)

Aus (9) ergeben sich die entsprechenden Eigenschaften der Metrik
0<e(@ y) <rr/2e(x,y)=0—z=y,e(r,y) =cy,z); (17)

die Dreiecksungleichung wird weiter unten bewiesen. Den elliptischen Raum versehen
mit der durch (16) definierten Metrik bezeichnen wir mit P"(r). Die Abbildung p ist
natiirlich keine Isometrie': der Durchmesser des elliptischen Raumes ist ja nur halb so
groft wie der Durchmesser der Sphire vom Radius 7:

Ubung 5. a) Man beweise: Im elliptischen Raum P"(r) gilt fiir den Durchmesser, also das
Supremum der Abstandsfunktion,

sup{e(z,y)| ¢,y € P"(r)} = rm/2.
b) Fiir die Projektion (4) p: S™(r) — P"(r) gilt:

e(p(®),p(n)) = d(x,n) — d(x,p) <rm/2  (r,9) € S"(r).

c) In einem Raum FE mit einer Metrik d bezeichne B(z, p) den offenen Ball vom Radius p mit
dem Zentrum z:

B(z,p) :={x € E| d(x,2) < p} (p>0). (18)
Man zeige: Fiir jeden offenen Ball B(z,p) C S™(r) mit p < rw/4ist p : B(z,p) — p(B(z,p))
eine Isometrie, d.h. es gilt

e(p(r),p(n)) = d(x, ) fiir alle r,n € B(z, p),
und fiir p > rx/4 gilt dies nicht.

Allgemein nennt man eine surjektive Abbildung p : E — P zwischen zwei metri-
schen Raumen eine lokale Isometrie, wenn es zu jedem Punkt z € E einen offenen Ball
B = B(z,€) so gibt, dass die Einschrankung ¢ := p|B : B — p(B) eine Isometrie ist. Man
beweist leicht, dass eine Isometrie ¢ stets bijektiv und die inverse Abbildung ¢! wieder
eine Isometrie ist. Nimmt man die offenen Bélle eines metrischen Raumes als Umgebun-
gen ihrer Zentren, so erzeugen sie eine metrische Topologie, in der Konvergenz, offene und

1Bekanntlich nennt man eine surjektive Abbildung q : F1 — FE3 zwischen zwei metrischen Riumen
eine Isometrie, wenn sie den Abstand invariant ldsst, also d2(q(x), q(y)) = di(x,y) fir alle z,y € E;
erfiillt.
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abgeschlossene Mengen u.s.w. analog zur reellen Analysis definiert werden konnen, vgl.
etwa W. Rinow [70], S. 28 ff. Eine sehr anschauliche Einfiihrung in die reelle projektive
Geometrie der Ebene und des Raumes unter Betonung metrischer Gesichtspunkte gibt
das Buch von H. Busemann und P. J. Kelly [21]

In einem Raum F mit einer Metrik d bezeichne S(z,p) die metrische Hypersphire
vom Radius p mit dem Zentrum z:

S(z,p) ={x € Eld(z,z) =p}  (p>0).

Der euklidische Radius einer Teilsphére ist dabei von dem sphérischen Radius zu unter-
scheiden, der sich aus der Metrik d auf der n-Sphire ergibt:

Ubung 6. Man beweise: a) Ist wie in Ubung 3 ©* C S"(r) eine k-Teilsphére mit ¢ > 0, so ist
sie enthalten in der metrischen Sphire mit dem Mittelpunkt m, = [mr/|m|] und dem Radius
p = rarccos(c/r):

v ={x e S"(r)n H*" d(z,m,) = p}. (19)
b) Gilt fiir eine k + 1-Ebene H**! die Gleichung ¢ = r, so ist H*! tangentiell zu S™(r), und
der Durchschnitt S™(r) N H**! ist der Beriihrungspunkt. — c) Ist die Teilsphire eine Grofsphire
(c = 0), so gilt (19) fiir jeden Punkt m, der zu ihr polaren Grofsphire und p = r7/2. — d)
Jede k-Teilsphire ©* ist Orbit einer zu der Untergruppe O(k + 1) von O(n + 1) konjugierten
Untergruppe. — e) Die metrischen Hypersphiren sind (n — 1)-Teilsphdren, und umgekehrt.

Da es in euklidischen Vektorrdumen keine isotropen Unterrdume gibt, erhalten wir
aus Satz 4.2

Satz 2. Zwei endliche Punktfolgen (x1,...,x1), (Y1,...,Y;) des elliptischen Raums
P"(r) sind genaw dann G, -kongruent, wenn die entsprechenden Abstinde gleich sind:

e(m’iamj) = e(yiayj)a Zv.] = 17"'ak' g

Zum Beweis geniigt es zu bemerken, dass wir die Punkte so durch Vektoren représen-
tieren konnen, dass die Skalarprodukte entsprechend gleich sind. Aus den Eigenschaften
der Gramschen Determinante, vgl. Folgerung 1.6.3.1 oder (2.33), erhalten wir die Vor-
aussetzung a) von Satz 4.1 iiber die Dimensionen der einander entsprechenden, von den
Punkten aufgespannten Unterrdume, so dass wir Satz 4.2 anwenden kénnen.

Ubung 7. Man beweise, dass ein zu Satz 2 analoges Resultat auch fiir Punktfolgen auf der
n-Sphire gilt. Hinweis. Man zeige zuerst, dass die linearen Hiillen £(x,,...,r;,), £(9y,...,9;),
h=1,...,k, jeweils gleiche Dimension haben und stelle die Vektoren mit entsprechend gleichen
Koordinaten in geeignet angepassten orthonormierten Repéres dar.

Mit Hilfe der Polaritit F' : A — A™ definiert man als den zu dem Abstand zweier
Punkte dualen Begriff den Winkel zweier Hyperebenen X,Y des elliptischen Raums
P"(r) als den normierten Abstand ihrer Pole:

L(X,Y) =e(X,Yh)/r. (20)

Die Normierung stort zwar die Dualitit ein wenig; sie ist jedoch aus historischen und
praktischen Griinden iiblich. Da die Polaritit eine G,-dquivariante Involution ist, folgt
aus den Eigenschaften (17) der Metrik unmittelbar

0< L(X,Y)<7/2,L(X,Y)=0c— X =Y,/(X,Y)=LY,X). (21



180 KAPITEL 2. CAYLEY-KLEINSCHE GEOMETRIEN
Durch Anwenden der Polaritat erhilt man aus Satz 2

Folgerung 3. Zwei endliche Hyperebenenfolgen (X1,...,X%), (Y1,...,Yy) des ellip-
tischen Raums P"(r) sind genaw dann G, -kongruent, wenn die entsprechenden Winkel
gleich sind:

L(Xi, X)) =L(Y,Y;), ij=1,....k O
Aus Ubung 5, a), resultiert

sup{/(X,Y)| X,Y C P"(r) Hyperebenen} = /2. (22)

Ubung 8. Man zeige: Definiert man den Winkel zwischen zwei Grophypersphiren als den Winkel
zwischen den ihnen entsprechenden Hyperebenen des elliptischen Raums (vgl. (20)), so gilt eine
zu Folgerung 3 analoge Aussage fiir Grofhypersphirenfolgen der S™(r).

Im Unterschied zur elliptischen Geometrie kann man in der sphérischen Geometrie den
Orientierungsbegriff uneingeschrinkt definieren und anwenden. Wir nennen eine Sphére
S™(r) orientiert, wenn der sie enthaltende euklidische Vektorraum V"' orientiert ist;
ein sphdrisches n-Simplez (r,...,t,) ist positiv orientiert, wenn das Volumen des aus
den Ecken gebildeten Quaders positiv ist:

[tos- - 1) = det(zg, ... 1,) > 0;

hierbei ist die Determinante aus den Koordinaten beziiglich der Standardbasis zu bil-
den, die wir als positiv orientiert annehmen. Eine k-Simplex (rg,...,r;) mit Ecken in
allgemeiner Lage bestimmt eine k-Grofssphire und gleichzeitig deren Orientierung, wenn
wir es als positiv orientiert betrachten; bestimmt (y,,...,9;) dieselbe k-Grofisphire, so
sind die Simplices (rg,...,zx), (9o, ---,0;) gleich orientiert, wenn die Determinante der
Basistransformation positiv ist:

k
n; = inaij, det(aij) > 0. (23)
0

Offenbar ist das eine Aquivalenzrelation mit zwei Aquivalenzklassen, welche die beiden
moglichen Orientierungen der k-Grofsphére repréisentieren. Ist die n-Sphire S™(r) ori-
entiert, so definiert die Polaritdt I’ eine Involution zwischen orientierten Grofisphéren:
Im Bild F(S*(r)) = S % !(r) ist ein erzeugendes Simplex (9,,1,...,n,) als positiv
orientiert zu betrachten, wenn es zusammen mit einem positiv orientiertem Simplex
(xo,..-.2,) von S¥(r) ein positiv orientiertes n-Simplex (rg, ..., T4 Ypp1s---,9,) voR
S™(r) aufspannt. Man {iberzeugt sich leicht davon, dass diese Definition nicht von der
Auswahl der die Orientierungen reprasentierenden Simplices abhangt. Die orientierten
0-Grofsphiren und, vermoége der Polaritdt F, auch die orientierten Grofthypersphéren
entsprechen bijektiv den Punkten von S™(r). Den Pol einer von (rg,...,r,_ ;) aufge-
spannten Grofthypersphére beziiglich der Polaritdt F' erhilt man leicht mit Hilfe des
Vektorprodukts zu

D=1 X .. X Ty q7/|tg X o X By (24)
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Man beachte hierzu, dass die Vektoren eines erzeugenden (n — 1)-Simplex linear unab-
hangig sind, und vergleiche Satz 1.6.3.2. Den Winkel zwischen zwei orientierten Groffhy-
persphdaren definiert man als den normierten Abstand ihrer Pole, wobei gilt

0< /(8" Hr), ST 1(r)) := d(F(S), F(S1))/r < . (25)

Beispiel 2. Eine 0-Grofisphére besteht aus zwei diametral gegeniiberliegenden Punkten;
sie ist durch Angabe ihrer Reihenfolge S° = (—r,1) also durch Angabe von t, orientiert.
Ein orientierter GroRkreis auf der Einheitssphire S? des euklidischen Vektorraums V3
ist durch ein Paar (zy,z;) linear unabhéngiger Einheitsvektoren bestimmt; er zerlegt die
S? in zwei Halbsphiren, von denen eine den Pol des orientierten GroRkreises

D =19 X &1/|tg X 4]

enthilt; diese betrachten wir als die positive Halbsphdre:

S4(n) := {r € $?|(x,n) > 0}

und die gegeniiberliegende ¥_ = —X als negative. Der Grofikreis als Polare von p ist
durch die Bedingung

S'(y) = {r € $*|(x,n) = 0}

bestimmt; er wird durch ein Paar seiner Punkte (zy, 1), fiir die

[Uv?Oaxl] >0

gilt, orientiert. O

Beispiel 3. Wir definieren ein Zweieck als ein Gebiet auf der Sphire S2, das durch zwei
halbe Groftkreise, die sich in zwei gegeniiberliegenden Punkten schneiden, berandet wird.
Zwei GroRkreise zerlegen die Sphire S? in vier Zweiecke, von denen je zwei einander
gegeniiberliegende kongruent sind. Die vier Zweiecke lassen sich durch die vier moglichen
Kombinationen der Orientierungen der sie berandenden Grofikreise bestimmen, oder als
Durchschnitte der durch die Grofskreise definierten Halbsphéren:

Y1y NS, Sy NS, S NS, By N Eay.

Als Winkel 8 des Zweiecks bezeichnen wir den Winkel § = « zwischen den berandenden
Grofskreisen, wenn das Zweieck eines der vier durch die Grofikreise bestimmten Zweiecke
ist, und § = 27 — a andernfalls; anschaulich ist also 5, 0 < 8 < 27 der innere Winkel
des Zweiecks. Man beweist leicht, dass der Winkel das Zweieck bis auf Gs-Kongruenz
charakterisiert.O

2.5.3 Kosinussatz und Dreiecksungleichung

Es seien — mit den in der Elementargeometie iiblichen Bezeichnungen — A, B, C drei
Punkte in allgemeiner Lage auf der Sphéire S™(r). Um die Vorstellung zu fixieren, den-
ken wir uns die drei Punkte stets zu einem Tripel geordnet. Die sphdarische Trigonometrie
beschiftigt sich mit der Frage nach den Invarianten derartiger Punktetripel und damit
zusammenhingenden Konstruktionsaufgaben. Da jedes Tripel (A, B, C) eine zweidimen-

sionale Grofisphire S?(r) C S™(r) eindeutig bestimmt und zwei derartige Grofsphiren
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Abbildung 2.5: Eulersche Dreiecke

stets G,,-kongruent sind, kénnen wir uns auf den Fall n = 2 beschriinken.? Die Punkte-
paare (4, B), (B, (), (C, A) definieren dann drei Grofkreise, die Seitenkreise des Tripels,
welche die Sphiire S2? in acht Dreiecksgebiete aufteilen. Jedes dieser Dreiecksgebiete ist
Durchschnitt von drei Halbsphéren, die durch die Grofikreise bestimmt sind, vgl. Ab-
bildung 2.5. Von diesen acht Dreiecksgebieten wird eines dem Tripel A, B, C eindeutig
folgendermafien zugeordnet: Es bezeichne Y¢ die durch den Grofikreis S'(A, B) berande-
te Halbsphire, welche C' enthilt; analog werden X5 und ¥ 4 definiert. Der Durchschnitt
Y4 NXpNXYec wird das Eulersche Dreieck mit den Ecken A, B,C genannt, vgl. H.-
G. Bigalke [12]. Man bemerkt, dass alle acht bei der Zerlegung der Sphére entstehenden
Dreiecksgebiete Eulersche Dreiecke geeigneter Tripel aus Punkten und Gegenpunkten des
Tripels A, B, C' sind.

Ubung 9. Man beweise, dass ein von drei GroRkreisbogen berandetes Gebiet der Sphire S (r)
genau dann ein Eulersches Dreieck ist, wenn die Grofkreisbogen kiirzer als rm sind, und dass
ist genau dann der Fall, wenn die Innenwinkel des Gebiets an den drei Ecken kleiner als 7 sind.

Im Unterschied zur euklidischen Ebene kann man auf der Sphéire einem Punktetripel
(4, B, C) in verschiedener Weise Dreiecksgebiete zuordnen, deren Rand aus Grofkreisbo-
gen AB, BC,C'A besteht. Zum Beispiel ist das Komplement des zugehdrigen Eulerschen

2Tm Folgenden geben wir den Parameter 7 nur an einigen wichtigen Stellen an; ist er fortgelassen, so
gelten die Betrachtungen fiir beliebiges, fixiertes .
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Dreiecks ein solches Dreiecksgebiet. Wir gehen wieder von den Seitenkreisen des Tripels
(A, B,C) aus. Als Seite ¢ wihlen wir einen der Bégen AB C S*(A, B) des Grofikreises
von A nach B aus, in die dieser von den Punkten A, B zerlegt wird. Es seien b = CA,
a = BC die entsprechend gewihlten anderen Seiten des Dreiecks. Wir setzen voraus,
dass die durch Aneinanderlegen der Seiten gebildete geschlossene Kurve abc keine Selbst-
durchdringungen hat. Nach dem Jordanschen Kurvensatz® zerlegt sie daher die S2 in
zwei Gebiete, deren gemeinsamer Rand sie ist, und die wir wie schon oben Dreiecksge-
biete nennen. Wir denken uns eins dieser Gebiete ausgewéhlt und verstehen unter einem
spharischen Dreieck ein Dreiecksgebiet mit den Ecken A, B, C und den oben definier-
ten Seiten a, b, c. Formal ist es mitunter zweckmifig, auch die Halbsphéren als Dreiecke
zu betrachten, indem man auf dem berandendem Groftkreis drei paarweise verschiedene
Punkte als Ecken wahlt. Die Dreiecksseiten und die durch sie bestimmten Groftkreise
denken wir uns durch die geordneten Paare (A, B), (B, C), (C, A) orientiert; die beiden
von abc berandeten Dreiecke unterscheiden wir als rechtes bzw. linkes, je nachdem, ob
das Dreiecksgebiet beim Durchlaufen von abc auf der Sphire im Sinne der Orientierung
rechts oder links von diesem Rand liegt. Unter dem Winkel oo des Dreiecks an der Ecke
A verstehen wir den Winkel desjenigen Zweiecks aus den anliegenden Seitenkreisen der
Seiten b, ¢, das das Dreiecksgebiet enthilt; analog werden die Winkel 5 an der Ecke B
und ~ an der Ecke C definiert.

Wie in der Elementargeometrie vielfach iiblich bezeichnen wir die Seitenldngen eines
Dreiecks mit denselben Buchstaben wie die Seiten:

c=d(A,B), a=d(B,C), b=d(C, A).

Nach Beispiel 1 erhalten wir fiir die Pole der orientierten Seiten auf der S™(r), wenn wir
die Punkte mit ihren Ortsvektoren identifizieren:

Ax B BxC CxA
I A = B = . 2
AxB|" BxC|” ICx Al (26)
Nach Satz 1.6.3.2 und Formel 1.(6.3.35) gilt fiir die Betrége der Vektorprodukte
|A x B| = r*sin(c/r), |B x C| = r*sin(a/r), |C x A| = r*sin(b/r). (27)

Die Winkel an den Ecken sind nach Definition (25) gleich den Absténden der normierten
Pole. Um diese Definition anzuwenden miissen wir voraussetzen, dass die Winkel des
Dreiecks kleiner oder gleich 7 sind; das ist nach Beispiel 2 fiir Eulersche Dreiecke der
Fall. Aus (17) und (14) erhalten wir

cosy = —(A',B')/r*, cosa = —(B',C")/r?, cos B = —(C", A")/r>. (28)

Das entgegengesetzte Vorzeichen ergibt sich daraus, dass fiir die Winkelbestimmung die
Groftkreise von dem Scheitelpunkt zu den beiden anderen Punkten zu orientieren sind.
Setzen wir (26) und (27) in (28) ein und wenden die bekannte Formel 1.(6.3.30) der
Vektoralgebra:

(X1 x Xo, Y1 x Ya) = (X1, Y1)(Xo,Y2) — (X1, Y2)(X2, Y1)

3Vergleiche zum Beispiel W. Rinow [70], S. 400. Der dort fiir die Ebene ausgesprochene Satz gilt nach
stereographischer Projektion oder Einpunktkompaktifizierung auch fiir die Sphire S2.
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an, so folgt der Seitenkosinussatz der sphirischen Geometrie: Fir die Seitenlingen a,b, c
und den Winkel ~ eines Eulerschen Dreiecks gilt

cos(c/r) = cos(a/r) cos(b/r) + sin(a/r) sin(b/r) cos~, (29)

entsprechend fir die anderen Winkel und Seiten. Aus der Formel (29) erhalt man nun
leicht die metrischen Eigenschaften der Abstandsfunktionen d, e:

Satz 4. Die in (8) bzw. (16) definierten Abstandsfunktionen sind G,,-invariante Metriken
auf den n-dimensionalen Sphiren S™(r) bzw. dem elliptischen Raum P"(r).

Beweis. Nach (9) bzw. (17) sind alle eine Abstandsfunktion definierenden Eigen-
schaften von d und e aufier der Dreiecksungleichung bereits bekannt. Da die G,,-Invarianz
aus den Definitionen unmittelbar klar ist, geniigt es, fiir die Abstandsfunktion d das fol-
gende Lemma, zu beweisen:

Lemma 5. Die durch (8) bzw. (16) definierten Abstandsfunktionen erfillen die
Dreiecksungleichungen
d(A, B)
e(A, B)

< d(A,C)+d(B,C),  (A,B,CesS™(r), (30)
< e(4,C)+e(B,0), (A,B,C € P"(r)). (31)
Das Gleichheitszeichen gilt in (30) genau dann, wenn A, B, C auf einem Groflkreis liegen
und C auf einem Bogen der Linge d(A, B) < rr dieses Grofkreises zwischen* A und
B liegt; analog gilt in (31) das Gleichheitszeichen genau dann, wenn A, B,C auf einer
Geraden liegen und C auf einer Strecke der Linge d(A, B) < rn/2 zwischen A und B
liegt.

Beweis. Sind die drei Punkte in allgemeiner Lage, so bestimmen sie auf der Sphére
S™(r) eine zweidimensionale Teilsphére S?(r) und auf dieser ein Eulersches Dreieck, fiir
dessen Seiten

c=d(A,B), a=d(B,C), b=d(A,C)

gelten. Wegen a,b,c < rm und 0 < v < 7 folgt aus dem Seitenkosinussatz

cos(e/r) = cos(a/r)cos(b/r) — sin(a/r)sin(b/r) + sin(a/r) sin(b/r)(1 + cos ),
cos(c/r) > cos((a+b)/r)).

Weil cos z fiir 0 < 2 < 7 monoton fillt, folgt ¢ < a + b, und das ist die Ungleichung (30)
mit < anstelle von <. Da in der elliptischen Ebene die Absténde kleiner oder gleich /2
sind, finden wir in der iiberlagernden Sphére ein die Punkte A, B, C {iberlagerndes Tripel
mit entsprechend gleichen Absténden, so dass (31) unmittelbar aus (30) folgt. Wenn in
diesen Ungleichungen die Gleichheit eintritt, so sind die Punkte nicht in allgemeiner Lage,
liegen also auf einem Grofskreis bzw. einer Geraden. Eine einfache Fallunterscheidung
bestétigt die Behauptung des Lemmas. OO

4Wir haben darauf verzichtet, die Zwischenrelation begriflich zu fassen. Sie ist stets auf Kurvendar-
stellungen mit einem reellen Parameter ¢ im Sinne der durch die Parameterdarstellung {ibertragenen
Ordnung von R zu verstehen.
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Folgerung 6. Fiir die Seitenlingen a,b,c eines Fulerschen Dreiecks auf der Sphdre
S2(r) oder der elliptischen Ebene P*(r) gilt stets

O0<a+b+c<2mr.

Beweis. Wir betrachten das Komplement des Eulerschen Dreiecks (A, B,C) in dem
durch die Seiten C A, C'B bestimmten Zweieck der Sphére. Es ist selbst ein Eulersches
Dreieck, ndmlich (A, B, —C). Fiir die Langen seiner Seiten gelten

a =mr—a, b =mr—0, c =c

Nach Lemma 5 gilt ¢ < o/ + V' = 27r — (a + b), und das ist die Behauptung. Im Fall der
elliptischen Ebene geht das im Zweieck komplementére Eulersche Dreieck A, B, —C' bei
der Uberlagerung (4) in dasjenige Dreieck A, B, C iiber, das von den komplementiren
Strecken der Dreiecksseiten a, b des urspriinglichen Dreiecks und seiner Seite ¢ berandet
wird; die Seitenléngen dieses Dreiecks sind wieder durch die letzte Formelzeile gegeben,
und Lemma 5 ist anwendbar. O

Satz 7. Fiir die Winkel eines Fulerschen Dreiecks auf der Sphire oder eines Dreiecks
der elliptischen Ebene gelten die Ungleichungen

T <a+B+vy<3m, (32)

at+fB<y+m at+y<pB+m b+y<a+tm. (33)

Beweis. Wir orientieren die Seiten des Dreiecks so, dass das Dreiecksgebiet beim
Durchlaufen des Randes im Sinne der Orientierung links liegt. Die Winkel o = 7—a, 8’ =
7 — 3,7 = 7 — v nennt man die Aufenwinkel des Dreiecks A, B, C. Da es nur auf die
Winkel ankommt, kdnnen wir annehmen, dass das Dreieck auf der Einheitssphiire S?2
liegt. Die Pole a't,bt, c* der orientierten Seiten sind die Ecken des Polardreiecks, dessen
orientierte Seiten die Polaren A+, B+, C* der Ecken des gegebenen Dreiecks sind. Nach
Ubung 9 ist das Polardreieck ebenfalls ein Eulersches Dreieck. Die Winkel zwischen den
orientierten Seiten, also die Aufenwinkel o/, 3’,+’, sind nach (20) gleich den Seitenléngen
des Polardreiecks. Aus Folgerung 6 ergibt sich daher

O0<od+8 +7 =3n—(a+8+7) <27

und daraus folgt leicht (32). Aus der Dreiecksungleichung fiir das Polardreieck ergibt
sich v/ < o/ + [#, also die erste der Ungleichungen (32), und die iibrigen folgen analog.
Da nach Ubung 8 die Winkel zwischen den Grofkreisen gleich den Winkeln zwischen
den ihnen bei der Uberlagerung (4) entsprechenden Geraden der elliptischen Ebene sind,
gelten die Ungleichungen auch in diesem Fall. O

Ubung 10. Man beweise: Der Seitenkosinussatz geht fiir » — oo in den Kosinussatz der eukli-
dischen Geometrie
& =a®+b* — 2abcosy

iber.
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Abbildung 2.6: Winkel eines euklidischen Dreiecks.

2.5.4 Exzess, Kriimmung, Flicheninhalt

Aus der Ungleichung (32) ergibt sich nun ein ganz wesentlicher Unterschied der ellipti-
schen zur euklidischen Geometrie: Der so genannte Fzzess des Dreiecks A

eA)=a+p+y—7 (34)

ist stets positiv, wihrend in der euklidischen Geometrie bekanntlich die Winkelsumme
fiir jedes Dreieck gleich m ist, was unmittelbar aus dem Parallelenpostulat und einfa-
chen Sitzen {iber die Winkel an Parallelen und eine sie schneidende Gerade folgt, vgl.
Abbildung 2.6.

Parallelenpostulat. Ist H C E? eine Gerade der euklidischen Ebene und x ¢ E*\ H

ein nicht auf ihr liegender Punkt, so gibt es genau eine Gerade H, C E?*, welche H
nicht schneidet.

Diese Gerade nennt man bekanntlich die Parallele durch x zu H (vgl. Folgerung
1.4.3.1). Offenbar kann es in der elliptischen Geometrie und auch in der sphérischen
Geometrie, wo die Grofkreise die Geraden reprisentieren, keine Parallelen geben, weil
sich zwei verschiedene Geraden einer Ebene stets schneiden. Eine andere Verneinung
des Parallelenpostulats werden wir im n#chsten Abschnitt kennenlernen, welcher der
hyperbolischen Geometrie gewidmet ist.

Den Exzess konnen wir zur Definition des elementaren Fldcheninhaltes in der zweidi-
mensionalen sphéarischen und elliptischen Geometrie benutzen: Unter dem Fldcheninhalt
eines Eulerschen Dreiecks A der Sphire S2(r) oder der elliptischen Ebene P?(r) versteht
man die stets positive Zahl

F(A) = e(A)r?. (35)

Eine Teilmenge M einer Sphéire oder elliptischen Ebene nennen wir elementar, wenn sie
eine Triangulation M = U]f A; besitzt, das ist eine Darstellung von M als Vereinigung
von endlich vielen Eulerschen Dreiecken, die paarweise hochstens Randelemente (Ecken
oder Seiten) gemeinsam haben. Der Flicheninhalt einer elementaren Menge wird als
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Summe der Flicheninhalte dieser Dreiecke definiert:

F(M) =Y F(A;). (36)

1

Zur Rechtfertigung dieser Definition ist zu beweisen, dass der Flacheninhalt (36) nicht
von der betrachteten Triangulation abhingt. Wir zeigen zuerst

Lemma 8. Fir jede Triangulation A = U§:1 A; eines Dreiecks A mit den Winkeln
a, 3,7 der Sphire S? oder der elliptischen Ebene gilt

f
e(B) =D e(Ay). (37)

Jj=1

Beweis. Es bezeichne e;,; die Anzahl der im Innern von A liegenden Ecken der
Triangulation, e,4 die Anzahl der auf dem Rand von A liegenden Ecken (einschlieRlich der
Ecken von A), k;,: die Anzahl der im Innern von A liegenden Kanten der Triangulation
und k,q die Anzahl der auf dem Rand von A liegenden Kanten. Fiir die Anzahl e aller
Ecken und £ aller Kanten der Triangulation gilt dann

€ = €int + €rd, k= kint + krd-
Nach der Eulerschen Polyederformel (s. Ubung 13) ist
fok+e=1 (38)

Da jede innere Kante zu genau zwei Dreiecken der Triangulation gehért und jedes Dreieck
A; drei Kanten hat, gilt
3f = 2kint + kra- (39)

Nun ist
f

Ze(Aj) =a+f+v+en2n+ (erg — 3)m — fr;

J=1

an den Ecken von A addieren sich ndmlich die Winkel der daran anstofienden Dreiecke
Aj der Triangulation zu «, 3 bzw. v, wihrend sie an den e,q — 3 davon verschiedenen
Ecken der Triangulation auf dem Rand von A sich zu 7 und an jeder inneren Ecke zu 27
aufsummieren. Zusammengefasst ist also

e(Aj) =a+ B+ —7(f —2eimt — era +3).
j=1
Aus ey = € — epq folgt
J—2eint —€rat+3=f—2e+eq+3,
und wegen ¢,.q = k,q erhalten wir durch eine einfache Rechnung aus (38)

f726int*erd+3:3f*2k‘+krd+1.
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Beachten wir nun k = k¢ + krq, so folgt aus (39)
f_Qeint_er+3:3f_2kint_krd+1: 1,

und das ist die Behauptung. O
Aus diesem Lemma ergibt sich leicht die Rechtfertigung der Definition (36):

Folgerung 9. Der durch (36) definierte Flicheninhalt einer elementaren Menge M hangt
nicht von der Triangulation ab. Der Flacheninhalt ist additiv in dem folgenden Sinn: Ist
M = M; U My Vereinigung zweier elementarer Mengen, welche héchstens Randpunkte
gemeinsam haben, so gilt F'(M) = F(M;) + F(My).

Beweis. Esseien M = U{ A= U{ Ay, zwei Triangulationen der elementaren Men-
ge M. Wir finden eine gemeinsame Verfeinerung dieser Triangulationen; das ist eine
Triangulation M = (J;, Aj, von M derart, dass die Dreiecke Aj, A}, durch Dreiecke
der Verfeinerung trianguliert werden:

Aj = UAM, Ay = UAM.
k J
Nach dem Lemma 8 erhalten wir durch aufsummieren {iber die Dreiecke der jeweiligen
Triangulationen:

f f f f
PIETVED 9) BEAVRES 9) DELVIES Sk
j=1 j=1 k& k=1 j k=1
Die Multiplikation mit 72 ergibt die Rechtfertigung von (36). Die Additivitit folgt nun
unmittelbar aus dieser Definition. O

Bemerkung. Der Exzess a + 3 + v — m kennzeichnet quantitativ die Abweichung
der Geometrie des Dreiecks von der eines euklidischen Dreiecks mit denselben Winkeln;
sie wird daher auch Krimmung des Dreiecks genannt. Dass wir sie hier zur Grundla-
ge der Definition des Flacheninhaltes nehmen konnten, wird durch die Homogenitit der
Sphére ermoglicht: Die Kriimmungsfunktion oder Gaufssche Kriimmung der Sphére ist
konstant, und die Kriimmung eines Gebiets ist seinem Flacheninhalt proportional. Oft
wird selbst in elementaren Lehrbiichern, man vgl. etwa M. Berger [8] oder H. G. Bigalke
[12], auf die differentialgeometrische Definition des Flicheninhalts zuriickgegriffen. Eine
synthetische, allein auf die Begriffe der durch die Metrik bestimmten inneren Geometrie
der Fliche gegriindete Definition des Fliacheninhalts findet man in Kapitel X des Buches
[1] von A. D. Alexandrow. Dieses Buch ist den konvexen Flichen gewidmet, fiir die so-
gar Singularititen wie Ecken und Kanten zugelassen werden; die Sphéren sind dafiir die
einfachsten und wegen ihrer vollendeten Symmetrie sehr interessante Beispiele. Fiir nicht
homogene Flichen ist der Exzess daher als Maf fiir die Kriimmung des Dreiecks, und
nicht als Flicheninhalt des Dreiecks, zu interpretieren. Fiir konvexe Flichen zum Bei-
spiel ist der Exzess eines Dreiecks (berandet von kiirzesten Linien auf der Fliche) stets
nicht negativ. Die Beziehungen zur Differentialgeometrie sind ausfiihrlicher in M. Berger’s
Buch [8] dargestellt. Mit den in der Mafitheorie entwickelten Konstruktionen kann man
ausgehend von den elementaren Mengen ein Flichenmaf und ebenso ein Kriimmungs-
mafs fiir allgemeinere Mengen entwickeln. Sind die betrachteten Flichen glatt, so erhilt
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man dasselbe wie bei den Flichenintegralen oder Kriimmungsintegralen in der Differen-
tialgeometrie. Fiir die Sphire S2(r) und die elliptische Ebene P?(r) ist die GauBsche
Kriimmung K = 1/7? die Dichte des KriimmungsmaRes. Anschaulich ist klar, dass die
Kriimmung einer Sphire umso grofer ist, je kleiner ihr Radius wird. Denken wir uns in
der Formel (35) den Flicheninhalt eines Dreiecks A auf der S?(r) konstant und lassen
ihren Radius r gegen unendlich gehen, so muss der Exzess e(A) gegen Null streben: mit
wachsendem Radius néhert sich die lokale Geometrie der Sphire S?(r) der euklidischen
Geometrie. Daher kann man von nicht zu grofsen Gebieten der Erdoberfliche halbwegs
genaue, mafstabsgetreue ebene Karten entwerfen.

Wir wollen noch eine Formel fiir den Flécheninhalt eines konvexen sphérischen Po-
lygons herleiten. Unter einem sphdrischen Polygon P verstehen wir ein einfach zusam-
menhéingendes Gebiet der Sphiire S?(r), das von endlich vielen GroRkreisbégen, seinen
Seiten, berandet wird, welche paarweise héchstens einen ihrer Endpunkte gemeinsam
haben. Diese Endpunkte heiffen die Ecken des Polygons. Es bezeichne n die Anzahl
der Eckpunkte des Polygons. Eine Halbsphére oder ein Zweieck konnen wir stets durch
Einfiihrung formaler Ecken auf einen der Randbdgen als ein Dreieck betrachten. Also
kénnen wir annehmen, dass n > 3 gilt. Zu jeder Ecke A; des Polygons wird als Winkel
a; der Winkel desjenigen Zweiecks definiert, das von den an A; zusammentreffenden Sei-
ten bestimmt wird und in beliebiger Ndhe von A; innere Punkte des Polygons enthélt.
Der Winkel an einer formalen Ecke ist damit stets gleich 7. Das Polygon P, wird kon-
ver genannt, wenn zu je zwei Punkten A, B € P, ein kiirzester Grofkreisbogen AB zu
P,, gehort. Folgendes Lemma, gibt einen Ausdruck fiir den Flacheninhalt eines konvexen
sphérischen Polygons:

Lemma 10. Es sei P, ein in der Sphire S%(r) liegendes konvezes Polygon mit den

Winkeln «; an den Ecken A;, i =1,...,n. Dann ist sein Fldcheninhalt
F(P,) =) ai—(n—2)m)r. (40)
i=1

Beweis. Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit r = 1 voraussetzen. Ist das
Polygon ein Dreieck, so stimmt (40) mit (35) tiberein. Es sei (40) schon fiir alle ganzen
Zahlen j, 3 < j < n, bewiesen. Wir betrachten ein Polygon P,,;; mit n 4+ 1 Ecken und
ziehen die Sehne A; A,. Nun sind zwei Fille zu unterscheiden: 1. Der Punkt A, liegt
auf dem Grofkreis 3 durch A;, A,. In diesem Fall ist A,,;1 nur eine formal eingefiihrte
Ecke mit dem Winkel «,, 11 = 7. Fiir den Flécheninhalt ergibt sich, wie zu erwarten:

n+1

F(Pn+1):Zai—(n—l)W:Zai—(n—Q)ﬂ':F(Pn)-

2. Der Punkt A, 11 liege nicht auf dem Groftkreis >. Es bezeichne ¥_ die durch ¥ beran-
dete, abgeschlossene Halbsphire, die A, 1 nicht enthélt. Aus der Konvexitit von P41
ergibt sich, dass alle anderen Eckpunkte von P, in ¥_ liegen, und dass das Polygon P,
mit den Ecken (Aq,...,A,) als Durchschnitt von P,,; mit der Halbsphire ¥_ wieder
konvex ist. Es mogen of, o, die Winkel von P,, an den Ecken A, A,, bezeichnen. Damit
gilt nach (40) fiir das Polygon P,, und den Definitionen (35) und (36), wobei wieder r = 1
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Abbildung 2.7: Zum Beweis von Lemma 10.

vorausgesetzt wird,

F(Pn+1) = F(Pn) +F(A(A17An714n+1))
n—1
= ZaiJro/lJra;—(n—2)7r+a+ﬁ+an+177T
i=2

n+1

= Zaif(n+1—2)7r;
i=1

denn die Winkel von P,, und A an den gemeinsamen Ecken A;, A,, addieren sich zu den
Winkeln von P, 11, vgl. Abbildung 2.7:

/ /
a1:a1+0é, O[n:Oén+ﬁ,

wahrend der Winkel v von A gerade der Winkel a,,11 von P,y ist. Das Ergebnis ist
Formel (40) fiir P,,;1. Da der Beweis fiir jede Triangulation von P, gilt und das Ergebnis
nicht von der Triangulation, sondern nur von den Invarianten des betrachteten Polygons
abhingt, ist der Beweis des Lemmas beendet. O

Bemerkung. Die Volumenberechnung fiir Polyeder hoherer Dimension ist weitaus
komplizierter. Es gibt anscheinend keine geschlossene Formel fiir das Volumen eines allge-



2.5. SPHARISCHE UND ELLIPTISCHE GEOMETRIE 191

meinen n-Simplexes, n > 3, in Radumen konstanter Kriimmung. Man vgl. hierzu J. B6hm,
H. Hertel [22].

Ubung 11. Man beweise: Der Flicheninhalt eines Zweiecks mit dem Winkel o auf der S2(r)
ist gleich 2r’a. Der Flicheninhalt der Sphire S?(r) selbst ist gleich 4r’r.

Ubung 12. Man definiere fiir die elliptische Ebene P?(r) die Begriffe eines konvexen Polygons,
seiner Winkel und seines Flacheninhalts und zeige, dass die Formel (40) auch in diesem Fall gilt.
Der Flicheninhalt der gesamten elliptischen Ebene P?(r) ist gleich 2r2n.

Ubung 13. Die Eulersche Polyederformel ist eine der Wurzeln der kombinatorischen Topologie.
Sie gilt nicht nur fiir Triangulationen in dem oben definierten strikten Sinn, sondern fiir belie-
bige, auch krummlinige Zerlegungen von ebenen Gebieten, die durch eine einfache geschlossene
Kurve berandet sind, in ebensolche Gebiete, wobei die Kanten als Bogen zwischen zwei Ecken
definiert sind; sie diirfen paarweise hichstens Ecken gemeinsam haben. Man beweise die Euler-
sche Polyederformel (38). Hinweis. Entfernt man eine Kante, die zwei Gebiete der Triangulation
voneinander trennt, so &ndert sich die Zahl (38) nicht. Entfernt man eine nicht trennende Kante
mitsamt einer nur zu ihr gehérenden Ecke, so gilt dasselbe. Einen Beweis findet man zum Bei-
spiel in H. G. Bigalke, [12], S. 310. (Man beachte, dass in Satz 10.1 von [12] eine Zerlegung der
ganzen Sphére betrachtet wird, so dass das Komplement von A zu f hinzu zu zdhlen ist und
sich daher f — k +e = 2 fiir die Zerlegung von S? ergibt. Diese Formel gilt fiir die Anzahlen der
Seiten, Kanten und Ecken eines beliebigen, zur Sphire S? homdomorphen Polyeders.)

2.5.5 Sphirische Trigonometrie

Bereits im Teilabschnitt 3 haben wir den Seitenkosinussatz bewiesen und als Grund-
aufgabe der sphéirischen oder elliptischen Trigonometrie die Frage nach den Invarianten
von Dreiecken gestellt. Im Folgenden formulieren wir einige Ergebnisse der sphirischen
Trigonometrie als Ubungsaufgaben. Dabei beschrinken wir uns auf Eulersche Dreiecke
der Einheitssphire S? und verwenden wie oben die in der Elementargeometrie iiblichen
Bezeichnungen.

Ubung 14. Man beweise den Winkelkosinussatz
cosy = — cos acos 3 + sin asin 3 cos c.

Hinweis. Man wende den Seitenkosinussatz auf das Polardreieck an.

Ubung 15. Man beweise den Sinussatz der sphirischen Trigonometrie:

sina sinb sin ¢

sina sinfB  siny’
Hinweis. Man zeige zuerst
det(A, B,C) =sinbsincsin . (41)

Hierzu stelle man A, B,C in einem geeignet angepassten orthonormierten Dreibein dar. Beim
Beweis von (41) erhélt man auch den ersten der in der folgenden Ubung angegebenen Kongru-
enzsétze.
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Ubung 16. Man beweise die folgenden Kongruenzsdtze:

a) Zwei Eulersche Dreiecke sind genau dann kongruent, wenn zwei entsprechende Seiten und der
eingeschlossene Winkel iibereinstimmen.

b) Zwei Eulersche Dreiecke sind genau dann kongruent, wenn sie entsprechend gleiche Seiten
haben.

¢) Zwei Eulersche Dreiecke sind genau dann kongruent, wenn sie entsprechend gleiche Winkel
haben.

Wihrend die ersten beiden Kongruenzsétze wortlich auch in der euklidischen Geome-
trie gelten, ist das fiir die Behauptung c) nicht der Fall: in der sphéirischen Geometrie
sind &hnliche Dreiecke stets kongruent. Wir empfehlen, weitere Formeln und Lehrsat-
ze der sphirischen Trigonometrie aus einer Formelsammlung, z. Bsp. I. N. Bronstein,
K. A. Semendjajew [19], Abschnitt 2.6.4, zu entnehmen und sie mit den bisher gewonne-
nen Hilfsmitteln zu beweisen; vgl. auch M. Berger [8], Abschnitt 18.6.

X7
/
/>

Abbildung 2.8: Stereographische Projektion von P?(R).

Beispiel 4. Mit Hilfe der Uberlagerungsabbildung (4) haben wir uns die reelle projektive
Ebene als Sphére mit Identifizierung diametral gegeniiberliegender Punkte veranschau-
licht, vgl. Beispiel 1 und Beispiel 1.1.1. Wir erhalten ein fiir detaillierte Betrachtungen
sehr geeignetes Bild dieser Ebene, wenn wir die obere Halbsphére Sy := S% (e2) U S*(e2)
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einschlieflich des Aquators S*(e2) aus dem Siidpol s = —eo stereographisch auf die Aqua-
torebene E : 22 = 0 projizieren, vgl. (6), (7). Diese Projektion ist (vg. Abbildung 2.8)

st:xe Sy r—y=stx):=(sVx)NE, (42)
sie hat folgende Eigenschaften:

1. Das Bild der projektiven Ebene ist die abgeschlossene Einheitskreisscheibe; diame-
tral gegeniiberliegende Punkte des Randes, also des Aquators, sind zu identifizieren.

2. Der Aquator ist das Bild einer projektiven Geraden, nimlich die Polare des Nord-
pols m = [e]. Da die Projektion p auf der offenen Halbsphire S7 (e2) injektiv ist und
alle Geraden projektiv dquivalent sind ergibt sich, dass das Komplement einer Ge-
raden in der reellen projektiven Ebene zu einer offenen Kreisscheibe hom&omorph
ist.

3. Die Geraden durch den Nordpol n entsprechen den Groftkreisen durch ey; sie gehen
durch st in Durchmesser des Aquators iiber.

4. Die Geraden, welche den Nordpol n nicht enthalten, gehen durch st in Kreisb6gen
iiber, die den Aquator in diametral gegeniiber liegenden Punkten schneiden.

5. Ist die projektive Ebene die elliptische Ebene, so erhilt die Abbildung st die Win-
kel: Die Winkel von zwei Geraden der elliptischen Ebene sind gleich den Winkeln
zwischen ihren Bildern in der euklidischen Ebene ° E.

Der Beweis dieser Aussagen kann durch Rechnungen im euklidischen Raum E® ge-
fiihrt werden, was wir dem Leser iiberlassen®. Zwischen zwei Punkten der elliptischen
Ebene (oder des elliptischen Raumes P™) gibt es genau dann zwei Kiirzeste, wenn ihr
Abstand gleich dem Durchmesser des Raumes, also in unserem Fall der elliptischen Ebe-
ne mit r = 1 gleich 7/2 ist, vgl. Ubung 5, und das sind die beiden Strecken, in die die
Verbindungsgerade durch die Punkte zerlegt wird. Unter einer Kiirzesten versteht man
allgemein eine Verbindungskurve kleinster Linge. Die Lénge einer Kurve wird in der Dif-
ferentialgeometrie definiert; aus der Definition und der Dreiecksungleichung ergibt sich
leicht, dass die Kiirzesten in der elliptischen Geometrie Strecken sein miissen. Unter dem
Schnittort eines Punktes « versteht man die Menge aller derjenigen Punkte des gerade
betrachteten metrischen Raums, zu denen von « aus mindestens zwei Kiirzeste existieren.
Auf der Sphéare S™ ist also der Schnittort von ¢ der gegeniiberliegende Punkt —p, wihrend
im elliptischen Raum der Schnittort von « die Polare F(x) ist. In der Abbildung 2.8 ist
die Polare des Nordpols der Aquator mit Identifizierung der gegeniiberliegenden Punkte;
die beiden Strecken, die zu einem Punkt [x] = [—1] € F(n) fihren, werden durch die
beiden Strecken vom Zentrum o € E des durch ¢ bestimmten Durchmessers nach ¢ bzw.
—r dargestellt. Die stereographische Projektion ist natiirlich keine Isometrie, Absténde
von Bildern und Urbildern unterscheiden sich im allgemeinen.

Wir betrachten nun drei Punkte A, B, C der elliptischen Ebene in allgemeiner Lage.
Thre Verbindungsgeraden zerlegen die Ebene in vier Dreiecke I,11,I11,IV, vgl. Abbil-
dung 2.9. Fithrt man die Identifizierung des Aquators zunichst nur in dem Dreieck I7

5Der Winkel zwischen zwei Kurven in einem Schnittpunkt ist als Winkel zwischen ihren Tangenten
in diesem Punkt definiert.

6 Ausfiihrlicher wird die n-dimensionale stereographische Projektion im nichsten Abschnitt betrachtet,
vgl. Lemma 6.3, Ubung 5.4.
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Abbildung 2.9: Eulersche Dreiecke in P*(R).

aus, so entsteht ein Mdbiusband, siche Abbildung 2.10; das ist eine oft einseitig ge-
nannte, d.h. nicht orientierbare Flache, deren Rand die zu einem Kreis homéomorphe,
geschlossene Kurve ist, welche sich aus den beiden noch nicht identifizierten Bégen XY
des Aquators zusammensetzt. Will auch man diese Identifizierung ausfiihren, so gelingt
das nur mit Selbstdurchdringungen der Flache, wodurch dann eine zur Kreuzhaube der
Abbildung 2.2 ghnliche Flache entsteht. Durch eine Bewegung kénnen wir stets erreichen,
dass der Punkt C durch den Nordpol reprasentiert wird, p(e2) = C; die Seitengeraden
AV C, BV C erscheinen dann in E als Durchmesser, welche sich in C' mit dem Winkel
~ schneiden. Die Punkte A, B zerlegen die Seitengerade A V B in zwei Teilstrecken der
Lingen ¢ = e(A, B) < pi/2 und ¢/ = 7 — ¢ > pi/2, analog fiir die anderen Seitengeraden.
Da fiir Strecken der Linge kleiner oder gleich 7/2 die darauf projizierten Grofkreisbo-
gen aus S, dieselbe Lange haben, — der sphirische Abstand ist ja in diesem Fall gleich
dem elliptischen — finden wir stets ein in S liegendes Eulersches Dreieck, dessen Ecken
A, B,C = n reprisentieren und dessen Seitenldngen die Abstdnde der Ecken sind. Sind
die Seitenldngen a, b, c paarweise verschieden oder ist hochstens eine dieser Langen gleich
/2, so ist dieses Dreieck sogar eindeutig bestimmt. In unserer Abbildung 2.9 ist I das
Bild eines solchen Dreiecks bei der stereographischen Projektion st. Sind zum Beispiel
alle Absténde gleich 7/2, so erhalten wir vier zueinander kongruente Dreiecke, deren
Winkel ebenfalls gleich 7/2 sind; sie entsprechen den Durchschnitten von S; mit den
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Abbildung 2.10: Ein Md&bius Band.

vier oberen Oktanten des gewihlten orthonormierten Koordinatensystems des E*. Thre
stereographische Projektion ergibt das einfache Bild 2.11. Aus dieser Zerlegung folgt,
dass der Flicheninhalt der elliptischen Ebene gleich 2, fiir P?(r) also gleich 21?7 ist. O

2.5.6 Metrische Geometrie des elliptischen Raumes

In diesem Abschnitt formulieren wir einige Ergebnisse der metrischen Geometrie der n-
Sphiren und der n-dimensionalen elliptischen Raume in Gestalt von Ubungsaufgaben.
Offenbar ist die Menge

Iso(M) :={f: M — M|f Isometrie}

der Isometrien eines metrischen Raumes [M, p] mit der Operation der Verkniipfung o der
Abbildungen eine Gruppe, welche die Isometriegruppe des metrischen Raumes genannt
wird.

Ubung 17. Man beweise, dass die Isometriegruppe der n-Sphire S™(r) (bzw. des elliptischen
Raumes P"(r)) zur orthogonalen Gruppe O(n + 1) (bzw. zur projektiv-orthogonalen Gruppe
PO(n + 1)) isomorph ist. (Hinweis. Um zu zeigen, dass jede Isometrie f zu der angegebenen
Gruppe gehort, zeige man zuerst, dass bei der Isometrie f auch die Winkel invariant sind. Man
betrachte ein Repére aus n+ 1 paarweise orthogonalen Vektoren; das entsprechende orthogonale
n-Simplex wird durch f in ein ebenfalls orthogonales n-Simplex transformiert. Andererseits
gibt es eine orthogonale Transformation g € O(n + 1), die auf den Ecken des Simplex mit f
ibereinstimmt. Weil die Koordinaten eines beliebigen Punktes durch die Abstinde zu den Ecken
des Simplex bestimmt sind, die sowohl bei f als auch bei g invariant sind, muss f = g sein.)
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Abbildung 2.11: Zerlegung von P?*(R) in vier kongruente Dreiecke.

Ubung 18. Ein metrischer Raum [M, p] heift zweipunkthomogen, wenn er die folgende Eigen-
schaft besitzt: Sind (a,b),(a’,b’) € M x M Punktepaare mit dem gleichen Abstand p(a,b) =
p(a’,b"), so gibt es stets eine Isometrie g € I'so(M) mit g(a) = a’ und g(b) = &’. Offenbar ist
jeder zweipunkthomogene Raum homogen. Man beweise, dass die euklidischen Rdume E", die
elliptischen Raume P"(r) und die n-Sphiren S™(r) zweipunkthomogen sind.

Es sei [M, p] ein metrischer Raum und B C M eine nicht leere Menge. Fiir jeden
Punkt € M definiert men den Abstand von x nach B bekanntlich als das Infimum

ple, B) := inf{p(x,b)|b € B}
der Abstidnde von x zu den Punkten b € B.

Ubung 19. Es sei nun S C S™ eine m-Grofsphire in S™, r = 1, 0 < m < n. Man zeige:
a) Fiir den sphérischen Abstand d gilt

d(x, 51") = arccos(|p1(¥))), (43)

wobei p1 die orthogonale Projektion auf die von S7* aufgespannte (m + 1)-Ebene H bezeichnet;
es gilt also 0 < d(r, B) < m/2. — b) Fiir jeden Punkt r € S™ \ (S1 U Si) gibt es genau einen
Punkt 3 € S; mit d(r,3) = d(x, S1). Der durch g, 3 bestimmte Grofkreis ist orthogonal zu S;
und schneidet S; in der 0-Sphire {3, —3}. — ¢) Man formuliere und beweise zu a) und b) analoge
Aussagen fiir die elliptischen Réume.
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Das Ergebnis der letzten Ubung, c), ist

Folgerung 11. Ist B eine m-Ebene des elliptischen Raumes und x € P"(r) \ B* ein
nicht zur Polare von B gehdrender Punkt, so gibt es genau einen Punkt z € B fiir den
e(x,B) = e(x, z) gilt. O

Da in diesem Fall e(x,z) < rn/2 gilt, ist auch die Strecke xz C x V z eindeutig
bestimmt; sie heifst das Lot von x auf B, und z wird der FufSpunkt des Lotes genannt.
Fiir x € B ist natiirlich = z.

Es sei wieder [M, p] ein metrischer Raum und B C M eine nicht leere Menge. Unter
der Abstandsmenge §(B,¢) vom Radius € verstehen wir die Menge

0(B,e€) :={x € M|p(z, B) = €}. (44)

Ubung 20. Mit den Bezeichnungen von Ubung 19 mdge die m-Grofsphire S7* in der von den
Vektoren ¢, . .., ¢ aufgespannten (m+1)-Ebene H der orthonormierten Basis (¢;),7 =0,...,n,
liegen. Man beweise: a) Die Abstandsmenge §(S1,¢€) fiir € < 7/2 ist der Durchschnitt von S™
mit dem durch

(Z(m“)Q) cos® e — ( Z (z")*)sin’e =0 (45)
©=0 v=m+1

definiertem Hyperkegel. Hieraus schliefle man, dass diese Abstandsmenge ein verallgemeinerter
Torus ist; sie ist namlich als Hyperfliche von S™ durch die Abbildung

h: (x,9) € S7(a) x ST (v/1—a?) — r+9 e S™ mit a=cose

darstellbar, die ein Homéomorphismus ist. Dabei bezeichnen ST*(a) die Hypersphire vom Radius
a in H und Si(v/1 — a?) die Hypersphire vom Radius v/1 — a2 in H*. Fiir n =3 und m = 1
erhilt man den Torus als Produktmannigfaltigkeit zweier Kreise. — b) Mit r erfiillt auch —¢
die Gleichung (45); die Abstandsmenge ist also bei dieser Transformation invariant. Bei der
Uberlagerung p : S® — P™ geht sie in die von ihr doppelt iiberlagerte Abstandsmenge der
m-Ebene p(ST*) beziiglich der elliptischen Metrik iiber.

Ubung 21. Man zeige, dass sich jede der in Ubung 20 betrachteten Abstandsmengen 6(ST", €)
auch als Abstandsmenge einer anderen, (n — m — 1)-dimensionalen Grofisphire deuten ldsst;
welcher und mit welchem Radius?

Ubung 22. Man betrachte die Abstandsmenge D := §(ST",¢) C S™ und bestimme ihre Iso-
tropiegruppe Gp := {g € Gn|gD = D}. Man beweise, dass sich D in zweierlei Weise durch
eine verallgemeinerte Rotation gewisser Teilsphéren ¥ erzeugen lésst: D = Uh cp W2, wobei H
die Untergruppe aller derjenigen Elemente h € SG,, ist, die alle Vektoren eines fixierten Un-
terraums des euklidischen Vektorraums W C V"' elementweise fest lassen: h|W = idyy,. Die
Isotropiegruppe Gp wirkt transitiv auf D; man bestimme die Isotropiegruppen dieser Wirkung.

Es sei [M, p] ein metrischer Raum, B C M eine nicht leere Teilmenge und € > 0. Die
Menge
Uc(B) :={z € M|p(z,B) < €} (46)

wird eine Umgebung vom Radius € von B genannt.
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Ubung 23. Man beweise, dass die Umgebung U := U.(A) einer Geraden A der elliptischen
Ebene P? r = 1, vom Radius ¢, 0 < € < 7/2, ein Mbiusband ist, vgl. Abbildung 2.10. Das
Komplement P?\ U ist zu einer abgeschlossenen Kreisscheibe homgomorph. Die reelle projek-
tive Ebene ist also als topologischer Raum eine geschlossene Fliche, die durch Einkleben einer
Kreisscheibe an den Rand eines M&biusbandes entsteht, der ja zu einem Kreis homéomorph ist.

Ubung 24. Wir betrachten die Abstandsmenge D := §(ST",¢), € < /2, einer m-GroRsphire
S1 C S™. Es sei k := min{m,n — m — 1}. Man zeige: a) Durch jeden Punkt ¢ € D gibt es
eine k-Grofsphire, die ganz in D liegt. — b) Fiir alle [ > k gibt es keine I-Grofsphire, die in D
liegt. — ¢) Gilt k = 0, so ist die 0-Sphire {r, —r} die einzige, in D liegende Grofsphire durch
r. —d) Ist n = 3 und m = 1, so gibt es durch jeden Punkt r € D genau zwei in D liegende
Grofskreise. — €) In den von c) und d) verschiedenen Fillen gibt es stets unendlich viele, in
D liegende k-Grofsphiren durch jeden Punkt r € D. (Hinweis. Man beachte Ubung 2.4 und
Gleichung (2.10).)

Im Fall d) der vorigen Ubung sei So C D einer der Grofkreise durch ¢ € D. Weil S in
der Abstandsmenge D von S; vom Radius € liegt, ist der Abstand d(p, S;) fiir alle y € Sy
derselbe, eine Eigenschaft, die in der euklidischen Geometrie die zu einer gegebenen Ge-
raden parallelen Geraden charakterisiert. Daher nennt man S5 eine Clifford-Parallele zu
S1. Man beachte, dass diese Definition keine Aquivalenzrelation ergibt, denn die Tran-
sitivitdt gilt nicht: Sind Sa, S die beiden Clifford-Parallelen durch r in D, so ist wegen
d(r,S%) =0 und Sy # S, der Grofkreis Sy keine Clifford-Parallele zu S4. Eine ausfiihrli-
che Behandlung der Clifford-Parallelen und Verweise auf die Literatur, inbesondere auch
auf Verallgemeinerungen der Clifford-Parallelen, findet man bei M. Berger [8], Abschnitt
18.8.

Ubung 25. Man beweise: Ist Sz Clifford-Parallele zum Grofikreis Sy, so ist S; Clifford-Parallele
zu S2. (Beachte: Die Definition ist nicht symmetrisch!)

Bemerkung. Die in diesem Abschnitt behandelten Begriffe der metrischen Geome-
trie lassen weitgehende Verallgemeinerungen zu. Eine besonders erfolgreiche Entwicklung
erfuhr die metrische Geometrie durch die Arbeiten von A. D. Alexandrow [1] und seiner
Mitarbeiter zur Flachentheorie. Eine systematische Darstellung enthilt die Monographie
von W. Rinow [69]. Sehr allgemeine Resultate iiber den Schnittort auf konvexen Flachen
findet man in der Dissertation von J. Kunze [56]. Es ist bekannt, dass die Schnittorte von
Punkten konvexer Flichen keine geschlossenen Kurven enthalten. Fiir die elliptische Ebe-
ne ist das Gegenteil der Fall: obwohl die lokale Geometrie sphérisch, also gewiss konvex
ist, ist der Schnittort jedes Punktes eine geschlossene Kurve, ndmlich, wie oben gezeigt
wurde, seine Polare.

2.5.7 Winkel zwischen Unterriumen und Abstinde von Grof-
sphiren

In diesem Abschnitt behandeln wir die Aufgabe, vollstandige Invariantensysteme fiir Paa-
re (S¥, S} von GroRsphiiren der n-Sphére zu finden; dabei werden auch Grofisphiren
unterschiedlicher Dimension zugelassen. Fiir alle k,m mit 0 < k < m < n betrachten
wir die Menge dieser Paare, auf der die Gruppe G,, wirkt, wobei diese Wirkung durch
die Wirkung auf der n-Sphére induziert wird, wie in (10), (11) beschrieben. Da die bi-
jektive Beziehung zwischen den Grof-Teilsphiren und den Vektorunterrdumen ebenso
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wie die zwischen diesen und den projektiven Unterrdumen G,,-Isomorphismen der Trans-
formationsgruppen sind, geniigt es, vollstindige Invariantensysteme fiir die Wirkungen
der orthogonalen Gruppe O(n) auf den Produktmengen G, ; x G, der Grafmann-
Mannigfaltigkeiten zu finden. Die Losung dieser Aufgabe fiihrt uns auf die Winkel zwi-
schen den Unterrdumen, vgl. H. Reichardt, [67], § V.3; das Ergebnis wurde allgemein fiir
unitire Riume schon in Ubung 1.6.4.5 formuliert. Wir behandeln zuerst rein algebraisch
diesen Fall und folgern daraus die entsprechenden geometrischen Resultate. Der Einfach-
heit halber und in Ubereinstimmung mit den in 1.6.4 benutzten Bezeichnungen setzen
wir nun voraus:

Voraussetzung A. Es sei V"' ein n-dimensionaler reeller oder komplexer unitirer Vek-
torraum, dber dem die orthogonale Gruppe G := O(n) im Falle K = R oder die unitdre
Gruppe G := U(n) im Falle K = C linear wirkt, wobei das euklidische bzw. das positiv
definite hermitesche Skalarprodukt invariant bleibt (vgl. Abschnitt 1.6.1). Diese Wirkung
induziert, wie allgemeiner in (10), (11) beschrieben, eine Wirkung von G iber den Pro-
dukten von Grafmann-Mannigfaltigkeiten G, 1 X Gp.m:

g(U* W™ = (qU*, gW™), g G, 1 <k<m <n. (47)

Es sei V" = W @ W+ die durch den Unterraum W bestimmte direkte orthogonale
Zerlegung des Vektorraums V", pr : V. — W die orthogonale Projektion auf die erste
Komponente und ¢ := pr|U : U — W ihre Einschrankung auf den Unterraum U;
q' : W — U bezeichne den adjungierten Operator (Definition 1.6.4.1), welcher der dualen
Abbildung entspricht.

Satz 12. Es gelte die Voraussetzung A. Zu jedem Paar von Unterraumen (Uk, W™ e
Gn.k X Gnm gehort der eindeutig bestimmte selbstadjungierte Operator a = ¢ oq €

End(U*). Seine k Eigenwerte A, sind reell und erfillen
1>A > X >...> N\ >0, (48)

Die Folge dieser Eigenwerte ist ein vollstindiges Invariantensystem fir die Wirkung von
G auf Gp i X G-

Beweis. Aus Folgerung 1.6.4.1 ergibt sich a’ = (¢'0q) = ¢'o(¢') = ¢’ oq = a; also ist a
selbstadjungiert. Nach Satz 1.6.4.2 ist a diagonalisierbar und hat nur reelle Eigenwerte;
es existiert eine orthonormierte Basis (b, ),k = 1,...,k, von U * aus Eigenvektoren von
a. Ist b, [b| =1, ein Eigenvektor , so gilt

1> X = (ab,b) = (¢gb,qb) > 0.

Die erste Ungleichung ergibt sich daraus, dass ¢gb als orthogonale Projektion von b keine
grofere Norm als b haben kann. Daher erhalten wir bei geeigneter Nummerierung der
Eigenwerte die Ungleichungen (48). Bei einer simultanen Transformation (47) der Unter-
rdume durch eine unitére oder orthogonale Transformation gelten, wenn pri,qi, a1 die
zu dem Paar (gU", gW™) gehorenden Abbildungen bezeichnen:

priog=gopr,qu=goqog '|Ui, a1 =glUocaog '|U;.
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Weil g|U : U — U, unitér ist, gehen die Eigenvektoren von a in die Eigenvektoren von
a; mit denselben Eigenwerten iiber. Daher besteht die Folge (48) der Eigenwerte aus
G-Invarianten. Wir zeigen nun, dass dieses Invariantensystem vollstindig ist, dass also
Unterraumpaare mit derselben Folge (48) von Eigenwerten durch eine Transformation

g € @G ineinander ibergefithrt werden kénnen. Dazu passen wir dem Paar (U k. w™)
eine orthonormierte Basis (a,) von V" derart an, dass die Lage der Unterrdume in dieser
Basis durch die Eigenwerte bestimmt ist; haben dann zwei Unterraumpaare dieselben
Eigenwerte, so bestimmen die angepassten Basen eindeutig eine unitire Transformation,
die die Basen und damit auch die Unterraumpaare ineinander {iberfiihrt. Die Basis wird
dabei so gewdhlt, dass W = £(ai,...,0a,,) gilt und folglich W+ die lineare Hiille der
iibrigen Basisvektoren ist. Wir denken uns wie oben eine orthonormierte Basis (b,;), x =

1,....k, von U* aus Eigenvektoren von « fixiert. Die Vektoren dieser Basis zerlegen wir
in ihre Komponenten beziiglich W und W:

b, = qb, + qun- (49)
Aus der Orthonormiertheit der Basis (b,;) folgen

(gbu,qby)y = (abu,b,) = N0, v =1,...,k, (50)
<quua quu> <bu; bz/> - <qbua qbz/> = (1 - )‘u)(slw- (51)

Gilt A\, =1, so ist nach (50) (gb,,¢b,) = (b,,b,) =1, und es folgt ¢b, =b, c UNW.
Offenbar ist U N W der Eigenunterraum zum Eigenwert 1. Wir setzen

Gy = b, fira=1,...,d:=dimUNW. (52)

Es seien nun bg, 3 = d+1,..., s, diejenigen Vektoren der Eigenbasis, deren Komponenten
in (49) beide nicht Null sind; k — s ist also die Vielfachheit des Eigenunterraums zum
Eigenwert A = 0, welcher der Kern von a und auch der Kern von ¢ ist. Daher gilt nach
(50) und (51)

Ay =0,b,=¢"b, cUNW <= y=5s+1,...,k (53)

Man beachte, dass die Falle d = 0 oder s = k£ mdoglich sind. Fiir p = d+1,...,s sind
beide Komponenten in (49) von Null verschieden; wir normieren diese und setzen

a, :=qb,/|gb,| € W, amip_a:=q'b,/|g b, e W p=d+1,....s. (54)
Nach (53) finden wir weitere Basisvektoren von W= durch
Um-dio =by e Whfiro=s+1,... k. (55)

Die in (52), (54) und (55) definierten Vektoren sind nach (50) und (51) orthonormiert.
Ist s < m oder k —d < n—m, so ergdnzen wir a;, ..., as zu einer orthonormierten Basis
von W™ oder a1, ..., 0m+k—d zu einer orthonormierten Basis von W. Damit ist die
Anpassung der Basis von V" beendet. Fiir sie gilt:

1. Die Vektoren a4, ..., a,, spannen den Unterraum W auf.
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2. Die Vektoren by, ..., b; mit den Basisdarstellungen
bo=aq flira=1,...,d,
b, =a,cos¢, + Gmip—asing, firp=d+1,...,s,
bo = apm—dqyo fitrc=s+1,...,k,

spannen den Unterraum U auf; dabei sind unter Beriicksichtigung von (51) die
Winkel ¢, 0 < ¢, < 7/2, 2wischen U und W durch die Gleichung

(gby, qby) = Ay = cos® ., K=1,...,k, (56)
eindeutig bestimmt.

Offenbar sind d, s und die Winkel ¢, durch die Folge (48) der Eigenwerte eindeutig be-
stimmt und bestimmen ihrerseits die Gestalt der angepassten Basis, die natiirlich selbst
im allgemeinen schon wegen der auftretenden Basisergdnzungen und der Vielfachhei-
ten der Eigenwerte nicht eindeutig bestimmt ist. Haben wir ein zweites Unterraumpaar

~k
U, Wm) mit denselben Eigenwerten (48), so finden wir eine an sie angepasste orthonor-

- . J— S, SRS .
mierte Basis (a;) von V", die entsprechend die Eigenschaften 1., 2. fiir (U Wm) besitzt.
Man iiberzeugt sich leicht, dass die durch ga; = a;, ¢ = 1,...,n, eindeutig bestimmte

unitire Transformation das Paar (U, W) in (ﬁk, W) iiberfiihrt. O

Beispiel 5. Es sei nun wieder (S¥,55"), 0 < k < m < n, ein Paar von GroR-Teilsphéiren
der n-Sphire S™,r = 1. Da die Dimensionen der entsprechenden Vektorrdume um eins
grofier sind als die der Sphéren, beginnen wir die Zdhlung der Indizes wieder mit der
Null. Nach Ubung 19, (43), ist die quadratische Form

Q2(x) = cos®(d(x, S5")) = (qx, q¥)

das Quadrat des Kosinus des Abstands des Punktes ¢ zur m-Grofisphire S>. Die Ein-
schriankung von Q. auf die k-Grofisphire S; ist gerade die quadratische Form, deren
Eigenwerte A\g > A1 > ... > A das in Satz 12 bestimmte Invariantensystem bilden.
Nach den Extremaleigenschaften der Eigenwerte, sieche zum Beispiel Ubung 1.6.5.4, ist
also ¢y das Minimum der Abstdnde von Punkten r € S; zur m-Grofssphire Ss; es ist
gleich Null genau dann, wenn )\ = 1 ist, also S; N Se # 0 gilt. Die Winkel ¢,, sind die
stationdren Werte der Abstandsfunktion d(r, S5*) unter der Nebenbedingung ¢ € S, und
@k ist der maximale Abstand von Punkten r € S; zu S2. Aus der Definition (16) des
Abstandes im elliptischen Raums folgt, dass die Betrachtungen dieses Beispiels sich un-
mittelbar auf die Abstinde von Punkten einer k-Ebene zu einer m-Ebene des elliptischen
Raums {ibertragen lassen. O

Ubung 26. Man zeige: Sind S1,S> C S™ Hypersphéren, so gibt es hichstens einen von eins
verschiedenen Eigenwert, ndmlich A,—1, und der entsprechende Winkel ¢,_1 stimmt mit dem
in (20) definiertem Winkel zwischen den Hypersphéren iiberein.

Ubung 27. Fiir die Dimensionen n = 2 und n = 3 betrachte man alle Lagemoglichkeiten
fiir Grof-Teilsphéren und diskutiere die auftretenden Winkel und Abstinde. Ferner untersuche
man, wie die vollstindigen Invariantensysteme der Paare (Si,S2), (Si, S2), (S1,S3 ), (S1,5%)
zusammenhéngen.
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Ubung 28. Wir betrachten die Wirkung der euklidischen Gruppe E(n) auf der Menge der
Paare (H", M™) einer k- und einer m-Ebene des euklidischen Punktraums E™. Man finde ein
vollstédndiges Invariantensystem fiir diese Wirkung.

2.6 Hyperbolische Geometrie

In diesem Abschnitt bezeichne P™ den reellen n-dimensionalen projektiven Raum. In dem
zu Grunde liegendem reellen Vektorraum V™! sei eine nicht ausgeartete, symmetrische
Bilinearform (,) vom Index 1 gegeben. Ein reeller Vektorraum V| in dem eine derartige
Bilinearform als Skalarprodukt ausgezeichnet ist, wird ein N -dimensionaler Minkowski-
Raum genannt; der vierdimensionale Minkowski-Raum bildet als Raum-Zeit-Welt die
Grundlage der speziellen Relativitiitstheorie!, welche die klassische Elektrodynamik be-
schreibt, vgl. H. Minkowski [59]2. Nach Satz 1.9.4, siehe auch Beispiel 2.1.3 und Tabelle
2.1, hat das Skalarprodukt die Normalform

(r,y) = —ay0 + > alyl. (1)
j=1

Eine Basis (¢;),4 =0, ..., n, fiir die das Skalarprodukt die Normalform (1) hat, ist pseudo-
orthonormiert, fiir sie gilt also

(e;,e5) = €;0;, mit g = —lund e; =1fiir j=1,....n. (2)

Die entsprechenden homogenen oder inhomogenen, Punkt- oder Vektorkoordinaten wer-
den pseudo-orthogonal genannt. Die Isotropiegruppe des Skalarprodukts ist die pseudo-
orthogonale Gruppe O(1,n), sie transformiert die pseudo-orthonormierten Basen ein-
fach transitiv. Die Orthogonalitét beziiglich (,) definiert die Polaritdt F' := F,41,1 des
projektiven Raumes; ihre Isotropiegruppe ist die durch die pseudo-orthogonale Gruppe
erzeugte projektive pseudo-orthogonale Gruppe G,, := PO(1,n), vgl. (1.24). Die Menge
der isotropen Vektoren aus V"' bildet den isotropen Kegel; die Erzeugenden des Kegels
reprisentieren die durch F' bestimmte Quadrik ), welche ein Hyperellipsoid ist:

z=[]cQ< (r,r)=0 (reV,r#o). (3)

Da alle Hyperellipsoide projektiv dquivalent sind, konnen wir auch von der Hypersphire
Q = S"! C P" sprechen; in inhomogenen Koordinaten ist die Koordinatendarstellung

von (Q
n

> @) =1

j=1

fiir jede Losung von (3) muss ja 2° # 0 gelten, so dass wir #° = 1 setzen kénnen. Der
isotrope Kegel (3) teilt den Vektorraum V' in zwei Gebiete: das der raumartigen Vektoren

Vi={re V| >0}, (4)

1Eine sehr klare Darstellung der mathematischen Grundlagen der speziellen Relativititstheorie ist
enthalten in P. K. Raschewski [66], Kapitel IV.

2Ein Nachdruck dieses Artikels und einen kommentierenden Anhang findet man in J. B&hm,
H. Reichardt [23].
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und das aus zwei zusammenhéngenden Komponenten bestehende der zeitartigen Vekto-
ren, vgl. Abbildung 2.12:

V_={re V| <0}, (5)

Offenbar sind diese Gebiete unter der Wirkung von O(1, n) invariant. Projektiv entspricht
dieser Einteilung von V' \ {0} die Einteilung des projektiven Raumes

P" = A(QUQUIQ). (6)

Dabei ist A(Q) := 7(V ;) das Aubengebiet und I(Q) := m(V_) das Innengebiet der
Quadrik @, vgl. Beispiel 3.1. Nach Folgerung 3.1 ist die Gruppe G,, transitiv auf jeder

der Mengen Q, A(Q), I(Q).

Abbildung 2.12: Der isotrope Kegel.

Definition 1. Der n-dimensionale hyperbolische Roum H" := I(Q) = n(V ) ist das
Innengebiet von Q; die hyperbolische Geometrie untersucht die geometrischen Eigenschaf-
ten von Objekten in H", die unter der Wirkung der projektiven pseudo-orthogonalen
Gruppe G,, = PO(1,n) invariant sind. O

Die Wirkung von G,, iiber der Hypersphire ) definiert die weiter unten betrach-
tete Mdobius-Geometrie auf der Hypersphire, wihrend die auf dem Aufengebiet A(Q)
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durch die Wirkung von G,, bestimmte Geometrie, wie wir in Beispiel 1 sehen werden, als
Geometrie der Hyperebenen des hyperbolischen Raums gedeutet werden kann.

Dieser Abschnitt ist der hyperbolischen Geometrie gewidmet, die oft auch nicht-
euklidische Geometrie genannt wird. Die hyperbolische Geometrie entstand historisch
aus jahrhundertelangen vergeblichen Bemiihungen, das im vorigen Abschnitt besproche-
ne Parallelenpostulat aus den iibrigen Axiomen der euklidischen Geometrie zu beweisen.
In der hyperbolischen Ebene gibt es, wie wir weiter unten noch ausfiithren, durch jedem
Punkt auferhalb einer Geraden unendlich viele Parallelen. Die hyperbolische Geometrie
wurde etwa gleichzeitig von C. F. Gauf§, J. Bolyai und N. I. Lobatschewski entdeckt. Die
Geschichte dieser Entdeckung mit einigen der Originalarbeiten ist in H. Reichardt [68]
dargestellt. Der Terminus ,nicht-euklidisch® ist auf den starken Gegensatz dieser Geome-
trie zur euklidischen zuriickzufiihren und vielleicht auch darauf, dass sie die erste nicht
euklidische Geometrie war, die gefunden wurde. Die schon lange zuvor bekannte, im vo-
rigen Abschnitt besprochene Geometrie auf der Sphire ist ebenfalls nicht euklidisch, im
Unterschied zur hyperbolischen ist sie aber als innere Geometrie einer Fliche des euklidi-
schen Raums realisiert und somit gewissermafien in die euklidische eingeordnet. Es ist ein
tief liegender Satz der Differentialgeometrie, den D. Hilbert [41] im Jahre 1901 bewies,
dass eine globale, singularititenfreie Realisierung der hyperbolischen Ebene als Fliche
des dreidimensionalen euklidischen Raums nicht existiert. Die Entdeckung der hyper-
bolischen Geometrie stand im Widerspruch zu philosophischen Vorurteilen, welche die
euklidische Geometrie, und die darauf sich griindende Mathematik iiberhaupt, zu einer
a priori gegebenen Form unserer sinnlichen Anschauung verabsolutierte (I. Kant). Die
hier nur angedeuteten ,Grundlagen der Geometrie“ wurden in dem Buch von D. Hilbert
[42] systematisch und in gewisser Weise abschliefiend dargestellt; eine interessante Be-
schreibung dieser Zusammenh#nge findet man auch in dem Beitrag von W. Klingenberg
[52]. Weil es inzwischen sehr viele nicht euklidische Geometrien gibt, ist es wohl besser,
wie schon F. Klein [46] (s. auch [68]) vorschlug, von der hyperbolischen Geometrie zu
sprechen.

2.6.1 Modelle des hyperbolischen Raumes

Wir betrachten nun den hyperbolischen Raum H",n > 0, fiir n = 2 hyperbolische Ebene
H? und fiir n = 1 hyperbolische Gerade genannt. Zu jedem Punkt « € H" gibt es genau
zwei normierte Vertreter

+r € V omit (r,r) = -1, (7)

die zur oberen bzw. unteren Schale des durch (r,r) = —1 definierten n-Hyperboloids
H C V™! gehoren; sie sind bestimmt durch (7) und

2% = —{eg,r) > 0 bzw. 2° = —(eo,r) < 0.

Es bezeichne H, die durch 2° > 0 bestimmte obere Schale des Hyperboloids H, vgl.
Abb. 2.13, und E" := £(ey,...,¢,) die lineare Hiille der zu ¢y orthogonalen Basisvek-
toren. Da zu jedem Vektor r, € E" genau ein dariiber liegender Vektor ¢(r,) € H;
existiert, ndmlich

q: XOGEH'—’Q(IO) = eO\/1+<xoaxo>+XO€H+7 (8)
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Abbildung 2.13: Das pseudo-euklidische Modell.

ist die Abbildung ¢ bijektiv; sie ist eine Parameterdarstellung von H,, die H; und E"
hom&domorph aufeinander bezieht. Da andererseits jeder Punkt x des hyperbolischen
Raumes H" genau einen normierten Vertreter in H hat, ist auch die Abbildung

pir€Hy—p() =[] € H" 9)

bijektiv; {ibertragen wir mit ihrer Hilfe die durch die Parameterdarstellung (8) definierte
Topologie auf H", so folgt:

Lemma 1. Der hyperbolische Raum H" ist zum euklidischen Raum E"™ homdomorph.
Die vermdge (8), (9) definierte Abbildung h :== pogq : E" — H" ist eine bijektive
Parameterdarstellung von H", welche diesen Homéomorphismus beschreibt. O

Die durch (9) definierte Abbildung p entspricht der gleich bezeichneten Abbildung
(5.4), die jedoch nur ein lokaler Homdomorphismus ist. Wie dort kann man einen dem
Radius r analogen Parameter einfiihren, indem man das n-Hyperboloid H(r) und seine
obere Schale definiert:

H(r) = {r € V|(x,x) = —r*}, Hi(r) := {x € H(r)| — (0, ) > 0}. (10)

Dadurch &ndert sich nichts wesentlich. Ebenso wie die Spharen S™(r) Orbits der Gruppe
O(n + 1) sind, erweisen sich die n-Hyperboloide H(r) C V"™ als Orbits der Wirkung
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der pseudo-orthogonalen Gruppe O(1,n). Man erkennt leicht, dass eine Transformation
g € O(1,n) genau dann H(r) in sich iiberfiihrt, wenn in der Matrix von ¢ beziiglich
einer orthonormierten Basis

Yoo == —(e0, geo) >0 (11)

gilt. Weil stets genau eine der Transformationen g, —g € O(1,n) diese Eigenschaft hat
und die projektive pseudo-orthogonale Gruppe nach (1.24) die Faktorgruppe

G = O(1,n)/{=Lns1}

ist, ergibt sich, dass G, zu der Isotropiegruppe O(1,n)" von H, in O(1,n) isomorph ist;
wir identifizieren diese Isotropiegruppe mit G,,. In der Relativitédtstheorie bedeutet die
Invarianz von H, dass die Zeitorientierung erhalten bleibt, man also Vergangenheit und
Zukunft nicht vertauschen kann, was ja wohl der Realitét entspricht; eine Transformation
mit der Eigenschaft geg = —eq lasst offenbar H, nicht invariant. Das Vorzeichen der De-
terminante det(g) € G, entscheidet dann dariiber, ob ¢ die Orientierung der Hyperfliche
H, und damit auch des hyperbolischen Raumes H" invariant lisst oder nicht®.

Ubung 1. a) Man beweise durch eine Rechnung: Sind a,b € O(1,n), ist ¢ = a o b und gelten
—<€0,a€0> > 0, —<€07b€0> >0,

so ist auch —(eo, ceo) > 0. — b) Die Relation (r,1) < 0 ist eine Aquivalenzrelation auf dem durch
(7) definiertem n-Hyperboloid H; die Aquivalenzklassen sind Hy und H_.

Ubung 2. Man beweise, dass die Isotropiegruppe eines Punktes @ € H™ des hyperbolischen
Raumes zur orthogonalen Gruppe O (n) isomorph ist. (Hinweis. Stellen wir die Transformationen
g € Gy durch pseudo-orthogonale Matrizen beziiglich der eingangs gewdhlten Standardbasis
(¢;), = 0,...,n, dar, so erscheint G, als Untergruppe O(1,n)" derjenigen Matrizen (a;;) €
O(1,n), fiir die ago > 0 gilt (Ubung 1); die Isotropiegruppe von ey unter der betrachteten
Wirkung von G, ist dann die Untergruppe von O(1,n)", fiir die apo = 1 ist.) Wegen der
Transitivitdt von G, auf H™ (Folgerung 3.1) ist der hyperbolische Raum der Faktorraum

H"2>0(1,n)"/0(n).

Auf Grund der Bijektivitédt der Abbildung (9) identifizieren wir H; mit H™ und ver-
wenden je nach Zweckmifigkeit die vektorielle oder die projektive Schreibweise. Die auf
H_ durch das Skalarprodukt definierten Strukturen sind invariant, weil das Skalarpro-
dukt es ist. Diese Strukturen gestatten es, in Analogie zur elliptischen Geometrie eine
hyperbolische Metrik und Trigonometrie zu beschreiben, so dass sich H als ein sehr ge-
eignetes Modell des hyperbolischen Raums erweist; wir wollen es das pseudo-euklidische

Modell des hyperbolischen Raumes nennen®.

3Man kann beweisen, dass die Gruppe O(1,n) in vier zusammenhingende Komponenten zerfillt, die
dadurch charakterisiert werden, dass eine Transformation g die Zeitorientierung oder die Raumorientie-
rung erhilt oder umkehrt, s. z. Bsp. P. K. Raschewski [66].

4Mit differentialgeometrischen Methoden 148t sich beweisen, dass das pseudo-euklidische Skalar-
produkt auf H.(r) eine Riemannsche Metrik negativer konstanter Kriimmung —1/r? induziert, vgl.
P. K. Raschewski [66], § 118.
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Der hier verwendete Terminus ,,Modell“ hat seinen Ursprung in der historischen Ent-
wicklung der nicht-euklidischen Geometrie. Der Ausgangspunkt war eine rein axiomati-
sche Theorie, in der alle Axiome der euklidischen Geometrie mit Ausnahme des Paral-
lelenpostulats als giiltig angenommen wurden; das Parallelenpostulat wurde durch die
folgende

Negation des Parallelenpostulats. Durch jeden Punkt x der hyperbolischen Ebene
H? und jede x nicht enthaltende Gerade h gibt es wenigstens zwei Geraden dieser Ebene
gi,95 C H? = g1 N\ gs, die b nicht schneiden.

ersetzt. Wie bei allen axiomatischen Theorien ergibt sich auch hier die Frage nach ihrer
Widerspruchsfreiheit. Diese Frage kann durch die Angabe einer Struktur in einer wi-
derspruchsfreien Theorie beantwortet werden, die den geforderten Axiomen geniigt; eine
solche Struktur nennt man ein Modell der axiomatischen Theorie. In diesem Sinne ist
die in reellen Koordinaten konstruierte euklidische Geometrie ein Modell, das die Wi-
derspruchsfreiheit des in den ,Elementen des Euklid“ angegebenen Axiomensystems der
euklidischen Geometrie beweist, wenn man annimmt, dass das Rechnen mit den reellen
Zahlen widerspruchsfrei ist. Diese Annahme ist jedoch keineswegs innermathematisch,
genauer: im Rahmen der mathematischen Logik und der Grundlagen der Mathematik,
bewiesen. Wegen der fundamentalen Rolle der reellen Zahlen in der Mathematik wird
jedoch kaum ein Mathematiker und erst recht kein Physiker die Widerspruchsfreiheit der
reellen Zahlen anzweifeln. Der Verweis auf die durch Messungen mogliche Uberpriifung
ihrer Eigenschaften im Rahmen der mit ihrer Hilfe formulierten physikalischen Theorien
ldsst empirisch auf ihre Widerspruchsfreiheit schliefsen. In diesem Sinne werden wir, ohne
auf die Axiome im Einzelnen einzugehen, den oben als Innengebiet einer Hypersphére de-
finierten hyperbolischen Raum H™ oder die entsprechende Vektormenge H. als Modell
der hyperbolischen Geometrie entwickeln; dieses Modell geht auf F. Klein [46] zuriick.
Eine ausfiihrlichere Darstellung der axiomatischen Beziige findet man in dem Artikel von
W. Klingenberg [52].

Ubung 3. Man zeige: Das pseudo-euklidische Modell H einer hyperbolischen Geraden ist der
obere Ast einer Hyperbel in V' mit den durch (r,1) = 0 definierten Asymptoten. Die Definition

t € R+ x(t) := e cosh(t) + e1sinh(t) € Hy (12)

ergibt eine bijektive Parameterdarstellung der hyperbolischen Geraden.

Definition 2. Unter einer hyperbolischen k-Ebene Bk, 0 < k < n, versteht man eine
projektive k-Ebene, deren Durchschnitt mit dem Innengebiet H™ = I(Q) der Quadrik
@ nicht leer ist. Formal wird auch die leere Menge als eine hyperbolische k-Ebene der
Dimension k& = —1 betrachtet. Wie {iblich spricht man von Punkten (k = 0), Geraden
(k = 1) und Hyperebenen (k = n — 1). Unter den Punkten oder Teilebenen einer hy-
perbolischen k-Ebene verstehen wir, wenn nichts anderes gesagt ist, stets die Elemente
des Durchschnitts B* N H™; die Punkte aus B* N Q werden unendlich ferne Punkte von
B und die aus B*n A(Q) ihre quferen Punkte genannt. Die Menge der hyperbolischen
k-Ebenen bezeichnen wir mit H,, . O

Aus Orthogonalitétsiiberlegungen, den Ausfithrungen im Abschnitt 1.9.8 und den
Transitivititsaussagen in Beispiel 2.1 ergibt sich unmittelbar:



208 KAPITEL 2. CAYLEY-KLEINSCHE GEOMETRIEN

Lemma 2. Eine projektive k-Ebene MP" ist genau dann eine hyperbolische k-Ebene,
wenn der zugehirige Vektoraum WHT! ein (k + 1)-dimensionaler pseudo-euklidischer
Unterrawm des die Geometrie definierenden pseudo-euklidischen Vektorraums V" ist,
und das ist genau dann der Fall, wenn die Polare F(M") ganz im Aufengebiet A(Q) der
Quadrik liegt. Die hyperbolischen k-Ebenen sind hyperbolische Raume der Dimension k.
Die Gruppe G,, wirkt transitiv auf der Menge H,, i, der hyperbolischen k-Ebenen. O

Beispiel 1. Die hyperbolischen Punkte € H" entsprechen den eindimensionalen zeit-
artigen Unterrdumen; ihre Polaren x* sind folglich projektive Hyperebenen, die ganz in
A(Q) liegen, weil sie euklidischen Unterriumen W™ C V"' entsprechen. Andererseits
gehort zu jedem Punkt des Aufengebiets x € A(Q) ein eindimenionaler raumartiger
Unterraum, dessen orthogonales Komplement pseudo-euklidisch ist und folglich eine hy-
perbolische Hyperebene bestimmt, und umgekehrt. Ist € = F(X) € A(Q) der Pol einer
hyperbolischen Hyperebene, so gilt fiir jeden seiner Reprisentanten r,x = [z], die Un-
gleichung (r,r) > 0; es gibt jeweils zwei normierte Reprisentanten x = ] = [—z], welche
der Bedingung

(e8) = ~(@")? + ) _(a') = 1 (13)
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geniigen, die ein einschaliges n-Hyperboloid Q; im Raum V™" beschreibt, vgl. Abbil-
dung 2.14. Der Raum A(Q) aller hyperbolischen Hyperebenen entsteht aus der Hyperfld-
che (13) durch Identifizierung diametral gegeniiber liegender Vektoren r, —r. Tut man das
nicht, so entspricht jedem Vektor r € @, eine orientierte hyperbolische Hyperebene wie
folgt: Ein Punkt y € H" liegt im oberen Halbraum der Hyperebene X = F(x), wenn fiir
seinen eindeutig bestimmten Vertreter y € H, die Ungleichung (y,r) > 0 gilt; analog be-
stimmt man den unteren, durch die orientierte Hyperebene bestimmten Halbraum durch
(n,r) < 0. Bei einer Umorientierung, d.h. Vertauschung von ¢ und —g, werden oberer und
unterer Halbraum vertauscht. Algebraisch kann man diese Orientierung auch durch die
Orientierung der Basen der zugehdrigen Vektorrdume ausdriicken. Da die Hyperebene
X = F(z) die Polare von  ist, gilt fiir ihre Punkte

y=MheX (=0, (X="Fx),=z=][).

Wie in der euklidischen und der sphéirischen Geometrie zerlegt jede Hyperebene den
Raum in zwei disjunkte, offene Gebiete, deren gemeinsamer Rand sie ist. Der Raum der
orientierten hyperbolischen Hyperebenen entspricht bijektiv dem n-Hyperboloid (13). O

Ubung 4. a) Man beweise, dass der Raum A(Q) der hyperbolischen Hyperebenen unter der
Wirkung von G, zum Faktorraum

A@Q)=0(1,n)"/0(1,n —1)"

isomorph ist. (Man verfahre dhnlich wie in Ubung 2). — b) Man stelle auch die Mengen der
hyperbolischen k-Ebenen H, j; als Faktorrdume der Gruppe G, dar.

Ein zweites, ebenfalls auf F.Klein zuriick gehendes Modell des hyperbolischen Raums
H" erhalten wir durch eine andere Normierung der Reprasentanten [r] seiner Punkte
x. Zerlegen wir ¢ in seine zeit- und raumartigen Komponenten beziiglich der eingangs
gewidhlten Standardbasis:

r = ¢oz” +1; mit (ry,e0) =0,
so ist nach Definition 1 und (5) wegen
(6.0 = =) + (11,1) <0
und (r1,11) > 0 stets 20 # 0, und daher ist
h:x =z’ +1,] € H" — h(x) :=1,/2° € D" (14)

eine korrekte, d.h. von der Wahl des Reprasentanten unabhéngige Definition; hier bezeich-
net D" die n-dimensionale offene Vollkugel vom Radius 1 im euklidischen Vektorraum
E" = E(el, ey en):

D™ :={y € E"[(n,p9) <1}. (15)

Die Abbildung h ist offenbar bijektiv (auch ein Homéomorphismus beziiglich der {iblichen
Topologien); ihre Umkehrung ist

ht:peD"—x=1[eg+py c H" (16)
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Damit ist das zweite Modell des hyperbolischen Raumes konstruiert, welches wir das
euklidische Modell nennen wollen. Es hat den Vorteil, dass es die Unterraumstruktur
der hyperbolischen Geometrie besonders deutlich wiedergibt: Denken wir uns D™ in die
Hyperebene 2° = 1 eingebettet, wie es die Darstellung des Repriisentanten in (16) nahe
legt, so sind die hyperbolischen k-Ebenen einfach die Durchschnitte von D™ mit den sie
definierenden (k + 1)-dimensionalen Vektorunterrdumen. Im euklidischen Raum E™ be-
trachtet erscheinen also die hyperbolischen k-Ebenen als Durchschnitte von euklidischen
k-Ebenen mit der offenen Vollkugel D™. Die Abbildung 2.15 zeigt den Zusammenhang
der beiden Modelle der hyperbolischen Ebene.

Abbildung 2.15: Euklidisches und pseudo-euklidisches Modell von H?.

Beispiel 2. Im euklidischen Modell der hyperbolischen Ebene H? erscheinen die Gera-
den als Sehnen der offenen Einheitskreisscheibe. Die Gerade B mit der Parameterdar-
stellung (12) in H? wird durch h auf den Durchmesser

h([eo cosh(t) 4 1 sinh(t)]) = e; tanh(t) € E*, —oco <t < oo, (17)

abgebildet. Strebt ¢ gegen +o0o, so werden die Punkte des Einheitskreises +e; erreicht.
Ist a = [a],a € D2, ein nicht auf B liegender Punkt, so treffen die beiden Sehnen durch a
und die Punkte +e¢; des Randkreises die Gerade B nicht; sie werden die Randparallelen
durch a zu B genannt; sie teilen das Biischel der Geraden in zwei Winkelbereiche ein,
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von denen der eine aus B schneidenden und der andere aus zu B parallelen Geraden
besteht, vgl. Abb. 2.16. Im pseudo-euklidischen Modell von H? entspricht der Geraden
B der obere Hyperbelast von H., den man durch Zentralprojektion von h(B) aus dem
Ursprung o € V* auf H, erhilt. Natiirlich gibt es in einem hyperbolischen Raum H"
mit n > 2 auch windschiefe Geraden, das sind zwei Geraden, die nicht in einer Ebene
liegen. In den Dimensionen n > 2 wendet man die Begriffe parallel und randparallel nur
auf Geraden an, die nicht windschief sind. Also gibt es auch hier durch jeden Punkt
a € H" \ B genau zwei Randparallelen zur Geraden B, unendlich viele Parallelen und
dariiber hinaus unendlich viele zu B windschiefe Geraden.O

Abbildung 2.16: Parallelen im euklidischen Modell von H?.

Im Folgenden bendtigen wir mehrfach die allgemeine stereographische Projektion, die
systematisch zur euklidischen Geometrie gehort; fiir n = 2 haben wir sie bereits in Beispiel
5.4 benutzt. Zu ihrer Definition betrachten wir die Einheitshypersphére im euklidischen
(n 4 1)-dimensionalen Vektorraum S™ ¢ E™*!' mit dem Zentrum im Ursprung o; das
euklidische Skalarprodukt bezeichnen wir mit (r,y). Wir wéhlen eine orthonormierte
Standardbasis (¢;), fiir die also

(eivej) = 51]5 Zv.] :07"'an7

gilt. Den Punkt s := —e( bezeichnen wir als Sidpol und die Hyperebene E™ := £(eq,...,¢,),
definiert durch z° = 0, als Aquatorialhyperebene. Unter der stereographischen Projektion
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st: 8™\ {s} — E" verstehen wir die Abbildung (vgl. (5.42))

st:xeS"\{s}—y=st(x):=(sVx)NE" € E" (n>2). (18)

Abbildung 2.17: Zur stereographischen Projektion.

Das Bild y von z ist also der Schnitt der Verbindungsgeraden von « und dem Siid-
pol mit der Aquatorialhyperebene, schematisch dargestellt in der Abbildung 2.17. Man
erkennt sofort, dass der Bildpunkt y ins Unendliche wandert, wenn x gegen den Siidpol
s strebt. Denkt man sich den euklidischen Raum durch einen mit co bezeichneten Punkt
kompaktifiziert, dessen Umgebungen als Komplemente abgeschlossener Mengen des E™
definiert werden, und setzt st(s) = oo, so wird die stereographische Projektion zu einem
Homoéomorphismus von S™ auf diese Finpunktkompaktifizierung des E™ ausgedehnt. Es
gilt

Lemma 3. Die stereographische Projektion (18) ist ein Homdomorphismus. Sie fihrt
k-Teilsphiren A*¥ C S™\ {s} in k-Sphiren des E™ iiber; k-Teilsphiren, die den Siidpol s
enthalten, werden auf k-Ebenen des E™ abgebildet. Die Abbildung ist konform.

Es sei daran erinnert, dass man eine Abbildung konform nennt, wenn sie die Winkel
invariant ldsst. Aus einem klassischen, von C. F. Gaufl bewiesenem Satz der Differential-
geometrie, dem ,, Theorema egregium®, folgt, dass es keine isometrische, also die Abstande
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invariant lassende Abbildungen zwischen Sphéren und Ebenen gibt; die Konformitét ist
somit das Beste, was man erreichen kann. Daher wird die stereographische Projektion
flir n = 2 in der Kartographie und in der komplexen Funktionentheorie angewandt; in
letzterer stellt sie den Zusammenhang zwischen der Riemannschen Zahlenkugel und der
erweiterten Gaufsschen Zahlenebene dar. Zum Beweis von Lemma 3 empfehlen wir dem
Leser die Ausfiihrung der folgenden Ubung,.

["Ibung 5. Es seien z;,7i =0, ..., n, die Koordinaten von « und y;,j = 1,...,n die Koordinaten
von y = st(x) in Bezug auf die Standardbasis und den Ursprung 0. a) Durch Ausrechnung von
(18) zeige man

Lj
140’

b) Fiir die Umkehrung & = st~'(y) berechne man

_ 1=
=T

st y; = j=1,...,n. (19)

-1
st : X0

,0) 2y; )
@ = Ci=1,....n. 20
) T 1) " (20)

Hier bezeichnet 1) den Ortsvektor von y. — c) Man beweise die in Lemma 3 enthaltene Behauptung
iber die Bilder der k-Teilspharen. (Hinweis: Man betrachte zuerst den Fall kK = n—1 und benutze,
dass sich jede Hypersphire als Durchschnitt von S™ mit einer Hyperebene darstellen lasst. Die
Hyperebene sei durch ihre Hessesche Normalform (n,1) = p, vgl. 1.(6.3.37), gegeben, wobei n €
S™ ihr Normaleneinheitsvektor und p,0 < p < 1, ihr Abstand vom Ursprung ist. Ferner beachte
man, dass jede k-Teilsphére als Durchschnitt von endlich vielen Hypersphéren darstellbar ist.)
—d) Man beweise, dass st eine konforme Abbildung ist. (Hinweis. Man betrachte zuerst den Fall
n=2. In dem beliebigen Punkt = € S? seien 51, 5> Tangenteneinheitsvektoren an den Meridian
bzw. den Breitenkreis durch diesen Punkt. Durch Einsetzen der Parameterdarstellungen dieser
Kurven mit der Bogenldnge s als Parameter in st und nachfolgende Differentiation nach s
berechnet man die Bilder dieser Vektoren und zeigt, dass sie orthogonal sind und sich mit
demselben, nur vom Punkt x abhingenden Faktor multiplizieren: das bedeutet die Konformitét
im Fall n = 2. Fiir n > 2 denke sich man eine beliebige orthonormierte Basis 5;,7 = 1,...,n,
des Tangentialraums Tz S™ gegeben. Weil & und zwei der Basisvektoren s;,5;,7 # j, eine 2-
Grofsphire S? C S™ bestimmen, folgt die Konformitit in diesem Fall aus der fiir n = 2.)

Y
Y

Beispiel 3. Wir wollen noch drei weitere Modelle des hyperbolischen Raums beschreiben
und gehen dazu von dem euklidischen Modell aus. Den offenen Einheitsball D™ denken
wir uns in die Hyperebene E™ = £(e1,...,¢,) C E™™! mit dem Normalenvektor ¢q ein-
gebettet und betrachten den oberen Teil S”,zo > 0, der Einheitshypersphére, in deren

Aqutorialhyperebene D" liegt. Zu jedem Punkt = € D" gehért dann genau ein dariiber
liegender Punkt x € S7, der orthogonal auf = projiziert wird. Den hyperbolischen Ge-
raden entsprechen hierbei Halbkreise, die den Rand S”~! von D" orthogonal schneiden.
Jede hyperbolische k-Ebene, wird von einer euklidischen k-Ebene M* c E" erzeugt,
welche den Rand S™~! in einer k — 1-Sphére schneidet; ihre Hebung in S” hat dann mit
E" als einzigen von Null verschiedenen Winkel wieder nur 7/2. Die Halbhypersphére S’
mit der beschriebenen Struktur der zum Rand orthogonalen Halb-k-Sphéren als hyperbo-
lische k-Ebenen ist wiederum ein Modell der hyperbolischen Geometrie, welches wir ihr
sphdrisches Modell nennen wollen. Wendet man auf die Halbhypersphéire S* die stereo-
graphische Projektion an, so erh&lt man ein neues Modell des hyperbolischen Raums in
dem offenen Ball D", in dem die hyperbolischen Geraden durch Halbkreise oder Durch-
messer reprisentiert werden, welche den Rand S™~! orthogonal schneiden, analog fiir
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hyperbolische k-Ebenen: sie gehen in zu S™~! orthogonale k-Halbsphiren iiber. Dieses
ebenfalls von F. Klein angegebene Modell wollen wir das Kleinsche Modell des hyperboli-
schen Raumes nennen. Ein viertes Modell geht auf H. Poincaré zuriick: Denkt man sich
D™ in die Hyperebene des durch z; = 0 bestimmten Meridians gelegt, betrachtet die
durch x; > 0 definierte Halbsphire mit der eben beschriebenen hyperbolischen Struktur
und wendet darauf die stereographische Projektion st an, so erhalt man als Poincarésches
Modell den offenen, durch z; > 0 bestimmten Halbraum des E". Die hyperbolischen Ge-
raden erscheinen wegen der Konformitit und Kreis-Invarianz als auf dem Rand, also der
Hyperebene 1 = 0 des E™ senkrecht stehende Halbkreise oder Halbgeraden, und die
hyperbolischen k-Ebenen als zu ihm im beschriebenen Sinn orthogonale k-Halbsphéren
oder k-Halbrdume. Die Abbildung 2.18 ist eine Transformation der Abbildung 2.16 in
das Poincarésche Modell der hyperbolischen Ebene.

Abbildung 2.18: Parallelen im Poincaréschen Modell von H?2.

Die Abbildung 2.19 zeigt eine Schar von Kreistangenten im Kleinschen Modell der
hyperbolischen Ebene. Bemerkenswert ist, dass jede der Tangenten zu einem Viereck aus
Tangenten der Schar gehort, dessen Ecken zu @ gehoren, also unendlich ferne Punkte
sind. In jedem dieser Vierecke sind je zwei benachbarte Seiten randparallel, wahrend
die gegeniiberliegenden Seiten parallel sind. Zu jeder Geraden der Schar gibt es in ihr
mehrere Parallelen. Dieses Bild zeigt besonders deutlich die gravierenden Unterschiede
zur euklidischen und zur elliptischen Geometrie: In der euklidischen Geometrie gibt es
zu jeder Tangente an einen Kreis genau eine andere parallele Tangente, wihrend es in
der elliptischen Geometrie iiberhaupt keine Parallelen gibt. O

2.6.2 Abstand und Winkel

Wir kehren nun wieder zur urspriinglichen Definition des hyperbolischen Raums als In-
nengebiet der Quadrik @ zuriick; die Punkte @ € H" représentieren wir durch ihre
eindeutig bestimmten normierten Vertreter = [z],x € HY, (r,x) = —1. Die grundlegen-
de Invariante der hyperbolischen Geometrie vom Radius r ist der Abstand zweier Punkte,
der in Analogie zum elliptischen Abstand (5.16) durch

h(z,y) := rarcosh(|(r,9)|), * = [t],y = [v], r.v € HY (21)
definiert wird. Man beweist leicht, dass h folgende Eigenschaften einer Metrik besitzt:

h(z,y) = h(y,x), h(z,y) > 0,h(x,y) =0 <=z =y. (22)
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Abbildung 2.19: Kreistangenten im Kleinschen Modell von H?.

Die Dreiecksungleichung fiir h wird sich weiter unten aus dem hyperbolischen Kosinussatz
ergeben. Im Folgenden werden wir der Einfachheit halber den Radius r = 1 setzen.

Ubung 6. Man beweise (22). Hinweis. Man benutze, dass es zu jedem Vektor r € HY eine
Transformation g € G, gibt mit gr = eo.

Ebenso wie Satz 5.2 der elliptischen Geometrie ergibt sich

Satz 4. Zwei endliche Punktfolgen (x1,...,2k), (Y1,...,Y) des n-dimensionalen hyper-
bolischen Raumes H™ sind genau dann G, -kongruent, wenn ihre Abstinde entsprechend
gleich sind:

Beweis. Aus der Gleichheit der Absténde ergibt sich die Gleichheit fiir die Skalarpro-
dukte der Reprisentanten. Wir haben die Voraussetzungen von Satz 2.4 zu iiberpriifen.
Da in dem pseudo-euklidischen Vektorraum vom Index 1 ein Unterraum, der einen zeit-
artigen Vektor enthilt, stets nicht isotrop ist, gilt die Bedingung c) von Satz 2.4. Aus
demselben Grund kénnen wir die Formel (2.33) fiir die Gramsche Determinante anwen-
den, woraus die Voraussetzung a) (von Satz 2.1) resultiert. Wegen x = 1 ist schliefilich
die Bedingung d) trivial, und es ergibt sich die Behauptung. O
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Beispiel 4. Wir betrachten nun zwei hyperbolische Hyperebenen X, Y, X N I(Q) # 0,
Y NI(Q) # 0; wenn keine Verwechselungen zu befiirchten sind, schreiben wir die letz-
ten beiden Bedingungen oft nicht aus und sprechen von hyperbolischen Hyperebenen
X, ..., bzw. allgemeiner hyperbolischen k-Ebenen, wenn diese Bedingungen erfiillt sind.
Die Polaren dieser Hyperebenen = X,y = Y sind stets Punkte des AuRengebiets,
deren bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmte normierte Vertreter +p, 4t auf dem
einschaligen Hyperboloid @1 liegen, vgl. (13), Beispiel 1; sind die hyperbolischen Hyper-
ebenen orientiert, so sind ihre normierten Vertreter eindeutig bestimmt, und wir haben
eine eindeutig definierte Invariante:

I(X,)Y):= (1), ] =X b =Y t,9€Q1, X,Y orientiert. (23)

Fiir nicht orientierte Hyperebenen miissen wir auf das Vorzeichen verzichten und erhalten
die Invariante

I|(X,Y) = @), f] =X, ) =Y",5,9 € Q, X,Y nicht orientiert. (24)

Fiir nicht normierte reprisentierende Vektoren gelten die allgemeineren Formel

[(X,Y) = r,n) (X, Y) = (&, 9)] (25)

(r, 1) (n,v) V) {n,n)

Wir setzen X # Y voraus und unterscheiden drei Falle:

1. I|(X,Y) < 1. Das ist genau dann der Fall, wenn r,y einen euklidischen Un-
terraum aufspannen, und das gilt genau dann, wenn X A Y = (z V y)' ein
pseudo-euklidischer Unterraum ist, also die Hyperebenen sich in einer hyperbo-
lischen (n — 2)-Ebene X NY schneiden. Der Winkel o der sich schneidenden Hy-
perebenen wird dann durch

cosae = I(X,Y), 0<a<m (X,Y orientiert),
cosa = |I|(X,Y), 0<a<7/2,(X,Y nicht orientiert),

eindeutig bestimmt.

2. I|(X,Y) = 1. Das ist genau dann der Fall, wenn r, v einen isotropen Unterraum
aufspannen, und das gilt genau dann, wenn X AY = (x V y)' ein isotroper
Unterraum ist, also die Hyperebenen sich in einer zu () tangentiellen (n — 2)-Ebene
X NY schneiden; X,Y werden randparallel zueinander genannt.

3. |I|(X,Y) > 1. Das ist genau dann der Fall, wenn r,y einen pseudo-euklidischen
Unterraum aufspannen, und das gilt genau dann, wenn X AY = (z V y)* ein
euklidischer Unterraum ist, also X AY eine ganz im Aufiengebiet liegende (n — 2)-
Ebene ist; X,Y werden zueinander parallele Hyperebenen genannt.

Offenbar ist fiir die G\,-Kongruenz zweier Paare (X,,Y ), X4 # Y4, = 1,2, ver-
schiedener Hyperebenen die Ubereinsimmung der Invarianten |I| notwendig; indem man
aus der entsprechenden Ubereinstimmung der Skalarprodukte der normierten Vertreter
der Pole einen Isomorphismus der von ihnen aufgespannten 2-dimensionalen Unterriu-
me findet und den Satz von E. Witt oder eine elementare Konstruktion angepasster



2.6. HYPERBOLISCHE GEOMETRIE 217

pseudo-orthonormierter Basen anwendet, zeigt man, dass die Gleichheit der Invarianten
[I|(X1,Y1) = |I|(X2,Y?2) auch hinreichend fiir die G,,-Kongruenz der Paare ist. Speziell
gilt also, dass zwei randparallele Paare stets G,,-kongruent sind, wihrend zwei parallele
Hyperebenen wie in der euklidischen Geometrie eine Invariante besitzen. O

Ubung 7. a) Man gebe fiir jeden der in Beispiel 4 genannten Fille und jedes n > 0 Paare
hyperbolischer Hyperebenen an, welche die entsprechenden Bedingungen erfiillen. — b) Man
fithre die im letzten Absatz von Beispiel 4 angedeuteten elementaren Konstruktionen aus. — c)
Man zeige durch Anpassung der Repéres, dass zwei Paare randparalleler Hyperebenen (Fall 2
von Beispiel 4) stets G,,-kongruent sind.

Beispiel 5. Es seien zwei hyperbolische Halbgeraden X,Y gegeben, die von ihrem
Schnittpunkt a € H™ ausgehen. Nach Gleichung (12) seien diese Halbgeraden im Modell
H? durch

b(t) = acosh(t)+ bysinh(t), ¢t > 0,
c(s) = acosh(s)+ c;sinh(s), s >0,

gegeben, dabei gelten
a, b(t), C(S) € H?_, <bl, bl> = <C1, C1> =1, <CL, bl> = <Cl, C1> =0.

Weil b1, ¢; zu dem zeitartigen Einheitsvektor a orthogonal sind, spannen sie einen eu-
klidischen Unterraum auf; sie sind iiberdies wegen der Bijektivitdt der Gleichung (8)
eindeutig bestimmte raumartige Einheitsvektoren. Unter dem Winkel der Halbgeraden
mit dem Schnittpunkt a verstehen wir die durch

cosa = (by,c1),0 < a<m,

eindeutig bestimmte Zahl. Wir zeigen, dass diese Definition mit der in Beispiel 4, Fall 1,
gegebenen vertriglich ist. Dazu betrachten wir die von a und den beiden Halbgeraden
aufgespannte hyperbolische Ebene. IThr entspricht der von a, b1, ¢; aufgespannte pseudo-
euklidische Unterraum W2, den wir uns orientiert denken, so dass in ihm ein Vektorpro-
dukt definiert ist. Aus den Orthogonalitétsbeziehungen folgt, dass a x by, a X ¢; normierte
raumartige Einheitsvektoren sind, welche die Pole der durch die angegebenen Parame-
terdarstellungen orientierten Geraden X,Y reprisentieren. Nach der Formel (2.37), in
der
a = det((e;,¢;)) = —1

zu setzen ist, erhalten wir
I(XaY) = <a X blv ax C1> = *<Cl, a><b15 C1> = <b15 C1>;
denn es gilt nach Konstruktion (a, b1) = (a,¢;) = 0. O

Beispiel 6. Wir wollen nun noch die Konformitét des sphirischen und damit auch des
Kleinschen und des Poincaréschen Modells des hyperbolischen Raums beweisen. Da ein
rein auf der linearen Algebra beruhender Beweis einerseits recht umsténdlich wire und
andererseits nur spezielle Resultate ergéibe, benutzen wir hier differentialgeometrische
Hilfsmittel. Wir betrachten die durch (7) und 2° > 0 definierte obere Schale H, des
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H" darstellenden Hyperboloids mit den Koordinaten z*, i = 1,...,n, als Parameter. Die
Parameterdarstellung dieser Hyperfliche ist dann

einsetzten. Die durch das Differential dr aus dem pseudo-euklidischen Skalarprodukt in
den Tangentialrdumen von H induzierte Metrik ist dann wegen

(t,r) = -1, (r,dr) =0

positiv definit; die durch sie bestimmte Riemannsche Metrik wird durch das G,,-invariante

Bogenelement
n

() S — ()

beschrieben. So erhilt man fiir den Winkel der in Beispiel 5 betrachteten Geraden in
diesem Bogenelement wegen

(dr,dy) =

db

7 = asinht + by cosht
und der entsprechenden Gleichung fiir die Ableitung von ¢(s) in ihrem Schnittpunkt a,
also fiir s = ¢t = 0, die durch das Bogenelement ausgedriickte Gleichung

<%(0)7 %(0» = (by,¢1) = cosa,

wie schon dort berechnet. Wir betrachten nun das in Beispiel 3 beschriebene sphérische
Modell S von HY; fiihrt man die der Konstruktion entsprechenden Rechnungen aus, so
wird das Bild von r(z?) in dieser Parameterdarstellung gegeben durch

tsla) = 5 (Lah, .2, (@) € D).
Das Bogenelement der Hypersphire S” ¢ E™"! ist nun durch das euklidische Skalar-
produkt (,) zu berechnen. Differenziert man die letzte Gleichung und berechnet das
Skalarprodukt, so folgt

m&agza%awax

und das bedeutet die Konformitét der Abbildung r € H} +—— g € S . Weil nach Lemma
3 die stereographische Projektion ebenfalls konform ist, ergibt sich durch Verkniipfung
der konformen Abbildungen unmittelbar: Die Kleinschen und die Poincaréschen Modelle
der hyperbolischen Rdume sind winkeltreue Bilder der hyperbolischen Geometrie.O
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Beispiel 7. Wir betrachten die Polarkoordinaten u,v der hyperbolischen Ebene; sie sind
die Parameter der Darstellung

t(u,v) := eg coshu + (eg sinv + ez cosv) sinh u

des pseudo-euklidischen Modells H2. Die Abbildung 2.20 zeigt die Bilder der zueinander
orthogonalen Koordinatenlinien im Poincaréschen Modell. Die kartesischen Koordinaten
x,y bestimmen in dem euklidischen Modell ein im hyperbolischen Sinn nicht orthogona-
les, aus hyperbolischen Geraden bestehendes Netz; die Abbildungen 2.21 und 2.22 zeigen
dieses Netz im Kleinschen bzw. Poincaréschen Modell. O

T

Abbildung 2.20: Polarkoordinaten im Poincaréschen Modell von H 2,

2.6.3 Abstand und Winkel als Doppelverhiltnisse

Im vorigen Abschnitt wurde bewiesen, dass der hyperbolische Raum zweipunkthomogen
ist, das heift, das es zu zwei Punktepaaren in H" genau dann eine Transformation
g € G, gibt, die sie ineinander iiberfiihrt, wenn sie denselben Abstand haben; allein der
Abstand bestimmt sie bis auf Kongruenz. Andererseits ist zwei verschiedenen Punkten
des hyperbolischen Raumes in natiirlicher Weise eine projektive Invariante zugeordnet:
Sind némlich ¢,y die Schnittpunkte der Verbindungsgeraden x V y mit der Quadrik
Q, so kénnen wir das Doppelverhdltnis (DV) (x,y;xq,y) bilden, das noch von der
Reihenfolge der Punkte abhingt. Weil es generell eine projektive Invariante ist, ergibt
sich die Frage nach dem Zusammenhang dieses DV mit dem Abstand der Punkte. Diese
Frage wurde schon im Jahr 1859 von A. Cayley [26] sehr allgemein behandelt und spater
von F. Klein [46] wieder aufgenommen.

Satz 5. Es seien * # y 2wei Punkte des hyperbolischen Raumes H"(r) und xq,yg
die Schnittpunkte der Verbindungsgeraden x \V y mit dem Absolut Q. Dann gilt fir den
Abstand der Punkte

T

Beweis. Beieiner Vertauschung von x mit y oder x¢ mit y, dndert sich die rechte Seite
von (26) nicht, da das DV dabei nach (1.4.7) in sein Inverses iibergeht. Fiir den Beweis
gehen wir zur komplexen Erweiterung des Vektorraums V" und des Skalarprodukts (, )
iiber und beweisen zuerst ein allgemeineres Lemma, das weitere Anwendungen gestattet.
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Abbildung 2.21: Kartesische Koordinatenlinien z, y im Kleinschen Modell von H?.

Lemma 6. Es sei P der komplex-orthogonale Raum mit der nicht ausgearteten Qua-
drik Qc (Beispiel 3.2). Die Verbindungsgerade x V y der zwei Punkte x,y € P&\ Qc
sei eine Sekante mit den Schnittpunkten {xq,yo} = (Vy)NQc (Beispiel 1.9.8). Dann
ist die Invariante Sq(x,y) € C nach (4.17) definiert; die Losungsmenge der Gleichung

Sq(x,y) = cos®p, p € C, (27)

ist dann Q = {+po + kn| k € Z}, wobei vy € C die durch (27) und die Bedingung
0 < Re(po) < 7 bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmte Losung ist. Die Zahl

k(a,y) = [Tm(p)] (28)
hingt nicht von der Wahl von ¢ € Q0 ab, und es gilt
K y) = 5@y 20, 9)|| (29)
Der Realteil von ¢ und das Argument o des DV erfiillen

a(z,y) = arg(z, y; @, Yg) = 2 Re(y) mod 27. (30)



2.6. HYPERBOLISCHE GEOMETRIE 221
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Abbildung 2.22: Kartesische Koordinatenlinien z,y im Poincaréschen Modell von H?.

Beweis. Die Losungsmenge €2 und die sich auf (28) beziehende Aussage folgen aus den
Eigenschaften der komplexen Funktion cos z. Zum Beweis von (29) berechnen wir zuerst
die Parameter der Schnittpunkte ¢,y auf der Geraden = V y. Da @,y nicht zu Q¢
gehoren, finden wir normierte Vertreter r,y, € = [t],y = [1], (r,z) = (n,y) = 1. Der
Ansatz 3(t) := 1t + 9 € Q¢ fithrt auf die quadratische Gleichung (3(¢),3(t)) = 0, welche
die Losungen

tre = =) £ (,n)? -1 (31)

hat. Wir bemerken, dass hier t; # to gilt. Wire das nicht der Fall, so wére (r,n) = +1;
die Gerade x V y entspriche einem isotropen Vektorraum und wére somit eine Tangente
an Q¢ mit dem durch ¢; = to bestimmten Beriihrungspunkt. Aus der Formel (1.4.16)
ergibt sich fiir das DV

(®,y; 2(t1), 2(t2)) = ta/t. (32)

Wihlt man eine beliebige komplexe Losung ¢ von (x, 1) = cos ¢, setzt diese in (31) und
das Ergebnis in (32) ein, so folgt nach einer leichten Rechnung

(mayvava) :62“0' (33)

Bei einer Vertauschung von xq,y geht das DV nach (1.4.7) in sein Inverses iiber, also ¢
in —. Daher ist ¢ nur bis auf das Vorzeichen durch x, y bestimmt. Die trigonometrische
Darstellung des DV in der Form pel® und die Zerlegung

o =¢&(x,y) +in(z,y)

von ¢ in Real- und Imaginérteil ergeben nach Einsetzen in (33) die Formeln (29) und
(30) der Behauptung des Lemmas. O

Wir beenden nun den Beweis von Satz 5. Da es sich bei der Verbindungsgeraden
x Vy C H" um eine Sekante der reellen Quadrik @ handelt, sind die Losungen t1,t5
(31) reell und voneinander verschieden, und daher gilt

cos® () = Sq(z,y) = (r,n)*> > 1
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Dabher ist ¢p = i rein imaginir, und nach (33) ist das DV positiv. Aus (33) folgt dann
unter Beriicksichtigung von (21), (28), (29) mit h(x,y) = r k(x,y) die Behauptung von
Satz 5. O

Wir kehren nun noch einmal zur elliptischen Geometrie zuriick und denken uns den el-
liptischen Raum durch bilineare Ausdehnung des Skalarprodukts wieder zu dem komplex-
orthogonalen projektiven Raum P¢ erweitert. Wegen « # y ist dann fiir die normierten
Vertreter (r,p)? < 1, und daher sind die Losungen (31) konjugiert komplex. In der Glei-
chung (33) fiir das DV ist somit ¢ reell, und aus der Definition (5.16) (mit r=1) des
Abstandes in der elliptischen Geometrie ergibt sich

Folgerung 7. Fir den Abstand zweier Punkte x,y des elliptischen Raumes mit dem
Parameter r gilt

.
e(z,y) = §| In(z, y;xq, yo)| = rlel. (34)

Hierbei bezeichnen xq,yq die Schnittpunkte der komplezen Erweiterung (x Vy)c der
Verbindungsgeraden mit dem Absolut Qc der komplexen Erweiterung des elliptischen
Raumes. Unter dem Logarithmus ist der Hauptwert des komplezen Logarithmus zu ver-
stehen. O

Weil nach der Definition (5.20) der Winkel zwischen zwei elliptischen Hyperebenen
auf den Abstand ihrer Pole zuriickgefiihrt ist, gibt es eine entsprechende Formel auch fiir
diesen. Die Dualitdt von Punkten und Hyperebenen, Geraden und Hyperebenenbiischel
mit einer (n — 2)-Ebene als Trager, autopolaren Punkten xg € Q¢ und tangentiellen
Hyperebenen ergibt

Folgerung 8. Fir den Winkel zweier Hyperebenen XY des elliptischen Raumes gilt
1
L(X,Y) = 5|In(X,Y; Xq,Yq)| = |¢l. (35)

Hierbei bezeichnen X ,Y ¢ die Tangentialhyperebenen der komplexen Erweiterung des
Hyperebenenbiischels mit dem Triger (X AY )¢ an das Absolut Q¢ der komplexen Erwei-
terung des elliptischen Raumes. Unter dem Logarithmus ist der Hauptwert des komplezen
Logarithmus zu verstehen. O

Beispiel 8. Folgerung 8 gilt entsprechend auch fiir den Winkel zweier sich schneidender
Hyperebenen X .Y des hyperbolischen Raumes; nach Beispiel 4, 1. Fall, spannen némlich
die Pole dieser Ebenen eine im Aufiengebiet der Quadrik liegende Gerade auf, deren
komplexe Erweiterung die komplexe Quadrik Q¢ wieder in zwei konjugiert komplexen
Punkten schneidet, deren Polaren (komplexe) Tangentialhyperebenen an Q¢ sind. Sind
die beiden Hyperebenen parallel, aber nicht randparallel (Fall 3 von Beispiel 4) so liegt
ihr Schnitt X AY im AuRengebiet A(Q) der Quadrik; seine Polare (X AY )t =2 V y,
x = X+,y = Y7 ist daher eine Sekante der Quadrik, wobei jetzt @,y dufere Punkte
sind. Weil das DV wieder reell ist, muss der Winkel ¢ =i, € R in (33) rein imaginir
sein. Daher ist das DV positiv und bestimmt durch

1
[¢] = §|1n(X,Y;XQ,YQ)| = arcosh |I|(X,Y) (36)

eine Art Abstand der parallelen hyperbolischen Hyperebenen. O
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Beispiel 9. In der pseudo-orthonormierten Standardbasis betrachten wir die Vektoren
n(t) := egcos(t) + eq sin(t). Die entsprechenden Punkte n(t) = [n(t)] schwingen auf der
Strecke vom inneren Punkt [eg] zum dufleren Punkt [e1] der Quadrik @ hin und her. Fiir
die zu ihnen polaren Hyperebenen N (t) = n(t)* gilt:

1. Fir 0 <t < w/4ist n(t) zeitartig, also ist die Polare eine dufiere Hyperebene; das auf
ihren Vektorraum eingeschrinkte Skalarprodukt ist positiv definit und bestimmt
auf der entsprechenden projektiven Hyperebene eine elliptische Geometrie.

2. Fir /4 < t < 7/2 ist n(t) raumartig, also ist die Polare eine hyperbolische
Hyperebene; das auf ihren Vektorraum eingeschrinkte Skalarprodukt ist pseudo-
orthogonal vom Index 1 und bestimmt auf der entsprechenden projektiven Hyper-
ebene eine hyperbolische Geometrie.

3. Der Punkt p := n(w/4) liegt auf der Quadrik @, und seine Polare T := N(n/4)
ist die Tangentialhyperebene an @ in diesem Punkt. Die Polare wird aufgespannt
nach

T= [al,ag,...,an] mit a; :=eg+ej,aq; =¢; fliri =2,...,n.

Die auf dem zugehorigen n-dimensionalen Vektorraum W™ induzierte Bilinearform
ist positiv semidefinit vom Rang n — 1 und natiirlich symmetrisch. Beziiglich der
angegebenen Basis (a;),7 = 1...,n hat sie die Koordinatendarstellung

() =2°y* + ... +a"y"

Einige Eigenschaften der auf einer Tangentialhyperebene induzierten Geometrie werden
in der nichsten Ubung angegeben.O

Ubung 8. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Beispiel 9, 3. zeige man: a) Die
Isotropiegruppe G von T unter der Wirkung von G, stimmt mit der Untergruppe der projekti-
ven Gruppe iiberein, welche die durch das Skalarprodukt (, }|T x T bestimmte polare Abbildung
invariant lasst. — b) Der Berithrungspunkt {p} = QNT ist Fixpunkt der Wirkung von G, und
G wirkt transitiv auf dem Komplement T'\ {p}. — ¢) Die Gruppe G wirkt transitiv auf dem
Biindel

m(p) = {B* CT|p € B"}
und auf der Menge

Mi(p) :={B* C T|p ¢ B"}
der p nicht enthaltenden k-Ebenen. — d) Es seien x # y zwei von p verschiedene Punkte von T'.
Dann ist ihre Invariante Sq(x,y) nach (4.17) wohl definiert; zwei derartige Punktepaare stnd
genau dann Gp-kongruent, wenn diese ihre Invarianten iibereinstimmen. Die Punkte x, y liegen
genau dann auf einer Geraden durch p, wenn Sq(x,y) = 1 gilt. — Die in dieser Ubung behandelte
Geometrie ist ein elementares Beispiel einer isotropen Geometrie. Die isotrope Geometrie wurde

von Karl Strubecker vielfach bearbeitet und angewandt. Ein vollstdndiges Schriftenverzeichnis
und eine Wiirdigung seiner Arbeiten findet man in dem Nachruf von K. Leichtweifs [57].

Beispiel 10. Wir wollen noch zeigen, wie sich die euklidische Geometrie in das hier be-
trachtete Schema einordnen ldsst. Dazu beginnen wir mit der elliptischen Geometrie, be-
trachten also einen reellen Vektorraum V™! mit dem positiv definiten Skalarprodukt (, ),
der orthonormierten Standardbasis (¢;),j = 0,...,n, und den zugehdrigen elliptischen
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Raum P". Es bezeichne W := [¢1,...,¢,] den von den letzten n Basisvektoren aufge-
spannten Unterraum und r, € W™ die orthogonale Projektion von t = egz® +¢, € V" !
auf diesen Unterraum. Wir definieren nun das vom Parameter ¢t € R abhingende Skalar-
produkt iiber V:

(£.0)¢ = — (2"’ cost + (r,,v,) sint). (37)

Die zugehorige Quadrik @Q; : (r,r); = 0 ist flir 0 < ¢ < 7/2 imaginir; die Geometrie
also elliptisch, und fiir —7/2 < t < 0 ein reelles Ellipsoid, in dessen Innengebiet wir
ein Modell der hyperbolischen Geometrie haben. Fiir ¢ = 0 entartet die Quadrik in die
,doppeltzihlende Hyperebene“ (z°)? = 0 mit dem Vektorraum W". Wir wihlen diese
als unendlich ferne (uneigentliche) Hyperebene eines affinen Raums A" C P". Da sich
beim Grenziibergang t — 0,¢ > 0, fiir die Punkte dieser Hyperebene der Faktor sint
wegkiirzt, hingt die Invariante

<Xm Uo>t
<;o) xo>t<Uo) Uo)t

cosp =

in Wirklichkeit nicht von ¢ ab und definiert wie {iblich den Winkel ¢ zwischen den Vekto-
ren; die uneigentliche Hyperebene trigt damit die Struktur einer elliptischen Geometrie.
Deren Gruppe ist die auf W wirkende orthogonale Gruppe O(n), und diese ldsst den
fiir die eigentlichen Punkte wie {iblich definierten Abstand invariant: Betrachten wir fiir
sie die durch 2° = y° = 1 normierten Vertreter r,n € V"™, so gilt t —y € W™, und
O(n) und die Gruppe der Translationen lassen in der Tat

plx,y) =+ {—9r—)

invariant; wir haben damit das analytische Modell der euklidischen Geometrie, die in
diesem Zusammenhang wegen der Grenzlage zwischen hyperbolischer und elliptischer
Geometrie auch parabolische Geometrie genannt wird. Nach O. Giering [35] besteht das
Absolut des euklidischen Raumes aus der ausgearteten Quadrik (z°)? = 0 und einer in
ihrem Scheitelraum (ihrer ,Spitze) gegebenen nullteiligen Quadrik Qc¢, die also in dem
komplexen, zur komplexen Erweiterung W¢, gehtrendem projektiven Raum liegt. Indem
er gleichzeitig reelle projektive Ridume und ihre komplexen Erweiterungen betrachtet,
verallgemeinert er dieses Schema weitgehend zu einem Begriff Cayley-Kleinscher Geome-
trien, die er in niedrigen Dimensionen klassifiziert, wobei er sich auf die Klassifikation
der reellen und komplexen Polaritéten stiitzt.O

2.6.4 Hyperbolischer Kosinussatz und hyperbolische Metrik

Es seien A, B,C € H" drei hyperbolische Punkte in allgemeiner Lage. Fiir die Trigono-
metrie konnen wir wieder annehmen, dass n = 2 ist. Die von der Ecke A ausgehenden
Seiten des Dreiecks stellen wir wie in Beispiel 5 dar, wobei wir das pseudo-orthonormierte
3-Bein geeignet anpassen: Es seien

A = [a] = [eo], (38)
B = [b] = [eg cosh ¢ + ¢ sinh ¢], (39)
C = [¢] = [ep cosh b+ D1 sinh ], (40)

(41)

01 = ¢1 cosa + eo sina.
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Die Gleichung (41) ergibt sich daraus, dass 01 zu e¢ orthogonal ist; nach Beispiel 5 ist
a,0 < a < 7, aus cosa = (e1,01), der Winkel des Dreiecks an der Ecke A, und e ist
durch (41), allgemeiner, das 3-Bein durch das Dreieck nach (38)-(41), eindeutig bestimmt.
Die Zahlen b, ¢ sind dabei nach (21) die Seitenléngen der wie iiblich gleich bezeichneten
Seiten des Dreiecks:

h(A,B) = ¢, h(A,C) = b, h(B,C) = a.

Man beachte, dass das Skalarprodukt von zwei Vektoren aus H stets negativ ist, genauer
gilt

(a,b) < —1fiir alle a,b € HY, a#b (42)
wir konnen ja die orthonormierten Vektoren eg,e; stets so wihlen, dass (38) und (39)
fiir A = [a], B = [b] gelten, woraus (a,b) = —coshc < —1 folgt. Nun ldsst sich die
Seitenldnge a leicht aus (21), (40) und (41) berechnen:

(b,¢) = — cosha = — cosh ccosh b + (e1, 01 ) sinh csinh b,
und aus (41) folgt der hyperbolische Kosinussatz

Satz 9. Mit den in der Elementargeometrie fir ein Dreieck iblichen Bezeichnungen gilt
in der hyperbolischen Ebene vom Radius r = 1 fiir die Seitenlinge a der der Ecke A
gegentiberliegenden Seite

cosha = coshbcosh ¢ — sinhbsinhccosa. O (43)

Ubung 9. Man beweise, dass die Formel (43) auch fiir ausgeartete Dreiecke (o = 0, 7) giiltig
ist.

Folgerung 10. Fir drei Punkte A,B,C € H" gqilt stets die Dreiecksungleichung des
hyperbolischen Abstandes

h(B,C) < h(B, A) + h(A, C); (44)

das Gleichheitszeichen gilt in (44) genau dann, wenn A auf der hyperbolischen Geraden
BV C zwischen® B und C liegt. Nach (22) ist also h eine G,,-invariante Metrik auf H".
Die Isometriegruppe dieser Metrik ist die Gruppe G,,.

Beweis. Wegen —cosa < 1 erhilt man aus (43) und dem Additionstheorem des cosh
sofort
cosha < cosh(b + ¢); cosha = cosh(b+ ¢) <= a = .

Die letzte Bedingung bedeutet aber gerade die in der Folgerung angegebene Lage der
Punkte. Wir beweisen die letzte Behauptung. Ist g eine projektive Transformation, wel-
che die Metrik invariant 13dsst, so muss eine sie erzeugende lineare Abbildung konform
pseudo-orthogonal sein; nach Definition von G,, kénnen wir annehmen, dass diese lineare
Transformation in G,, liegt. Zum Beweis dafiir, dass jede Isometrie von H™ durch eine

5Wir haben darauf verzichtet, die Zwischenrelation begriflich zu fassen. Sie ist stets auf Kurven-
darstellungen mit einem reellen Parameter ¢ (in diesem Fall (12)) im Sinne der durch t iibertragenen
Ordnung von R zu verstehen.
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Abbildung g € G,, erzeugt wird, fiihren wir folgendermafien ein orthogonales Koordina-
tensimplex ein: Es seien

ap := e, a; ;:eox/§+eifﬁri:1,...,n.

Offenbar sind die von ag = [ap] ausgehenden Kanten des Simplex paarweise orthogonal,
die a; sind normierte Vertreter seiner Ecken a, = [a;] € H", und die Abstinde der Ecken
lassen sich nach (21) aus

(ag, a;) = —V/2 fiir i > 0, (a;,a;) = —2 fiir 4,5 > 0,7 # 7,

berechnen. Sind umgekehrt ay, ..., a, n + 1 Punkte, deren normierte Vertreter a; diese
Gleichungen erfiillen, so wird durch

6o :=0ag; ¢ :=0; —agV2 firi=1,...,n,

ein pseudo-orthonormiertes Repére (¢;), i« = 0,...,n, eindeutig bestimmt. Wir nennen
derartige Punktfolgen orthogonale Koordinatensimplexe und schliefen: Zu je zwei ortho-
gonalen Koordinatensimplezen (a;), (b;) gibt es genau eine Transformation g € G,,
welche sie nach g(a;) = b; ineinander Gberfihrt; sie wird durch die Zuordnung der
den Punktfolgen entsprechenden pseudo-orthonormierten Basen bestimmt. Es sei nun
x = [t] € H" ein beliebiger Punkt; mit £° bezeichnen wir die Koordinaten seines nor-
mierten Vertreters beziiglich der Basis (a;). Dann gilt fiir die Absténde h; := h(x, a;):

(r,a0) = —coshhg= —&°— \/5251'
i=1

<Laj> = —coshh; = —\/550_,53‘_2 Z Sﬂ'.

i=1,i#j

Die Determinante der Matrix dieses Gleichungssystem ist gleich —1. Folglich sind die
Koordinaten (¢%) umkehrbar eindeutig durch die Absténde (h;) ausdriickbar. Es sei nun
f: H" — H" eine beliebige Isometrie. Dann ist (b;) := (f(a;)) ebenfalls ein orthogonales
Koordinatensimplex. Es bezeichne g € G,, die entsprechende Abbildung, die natiirlich
eine Isometrie ist. Daher gilt fiir die Abstdnde von

h(g(x),b;) = h(z,a;) = h(f(x),b;).

Da die Absténde von f(x) und g(x) zu den Ecken b; des orthogonalen Koordinatensim-
plex iibereinstimmem, muss das auch fiir die Koordinaten dieser Punkte gelten, und es
folgt f=9g€ G,. O

Zu je zwei hyperbolischen Punkten A # B, A, B € H" gibt es genau eine hyperbo-
lische Verbindungsgerade AV B N I(Q) und auf ihr (mit den Bezeichnungen (38), (39))
die eindeutig bestimmte Verbindungsstrecke mit der Parameterdarstellung

r(t) =egcosht + ey sinht, 0 <t < c=h(A,B). (45)

Fiir t — 400 strebt der Punkt der Geraden gegen ihre Schnittpunkte mit der Quadrik
Q, die also in der hyperbolischen Geometrie als das ,,Unendliche“ des hyperbolischen
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Raumes anzusehen ist. Aus der Dreiecksungleichung folgt wieder, dass die Verbindungs-
strecke die hier eindeutig bestimmte kiirzeste Verbindung der beiden Punkte ist. In der
hyperbolischen Geometrie ist also der Schnittort jedes Punktes leer. Im folgenden Satz
finden wir den Abstand zwischen einem Punkt und einer k-Ebene und erhalten den aus
der euklidischen Geometrie bekannten Begriff des Lotes.

Satz 11. Es seien A* ¢ H",a € H" eine k-Ebene und ein Punkt des hyperbolischen
Raumes. Dann gibt es genau einen Punkt b € A*, fir den

h(a,b) = min{h(a,z)| z € A*}
gilt. Ist a & A*, so ist jede Gerade ¢ C A® durch den Punkt b orthogonal zu a \ b.

Beweis. Die pseudo-orthonormierte Basis (e;) des Vektorraums V" sei so gewhlt,

dass der die k-Ebene A" bestimmende Unterraum W"**! von den Vektoren e, . . ., ¢; auf-
gespannt wird (Transitivitit von G,, auf der Menge der hyperbolischen k-Ebenen). Den
Reprisentanten a € HY des Punktes a zerlegen wir in seine orthogonalen Komponenten

a=ay+ag, CLQEW,CHGWL.

Wegen (a,a) = —1 finden wir ein eindeutig bestimmte Zahl ¢ > 0, die (ag, ag) = — cosh® ¢
erfiillt; der Vektor b := ag/coshc € H? ist der normierte Représentant des Punktes

b = [ag] € A*. Wir zeigen, dass der Punkt b die Behauptung des Satzes erfiillt. In der
Tat gilt fiir = [1] € A*,r € H?, nach (21) und (42)

coshh(a,z) = —(a,r) = —(ag,xr) = —(b,r) coshc = cosh h(b, ) cosh ¢ > cosh ¢;

Das Gleichheitszeichen tritt genau dann ein, wenn cosh (b, ) = 1, also h(b, ) = 0 und
somit ¢ = b ist (vgl. (22)). Andererseits ist

coshh(a,b) = —(a,b) = —(ap, b) = coshe,

woraus die erste Behauptung folgt. Zum Beweis der zweiten Behauptung konnen wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass b = [¢g] gilt. Zur Berechnung des
Winkels bestimmen wir den Vektor 0; eindeutig aus

a = egcoshe+ 0y sinhe,a = [a], (e0,01) =0, (01,01) =1, ¢>0.

Der Fall ¢ = h(a,b) = 0 tritt nur fir @ € A" ein, und da ist nichts zu beweisen. Eine
beliebige Gerade durch b und € A" hat die Parameterdarstellung

t(t) = eg cosh(t) + ry sinh(¢) mit r = g(h(b, x)), (e0,z1) =0, (r1,1,) = 1.
Nach Beispiel 5 gilt dann fiir den Winkel cosa = (91,1;). Der Abstand h(a,x(t)) wird
nach (21) bestimmt durch

f@) = {a,x(t)
= (eg coshc+ 0y sinh ¢, g cosh(t) + r sinh £)
= —coshccosht+ (91,1;) sinh csinh ¢

= —coshccosht + cosasinh ¢sinh t.
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Diese Funktion muss an der Stelle ¢ = 0 stationér sein, und daraus folgt wegen
J'lt=0 = cosasinhc =0

und ¢ > 0 unmittelbar o = 7/2.0
Wie in metrischen Réumen iiblich nennen wir die Zahl h(A* a) := h(b,a) den Ab-

stand von a zur k-Ebene A", die Strecke von a nach b das Lot von a ¢ A* auf A* und
b den Fufpunkt des Lotes. Mit Hilfe geeigneter Basisanpassung zeigt man leicht

Folgerung 12. Zwei Paare (Ak,a), (Bk,b), A* B* hyperbolische k-Ebenen, a,b €
H", sind genau dann G, -kongruent, wenn fir die Abstinde h(Ak, a) = h(Bk, b) gilt. O

Ubung 10. In der hyperbolischen Ebene sei eine Gerade A gegeben. Man beweise, dass die
Menge
M(A',¢):={x € H*| h(A',x) =¢c}, (c>0),

in zwei G,,-kongruente Bogen zerfillt, welche die Gerade A' in ihren unendlich fernen Punkten
A' N Q treffen. Diese Bogen sind im Unterschied zur euklidischen Geometrie keine Geraden
(vgl. Abbildung 2.23). Sie heiRen die Aquidistanten zur Geraden A'. Man finde Parameterdar-
stellungen dieser Bogen. Wie sehen die genau so definierten Aquidistanten in der sphirischen
und der elliptischen Geometrie aus? Nach Ubung 5.23 ist die ¢-Umgebung der Geraden A' der
elliptischen Ebene P?(r):

U(A' e) :={x € P*(r)] e(A",z) <€}, (0<e<rm/2),

ein Mobius-Band.

Ijbung 11. Es seien A” eine hyperbolische k-Ebene, a ¢ A* b € A* zwei Punkte derart, dass
die Gerade a V b zu jeder Geraden B' C A* mit b € B! orthogonal ist. Man zeige: Die Strecke
von a nach b ist das Lot von a auf A",

Ubung 12. Man beweise: a) Zu zwei Geraden A # B der hyperbolischen Ebene H? existiert
genau dann eine zu beiden orthogonale Gerade C, wenn sie parallel (und nicht randparallel) sind.
(Hinweis. Man wende die Winkeldefinition aus Beispiel 4.1 an und betrachte die Polare des im
Aufengebiet A(Q) liegenden Schnittpunktes A A B.) — b) Die gemeinsame Senkrechte C zweier
paralleler Geraden ist eindeutig bestimmt. — ¢) Sind a = A A C,b = B A C die Schnittpunkte
der Geraden mit der gemeinsamen Senkrechten, so nennt man h(A, B) := h(a, b) den Abstand
der parallelen Geraden A, B. Man beweise, dass dies auch ihr metrischer Abstand ist:

h(A, B) = min{h(z,y)| x € A,y € B}.

d) Zwei Paare paralleler Geraden (A, B), (A1, B1) sind genau dann Gn-kongruent, wenn sie
denselben Abstand haben. — e) Es gilt h(A, B) = |I|(A, B) (siehe Bsp. 4).

Ubung 13. Allgemeiner als Satz 11 beweise man: Es sei V" 1! ein beliebiger Vektorraum mit
Skalarprodukt, P" der zugehorige projektive Raum und F' die durch das Skalarprodukt be-
stimmte Autokorrelation. Ist A* ein nicht isotroper Unterraum, so gibt es zu jedem Punkt
a ¢ A* U F(A*) eindeutig bestimmte Punkte by € A* b1 € F(AF) derart, dass die Gerade
aVbo (bzw. aVb;) zu A* (bzw. zu F(A*)) in dem in Satz 11 beschriebenen Sinn orthogonal ist.
(Hinweis. Ist W C V der zu A" gehorende Unterraum, so betrachte man die Zerlegung eines
Reprisentanten a von a in seine orthogonalen Komponenten a = by + by,bp € W,b; € W)
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Abbildung 2.23: Aquidistanten einer Geraden im Kleinschen Modell.

Ubung 14. Aus Ubung 13 folgere man: Sind in der hyperbolischen Geometrie @ € @Q und
AF C H™ eine hyperbolische k-Ebene, so gibt es genau eine Punkt b € A*, so dass die Gerade
a Vb in dem in Satz 11 beschriebenen Sinn zu A* orthogonal ist.

Ubung 15. Man beweise: In der hyperbolischen Ebene H? gibt es zu zwei Geraden A # B
stets genau eine Symmetrieachse S, das ist eine hyperbolische Gerade, fiir die eine Isometrie
g € G2 existiert, welche folgende Bedingungen erfiillt:

g(A) = B,g(s) = s firalle s € S,¢° = idgrs .

2.6.5 Hyperbolische Trigonometrie

In diesem Abschnitt betrachten wir wieder Dreiecke der hyperbolischen Ebene und ver-
wenden die traditionellen Bezeichnungen. Mit Hilfe der schon beim Beweis des Kosinus-
satzes (Satz 9) an das Dreieck angepassten Basis (¢;),7 = 0,1, 2,, vgl. (38)—(41), beweist
man leicht den hyperbolischen Sinussatz:

Satz 13. Fiir die Seitenlingen a,b,c und die Winkel «, 3,7 eines nicht ausgearteten
Dreiecks A, B,C der hyperbolischen Ebene H? gilt

sin o sin 3 sin

(46)

sinha = sinhb  sinhe’
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Beweis. Unter Verwendung der Gleichungen (38)—(41) erhilt man fiir das Volumen des
von den Reprisentanten a, b, ¢ aufgespannten Quaders

[a, b, c] = sin @sinh bsinh ¢ = sin B sinh a sinh ¢ = siny sinh a sinh b,

wobei sich die letzten beiden Gleichung durch Reihumvertauschung der Ecken A, B,C
des Dreiecks ergeben. Durch Division mit sinh a sinh b sinh ¢ folgt die Behauptung. O

Ubung 16. Es sei (A, B,C) ein rechtwinkliges Dreieck in der hyperbolischen Ebene mit dem
Winkel v = 7/2. Man beweise:
sinh a cosh ¢ _ tanhb

cosha = cosa = .
coshbd’ tanhc

(47)

Der zum Kosinussatz duale hyperbolische Winkelkosinussatz ldsst sich nicht so ein-
fach wie in der elliptischen Geometrie durch Berufung auf die Dualitdt beweisen. Die
projektive Dualitét ist ja in der hyperbolischen Geometrie gestort, da die Polare eines
hyperbolischen Punktes eine dufiere Gerade, also etwas nicht hyperbolisches, ist; das hy-
perbolische Objekt einer dufseren Geraden ist das Biischel der Geraden durch ihren Pol
(n = 2). Wir geben hier einen Beweis wieder, dem wir dem interessanten und recht klar
geschriebenem Buch [60] von A. P. Norden® entnahmen.

Satz 14. Mit den traditionellen Bezeichnungen gilt fir ein nicht ausgeartetes Dreieck
der hyperbolischen Ebene (Parameter r = 1) der Winkelkosinussatz

cosa = — cos 3 cos v + sin B sin vy cosh a. (48)

Beweis. Nach dem hyperbolischen Kosinussatz (43) ist auch

cosh ¢ = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos 7.
Ersetzen wir in (43) cosh ¢ nach dieser Gleichung, so ergibt sich

cosha = cosh? bcosh a — cosh bsinh bsinh a cosy — sinh bsinh ¢ cos .

Auf den letzten Term dieser Gleichung wenden wir den hyperbolischen Sinussatz an:

sinh b sinh ¢ cos @ = sinh bsinh a sin v cot «,
setzen das Ergebnis ein und erhalten nach einer einfachen Umformung

cosh asinh? b = sinh a sinh b(cosh b cosy 4 cot azsin 7).

Division mit sinh a sinh b fiihrt auf

cothasinh b = coshbcos~y + cot asiny.

SA. P. Norden hatte lange Jahre den Lehrstuhl fiir Geometrie an der Universitsit in Kasan inne,
der Universitdt, an der N. I. Lobatschewski wirkte, der als erster (im Kasanschen Boten 1829) seine
Entdeckung der nicht-euklidischen Geometrie vertffentlichte. Die Arbeit des ungarischen Mathematikers
J. Bolyai erschien erst im Jahre 1832. C. F. Gauf hat sich iiber seine Gedanken zur nicht-euklidischen
Geometrie nur brieflich gedufiert. Es gilt als sicher, dass die nicht-euklidische Geometrie von diesen drei
Geometern unabhéingig voneinander entwickelt wurde.
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Auf die linke Seite dieser Gleichung wenden wir wieder den hyperbolischen Sinussatz an:
cothasinhb = cosh asin 8/ sin a.
Einsetzen und Multiplikation mit sin o ergibt
cosh asin 8 = cos asin y + sin « cos 7y cosh b.

Ebenso gilt
cosh bsin a = cos B siny + sin § cos y cosh a.

Setzen wir diese Gleichung in die vorletzte ein, so erhalten wir
coshasin 3 = cos asin~y + cos~y cos fsiny + sin 3(1 — sin” ) cosh a.

Eine einfache Rechnung fiihrt nun auf (48). O

Ubung 17. Man beweise: Zwei Dreiecke des hyperbolischen Raumes H™, die entsprechend glei-
che Seitenldngen oder entsprechend gleiche Winkel haben, sind G,-kongruent. Man formuliere
und beweise weitere Kongruenzsitze.

Wir kommen nun zu einem wesentlichen Charakteristikum der hyperbolischen Geo-
metrie, dass diese von der elliptischen und euklidischen unterscheidet. In der Differen-
tialgeometrie wird gezeigt, dass diese Eigenschaft fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten
negativer Kriimmung charakteristisch ist:

Satz 15. Es seien A, B,C drei nicht kollineare Punkte des hyperbolischen Raumes H™.
Dann gilt fir die Summe der Winkel des von ihnen aufgespannten Dreiecks

a+B+y <.

Beweis. Offenbar kénnen wir n = 2 annehmen. Wir betrachten zuerst ein rechtwinkliges
Dreieck mit dem Winkel v = 7/2. Nach dem Winkelkosinussatz (48) gilt

cos 3 =sinacoshb > 0, also 8 < 7/2.
Daraus folgt

cos(a+ ) = cosacos— sinasinf,

= sina(cos acoshb — sin ),

sin a(cos accosh b — V/1 — sin® & cosh? b).

Nun gilt

\/1 — sin® acosh? b < \/1 —sin? o = cosa,
und hieraus folgt

cos(a + 3) > sina(cos a(coshb — 1)) > 0,

also o + 8 < 7/2. Damit gilt die Behauptung fiir rechtwinklige Dreiecke. Es sei nun
A, B, C nicht rechtwinklig. Dann kann der Fuffpunkt D des Lotes von C auf die Gerade
AV B entweder zwischen A und B oder links von A oder rechts von B liegen. Im ersten
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Fall wird das Dreieck A, B, C' in zwei rechtwinklige A, D, C und D, B, C zerlegt, und sein
Winkel ~ ist die Summe der Winkel 71,2 der rechtwinkligen Dreiecke an der Ecke C.
Es folgt

at+fBt+y=a+mn+B8+y <.

Sei nun etwa D links von A gelegen. Das rechtwinklige Dreieck D, A, C' hat dann die
Winkel 7/2, 7 — «,y1, und aus 7 — o < 7/2 folgt @ > 7/2. Man macht sich leicht klar
— indem man etwa das Strahlenbiischel durch A {iber die Schnittpunkte mit der Seite
BV C auf einen Parameter dieser Geraden bezieht — dass dann der Fufipunkt des Lotes
von A auf die Seite B Vv C zwischen B und C liegen muss. Wieder wird das Dreieck in
zwel Rechte zerlegt, woraus die Behauptung wie oben gezeigt folgt. Analog erledigt man
den Fall, dass D rechts von B liegt. O

Ubung 18. Schon in Beispiel 3 haben wir gezeigt, dass hyperbolische Geraden im Kleinschen
Modell die Quadrik @ orthogonal schneiden. Daraus ldsst sich schliefen, das zwei randparallele
Geraden stets miteinander den Winkel Null bilden. Es sei x(t) = [¢ocosht + ¢1sinht] € A’
eine Parameterdarstellung der Geraden A' und b ¢ A" ein nicht auf ihr liegender Punkt. Man
berechne den Winkel «(t) zwischen den Geraden A" und bV x(t) und zeige, dass der Grenzwert
von «a(t) fiir t — oo gleich Null ist.

In der hyperbolischen Ebene werden Polygone und konvexe Polygone genauso wie in
der sphirischen oder elliptischen Geometrie definiert, vgl. Ubung 5.12. Dabei wird jetzt
zugelassen, dass Eckpunkte auch im Unendlichen, d.h. auf der berandenden Quadrik @,
liegen konnen. Ein Polygon heifst k-fach asymptotisch, wenn k seiner Eckpunkte zu Q
gehoren. Da die einer asymptotischen Ecke a € () des Polygons benachbarten Seiten
randparallel sind, ist der Winkel an dieser Ecke gleich Null (Ubung 18).

Ubung 19. Wir betrachten nicht ausgeartete Dreiecke der hyperbolischen Ebene. Man beweise:
a) Zwei dreifach asymptotische Dreiecke sind stets Ga-kongruent. — b) Zwei zweifach asympto-
tische Dreiecke sind genau dann G2-kongruent, wenn sie in ihrer nicht asymptotischen Ecke
denselben Winkel einschliefen. — ¢) Fiir einfach asymptotische Dreiecke sei etwa die Ecke C' € Q
asymptotisch. Da die Seiten a,b Halbgeraden sind, also unendliche Linge haben, hat ein ein-
fach asymptotisches Dreieck dieser Art als wesentliche Invarianten nur die Winkel «, 8 und die
Seitenldnge c. Man beweise, dass zwei derartige einfach asymptotische Dreiecke genau dann Ga-
kongruent sind, wenn sie in zwei einander entsprechenden dieser Invarianten {ibereinstimmen.
(Hinweis zu c): Man beweise zuerst: Ist C' = [eo + ¢2] € Q und

A" x(t) = [eo cosh & + e; sinh ]

eine hyperbolische Gerade, so gilt fiir den orientierten Winkel a(t) von A' zu x(t) vV C die
Gleichung

cosa(t) = —tanh(t), —co <t < o0, 0 < a < 7. (49)
Diese Aussage gilt fiir jede beliebige hyperbolische Gerade A' und jeden unendlichen Punkt
CeQ,C¢gA)

Die Definition des Flacheninhalts elementarer Mengen aus Abschnitt 5 kann man fast
wortwortlich aus der sphirischen oder elliptischen Geometrie auf die ebene hyperbolische
Geometrie libertragen. Der einzige Unterschied ist, dass nun der Exzess a + 8+ vy — 7
jedes hyperbolischen Dreiecks A negativ ist; man definiert also als Fldcheninhalt eines
hyperbolischen Dreiecks der hyperbolischen Ebene mit dem Parameter r die Grofe

F(A) := (7 — (a+ B +7))r. (50)
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Ebenso wie Lemma 5.8 und Folgerung 5.9 zeigt man

Satz 16. Ist M eine elementare Menge und (A;),i = 1,...,k, eine Triangulation von
M, so ist die Definition des Flacheninhalts von M

F(M) := Z F(A;) (51)

unabhdngig von der Wahl der Triangulation. O

Offenbar ist der Flicheninhalt eine additive, monotone und Gs-invariante Funktion
auf dem System der elementaren Mengen. Mit Hilfe von mafstheoretischen Methoden
ldsst sich der Flacheninhalt dhnlich wie in der Lebesgueschen Mafstheorie auf eine grofie
Klasse messbarer Mengen zu einem Gs-invariantem Mafs ausdehnen. Man macht sich
leicht klar, dass die hyperbolische Ebene H? selbst keine elementare Menge ist. Aus der
Ubung 20 folgt, dass ihr Maf unendlich ist:

Ubung 20. Man beweise: a) Die Formel (50) ist auch fiir asymptotische Dreiecke sinnvoll. Jedes
dreifach asymptotische Dreieck hat den Flicheninhalt 7r2. — b) In der hyperbolischen Ebene
gibt es elementare Mengen beliebig grofien Flécheninhalts.

Ubung 21. Man zeige: a) In der hyperbolischen Ebene gibt es keine Rechtecke. — b) Es gibt
nicht G2-kongruente, vierfach asymptotische Vierecke.

Ubung 22. In Analogie zu (5.40) beweise man: Fiir den Flicheninhalt eines hyperbolischen
konvexen Polygons P,,n > 3, mit den Winkeln «; an den Ecken A;, i =1,...,n, gilt

F(P) = ((n=2)m =Y ai)r’. (52)

Speziell hat jedes n-fach asymptotische konvexe n-Eck den Flicheninhalt (n — 2)7r?.

Ubung 23. Im Komplement H? \ M jeder elementaren Menge M gibt es elementare Mengen
beliebig groflen Flicheninhalts. Man gebe dafiir Beispiele an.

2.6.6 Hypersphiren, Aquidistanten, Orysphiren

Da die hyperbolischen Raume H" eine Metrik besitzen, sind die metrischen Hypersphdren
S"=1(z,r) vom Radius r mit dem Zentrum z = [3] wohldefiniert; ihre Punkte = = [r]
geniigen der Gleichung

(t,3) = —coshr, ((r,r) =—1,(3,3) = —1). (53)

Damit sind die Begriffe Kreise (n = 2), Sphéren (n = 3) und Hypersphiren wie in der
euklidischen Elementargeometrie definiert; und ebenso wie dort gilt

Satz 17. Die Isotropiegruppe Gz C G,, des Zentrums z der Hypersphire S"~1 = S(z,r)
wirkt transitiv auf S"1; sie ist isomorph zur orthogonalen Gruppe O(n). Daher ist die
Isotropiegruppe eines Punktes xo € S™~! isomorph zu O(n — 1), und die hyperbolischen
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Hypersphdiren sind als homogene Rdume zu den euklidischen Hypersphdren dquivariant
isomorph: S"~1 = O(n)/O(n — 1). Die Hypersphiren sind projektive Hyperellipsoide,
deren Tangentialhyperebenen die Geraden des Biischels durch das Zentrum z zu ihren
Beriihrungspunkten orthogonal schneiden.

Beweis. Da G, transitiv auf den hyperbolischen Punkten wirkt, kénnen wir anneh-
men, dass 3 = ¢ gilt. Die Isotropiegruppe von [¢o] in G, ist die orthogonale Gruppe des
euklidischen Vektorraums [ei,...,e,], die transitiv auf der Einheitssphire S7'~' dieses
Vektorraums in der {iblichen Weise linear wirkt. Da sie den Abstand invariant lasst, und
da sich die Punkte € S"~! bijektiv und dquivariant in der Gestalt

¢ €SPt x = [egcoshr + ¢y sinhr] € §7F (54)

darstellen lassen, folgen die ersten vier Aussagen des Satzes unmittelbar. Geht man in
der Gleichung (53) zu homogenen Koordinaten von x iiber und beachtet 3 = ¢q, so folgt

(") = (coshr)?(—(2°)* + Z(xi)z),

und das ist die Gleichung einer Hyperquadrik vom Index 1. Die Spiegelung an einer
radialen Geraden z V x ldsst jeden Punkt dieser Geraden, also auch z, fest. Da sie
eine Isometrie ist, geht die Hypersphire S™~! in sich iiber. Weil = ebenfalls fest bleibt,
muss die Tangentialhyperebene an der Stelle  ebenfalls in sich iibergehen und daher
orthogonal zum Radius z V & sein. O

Die Hypersphiren sind also wie in der euklidischen Geometrie Orbits der Isotro-
piegruppe ihres Zentrums. Es ist sicher ein Erfolg versprechendes Prinzip, die Objek-
te der Elementargeometrie einer Transformationsgruppe unter den Orbits geeigneter
Untergruppen zu suchen. Wie wir gleich sehen werden, ergeben sich in der hyperboli-
schen Geometrie hierbei mehr Moglichkeiten als in der euklidischen oder elliptischen,
weil die pseudo-orthogonale Gruppen eine reichere Untergruppenstruktur haben als die
orthogonalen derselben Dimension. Betrachten wir nun eine hyperbolische Hyperebene
B"~! ¢ H". Thr Pol b = B* ist dann ein dufierer Punkt. Dessen Isotropiegruppe in G,
und gleichzeitig die Isotropiegruppe von B ist die Gruppe G,-1 C G,, die wieder aus
zwei Komponenten von O(1,n — 1) besteht; wihlen wir b = [e,,], so ist der zu B gehd-
rende Vektorraum W™ = [¢g, ..., ¢,_1]. Die Gerade bV & = [r, ¢,], ¢ € B, ist orthogonal
zu allen in B liegenden Geraden x V y = [r, 0] durch x, die wir ja stets mit Hilfe eines
zu ¢ orthogonalen Einheitsvektors v € W = [¢,]* aufspannen kénnen. Daher besteht die
Familie der hyperbolischen Geraden {bV x},_p aus den Normalen der Hyperebene B;
sie sind paarweise parallel und schneiden sich in demselben duferen Punkt b. Je zwei
dieser Normalen haben eine gemeinsame Senkrechte, ndmlich die Verbindungsgerade ih-
rer Schnittpunkte mit B. Offenbar ist B der Orbit von @y = [¢] unter der Wirkung von
Gp—1. Den Orbit des Punktes

@, = [eg coshr + e, sinhr] € bV xg
kénnen wir uns durch die Parameterdarstellung

y,(x) := gleo coshr + e, sinhr] = [rcoshr + e, sinhr] mit r € W, (r,z) = -1, (55)
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gegeben denken. Da G,,—; aus Isometrien besteht, ist der hyperbolische Abstand
h(z,y,(x)) = h(g(xo), g(x,)) =7

konstant; die durch (55) beschriebene Hyperfliche wird daher die Aquidistante A(r; B)
der Hyperebene B mit dem Abstand r genannt. Man beachte, dass auch negative Werte r
zugelassen sind, welche die entgegengesetzten Aquidistanten definieren. Bereits in Ubung
10 haben wir die Aquidistanten einer Geraden in der hyperbolischen Ebene eingefiihrt
und gesehen, dass sie selbst keine Geraden sind. Natiirlich sind auch die Aquidistanten
einer Hyperebene in der hyperbolischen Geometrie nicht selbst Hyperebenen. Wir wollen
nun zeigen, dass die Tangentialhyperebenen Ty A(r, B) der Aquidistanten im Punkt y zur
Geraden bV y orthogonal sind. Dazu setzen wir die Parameterdarstellung der normierten
Reprasentanten der Punkte der Hyperebene B

t(t,rg) = egcosht + rgsinht mit rg € [e1,...,en—1], (tg,2g) =1 (56)

in die Darstellung (55) ein: 9,.(t,rg) = r(t,rg) coshr + ¢, sinh r, und bilden das Differen-
tial:

dy,(t,rg) = dr(t,rg) coshr = ((eg sinh ¢ + rg cosht)dt + sinh tdyrg) coshr.

Weil der Vektor rg die Einheitshypersphére eines euklidischen Vektorraums durchliuft,
gilt (rg,drg) = 0, und man erhalt durch eine leichte Rechnung (v,.(¢,z5), dy,(t,xg)) =0,
also die behauptete Orthogonalitiit. Das Bogenelement der Aquidistanten

(dy,,dy,) = (dr,dr) cosh®r (57)

unterscheidet sich vom Bogenelement der hyperbolischen Hyperebene nur um den kon-
stanten Faktor cosh?r, so dass ihre innere (metrische) Geometrie selbst hyperbolisch ist.
Wie man leicht nachweist, ist die Isotropiegruppe des Punktes x, € A(r, B) bei der Wir-
kung von G,,_1 konjugiert zur orthogonalen Gruppe O(n — 1). Wir fassen das iiber die
Aquidistanten Bewiesene in dem folgenden Satz zusammen:

Satz 18. Die Normalen einer hyperbolischen Hyperebene B sind paarweise parallel; sie
schneiden sich in demselben duferen Punkt, dem Pol b = B der Hyperebene. Die or-
thogonalen Trajektorien der Normalenschar sind die Hyperebene und ihre Aquidistanten.
Jede Aquidistante ist Orbit der Isotropiegruppe der Hyperebene, sie ist als homogener
Rawm zur hyperbolischen Hyperebene dquivariant: A(r, B"™) = G,_1/O(n — 1), und
ihre innere Geometrie ist hyperbolisch.

Ubung 24. Man beweise, dass alle Aquidistanten beliebiger hyperbolischer Hyperebenen mit
demselben Abstandsparameter r G-kongruent sind.

Es sei nun x € @ ein beliebiger Punkt der Hyperquadrik @; aus Transitivitdtsgriinden
kénnen wir « = [¢g — ¢,,] annehmen. Um die Isotropiegruppe dieses Punktes zu bestim-
men, ist es zweckmifig, einen anderen Typ von Bezugssystemen einzufiihren, den wir
auch fiir spitere Anwendungen bendtigen. Zu jeder pseudo-orthonormierten Basis (¢;),
i =20,...,n, bestimmen wir durch

ap = (90 - en)/\/Ea a; .= ei;i = 17 s, 17 ap 1= (en + 80)/\/57 (58)
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Abbildung 2.24: Aquidistanten als orthogonale Trajektorien der Normalen einer Geraden
im Kleinschen Modell. (Vgl. Abbildung 2.23)

eine neue Basis, die wir isotrop-orthogonal nennen. Eine Basis (a;) ist genau dann isotrop-
orthogonal, wenn die Matrix der Skalarprodukte die Gestalt

0 o -1
((aj,ar)) = B := o E o (59)
-1 o 0

hat; hier bezeichnet £ die Einheitsmatrix und o den Null-Spaltenvektor der Ordnung
n — 1, o’ ist somit der entsprechende Null-Zeilenvektor. Umgekehrt wird jeder isotrop-
orthogonalen Basis durch

€o = (ﬂo + an)/ﬁv ¢ = aivi = 17 ceey 17 Cn 1= (an - aO)/\/§a (60)

wieder eine pseudo-orthonormierte zugeordnet. Die Elemente a der Isotropiegruppe Hy
des Punktes x = [ag] miissen der Bedingung a(ag) = agA~!, A € R*, geniigen. Setzt man
folglich fiir ihre Blockmatrizen die Gestalt

2L od e
a= o A D
0 b u
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an und beriicksichtigt, dass sie wegen a € G,, das Skalarprodukt invariant lassen, also
a’'Ba= B
erfiilllen miissen, so folgt nach einer Rechnung mit Blockmatrizen

Lemma 19. Beziiglich einer isotrop-orthogonalen Basis (a;) besteht die Isotropiegruppe
Hgx des Punktes x = [ag] aus allen den Transformationen der Gruppe G, welche in
dieser Basis eine Matriz der folgenden Gestalt besitzen:

AL ATd’A (aya)/20
a(A,a,\) = 0 A a mit A€ O(n—1),a e R" 1, A >0. (61)
0 o’ A

Man macht sich nun leicht klar, dass die Isotropiegruppe Hg im Unterschied zu den
Isotropiegruppen der hyperbolischen und der dufteren Punkte transitiv auf dem hyper-
bolischen Raum wirkt; es gilt

Das kann man durch eine Rechnung verifizieren, oder man argumentiert wie folgt: Die
einparametriesche Untergruppe O(1,1) = {a(FE, 0,¢e')} wirkt transitiv auf der hyperboli-
schen Geraden [eq, ¢,]:

a(E,0,et)eq = a(E,0,e)(ag + a,)/V2 = (ag et +a, e') = ¢g cosht + ¢, sinh ¢,

und die Isotropiegruppe Hg wirkt transitiv {iber dem Teilbiischel aller hyperbolischen
Geraden durch x, so dass [ep] in jeden anderen Punkt y € H" {ibergefiihrt werden kann.
Um zu interessanten Orbits zu kommen, betrachten wir die Untergruppe

E(n—1):={a(4,a,1)| A€ O(n—1),ac R" '}

Man iiberpriift durch eine Rechnung mit den Blockmatrizen der Gestalt (61) die Giiltig-
keit der Formel
a(A,a,Na(B,b, u) = a(AB, Ab + au, \). (63)

Hieraus folgt, dass E(n—1) als Kern des Homomorphismus a(4, a,\) € Hx — A € R* ein
Normalteiler in Hg ist. Durch Vergleich mit der Darstellung (1.6.2.42) der euklidischen
Gruppen erkennt man unmittelbar, dass E(n — 1) zur euklidischen Gruppe des (n — 1)-
dimensionalen euklidischen Raums isomorph ist. Aus den Formeln (58), (60), (61) erhélt
man fiir die Elemente z = E(n — 1)y, y := [eo] des Orbits

z=a(A,a,1)y=[eo(1+ (a,a)/4) +a/V2—en(a,a)/4], ac R" . (64)

Daher gilt z = y genau dann, wenn a = o ist; die Isotropiegruppe von y unter der
Wirkung von E(n — 1) ist also die orthogonale Gruppe O(n — 1). Man nennt das Orbit
E(n—1)y eine Horosphdre oder Grenzsphdre, Horozyklus oder Grenzkreisim Falle n = 2.
Weil G, auf ) transitiv ist, kénnen wir fiir « einen beliebigen Punkt aus ) wihlen und wie
oben die zu E(n — 1) isomorphe eingeschrénkte Isotropiegruppe Hi a C Hg durch A =1
definieren. Da das Teilbiischel der hyperbolischen Geraden durch den beliebigen Punkt
x € (Q den hyperbolischen Raum H™ schlicht iiberdeckt, gibt es zu jedem Punktepaare
x € Q,y € H" eine Horosphére H; zy. Aus den bisherigen Betrachtungen folgt
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Abbildung 2.25: Grenzkreise (Horozyklen) im Kleinschen Modell.

Satz 20. Alle Horosphdren des hyperbolischen Raums sind G, -kongruent. Ist Hy xy ei-
ne Horosphdre, so ergibt (64) bei Wahl von ¢g, e, mit y = [eo], T = [e0 — ¢,] eine Para-
meterdarstellung dieser Hyperfliche. Die Horosphdren sind zum (n — 1)-dimensionalen
euklidischen Raum E"' = E(n —1)/O(n — 1) dquivariant. O

Es ist bemerkenswert, dass die euklidische Gruppe als Untergruppe der Isometriegrup-
pe des hyperbolischen Raumes und ihre Orbits als euklidische Rdume der Kodimension
1 erscheinen: die euklidische Geometrie ist so in die nicht-euklidische eingebettet. Das
gilt auch fiir die durch die hyperbolische Metrik auf den Orbits erzeugte Riemannsche
(innere) Metrik. Aus (64) folgen durch Ableitung des normierten Représentanten 3 von
z nach den Komponenten a’ von

n—1
a= E eiaz
i=1

die Gleichungen
93/0a’ = (e0 — en)a’/2 + ¢/ V2, (65)
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woraus sich die Behauptung ergibt. Aufierdem erkennt man aus (65), dass
(3,03/0a") = 0 und(ep — e,,03/0a") =0
gelten. Hieraus ergibt sich (vgl. Abbildung 2.25)

Folgerung 21. Die Horosphdren Hy 2y sind die orthogonalen Trajektorien des Bischels
der randparallelen hyperbolischen Geraden durch den unendlich fernen Punkt x € Q. O

2.6.7 Stationdre Winkel

Es seien A', B™ C H" eine I-Ebene und eine m-Ebene des n-dimensionalen hyperbo-
lischen Raumes. Wir wollen vollstéindige Invariantensysteme der Paare (A', B™) mit
0 <1 < m < n bestimmen. Fiir Punkte | = m = 0, s. Satz 4, und Hyperebenen
l =m =n —1, vgl. Beispiel 4, wurde das bereits erledigt. Um unnétige Fallunterschei-
dungen zu vermeiden, setzen wir voraus:

Bedingung A. Es gibt keine Hyperebene L' C H", die A' U B™ enthilt.

Die Unterriume A' U B™ sollen also den ganzen Raum erzeugen. Wir betrachten
nun alle Paare von Hyperebenen L" ™!, M"~! ¢ H" mit A' c L"™', B™ ¢ M"" ! und
bestimmen die relativen Extrema der Invarianten I(L, M), die uns auf die stationdren
Winkel fithren, welche &hnlich wie in der euklidischen oder elliptischen Geometrie das
gewiinschte vollstédndige Invariantensystem bilden.

Es seien U, W™+ die pseudo-euklidischen Unterriume, welche A' bzw. B™ ent-
sprechen. Die orientierten Hyperebenen, die Al enthalten, werden durch die Einheitsvek-
toren des orthogonalen Komplements U~ bestimmt, und analog die B™ enthaltenden
Hyperebenen:

ueU (wu) =1, mwe W, (o, w)=1. (66)

Nach (23) sind also die relativen Extrema des Skalarprodukts (u, to) unter der Nebenbe-
dingung (66) zu finden. Weil die Argumente u, v auf Einheitssphiren euklidischer Vek-
torrdume variieren, ist die Existenz der Minima und Maxima gesichert. Wir betrachten
die Funktion

Fluo, A p) = () — A((wu) —1) — p((,w) —1), ue UM, mwe W (67)

mit den Lagrangeschen Multiplikatoren A, x. Durch Differentiation nach u,to erhalten
wir die notwendigen Bedingungen fiir die relativen Extrema:

(du,ro) — 2X(du,u) = (du,w — 2uX) =0,
(dro,u) — 2p{dw,to) = (dro,u—2wpu) =0.

Weil du € U™, dio € W frei variieren, sind diese Bedingungen genau dann erfiillt, wenn
w—2ul € U und u—2rop € W (68)

gelten. Bezeichnen prg;, Py die aus der direkten Zerlegung

V=UaU"*
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resultierenden Projektionen, so ist (68) mit
pryyLvo = 2ul und proy,ou = 2wp (69)
dquivalent. Wir definieren nun den Operator A wie folgt:
— L — 1 ,7 s
p=pryL W, ¢:=pry2 U, A:=qop € End(W™). (70)

Aus (69) ergibt sich: Ist u,1w eine Lésung des Extremalproblems fir die Funktion (66),
so ist v € W ein Eigenvektor des Operators A:

Aro = wdp. (71)

Damit ist der analytische Teil der Uberlegungen abgeschlossen, der im Grunde nur der
Motivierung der Definition des Operators A dient; dieser Operator ist offensichtlich dem
Paar A!, B™ in invarianter, genauer, dquivarianter Weise zugeordnet. Weil A ein Endo-
morphismus des euklidischen Vektorraums W ist, ergibt sich seine Diagonalisierbarkeit
sofort aus dem

Lemma 22. Der durch (70) definierte Operator A ist selbstadjungiert, genauer, es gelten
V=q q=p A=A (72)

Die FEigenwerte von A sind nicht negativ. Der Eigenunterraum von A zum Figenwert 0
ist der Kern von p.

Beweis. Die Formeln (72) ergeben sich unmittelbar aus der Definition der adjungierten
Abbildungen und der Giiltigkeit von

(u, ) = (qu, ) = (u, pro)

fiir alle u € UL, w € W, Daher ist A ein selbstadjungierter Operator eines euklidischen
Vektorraums, also diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten. Ist w ein Eigenvektor zum
Eigenwert «, so gilt nach (72)

<maAm> = <l’0,l’U>Oz = (pm,pm>,

woraus die letzten beiden Behauptungen unmittelbar folgen. O
Nach dim W+ = n—m existieren also n—m nicht notwendig verschiedene Eigenwerte
a; von A, die wir der Grofe nach nummerieren:

o> > > e > 0. (73)

Es sei r4 der Rang des Operators A, also (falls r, <n —m)
O 41 =...=Qp_py = 0.
Wir fixieren eine orthonormierte Eigenbasis (a;) von A mit Aa; = a;«;. Es folgt aus (72)

(a;, Aaj) = (pa;, paj)a; = 6;a;.
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Daher sind
b, :=pa;/Ja; firi=1,...,r4 (74)
74 orthonormierte Vektoren aus U, die wir zu einer orthonormierten Basis (b;),j =
1,...,n—1,von U" erginzen. Es gelten
(bi,aj> :51']',/0@' fir i = 1,...,717[7 ] = 1,...7717777“ (75)

In der Tat ist ja wegen b; € U+
(bi,a;) = (bi, paj) = bijv/e

fiir i = 1,...,74 nach Definition der b;. Da die iibrigen Vektoren b, zum Bild von p und
natiirlich auch zu U orthogonal sind, gilt auch

(by,a;) = (bp,paj) =0=25p /05

fiir p =7r4+1,...,n —m. Aus (75) und der allgemein fiir adjungierte Abbildungen
giiltigen Regel

(Imp)* = Kerp’
schliefit man leicht
Imp=[by,...,b,,], Kerp=Ity 41, --,0n—m)= UN wt (76)
Img=[ay,...,a,,], Kerq=I[b,,41,...,0p4]= WnNU™, (77)
und
q(b;)) =a;/a; firi=1,....,n —m. (78)

Die qualitativen Eigenschaften des Paares Al, B™ werden durch die GroRe von oy ent-
schieden. Aus den Extremaleigenschaften des Eigenwertes, vgl. (73) und (75), folgt

Vg = max{(u,w)juc U, (u,u) =1, € W, (v, 0) = 1}. (79)
Ubung 25. Man beweise (79) durch eine direkte Abschitzung.

Lemma 23. Unter der Bedingung A tritt genau einer der folgenden drei Falle ein:

1. ay >1 < A'NB™ ist ein im Aupengebiet A(Q) liegender projektiver Unterraum
oder der Unpunkt;

2. a1 =1 < A' N B™ ist ein zu Q tangentieller projektiver Unterraum;

8. a1 <1 & A'nB™ ist ein hyperbolischer projektiver Unterraum und nicht der
Unpunkt.

Beweis. Es sei @; > 1. Nach (75) ist dann die lineare Hiille [a1,b;] ein pseudo-
euklidischer Unterraum von U~ + W=, und daher ist auch Ut + W+ pseudo-euklidisch.
Folglich ist der Durchschnitt UNW = (U4 W)+ euklidisch oder gleich {0} , also liegt
der entsprechende projektive Unterraum A' N B™ in A(Q) oder ist der Unpunkt. Umge-
kehrt, ist das der Fall, so gibt es einen zeitartigen Vektor r = u+ to,u € U twewt
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Es seien ug, wq die entsprechenden normierten Vektoren. Weil die lineare Hiille [u, to] =
[ug, o] pseudo-euklidisch ist, muss die Determinamte der Skalarprodukte 1 — (ug, tog)?
negativ sein. Aus der Maximum-Eigenschaft von a; folgt

1< <UO,m0>2 S aq,

und damit ist Fall 1 bewiesen. Es sei nun «; = 1. Nach (75) gilt dann (a;,b;) = 1.
Dann ist der Vektor 3 := a; — by € Ut + W+ isotrop. Wire nimlich 3 = 0, so wire
a; = b; € UTNW, was der Bedingung A widerspricht; diese Bedingung ist ja dquivalent
zu jeder der Aussagen

U+W=V, U nW*={o}. (80)

Weiter folgt aus (75), dass 3 zu allen erzeugenden Vektoren a;, b; von U + W or-
thogonal ist; dieser Unterraum ist also isotrop. Das gilt dann auch fiir sein orthogonales
Komplement U N W, und somit ist A' N B™ tangentiell zu Q, vgl. Folgerung 1.9.19.
Umgekehrt, ist das der Fall, so muss U™" + W+ isotrop sein. Wir finden also einen iso-
tropen Vektor y =u+w e Ut + W ue U, wve W, der zu UL + W orthogonal
ist. Speziell gelten

<Uau> = <u7u> + <m7u> =0, (Uam> = <u7m> + <m’m> =0,

wOoraus
(u, )
(u,u) (o, )
folgt. Nach der Maximum-Eigenschaft von a; muss daher a; > 1 gelten. Weil nach
dem fiir Fall 1 Bewiesenem sich aus «; > 1 ergibt, dass der Raum U L+ W+ pseudo-
euklidisch ist, muss «; = 1 sein. Somit gilt die Behauptung 2. Da beide Seiten der im
Lemma angegebenen Aquivalenzen vollstéindige Disjunktionen sind, ergibt sich die dritte
Behauptung aus den ersten beiden, womit das Lemma bewiesen ist. O
Das Ergebnis dieses Lemmas gibt Anlass zu der folgenden Definition:

Definition 3. Zwei hyperbolische Unterriume A', B™ werden parallel genannt, wenn
der Durchschnitt A’ A B™ der entsprechenden projektiven Unterriume im AuRengebiet
A(Q) liegt und nicht nur aus dem Unpunkt besteht; sie heifien randparallel, wenn dieser
Durchschnitt tangentiell ist, und sich schneidend, wenn er ein hyperbolischer Unterraum
ist. Schlieflich sei daran erinnert, dass zwei projektive Unterriume A!, B™ C P" wind-
schief sind, wenn ihr Durchschnitt der Unpunkt ist.O

Offensichtlich sind die Eigenwerte v;,i = 1,...,n—m Invarianten des Paares A', B™,
da der Operator A diesem Paar dquivariant zugeordnet ist. Um zu beweisen, dass die-
ses Invariantensystem vollstandig ist, konstruieren wir eine Basis von V' derart, dass
folgendes gilt:

1. Die Basis (b;),j7 =0,...,n, ist pseudo-orthonormiert.
2. (bj),j =1,...,n—1, ist eine Basis von Ut

3. Fiir die Eigenwerte «; und Eigenvektoren a; von A gelten die Relationen (73), (74)
und (75).
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4. Die Koordinatendarstellung der Eigenvektoren in der Basis (b;) ist kanonisch in
dem Sinne, dass die Koordinaten von a; durch den Eigenwert «; eindeutig festgelegt
sind.

Eine derartige Basis nennen wir an das Paar Al B™ adaptiert oder angepasst. Mit dem
Beweis der Existenz von adaptierten Basen ist die Vollstandigkeit des Invariantensystems
bewiesen: Ist A'l, B’ ein Paar hyperbolischer Unterriume mit denselben Invarianten
(73), und bezeichnet (b’;) eine diesem Paar adaptierte Basis, so erzeugt die durch g(b;) =

b,i = 1,...,n + 1, bestimmte pseudo-orthogonale Transformation von V eine gleich

bezeichnete hyperbolische Isometrie mit gA' = A", gB™ = B'™.

Bevor wir mit der Konstruktion einer adaptierten Basis beginnen, fiihren wir noch
folgende Redeweisen ein: Es bezeichne M (m), (m,m) > 0, die zu dem Pol [m] € A(Q)
gehorende hyperbolische Hyperebene. Die Grofen (vgl. (75))

Vi = (ai, bi) = [I|(M (a;), M (b;))
nennen wir die stationdren Invarianten des Paares A', B™. Ist a; > 1, so setzen wir
Vaq = cosh 5 (81)

und nennen (; den mazimalen Abstand von A' und B' enthaltenden Hyperebenen (vgl.
36). Ist schlieRlich «; < 1, so setzen wir

Vai; =cosfi, (0< 8, <m/2) (82)

und nennen die 3; die stationdren Winkel des Paares A', B™ (vgl. Beispiel 4).
Die Vektoren by,...,b,_; € Ut der adaptierten Basis wurden bereits angegeben;

sie erfiillen die Bedingungen 2. und 3. Um die restlichen Vektoren, also eine pseudo-
orthonormierte Basis (bg, b;),j =n—1+1,...,n, von U™ an die Situation anzupassen,
betrachten wir die Projektionen der Eigenvektoren (man beachte (74))
pryoi = a; — bz\/()t_“ 1= 1,...,7177717
auf den Raum U. Aus (74) und (75) ergibt sich
(priyai prpa) = 0(1 — o) fiir i, j = 1,...,n —m. (83)

Diese Projektionen sind also paarweise orthogonal; wir normieren die von o verschiede-
nen in geeigneter Weise in Abhéngigkeit von den in Lemma 23 betrachteten Fallen und
erginzen sie orthogonal zu der gesuchten adaptierten Basis.

1. Fall. Ist oy > 1, so hat dieser Eigenwert die Vielfachheit 1, und fir alle ibrigen
FEigenwerte gilt a; < 1,9 =2,n —m. Es gibt eine adaptierte Basis b; von V mit

a; = by cosh 51 + bg sinh 51, (84)

a;, = biCOSﬂi+bn,l+i,1 sinf;, i =2,...,n—m. (85)

Beweis. Nach (83) ist die Projektion pryya; zeitartig; die Normierung gibt uns den Ba-
sisvektor by und die Giiltigkeit von (84). Weil es in V' nicht zwei zueinander orthogonale
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zeitartige Vektoren geben kann, muss as < 1 gelten. Wire nun ap = 1, so folgte aus (83),
dass die Projektion prgyas isotrop und orthogonal zu by oder der Nullvektor sein miisste.
Weil der zu by orthogonale Unterraum euklidisch ist, miisste diese Projektion gleich dem
Nullvektor sein. Dann wire aber a; € UL N W=, im Widerspruch zu Bedingung A, vgl.
(80). Die Normierung der Projektionen prgya;,i > 2, ergeben orthonormierte Vektoren
bn—iti—1, © > 2, wobei der hiéchste Index

2n—(m+14+1)=n—d, d:=dimU NW,

ist. Wir ergidnzen die bisher definierten Vektoren b, falls d > 0, durch d weitere Vektoren
zu einer pseudo-orthonormierten Basis von V', welche alle Bedingungen 1. - 4. erfiillt.

2. Fall. Ist oy = 1, so hat dieser Eigenwert die Vielfachheit 1. Es gibt eine adaptierte
Basis b; von V. mit

ar =by1 +bo+bpy11, (86)
a; = biCOS/BZ'ﬁ*bn,lJriSinﬂi, 1:2,,n—m (87)

Beweis. Nach (83) ist in diesem Fall prU(WL) isotrop. Ware auch noch ag = 1,
so hitten wir in dieser Projektion zwei isotrope Vektoren a; — by, as — be, die linear
abhéngig sein miissten, weil V' pseudo-euklidisch vom Index 1 ist, vgl. Definition 2.2.3
und die Bemerkung danach. Daraus folgte

c=a1 A —agp = by A —bop

mit Ay # 0, also 0 # ¢ € U- N W=, im Widerspruch zu (80). Nach (83) bestim-
men wir durch Normierung der Projektionen von a;,7 > 2, die Vektoren b; so, dass
(87) gilt. Das orthogonale Komplement der linearen Hiille [b,,_;42,..., b2,y in U ist
pseudo-euklidisch; wir kénnen daher den isotropen Vektor a; — b; € U durch Wahl von
bo, b,—111 € U so darstellen, dass (86) gilt.

3. Fall. Ist a; < 1, so gibt es eine adaptierte Basis b; von V mit
a; = biCOS/BZ'ﬁ*bn,lJriSinﬂi, = 1,...,n—m. (88)

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus (83) durch Normierung der Projektionen der
Vektoren a; auf U.

Abschlieftend betrachten wir noch den Fall, dass die Bedingung A nicht erfiillt ist.
Essei k+1 =dimU + W und k£ < n die Dimension des hyperbolischen Unterraums
Al B™. Dann gilt

df(A', B™) ;== dimU* "W+ =n—k > 0.

Wir nennen d = df (Al, B™) das Defizit der Unterrdume A', B™. Offenbar ist das Defizit
eine Invariante dieser Unterrdume; fiir das Paar Al, B™, betrachtet als Unterrdume von
A'v B™, ist die Bedingung A erfiillt, und wir erhalten k¥ — m = n — m — d(Al,Bm)
Eigenwerte als wesentliche Invarianten dieses Paares. Es sei bemerkt, dass alle Vektoren

aus UL N W+ Eigenvektoren von A zum Eigenwert 1 sind, der fiir d > 0 stets auftritt.
Zusammenfassend formulieren wir:
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Satz 24. Die Bedingung A sei erfillt. Dann gibt es zu jedem Paar hyperbolischer Unter-
riume A", B™ ¢ H", 0 <1< m < n, eine adaptierte Basis von V mit den in den Fillen
1-3 angegebenen Eigenschaften. Zwei Paare mit denselben Eigenwerten c; (73)und dem-
selben Defizit sind kongruent; diese Grofien bilden ein vollstandiges Invariantensystem
fir die Wirkung der Isometriegruppe G, auf den Produktmengen H, , x H, ,, dieser
Paare. Ist a; ein Figenvektor zu einem Figenwert o; > 0, so realisieren die Hyperebenen
M (a;) D B™, M(p(a;)) D A" die stationdre Invariante

[1(M (ai), M (p(ai))) = Ve, (i >0).

Fiir jeden Eigenvektor w zum FEigenwert o,, = 0 gilt wo € U; die Hyperebene M (tvo) ist
orthogonal zu allen Hyperebenen M, die A enthalten. 7 O

Als eine Anwendung dieses Klassifikationsresultats wollen wir nun die folgende Ver-
allgemeinerung von Satz 11 beweisen:

Satz 25. Es seien A\, B™ ¢ H", 0 <1 < m < n, zwei Unterriume des hyperbolischen
Raums. Genau dann ezistiert eine gemeinsame Senkrechte xo V y,, To € Al \B™ y, €

B™\ A', zu A', B™, wenn ihre grifite Invariante oy > 1 ist, wenn also die Unterriume
windschief oder parallel sind. In diesem Fall gilt fir die hyperbolischen Abstinde

h(xo,y,) = min{h(a,b)| a € A", b € B™} = 3, mit oy = cosh f3;.

Das Senkrechtstehen ist dabei wie in Satz 11 fir das Lot formuliert zu verstehen. Die
Punkte xo,y,, fir die das Minimum der Abstinde eintritt, sind eindeutig bestimmit.

Beweis. Beschrianken wir uns auf den Unterraum A’V B™, so ist die Bedingung A
erfiillt. Schneiden sich die Unterrdume, und ist z € A' N B™ ein hyperbolischer Punkt,
so ergébe bei Existenz einer gemeinsamen Senkrechten das Tripel (xo,y,, 2) ein hyper-
bolisches Dreieck, dessen Winkelsumme grofier als m wére, was Satz 15 widerspricht. Aus
Ubung 12 ergibt sich, dass auch randparallele Unterriume (a; = 1) keine gemeinsame
Senkrechte besitzen. Wir betrachten nun den Fall a; > 1 paralleler oder windschiefer
Unterrdume; fiir | = 0, A’ = a, bedeutet windschief einfach a ¢ B™, und wir sind in
der Situation von Satz 11. Um nun den allgemeinen Fall zu erledigen, ben6tigen wir eine
geeignete, an die Situation angepasste Basis auch von W, die wir durch Projektion der
Vektoren b, c UL, i=1,...,n—1, gewinnen. Es gilt

erbi:bZ—ferLbi, i1=1,...,n—1L

Nach (75) ist
pryyLbi = ajoi, 0 =0fliri=ra+1,...,n—1

Diese letzte Festsetzung tragt der Tatsache b; € WﬂUL,i =raq+1,...,n—1, Rechnung,
vgl. (77). Es folgt
erbi:bi—ai\/a_ifﬁrizl,...,n—l. (89)

"Im wesentlichen dieselbe Klassifikation wurde urspriinglich im Rahmen der M&bius-Geometrie be-
wiesen, vgl. R. Sulanke [76].
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Fiir die Skalarprodukte dieser Projektionen ergibt sich nach einer leichten Rechnung
(b; —a;/ag, by —a;\/a;) = 0;(1 — ), 4,5 =1,...,n—L (90)
Speziell ist die Projektion von by zeitartig; wir definieren daher
ag := —(by — ay cosh 31)/sinh 31 = by cosh B; — by sinh 3y, (91)

wobei die letzte Gleichung aus (81) und (84) folgt. Die Normierung der iibrigen Projek-
tionen liefert unter Beriicksichtigung von (82) und (85) firi=1,...,n—1—1

Un—m—i = (bip1 — Qip1/ig1)//1 — @ip1 = bigrsin By — bp_jpicos Bipr.  (92)

Wenn nétig, ergdnzen wir diese Basis noch zu einer pseudo-orthonormierten Basis von
W. Wir definieren nun @, := [bo] € A', y, := [ag] € B™. Wegen (ag, by) = — cosh
erhalten wir fiir den Abstand dieser Punkte h(zo,y,) = (1. Wir zeigen, dass die Gerade
xo V y, auf jeder Geraden durch y, in B™ orthogonal ist. Vom Aufpunkt y, aus hat
o V y, die Parameterdarstellung

bo —agcosh By |

t) = ht ht.
t(t) = agcosht + b in

Eine beliebige Gerade durch y, in B™ hat die Darstellung
3(s) = agcoshs + atsinhs, a* € W, (at,at) =1, (ap,at) = 0. (93)
Aus (91) und (92) erhélt man leicht
(bg — ag cosh By, at) = 0.

Aus der Winkeldefinition sich schneidender Geraden (Beispiel 5) folgt die Orthogonalitét.
Analog beweist man die Orthogonalitit von xo V y, zu jeder Geraden durch x( in Al
Um die behauptete Abstandseigenschaft zu zeigen, betrachten wir analog (93) noch die
Parameterdarstellung

n(t) = bgcosht + bt sinht, b+ e U, (b, b1) =1, (bo, b*) = 0.
und untersuchen die Funktion
f(s,t) := —(y(¢),3(s)) = cosh 31 cosh s cosht — cosysinh ssinh ¢ = cosh h([n(t)], [3(s)]),

die den Abstand der (im wesentlichen beliebigen) Punkte [n(t)] € A',[3(s)] € B™ be-
schreibt. Dabei konnte
cosy = (at, b™h)

gesetzt werden, weil diese beiden Einheitsvektoren zu ay und bg orthogonal sind und
folglich einen euklidischen Unterraum aufspannen. Eine elementare Extremalbetrachtung
zeigt, dass diese Funktion nur fiir s = ¢t = 0 ein Extremum hat, welches die behauptete
Minimaleigenschaft besitzt. Uberdies folgt, dass die Fuffpunkte xo, y, eindeutig bestimmt
sind. O
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Auf Grund von Satz 25 definieren wir den Abstand der parallelen oder windschiefen
hyperbolischen Unterriume h(A', B™) := h(zo,y,) = 01 . Fiir sich schneidende Unter-
rdume ist ihr Abstand natiirlich gleich Null, wenn man allgemein fiir zwei MengenA, B
eines metrischen Raumes mit der Metrik p ihren Abstand wie folgt definiert:

p(A, B) :=inf{p(a,b)| a € A,b € B}. (94)

Fiir randparallele Unterriume A', B™ ist in diesem Sinne der Abstand h(A', B™) = 0.
(Beweis als Ubung; es geniigt, randparallele Geraden in der Ebene zu betrachten.)

2.7 Mobius-Geometrie

Wie bereits in der Einleitung zum vorigen Abschnitt bemerkt, ist die Méobius-Geometrie
aus projektiver Sicht die Geometrie auf der Hypersphére des projektiven Raumes, die
durch die Isotropiegruppe der Hypersphire auf ihr selbst bestimmt wird. Diese im Kon-
text mit der M&bius-Geometrie Mdbius-Gruppe genannte Gruppe wirkt nach Folgerung
3.1 transitiv auf der Hypersphire und lisst, wie wir gleich zeigen werden, die Winkel
zwischen sich schneidenden Kreisen invariant; in der Differentialgeometrie wird bewie-
sen, dass sie die konforme Gruppe der Hypersphére mit der durch die Standardeinbettung
der Sphiren in den euklidischen Raum induzierten Riemannschen Metrik ist. Historisch
erschien die Mobius-Gruppe daher zuerst als Gruppe der global definierten konformen
Abbildungen der Riemannschen Sphiire S? in der Theorie der komplexen Funktionen.
Andererseits ist die Mobius-Gruppe die Isometriegruppe der auf dem Innengebiet der
Hypersphére definierten hyperbolischen Metrik, vgl. Folgerung 6.10. Hieraus ergibt sich
im Rahmen der projektiven Geometrie ein sehr natiirlicher Zusammenhang mit der hy-
perbolischen Geometrie, den wir im néchsten Abschnitt 7.1 anwenden, um die Winkelin-
varianten der hyperbolischen Geometrie in die M&bius-Geometrie zu iibertragen.

2.7.1 Sphéiren im Mg&bius-Raum

In enger Anlehnung an Abschnitt 2.6 verabreden wir folgende Bezeichnungen: Es sei
V = V""2 der n + 2-dimensionale pseudo-euklidische Vektorraum mit dem Skalarpro-
dukt (,) vom Index 1, P! der zugehdrige projektive Raum. Unter dem n-dimensionalen
Mobius-Raum S™ verstehen wir die dem Skalarprodukt (,) entsprechende Hypersphire
Q (vgl. (6.3)) des n + 1-dimensionalen reellen projektiven Raumes P"*'. Wir behalten
also im wesentlichen die Bezeichnungen des Abschnitts 2.6 bei, wobei wir die Dimension
um 1 erhéhen, damit, wie gewohnt, die Dimension des Raums der jetzt zu beschreiben-
den Geometrie wieder die Bezeichnung n erhalt. Schon in Lemma 6.19 haben wir die
Isotropiegruppe eines Punktes & € S™ in Bezug auf eine isotrop-orthogonale Basis durch
Blockmatrizen beschrieben; es folgt

Satz 1. Der Mobius-Raum S™ ist ein homogener Raum mit der durch die projektive
Wirkung von G, 1 = O(1,n+ 1)* C O(1,n + 1) induzierten Wirkung. Als Faktorraum
ist er isomorph zu

S" = Gy /CE(n), (1)

wobei CE(n) die konform-euklidische Gruppe bezeichnet, welche durch die Matrizdar-
stellung (6.61) (mit n — 1 ersetzt durch n) in G,41 eingebettet ist. O
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Zur Rechtfertigung dieser Bezeichnung definieren wir zuniichst die Gruppe der Ahn-
lichkeiten des euklidischen Raumes E™: eine Ahnlichkeit ist ein Produkt einer euklidischen
Transformationen mit einer Dehnung. Diese Transformationen bilden eine Untergruppe
der affinen Gruppe des euklidischen Raumes E"; mit differentialgeometrischen und fiir
n = 2 mit funktionentheoretischen Methoden kann man beweisen, dass sie die Gruppe
aller konformen (d.h. winkeltreuen) Transformationen von E", n > 2, ist. Die in Satz 1
definierte Gruppe C'E(n) ist zur Gruppe der Ahnlichkeiten isomorph:

ﬂbung 1. Man beweise, dass die durch die Matrizen (6.61) beschriebene Gruppe zur Gruppe
der Ahnlichkeiten des euklidischen Raumes E™ isomorph ist. (Hinweis. Als Modell des Mbius-
Raumes S™ nehme man die von der euklidischen Hyperebene

EnL. —(e0,1) = —(ao + an+17F>/\/§ =1

des pseudo-orthogonalen Vektorraums V' aus dem isotropen Kegel (r,z) = 0 ausgeschnittene
Einheitshypersphire. Hier und im Folgenden bezeichnet (¢;) eine pseudo-orthonormierte Basis
und (a;), ¢ = 0,...,n + 1, die mit ihr durch (6.58) verkniipfte isotrop-orthogonale Basis. Der
Fixpunkt s := [ag] = [¢o — €nt1] € S™ sei der Siidpol der stereographischen Projektion st :
S™\ {s} — E" von S™ auf die durch (¢,+1,r) = 0 bestimmte Aquatorebene E™ C E™! von
S™ (vgl. (6.18) und die Ubung 6.5). Die Zuordnung g € CE(n) — sto g o st~* beschreibt die
gesuchte Isomorphie. Hierbei entsprechen die Bestandteile A, a, A\ des Elements g = a(4,a, \)
jeweils den Drehungen oder Drehspiegelungen, Translationen bzw. Dehnungen in der Gruppe
der Ahnlichkeiten von E™.)

Wir kénnen also die Gruppe der Ahnlichkeiten mit der konform-euklidischen Gruppe
identifizieren. Offenbar erhalten alle Ahnlichkeiten die Winkel sich schneidender Geraden
und sind daher konform. Geometrische Charakterisierungen der konform-euklidischen
Gruppe enthalten die beiden folgenden Ubungen.

Ubung 2. Man beweise, dass die konform-euklidische Gruppe C E(n) fiir n > 2 mit der Gruppe
derjenigen bijektiven Abbildungen des E™ iibereinstimmt, die Paare sich schneidender orthogo-
naler Geraden wieder in ebensolche Paare tiberfithrt. (Hinweis. Man wende Satz 1.5.6 an und
betrachte die Bilder sich orthogonal im Ursprung schneidender Geraden mit den Richtungsvek-
toren e; + ¢;,¢; — ¢; fiir ¢ # j.) Daraus ergibt sich natiirlich unmittelbar, dass die konform-
euklidische Gruppe CE(n) fiir n > 2 mit der Gruppe derjenigen bijektiven Abbildungen des E™
ibereinstimmt, welche Geraden in Geraden iiberfithren und die Winkel von sich schneidenden
Geraden invariant lassen.

Ubung 3. Man zeige, dass die konform-euklidische Gruppe CE(n) fiir n > 2 die Gruppe der-
jenigen bijektiven Abbildungen des E™ ist, welche Geraden in Geraden und Kreise in Kreise
iberfiihren. (Hinweis. Man beachte den Satz des Thales und wende die vorige Ubung an.)

Die Verwendung von isotrop-orthogonalen Koordinaten ist oft zweckméfig, wenn man
sich auf die Punkte von S™ als einfachste Grundobjekte konzentriert. Die neben den
Punkten wichtigsten elementaren Objekte der Mobius-Geometrie sind die m-Sphéren, fiir
deren Untersuchung wir wegen der engen Beziehung zu den hyperbolischen m + 1-Ebenen
wieder pseudo-orthonormierte Koordinaten benutzen. Unter einer m-dimensionalen Teil-
sphare S™ C S™, kurz m-Sphdre, verstehen wir den Durchschnitt einer hyperbolischen
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m + 1-Ebene B™"! mit S™. Genauer: Ist W C V ein m + 2-dimensionaler pseudo-
euklidischer Unterraum und BmH(W) der entsprechende projektive Unterraum, so sei
die zugehorige m-Sphére definiert durch

§m=8™(W):= B" Y (W)nS", m=0,1,...,n. (2)

Dabei sind 0-Sphéren beliebige Zweiermengen {x,y},x,y € S™, & # y, 1-Sphéren sind
Kreise und n — 1-Sphéren Hypersphdren von S™. Die m-Sphéren selbst sind als nicht
ausgeartete Quadriken vom Index 1 in m + 1-dimensionalen projektiven Rdumen wieder
m-dimensionale M6bius-Raume. Wir bezeichnen mit S, ,,,,m = 0,...,n, die Menge der
m-Sphéren des Mobius-Raumes S™. Offenbar ist die Abbildung

F: B™ €¢Hy1mp— S"=B"""'nsS" €S, (3)

bijektiv und ein dquivarianter Isomorphismus der Transformationsgruppe Hy 1, m+1 der
hyperbolischen m + 1-Ebenen auf S, ,,, d.h. es gilt

F(gB™) = gF(B™") fiir alle g € Gpy1, B™™ € Hyy 11,

und das gilt entsprechend auch fiir die in Potenzmengen, Produktmengen u.s.w. durch
Fortsetzung der Wirkungen erzeugten Transformationsgruppen von G,,+1. Aus den Tran-
sitivitatseigenschaften der Wirkungen von G,,11 in der hyperbolischen Geometrie ergibt
sich unmittelbar:

Folgerung 2. Die Mobius-Gruppe Gpy1 wirkt transitiv auf den Mengen S, ,, der
m-Sphdren des Mébius-Raumes S™, m =0,1,...,n. O

Die Mo6bius-Gruppe wurde durch Einschrankung der Isometriegruppe G,11 des hy-
perbolischen Raumes auf die berandende Quadrik Q = S™ definiert. Der folgende Satz
enthilt geometrische Charakterisierungen dieser Gruppe.

Satz 3. Die Mébius-Gruppe G11, n > 2, ist die Gruppe derjenigen bijektiven Abbil-
dungen von S™ auf sich, die Kreise wieder in Kreise tuberfihren. Sie ist auch die Gruppe
derjenigen bijektiven Abbildungen von S™ auf sich, die Hypersphiren wieder in Hyper-
sphdren tberfihren.

Beweis. Nach Folgerung 2 transformieren die M&bius-Transformationen g € G4 1
die Kreise unter sich. Sei nun umgekehrt F' : S™ — S™ eine bijektive Abbildung, die Kreise
wieder in Kreise iiberfiihrt. Wir betrachten das in Ubung 1 beschriebene Modell von S
und die stereographische Projektion st. Weil nach Satz 1 die Gruppe G+ transitiv auf
S™ wirkt, finden wir eine Mobius-Transformation g € G,4+1 mit g(F(s)) = s. Wenn wir
zeigen konnen, dass die Abbildung F, = g o F' eine Md&bius-Transformation ist, so ist
auch F = g~ ! o F, eine M6bius-Transformation; wir kdnnen also ohne Beschréinkung der
Allgemeinheit annehmen, dass F' den Siidpol fest lasst: F(s) = s. Wir betrachten nun
die Abbildung f := sto F ost™!, die eine Bijektion des euklidischen Raumes E™ auf sich
ist. Weil F' die Kreise durch s wieder in Kreise durch s iiberfiihrt, die ja durch st mit
den Geraden von E" bijektiv verkniipft sind, bildet f die Menge der Geraden von E"
bijektiv auf sich ab und ist daher nach Satz 1.5.6 eine affine Abbildung. Nach Lemma
6.3 gehen die Kreise des euklidischen Raumes bei st~! in die Kreise von S™ iiber, welche
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nicht durch s gehen. Weil diese Menge durch F' ebenfalls bijektiv auf sich transformiert
wird, bildet f die Menge der Kreise von E™ bijektiv auf sich ab; nach Ubung 3 ist f also
eine Ahnlichkeit. Nach Ubung 1 gehort daher F' zur konform-euklidischen Untergruppe
CE(n) C Gp+1- Der dhnliche Beweis der zweiten Behauptung sei dem Leser {iberlassen.
a

Beispiel 1. Nicht zur konform-euklidischen Gruppe gehoérende Beispiele von Md&bius-
Transformationen sind die Spiegelungen an Hypersphdren, die auch Inversionen genannt
werden. Oft verwendet man den Terminus Inversionsgeometrie an Stelle von Mobius-
Geometrie, man vergleiche etwa die sehr anschauliche einfiihrende Darstellung mit dem
Titel ,Inversive Geometry* von J. B. Wilker [81]. In dem durch den Punkt co zur n-Sphére
S™ kompaktifizierten euklidischen Raum wird die Spiegelung s an der Hypersphére ¥ ~!
mit dem Zentrum m = o + m und dem Radius r wie folgt definiert:

s(x) =s(m+y):=m+ L fiir & # m, o0; s(m) := 00, s(o0) := m. (4)

(t,r)

Die Abstand vom Bild y = s(x) zum Zentrum ist also umgekehrt proportional zum
Abstand des Urbildes vom Zentrum:

ly —m|jz —m| =12
und der Bildpunkt y liegt auf dem radialen Strahl durch x # m, oo, wobei die letzten
beiden Punkte miteinander vertauscht werden. Man priift leicht nach, dass s involutiv ist,
und dass die Menge der Fixpunkte von s gleich der Hypersphére ¥ ist. Wir zeigen, dass s
einer Mobius-Transformation von S™ entspricht. Durch eine Ahnlichkeit kann man stets
erreichen, dass die s definierende Hypersphire die Einheitshypersphére des euklidischen
Raums E™ mit dem Zentrum im Ursprung o ist. ¢ ist dann der Ortsvektor des Punktes
x, und der Ortsvektor y des Bildpunktes y ist gegeben durch y = r/[r|?. Im pseudo-
euklidischen Vektorraum V seien in Bezug auf eine gegebene pseudo-orthonormierte
Basis die Spiegelungen F; an den Koordinatenhyperebenen z? = 0 wie iiblich definiert
durch
Fi(e;) = —e;, Fi(ej) = ¢, fiir j #4; 4,7 =0,1,...,n+ 1.

Offenbar ist jede derartige Spiegelung pseudo-orthogonal, erzeugt also eine M&bius-
Transformation. Mit der in Ubung 1 verwendeten stereographischen Projektion kann
man nachrechnen, dass s = st o F}, ;1 o st~ ! gilt. Umgekehrt erzeugt natiirlich auch jede
Spiegelung an einem pseudo-euklidischen n + 1-dimensionalen Unterraum W"*™' ¢ V/
eine Spiegelung an einer Hypersphére oder Hyperebene des E"; im Sinne der Mobius-
Geometrie unterscheiden sich diese Spiegelungen nicht. Man erkennt leicht, dass diese
Abbildungen als diejenigen von der Identitét verschiedenen Mobius-Transformationen
definiert werden kénnen, deren Fixpunktmenge eine Hypersphire ist. Der néchste Satz
rechtfertigt die Bezeichnung Inversionsgeometrie. O

Satz 4. Jede Mobius-Transformation ist als Produkt von endlich vielen Inversionen dar-
stellbar.!

1J. B. Wilker [81] beweist, dass jede Mobius-Transformation g € G41 als Produkt von hochstens
n + 2 Inversionen darstellbar ist.
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Beweis. Nach Satz 2.3.5 ist jede Transformation g € G, 41 als Produkt von hoch-
stens n+2 Spiegelungen an nicht isotropen, n+1-dimensionalen Unterrdumen darstellbar.
Die Spiegelungen an den pseudo-euklidischen Unterrdumen sind gerade die im vorigen
Beispiel betrachteten Inversionen. Ist der Unterraum der Fixvektoren euklidisch, so kon-
nen wir die Basis (¢;) von V' so wahlen, dass diese Spiegelung mit der in Beispiel 1
definierten Abbildung Fj iibereinstimmt, also die Koordinatendarstellung

WO=—2 =2/ firj=1,....n+1

hat. Da nun Fy und —Fp dieselbe Mobius-Transformation ergeben, kénnen wir statt Fjy
auch —Fy in die Darstellung von g einsetzen. Diese Abbildung ist nun wieder ein Produkt
von endlich vielen Inversionen:

—FQZFlo...OFn+1.D

Dieser Satz wird oft als Ausgangspunkt einer Definition der Mobius-Geometrie be-
nutzt: Die M&bius-Geometrie ist danach die Gesamtheit der geometrischen Begriffe und
Eigenschaften, die bei beliebigen Inversionen invariant sind. Wir bemerken noch, dass wir
den Mobius-Raum mit einer Orientierung versehen kénnen. Jedem pseudo-orthonormier-
ten Repére (¢;), i =0,...,n+ 1, ordnen wir den Sidpol s := [eg — ¢,41] und das Koor-
dinatensimplezr (a;) := ([e; + ¢0]), i = 1,...,n + 1, zu. Die in der Definition benutzten
normierten Vertreter liegen in der Hyperebene xg = —(¢g,r) = 1 und haben die positive
Determinante 2. Jedes orientierte n-Simplex (21, ..., ®,+1) konnen wir in diesem Repére

mit normierten Vertretern
n+1

I, =c¢o+ Z ¢;&;
=1
darstellen und erhalten fiir die Determinanten

D = [eo,Fla s 7xn+1] = det(é.g)

Ist D > 0, so ist das n-Simplex positiv orientiert in Bezug auf die Basis (¢;). Offenbar gibt
es zwei Klassen pseudo-orthonormierter Repéres: diejenigen, deren Koordinatensimplex
in Bezug auf ein festes Repére positiv bzw. negativ orientiert sind. Ist in dem S™ defi-
nierendem Vektorraum V' eine dieser Klassen ausgezeichnet, so sprechen wir von einem
orientierten Mdobius-Raum; in diesem konnen wir von positiv bzw. negativ orientierten
n-Simplices sprechen. Wie schon bei der Betrachtung orientierter hyperbolischer Raume
erhalt eine Abbildung g € G,41 die Orientierung, wenn ihre Determinante gleich eins
ist, also g zur speziellen pseudo-orthogonalen Gruppe SO(1,n+ 1) gehort. Da auch diese
transitiv auf S™ wirkt, erscheint der orientierte Mobius-Raum als Faktorraum

S~ S0O(1,n+1)/SCE(n),
wobei SCE(n) die Gruppe der Ahnlichkeiten mit positiver Determinante, also der ori-
entierungserhaltenden Ahnlichkeiten des euklidischen Raums bezeichnet.
2.7.2 Paare von Teilsphiren

Die Definition des M&bius-Raums S™ und die im vorigen Abschnitt beschriebene Aquiva-
rianz der Wirkung von G, 41 liber den hyperbolischen (m+1)-Ebenen und den m-Sphéren
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gestattet es, unmittelbar und rein formal von den in Satz 6.24 beschriebenen Invarian-
ten der Paare hyperbolischer Unterrdume auf die Invarianten von Teilsphirenpaaren zu
schlieflen:

Satz 5. Es sei F' der in (3) beschriebene dquivariante Isomorphismus. Bezeichnen
AT = FY(S(U)), B™ = FTL(S(W))

die den Teilsphdren S(U) € Sp1, S(W) € Spm mit 0 < 1 < m < n entsprechenden
hyperbolischen Unterrdume, so sind die stationdren Invarianten und das Defizit dieser
Unterrdume auch Mdébius-Invarianten der Sphdrenpaare; dieses Defizit und die Figen-
werte (6.73) des dem Unterraumpaar zugeordneten Operators A € End(W™) sind ein
vollstindiges Invariantensystem fir die Wirkung der Mébius-Gruppe auf Sy X Spm. O

Man beachte, dass fiir die Dimensionen der Unterrdume jetzt
dimU =14 2,dimU* =n—1,dmW =m+2,dmW' =n—m

gelten, so dass natiirlich die Anzahl der Invarianten trotz des Unterschieds der Dimen-
sionen der Rdume U, W,V {ibereinstimmt.

Wir wollen nun diese Invarianten im Sinne der Mgbius-Geometrie geometrisch deu-
ten und nach Moglichkeit durch euklidische Invarianten der Spharenpaare ausdriicken; die
Mobius-Invarianten sind ja erst recht bei der Untergruppe der euklidischen Transforma-
tionen invariant, sie sind also Funktionen der Invarianten eines vollstdndigen euklidischen
Invariantensystems der Paare. Bevor wir speziell einzelne Dimensionen diskutieren, be-
trachten wir die in Lemma 6.23 beschriebenen Fille 1. - 3. allgemein, wobei zuerst wieder
die Bedingung A aus Abschnitt 6 als erfiillt angenommen sei. Diese Bedingung bedeutet
in der Mo6bius-Geometrie:

Bedingung A. Fir das betrachtete Paar S1,S> C S™ von Teilsphdren gibt es keine
Hypersphire > C S™ mit S1 U Sy C X.

Wie fiir projektive Rdume {iblich bezeichnen wir die von einer Menge M C S™ er-
zeugte Teilsphire mit [M]; das ist der Durchschnitt aller Teilsphéren, die M enthalten.
Schliefslich sei

Sl \Y SQ = [Sl U SQ]

Gilt fiir die Dimension dim .S; V S; = n — d, so heiftt d wieder das Defizit des Teilsphé-
renpaares df (S1,.52) = d.

Beispiel 2. Die Hypersphéren entsprechen bijektiv den hyperbolischen Hyperebenen,
also den n + 1-dimensionalen pseudo-euklidischen Unterrdumen W C V. Diese sind
wiederum durch ihre eindimensionalen orthogonalen Komplemente W+ = [u], (i, u) > 0,
bijektiv bestimmt. Die zu u gehdrende Hypersphére bezeichnen wir mit 3(u). Es gilt also

Y(u) == 7 (u]t) NS (5)

Der Raum S, ,,—1 der Hypersphéren wird wie der Raum der hyperbolischen Hyperebenen
durch das einschalige Hyperboloid (u,u) = 1 der raumartigen Einheitsvektoren zweifach
iiberlagert, vgl. Beispiel 6.1, Abbildung 2.14. Fiihrt man mit Hilfe der Orientierung der
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Hyperebenen orientierte Hypersphdren ein, so wird die Menge der orientierten Hyperebe-
nen bijektiv durch die raumartigen Einheitsvektoren reprasentiert. Zwei Hypersphiren
31 = ¥(u), Y2 = ¥(v) haben genau eine Invariante:

[(u, o)
)
| ro

[1(21,22) = (6)

vgl. Beispiel 6.4. Fiir orientierte Hypersphiren ist das Vorzeichen des Skalarprodukts zu
beriicksichtigen:

~ (u,m)
I(S1,5,) : IR
Gilt |I|(21,22) < 1, so ist der Durchschnitt U N W der sie bestimmenden Vektorrau-
me pseudo-euklidisch und bestimmt daher eine (n — 2)-Sphéare. Der Winkel 5 der sich
schneidenden Hypersphdren ist nach Definition gleich dem Winkel der sie bestimmenden
hyperbolischen Hyperebenen: cos 5 := I(X1,%2), 0 < 8 < 7, fiir orientierte Hypersphi-
ren, bzw. cos 5 := |I](31,X2), 0 < 8 < /2, fiir nicht orientierte. Gilt die Bedingung A, so
ist |I|(X1,%2) = 1 genau dann, wenn die Hypersphéren sich beriihren; der Durchschnitt
U N W ist dann isotrop und definiert daher genau einen Punkt des Mobius-Raums S™.
Die Bedingung A ist genau dann nicht erfiillt, wenn ¥; = 35 ist. In diesem Fall gilt
ebenfalls |7|(X1,¥2) = 1; im Unterschied zu den sich beriihrenden, aber verschiedenen
Hypersphéren ist das Defizit jetzt gleich 1. Im Fall |I|(X1,%3) > 1 ist der Durchschnitt
U N W euklidisch, die Hypersphiren schneiden sich nicht. Weiter unten geben wir eine
geometrische Deutung der Invariante |I|(XZ;,Y3) auch in diesem Fall an.O

Wir kehren nun zu der in Satz 5 beschriebenen allgemeinen Situation zuriick. Dieser
Satz bezieht sich auf Satz 6.24 und die Eigenwerte (6.73); wir behalten die dort benutzten
Bezeichnungen bei. Das Extremalproblem mit Nebenbedingungen fiir die Funktion (6.67)
hat jetzt folgende geometrische Interpretation: Man finde die relativen Extrema der In-
variante 1(31,%s) aller derjenigen Hypersphdrenpaare (X1,%2), welche die Teilspharen
enthalten, d.h. S1 C %1 und S2 C Yo erfillen. Wir diskutieren die Falle im Einzelnen.

Fall 1. a; > 1. In diesem Fall ist UNW = (U* 4+ W™)! euklidisch oder gleich {0},
die projektiven Unterrdume schneiden sich im Aufengebiet A(S™), und die Teilsphéren
sind disjunkt. Zusétzlich kénnen wir etwas genauer zeigen:

Lemma 6. Ist die mazimale Invariante oy der Teilsphiren S} = S(U), Sy = S(W)
grafer als 1, so sind diese Teilsphdren disjunkt, und es gibt Hypersphdren 31,%,, die
St S™ trennen, d.h. fiir die

Slcy, SPPCSyund XNy =0 (7)
erfillt ist.

Beweis. Die Dimension des pseudo-euklidischen Unterraums U+ + W ist mindestens
gleich 2. Daher kénnen wir einen zeitartigen Vektor t = u+m € U- + W' mit u e U™,
ro € W+ finden. Fiir den Durchschnitt der den raumartigen Vektoren u, 1o entsprechen-
den Hyperebenen gilt folglich: Der Unterraum
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ist euklidisch; die Hyperebenen schneiden sich also im Aufengebiet von S”, und die
entsprechenden Hypersphiren X, 3 erfiillen (7). O

Fall 2. a; = 1. Unter der Bedingung A ist dann der Unterraum U N W isotrop,
vgl. Lemma 6.23; daher ist der Durchschnitt S1 N Sy einpunktig; dieser Punkt ist der
Berihrungspunkt des tangentiellen Unterraums A" N B™ ! mit der n-Sphire.

Fall 3. a; < 1. In diesem Fall ist der Unterraum A'*! N B™*! hyperbolisch. Wir
haben jedoch nun zwei Méglichkeiten zu unterscheiden:

Fall 3.a. a1 < 1, und es gilt Dim A" n B™*! = 0.

Lemma 7. Es seien S.,S)" C S™ zwei Teilsphiren mit dem mazimalen Eigenwert
a1 < 1; fiir die Dimensionen gelte | +m = n — 1. Dann sind die Teilsphiren S}, Sy
disjunkt und verkettet, d.h. es gilt S1 NSy = 0, und fiir beliebige Hypersphdren 31,0
mit St C Xy, S C o, gilt £1 NNy # 0.

Beweis. Die Anwendung der Dimensionsformel zeigt, dass die Voraussetzungen zum
Eintreten von Fall 3.a dquivalent sind. Da der Durchschnitt A" 0 B™*! in diesem Fall
ein hyperbolischer Punkt ist, sind die entsprechenden Teilsphdren disjunkt. Der dem
Punkt entsprechende eindimensionale Vektorraum ist zeitartig. Folglich ist der Unter-
raum U+ + W+ = (U N W) euklidisch. Damit ist auch der von zwei Einheitsvektoren
ueU, wewt erzeugte Unterraum euklidisch, also sein orthogonales Komplement
ein n-dimensionaler pseudo-euklidischer Unterraum [u,t]* = [u]* N [to]*, welcher den
Durchschnitt der Hypersphiren %, (1) N¥2 () bestimmt, der folglich eine (n — 2)-Sphére
ist. Daue UL, we W beliebige Einheitsvektoren sind, gilt das fiir beliebige Hyper-
sphiren mit S} C ¥, S* C ¥, O

Fall 3.b. a; < 1, und es gilt k := Dim A" 0 B™ > 0. In diesem Fall schneiden
sich die Teilsphiren S., S5 in einer k — 1-Sphire.

In jedem der betrachteten Fille bestimmen per definitionem

Va; = cos B, falls o; < 1, (8)

die stationdren Werte §;, 0 < (; < w/2, des Winkels, unter dem sich Hypersphéren
Y1, Yo mit S} C ¥y, S5 C By schneiden.

Beispiel 3. Schon in Beispiel 2 haben wir die Bedingung A und die Fille 1,2 und 3.b
fiir zwei Hypersphéren 31, s C S™ besprochen. Die Dimensionsbedingung des Falls 3.a
kann nur auf dem Kreis, also fiir n=1, erfiillt sein; diesen Fall betrachten wir in Ubung
6 und im n&chsten Beispiel besonders. Fiir n > 1 und I(X;,32) < 1 schneiden sich die
Hypersphiren; ihr Winkel 5 wurde in Beispiel 2 mit Hilfe der Invariante I definiert. Um
die Invariante I auch im Fall sich nicht schneidender Hypersphéren geometrisch zu deu-
ten, wollen wir sie durch die euklidischen Invarianten der Hypersphiren ausdriicken. Da
die Mobius-Invarianten natiirlich auch euklidisch invariant sind — die euklidische Gruppe
ist ja eine Untergruppe der Mobius-Gruppe — muss das mdglich sein. Offenbar bilden
die Radien r, R der Hypersphéren und die Distanz d = d(3;,3,) ihrer Zentren 3,3, ein
vollstandiges euklidisches Invariantensystem der Hypersphérenpaare. Wie schon in (6.2)
bezeichne (e;), ¢ = 0,1,...,n + 1 (mit Erhchung der Dimension um 1) eine pseudo-
orthonormierte Basis des Vektorraums V"2, In ihm definiert die Gleichung

—(e0,1) =2 =1 (9)



254 KAPITEL 2. CAYLEY-KLEINSCHE GEOMETRIEN

einen linearen Unterraum, den wir mit dem auf dem zugehérigen Vektorraum induzierten
Skalarprodukt als Punktraum E™! einer n + 1-dimensionalen euklidischen Geometrie
deuten koénnen. Der Mobius-Raum S™ wird dann durch die vermége (9) normierten Ver-
treter als Einheitshypersphire mit dem Zentrum eq dargestellt:

n+1
r=¢+71y, 8 = Z ;o' mit (Ph?l) =1L (10)
i=1

Wir identifizieren S™ mit dieser Einheitshypersphire und projizieren sie stereographisch
aus dem Siidpol ey — ¢,,1 auf ihre durch die Vektoren ey, ..., e, aufgespannte Aqua-
torialhyperebene E" c E™"', vgl. Ubung 1, Lemma 6.3 und Ubung 6.5. Es bezeichne
S(3,7) C E™ die Hypersphire des euklidischen Raums E™ mit dem Zentrum 3 und dem
Radius 7, und X(3,7) := st=1(S(3,7)) ihr Urbild bei der stereographischen Projektion.
Nach Lemma 6.3 ist das eine Hypersphére in S™. Wir zeigen:

Lemma 8. Mit den eben eingefihrten Bezeichnungen entspricht die Hypersphdre
¥(3,7) := st~ 1(S(3,7)) nach (5) dem raumartigen Einheitsvektor

u(3,r) = (eo(1 =7+ (5,3)) + 23+ enra (1 + 1% = (3,3)))/2r. (11)
Es gilt also X(3,7) = Z(u(3, 7).

Zum Beweis bezeichnen wir die Koordinaten des Punktes y € S(3,7) mit (y°) und die

Koordinaten des Zentrums 3 € E" mit (z%), i = 1,...,n. Fiir sie gilt
—an—3=> (1 —2)=r> (12)
i=1

Aus der Formel (6.20) fiir die Umkehrung der stereographischen Projektion, bei der jetzt
der Index n + 1 dem Siidpol —e, ;1 entspricht, ergibt sich aus (10) fiir die normierten
Vertreter der Punkte « = [r] € X(3,r) die Darstellung

(0, 9) (13)

+ n 77'
T ()

r=¢+ 2
—egf —m—
1+ (n,9)
Das Skalarprodukt der Vektoren (11) und (13) ergibt unter Bertiicksichtigung von (12),
dass diese Vektoren zueinander orthogonal sind, woraus die Behauptung folgt. O

Aus diesem Lemma erhélt man durch eine elementare Rechnung

Folgerung 9. Die Mdébius-Invariante von zwei orientierten Hypersphdren Si(3q,71),
S2(39,72) des n-dimensionalen euklidischen Raumes ist gleich

T2 + ,r2 _ d2
I(S1(31,71), 52(32,72)) = % (14)

Hierbei bezeichnet d = |31 — 35| die Distanz der Zentren.
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Der Ausdruck (14) wird oft die Coxeter-Distanz der Hypersphiren genannt, obwohl er
natiirlich nicht die iiblichen Eigenschaften einer Metrik besitzt; wir wollen daher bes-
ser von der Coxeter-Invarianten der Hypersphiren sprechen. Eine elemtargeometrische
Betrachtung zeigt, dass die Coxeter-Invariante im Falle sich schneidender Hypersphéren
wieder den Kosinus des Schnittwinkels ergibt. O

Ubung 4. Man leite die Formel (11) fiir u(3,r) her, indem man im pseudo-euklidischen Vektor-
raum V" *? das Vektorprodukt von n + 1 isotropen Vektoren bildet, die Punkte in allgemeiner
Lage auf der betrachteten Hypersphire "' C S™ reprisentieren.

Ubung 5. Es sei (b,) = p die Gleichung einer Hyperebene H" ! des euklidischen Raums
E™ n > 1. Nach Lemma 6.3 ist ihr Urbild bei der stereographischen Projektion eine Hypersphére
durch den Siidpol. Man beweise, dass diese Hypersphire die nach (5) definierte Hypersphire

b+ (0 — ent1)p

¥(0) mit b = o]

(15)

ist. Hieraus leite man ab, dass die Invariante |I|(st™'(H1),st™*(H3)) fiir zwei sich schneidende
Hyperebenen gleich dem Kosinus ihres Schnittwinkels ist; fiir parallele Hyperebenen ist sie gleich
eins. Eine analoger Sachverhalt ergibt sich fiir ein Paar aus Hyperebene H"~! und Hypersphire
S"71(z,7); in diesem Fall ist die Invariante |I| = z/r, wobei z den Abstand des Zentrums 3 von
der Hyperebene bezeichnet.

Ubung 6. Man zeige durch Angabe von Beispielen, dass die Fille 1, 2, 3.a fiir zwei 0-Sphéren
auf S! eintreten kdnnen; Fall 3.b kann natiirlich nicht vorkommen. Im Fall 3.a ist die Invariante
der Punktepaare gleich dem Kosinus des Schnittwinkels der sie erzeugenden hyperbolischen
Geraden. Die Abbildung 2.26 zeigt zwei zueinander orthogonale Punktepaare auf einem in den
euklidischen Raum E? eingebettetem Kreis.

Ubung 7. Man gebe ein rechnerisches Beispiel fiir die Konfiguration der Abbildung 2.26 an, also
zwei zueinander orthogonale 0-Sphiren auf einem Kreis, der in der dreidimensionalen Sphire S3
liegt. (Man beachte, dass der euklidische Anschauungsraum E® der Abbildung hier als Sphire
S3 aufzufassen ist.) Fiir diese Konfiguration ist das Defizit gleich 2; der maximale Eigenwert
ist a1 = 1, er hat die Vielfachheit 2; die Eigensphéren zum Eigenwert 1 bilden das Biischel der
Sphiren durch den Kreis S* (vgl. Abbildung 2.27), wihrend die Eigensphire zum Eigenwert 0
alle Sphiren dieses Biischels orthogonal schneidet. (Hinweis: Eigenwerte beziehen sich auf den
in (6.70) definierten Operator A, der in dem hier betrachteten Fall in einem dreidimensiona-
len euklidischen Vektorraum wirkt; die Eigensphiren sind durch 3(u), u Eigenvektor von A,
definiert.)

Allgemein nennen wir die Hypersphiren X (), die zu den Eigenvektoren w des
in Satz 4 definierten Operators A gehoren, die Figenhypersphdiren des Sphirenpaares
(S1,52). Jede Eigenhypersphére Yo := X(w) enthélt Sy; ist der zugehorige Eigenwert
o > 0, so definiert die Projektion u := p(w) € U™ eine Hypersphire ¥; := X(u) D S;
derart, dass die stationire Invariante /o = |I|(21, 2) realisiert wird. Ist dagegen o = 0,
so ist 3o zu allen Hypersphiren ¥, die S; enthalten, orthogonal (vgl. Satz 6.24).

Beispiel 4. Wir betrachten wieder den eindimensionalen Mébius-Raum, also den Kreis
S'. Die Hypersphiren sind hier die 0-Sphéren, d.h. Punktepaare S; = {s,n} C S! mit
s # n. Nach Satz 4.7 ist auf dem Kreis die projektive Struktur einer Geraden definiert;
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Abbildung 2.26: Eigensphiren orthogonaler Punktepaare auf S' C S3.

jedem Wurf aus Punkten von S* ist also das Doppelverhdltnis DV seiner Punkte invariant
zugeordnet. Da die Mdbius-Gruppe G; C PLy(R) aus allen Projektivitdten der Ebene
besteht, die S* invariant lassen, ist auch das DV unter der Wirkung der M&bius-Gruppe
invariant. Weil die Punkte zweier verschiedener 0-Sphéren einen Wurf bestimmen, ergibt
sich die Frage, wie das DV dieses Wurfes mit ihrer Mobius-Invariante |I| zusammen-
héngt. Zur Beschreibung dieses Zusammenhanges verwenden wir die Bezeichnungen und
Konstruktionen wie beim Beweis von Satz 4.7. Wir reprisentieren also die Punkte s, n
durch isotrope Vektoren s, n und passen die pseudo-orthonormierte Basis (¢;), i =0, 1, 2,
dem Punktepaar so an, dass

(s,n) = —1/2, (16)
CGo=6+M, ¢, =6—1n, cag =cg X 1 (17)
gelten. Wegen
(s,c2) = (n,02) =0

schneiden sich die Tangenten T's, T'pp, in dem durch ¢, definierten duferen Punkt
Ts n Tn =b:= [CQ].

Wir betrachten die durch die Vektoren s, ¢o definierte projektive Skala ¢ auf der Tangente
T's und iibertragen sie durch stereographische Projektion auf S'. Nach (4.57) erhalten
wir so eine Parameterdarstellung von S*, die jeden Punkt auf seinen Skalenwert bezieht:

~

fréeR— f(&) = [1(6)] = [s + 02§ +ng?]. (18)
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Abbildung 2.27: Sphirenbiischel eines Kreises.

Es sei nun eine zweite 0-Sphéire gegeben:
Sy =A{@1, @2}, @ = [1(&)],i = 1, 2.

Wir berechnen nach der Formel (1.4.16) das DV

_&

n:=(s,b; T1,x2) = = (19)

Andererseits erhélt man fiir den die 0-Sphére S; bestimmenden raumartigen Einheits-
vektor

o Xry 25420886 + (& + &)

IS &1 — & '

(20)

Hieraus und aus (19) ergibt sich fiir die Invariante |I| und ihren Ausdruck durch das DV
die gesuchte Beziehung
n+1

[](S1,52) = [{c2,10)| = |F .

(21)
Man beachte, dass das DV von der gewahlten Reihenfolge der Punkte x1, x5 abhingt;
eine Anderung der Reihenfolge dndert jedoch den Wert von |I| nicht. Bei Betrachtung ori-
entierter O-Sphéren, also von geordneten Punktepaaren, wiirde bei einer Umorientierung
sowohl I als auch 7 das Vorzeichen dndern, so dass wir auch

- n+1

I(Sl,SQ) = <C2,m> "= 1

(22)
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schreiben kénnen. Fiir die umgekehrte Beziehung erhilt man hieraus fiir I = I(S1,.S2)
unter Beachtung von (19) dieselbe funktionale Abhangigkeit

I+1
n=-—:.

71 (23)

Wir wenden diese Formeln an um zu zeigen, dass die reelle projektive Gruppe PL; mit
der Mobius-Gruppe iibereinstimmt. O

Satz 10. Die projektive Gruppe PL1(R) der nach Satz 4.7 auf dem Kreis S definierten
projektiven Struktur ist gleich der Mdbius-Gruppe G.

Beweis. Essei (a1, a2, a3, a4) ein harmonischer Wurf auf S'; das DV 7 dieses Wur-
fes ist also gleich —1. Nach (22) ist dann die Invariante I der orientierten 0-Sphéren
S1 = (a1,a2), S2 = (as,a4) gleich null. Dasselbe gilt dann auch fiir die Bilder die-
ser 0-Sphéren bei einer beliebigen M6bius-Transformation g € G1. Aus (23) folgt, dass
dann auch die Bilder einen harmonischen Wurf bilden. Nach dem Staudtschen Hauptsatz
1.4.7 ist daher g eine Projektivitit. Umgekehrt, sei g € PL; eine Projektivitdt,und seien
x; € S',i=0,1,2, Punkte in allgemeiner Lage, also ein projektives Repére von S!. Mit
vy, := g(x;) bezeichnen wir ihre Bilder bei der Projektivitdt g. Wir beweisen:

Lemma 11. Sind (x;), (y,), i =0, 1,2, zwei Tripel von Punkten in allgemeiner Lage des
Mébius-Raumes S™, so gibt es stets eine Mobius- Transformation h € G141 mit hx; = y,.
Im Falle n =1 ist h eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Punkttripel bestimmen jeweils eindeutig einen Kreis. Da G, 1 nach
Folgerung 2 auf der Menge der Kreise transitiv wirkt, geniigt es den Fall n = 1 zu
betrachten. Es seien s,n,r € V? isotrope Vektoren, welche die Punkte des Tripels (x;)
reprasentieren:

xo = [s],z1 = [n], 22 = [1],

und (c¢;) eine pseudo-orthonormierte Basis von V' derart, dass (16) und (17) gelten.
Offenbar sind die Vertreter der Punkte und die Basis durch diese Bedingungen noch
nicht eindeutig bestimmt. Lediglich der Vektor co ist, wenn wir das Punktepaar (xo, x1)
als orientiert annehmen, wegen

s=(co+c1)/2,n="(co—¢1)/2,8 X n = —c/2 (24)
bereits eindeutig bestimmt. Wir betrachten nun die Basisdarstellung

r =& + néa + 263,

Da ¢ isotrop ist und die drei Punkte in allgemeiner Lage sind, miissen alle drei Kompo-
nenten & von Null verschieden sein. Indem wir ¢ durch &3 teilen, erhalten wir den durch
&3 = 1 eindeutig bestimmten Reprisentanten von 3. Weil dieser isotrop ist, ergibt sich

&1& = 1.

Fithren wir die einzigen, ohne Verletzung der bisherigen Bedingungen noch mdoglichen
Transformationen
s=s\n=n/A(A#0)
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mit A = & aus, so folgt wegen der vorigen Gleichung, dass durch die zusétzliche Bedin-
gung
r=s+n+c=c+c2 (25)

die Reprasentanten s, n,r der Punkte des Tripels und daher nach (24) auch die Basis (c;)
durch das Punktetripel eindeutig bestimmt sind. Analog gehort zu dem Punktetripel (y;)
die eindeutig bestimmte pseudo-orthonormierte Basis (b;); die Transformation h € Gy,
welche durch die pseudo-orthogonale Transformation v € O(1, 2) mit

'7(51') = bi, 1= 0, 172,

bestimmt ist, erfiillt offenbar hx; = y,;. Da ferner bei jeder derartigen Transformation
die eindeutig zugeordneten Basen ineinander iibergehen miissen, ist v und damit auch A
eindeutig bestimmt. O

Nun beenden wir den Beweis von Satz 10. Es sei h € Go die nach Lemma 11 durch
h(z;) = y, eindeutig bestimmte M&bius-Transformation. Nach dem schon Bewiesenem
ist dann A und somit auch h~! eine Projektivitit von S!. Daher ist auch die Abbildung
f := h~! o g eine Projektivitit. Weil diese die Punkte x; fest lisst, also f(x;) = x; fiir
1 = 0,1,2 gilt, muss nach Satz 1.3.14 f die identische Abbildung sein; es geniigt, diese
Punkte als Grundpunkte und Einheitspunkt einer projektiven Skala auf S!' zu wihlen.
Somit ist g = h eine Mo6bius-Transformation. O

Ubung 8. Es seien @1, x2, €3, x4 € S’ vier verschiedene Punkte. a) Man leite die folgenden
Identitéten fiir die Mobius-Invarianten der durch sie bestimmten orientierten O-Sphéiren her:
Mit

[((wlv 11:2)7 (w37 1114)) =A

gelten
I((x1, ®2), (T4, 3)) = =,
I,z (ws,00) = 32,
I, @), (@a,02) = 5,
(@20, @a,22) = 303,
I(x1, @), (w2, ®3) = %i

Daraus folgen
[((wlv 11:2)7 (w37 w4)) = I((:Itg, w4)7 (whw?)) = I((a:27a:1), (11347 1113)) = I((za, 11:3)7 (va 1111))

Man vergleiche diese Gleichungen mit den in Abschnitt 1.4 fiir das DV (x1, ¢2; 3, x4) bewiese-
nen Identitdten. — b) Unter den genannten Voraussetzungen kann keine der rechten Seiten dieser
Gleichungen gleich eins sein. — ¢) Der Wurf (@1, x2, 3, x4) ist harmonisch genau dann, wenn
A = 0 gilt, also die Punktepaare zueinander orthogonal sind.

Beispiel 5. Wir betrachten nun den Fall n = 2, also die Sphére S? unter der Wirkung
der Mobius-Gruppe G3. Schon in Beispiel 1.1.3 haben wir die komplexe Gerade PlC mit
der Riemannschen Sphire S? identifiziert. Nach Beispiel 1.4.3 induzieren die stetigen
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Projektivititen und Antiprojektivititen auf Pg die Automorphismengruppe Aut Pg,
die in einer projektiven Skala durch die gebrochen linearen und die gebrochen konjugiert
linearen Transformationen dargestellt werden konnen. Diese Gruppe ist gleichzeitig die
Mgbius-Gruppe G3 der Sphire S?, wie wir gleich durch die geometrische Interpretation
des Rechnens mit komplexen Zahlen zeigen werden. In dieser Gestalt trat historisch
gesehen zum ersten Mal eine Mo6bius-Gruppe auf. Eine sehr anschauliche Darstellung
dieser komplexen Gestalt der Mobius-Gruppe (3 findet man im zweiten Kapitel des
einfiihrenden Lehrbuchs [24] von C. Carathéodory. O

Satz 12. Die Mdbius-Gruppe Gs der mit der projektiven Geraden identifizierten
Riemannschen Sphire 5% = Plc ist die Gruppe der stetigen Automorphismen Aut Pé.

Beweis. Wir stellen wie in Bespiel 1.4.3 die Gruppe Aut Pg durch die gebrochenen
Transformationen dar:

w=f(z) = Ziz baw. (26)
_ az+b
w=fG = Z33 (27)
mit ad — c¢b # 0, wobei
f(=d/c) = 0o und f(o00) = a/c falls ¢ # 0, f(o0) = oo sonst, (28)

zu setzen ist. Die Gesamtheit dieser Transformationen bildet eine Gruppe, die wir fiir
den Beweis der Kiirze halber mit G bezeichnen. Es ist also G = G3 zu zeigen. Die
Transformationen (26) bilden eine Untergruppe, welche uns schon bei der Betrachtung
der Transformationen der projektiven Skalen auf einer Geraden begegnete (vgl. Beispiel
1.2.2 und Ubung 1.2.4); sie ist als homomorphes Bild der linearen Gruppe GL(2, C) zur
Gruppe PL;(C) der Projektivitdten der komplexen projektiven Geraden isomorph: Die
Koeffizienten a,b, ¢, d in (26) sind dabei gerade die Elemente der Matrix A € GL(2,C),
vgl. (1.2.10). Daher ist ihre Determinante ad— cb stets von Null verschieden. Multipliziert
man Zahler und Nenner mit derselben Zahl k& € C*, so dndert sich die Abbildung f in
(26) bzw. (27) nicht; wir kdnnen also bei Bedarf stets

ad —cb=1, also A € SL(2,C),

voraussetzen. Nach Beispiel 1.4.5 oder (1.7) ergibt sich, dass die Gesamtheit der in der
Form (26) darstellbaren Transformationen f : S? — S? die Gruppe der Projektivititen
PL,(C) = SL(2,C)/{*I,} ist. Die Hinzufiigung der Konjugation erzeugt dann mit (27)
die Gruppe Aut P;(C). Offenbar gilt fiir die Abbildungen (26), (27) f(c0) = oo genau
dann, wenn ¢ = 0 ist; wir konnen sie dann in der Gestalt

w=az~+bbzw. w=aZ+bmit a #0

darstellen, und das ist die konform-euklidischen Gruppe der komplexen Ebene, die mit
der euklidischen Ebene identifiziert werden kann, vgl. Abschnitt 1.2.3. Danach ist die
Multiplikation mit einer von Null verschiedenen komplexen Zahl eine Drehung verkniipft
mit einer Dehnung, die Addition lduft auf eine Translation hinaus, und die Zuordnung
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z — % ist die Spiegelung an der reellen Achse. Offenbar ist jede Ahnlichkeit g € C'F(2)
durch eine dieser Transformationen f darstellbar. Im Fall ¢ # 0 ist die Abbildung
s:z € 5% — 1/z die Inversion am Einheitskreis mit dem Zentrum 0:

Ubung 9. a) Man verifiziere die letzte Behauptung. — b) Man zeige, dass sich jede Transforma-

tion f € G als Verkniipfung von Ahnlichkeiten und Spiegelungen s am Einheitskreis darstellen

1aft. (Man beachte, dass s dabei auch mehrfach auftreten kann.) — ¢) Man beweise, dass die
Abbildung

_ _ 2 2

h(z)::w:m—i—_ — mitr >0 (29)

Z—1m Z—m

die Spiegelung am Kreis mit dem Mittelpunkt m € C und dem Radius » > 0 der komplexen

Zahlenebene ist. — d) Man gebe eine analoge Formel fiir die Spiegelung an einer reellen Geraden

y=at+b,a#0,t€R der komplexen Zahlenebene an.

Nach diesen Rechnungen konnen wir den Beweis des Satzes abschliefen: Aus a) und

b) folgt nach Ubung 1 und Beispiel 1 die Beziechung G’ C G3. Umgekehrt ist nach Satz 4
jede Mobius-Transformation g € G5 als endliches Produkt von Inversionen darstellbar,
die nach Ubung 9, ¢), d) Elemente von G sind. Weil G eine Gruppe ist, folgt G3 C G.O

Ubung 10. Es seien «;,i = 1,...,4, vier verschiedene Punkte in S? = P&. Man beweise: Die
vier Punkte liegen genau dann auf einem Kreis oder einer Geraden in C, wenn ihr Doppelver-
hiltnis (1, x2; x3, x4) reell ist.

Folgerung 13. Die Gruppe der gebrochen linearen Transformationen f nach (26) besteht
aus allen orientierungserhaltenden Mdébius-Transformationen der Riemannschen Sphdre
S2. Hieraus ergibt sich die Isomorphie

SL(2,C)/{+L)} = SO(1,3).

Beweis. Man kann unschwer zeigen, dass sich jede Transformation der Gestalt (26) als
Komposition von Abbildungen der folgenden Arten darstellen lésst:

1. Translation: ¢ : 2 —— z + b.
2. Drehung mit nachfolgender Dehnung: d, : z — za, a € C*.
3. Bildung des Inversen: h: z — 1/z.

Alle diese Abbildungen sind orientierungserhaltend. Fiir die Translationen ist das klar;
im zweiten Fall gilt mit a = |a|el®, z = |z|e'¥:

da(2) = |al|2 ¥+,

und das ist die Drehung um den Winkel a: und nachfolgender Dehnung um den Betrag |a].
SchlieRlich ist die Bildung des Inversen ein Produkt von zwei Spiegelungen: h(z) = 1/%,
der Spiegelung am Einheitskreis s(z) = 1/z mit nachfolgender Spiegelung an der reellen
Achse. Da jede Spiegelung die Determinante —1 hat (vgl. Beispiel 1), folgt unsere Behaup-
tung. Somit ist, vgl. Satz 4, jede Mobius-Transformation der Gestalt (26) als Produkt
einer geraden Anzahl von Spiegelungen darstellbar.? Da die Transformationen der Gestalt

2In dem Lehrbuch [24] beweist C. Caratheodory, dass sich jede Transformation der Gestalt (26) als
ein Produkt von zwei oder von vier Inversionen darstellen 1dsst.
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(27) aus denen von (26) mit Vorschaltung einer Spiegelung an der reellen Achse entste-
hen, erscheinen sie stets als Verkniipfung einer ungeraden Anzahl von Spiegelungen und
kehren daher die Orientierung um. Damit entsprechen die Abbildungen der Gestalt (26)
und (27) jeweils einer der Komponenten der Gruppe G3. Nach den Beispielen 1.4.3 und
1.4.5 folgt, dass die durch (26) beschriebene Gruppe gerade die Gruppe SL(2,C)/{+I:}
ist; andererseits ist sie nach Satz 12 und dem am Ende von Abschnitt 1 Gesagtem gleich
SO(1,3). Eine explizite Form des Homomorphismus F' : SL(2,C) — SO(1, 3) in Gestalt
einer pseudo-orthogonalen Matrix, deren Elemente Funktionen der komplexen Parameter
a,b,c,d sind, findet man in J. B. Wilker [81], Theorem 10. Man beachte, dass in dieser
Arbeit stets die letzten Vektoren eines pseudo-orthonormierten Repéres zeitartig sind,
also das Normquadrat —1 haben. O

2.7.3 Doppelverhiltnisse und Riemannsche Sphiére

Im vorigen Abschnitt haben wir die Mdbius-Gruppen des Kreises S! und der Sphire S2
mit den projektiven Gruppen PL;(R) bzw. Aut Pg identifiziert. Hieraus folgt (vgl. die
Beispiele 4, 5 und die Sétze 10, 12):

Folgerung 14. Das Doppelverhiltnis von vier Punkten des Kreises S' ist eine Mobius-
Invariante. Das Doppelverhiltnis von vier Punkten der Riemannschen Sphire S = PE
ist bei einer orientierungserhaltenden Mdbius- Transformation invariant und geht bei ei-
ner die Orientierung umkehrenden Mdbius- Transformation in sein konjugiertes tiber.O0

Fiir hohere Dimensionen n > 2 unterscheiden sich die projektiven und die Mdbius-
Gruppen wesentlich. Es ist bemerkenswert, dass man die Mobius-Gruppen als Invari-
anzgruppen eines auch im n-dimensionalen Raum definierten DV charakterisieren kann.
Diese Methode stammt von J. B. Wilker, der im Abschnitt 6 seiner Arbeit [81] diese Grofe
die fundamentale Invariante der M&bius-Geometrie nennt. Sie wird folgendermafien defi-
niert: Es seien x1, 2, x3, x4 vier verschiedene Punkte des n-dimensionalen euklidischen
Raumes. Unter ihrem absoluten Doppelverhdiltnis verstehen wir den Ausdruck

|iB1 - fL’3| . |fB2 —933|

|1, @2; @3, @4 | = (30)

|1 — ®4] |2 — 24|
wobei | — y| die Norm des Ortsvektors « —y, also den euklidischen Abstand der Punkte
x,y bezeichnet. Nimmt man in der Formel (1.4.15) den absoluten Betrag, so erkennt man,
dass die Definition (30) gerade mit dem Betrag des dort berechneten DV’s iibereinstimmt.
Offenbar hingt das DV stetig von seinen Argumenten ab; lisst man in (30) einen der
Punkte, zum Beispiel x4, gegen oo gehen, so folgt

|z1 — 3| |2 — 23| _ |@1 —

(31)

|z, 25 23, 00| ;= lim : = )

Ly4—00 |$131 — (13‘4| |.’132 — (13‘4| |.’132 - (13‘3|

Damit ist unter Beriicksichtigung der Symmetrie der Definition das absolute DV auch
definiert, wenn einer der Punkte gleich oo ist. Es gilt

Satz 15. Eine injektive Abbildung f des durch den Punkt co zur n-Sphédre S™ erweiterten
n-dimensionalen euklidischen Raumes ist genau dann eine Mébius- Transformation, wenn
sie das absolute DV beliebiger Quadrupel verschiedener Punkte invariant ldsst.
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Beweis. Wir zeigen zuerst die Invarianz des absoluten DV. Nach Satz 10 ist im Falle
n = 1 sogar das DV selbst invariant. Da nach Satz 4 jede M&bius-Transformation als ein
Produkt von endlich vielen Inversionen darstellbar ist und Spiegelungen an Hyperebenen
sogar Isometrien sind, geniigt es zu zeigen, dass das absolute DV bei Inversionen s an
beliebigen Hypersphiren invariant bleibt. Aus der Formel (4) ergibt sich fiir den Abstand
der Bildpunkte von zwei Punkten x, y:

2

|s(x) — s(v)| = wlx -yl

Hierbei bezeichnen t, y die Ortsvektoren der Punkte x, y beziiglich des Zentrums der die
Inversion definierenden Hypersphére. Durch eine einfache Rechnung folgt aus (30) die
Invarianz des absoluten DV fiir von oo verschiedene Punkte. Durch den oben beschrie-
benen Grenziibergang y = x4 — oo iiberzeugt man sich davon, dass die Behauptung
auch gilt, wenn einer der Punkte oo ist. Es sei nun umgekehrt f : 2 — S? eine injektive
Abbildung, die das absolute DV invariant ldsst, und sei y = f(x). Da die M6bius-Gruppe
auf S™ transitiv wirkt, finden wir Mobius-Transformationen s,t € G, 41 mit s(o0) = x,
t(y) = co. Weil nach dem schon Bewiesenem die M&bius-Transformationen das absolute
DV invariant lassen, gilt dasselbe auch fiir die Abbildung f; := to f o s. Diese Abbildung
hat die Eigenschaft f1(c0) = oo, bildet also den euklidischen Raum in sich ab. Wir be-
trachten nun eine beliebiges Dreieck @1, 2, 3 und sein Bild bei f;. Wegen der Invarianz
des absoluten DVs gilt nach (31) fiir die Bildpunkte y, = f1(x;), i =1,2,3:

_ v — sl
Y2 — Y

|z1 — 3]

Y1, Y2; Y3, 00| = |@1, X2 T3, 00| =

|y — @3]

Hieraus folgt

ly1 —ysl _ ly2 — ysl
|z1 — 3] |zs — 3]

Das Bilddreieck vy, Y5, y5 ist also zum Urbilddreieck x;, 2, 23 dhnlich, und da das fiir
jedes beliebige Dreieck der Fall ist, muss f; eine Ahnlichkeit sein, ist also eine Mobius-
Transformation. Dann ist aber auch f = ¢t~ o fi o 57! eine Md&bius-Transformation.
a

Bemerkung. Die Surjektivitdt der Abbildung f wurde zum Beweis des Satzes 15
nicht bendtigt; sie ergibt sich also aus der Injektivitdt und der Invarianz des absoluten
DV. Im Fall n = 1 beweist man durch eine direkte Rechnung mit Hilfe der letzten
Formel, dass f, eine affine Abbildung der euklidischen Geraden ist. Als Ubungsaufgabe
sei empfohlen, den Beweis der nichsten Folgerung auszufiihren, die man ebenfalls in der
Arbeit [81] von J. B. Wilker findet:

Folgerung 16. Sind My = (x;)ic;, M2 = (y,)ics zwei Familien von Punkten des
Mibius-Raumes S™, so gibt es genau dann eine Mobius-Transformation g € G,11 mit
der Figenschaft g(x;) =y, fir alle i € I, wenn die absoluten DVs von je vier Punkten
entsprechend ibereinstimmen, also

|yi15yi2;yi35yi4| = |wi1awi2;wi35mi4|

fir alle Indexquadrupel gilt, zu denen vier verschiedene Punkte aus M gehoren. Existiert
eine solche Abbildung g, so ist sie genau dann eindeutig bestimmt, wenn [M;] = S™ gilt,
die Familie My also nicht in einer Hypersphdre oder Hyperebene liegt. O
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Zum Beweis der Eindeutigkeit lassen sich Satz 4.1 und Folgerung 4.3 anwenden. Im
néchsten Beispiel verfeinern wir das Kriterium der Folgerung in den Dimensionen n =
1,2.

Beispiel 6. Es sei ¢ eine projektive Skala auf S' = P'(R) oder S = P*(C). Dann
gilt nach Definition 1.4.1 fiir das DV ¢ = (£, 1;0, 00), wobei wir die Punkte durch ihre
Parameterwerte angeben. Fiir das absolute DV ergeben sich hieraus die Identitéten

wobei natiirlich die letzten beiden absoluten DVs nur fiir nicht reelle Parameter ¢ relevant
sind. Aus der ersten Identitdt schliefen wir, dass die Kenntnis des absoluten DVs nur
einer der Permutationen der vier als verschieden angenommenen Punkte nicht ausreicht,
um die Mobius-Aquivalenz der Quadrupel festzustellen, wie das fiir das zuerst definierte
DV der Fall ist. Das Quadrupel (£, 1,0, c0) ist ndmlich nicht zum Quadrupel (—¢,1,0, 00)
dquivalent, da die DVs sich unterscheiden und, im Fall K = C, auch nicht zueinander
konjugiert sind, falls Re(§) # 0 gilt. Aus Satz 1.4.1, (1.4.12) und (1.4.14) ergibt sich,
dass das DV aller Permutationen der Punkte des Quadrupels (21, 2, 3, x4) bestimmt
ist, wenn man das DV einer Anordnung dieser Punkte kennt. Das gilt fiir das absolute
DV nicht; man macht sich leicht anhand von Beispielen klar, dass aus |{| = || nicht
|1 — & = |1 —n)| folgt. Hat man sich indessen davon {iberzeugt, dass beide Gleichungen

Y1, Y23 Y3, Ysl = |®1, %2; 23, 4] (32)
|y1ay3§y2ay4| = |$1aw3§$2aw4| (33)

gelten, so ergibt sich aus Satz 1.4.1, dass die entsprechenden Gleichungen auch fiir die
absoluten DVs aller jeweils einander entsprechenden Permutationen der Quadrupel er-
fiillt sind. Aus Folgerung 16 erhiilt man dann die Mobius-Aquivalenz der Quadrupel
(z1, 2, x3,24) und (yy, Yy, Y3, Y,). Daher geniigt es, fiir eine einzige Anordnung von
jeweils vier verschiedenen Punkten von M; die Bedingungen (32) und (33) zu iiberprii-
fen. Man beachte auch die folgende Ubung. Der erste Fall, & = 7, tritt ein, wenn die
beiden Quadrupel durch eine projektive, d.h. das DV und die Orientierung erhalten-
de Mobius-Transformation (26) ineinander transformiert werden kénnen, wahrend der
zweite Fall ¢ = 7 besagt, dass sie nur durch eine die Orientierung von S? umkehrende
Mobius-Transformation der Gestalt (27) ineinander {ibergehen; bei dieser Betrachtung
ist ad — bc = 1 vorauszusetzen. O

Ubung 11. Es seien £,7 € C. Man zeige: Es gelten |¢| = || und |1 — | = |1 — 1| genau dann,
wenn £ = 7 oder £ = 7] ist.

Ubung 12. Esseien x; € S%,i =1,..., 4, vier verschiedene Punkte der Sphire. a) Man zeige: Es
gibt eine Mobius-Transformation g € G3 mit den Fixpunkten 1, x4, welche die beiden anderen
Punkte vertauscht: g(z2) = x3,g(x3) = 2 genau dann, wenn

|1, T2; T3, Ta| = |T1, T3; T2, T4 (34)

gilt. - b) Die vier Punkte seien in allgemeiner Lage. Es bezeichne s : S — S? die Inversion
am Kreis durch @2, 3,24 und &, = s(x1). Gilt (34), so schneiden sich die Kreise X1 durch
T2, 3, x4 und Yo durch x1,Z1,x4 orthogonal. Die Punkte x2,x3 gehen durch Inversion am
Kreis ¥ ineinander iiber.
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Die Beziehungen zwischen dem DV von vier Punkten der Riemannschen Sphére
und den in Abschnitt 2 definierten stationidren Invarianten des das DV bestimmenden
0-Sphéarenpaares wird durch den folgenden Satz beschrieben:

Satz 17. Es seien S; = (x1,T2), S2 = (x3,24) C S? zwei verschiedene 0-Sphéren der
Riemannschen Sphire und n = (1, x2; T3, x4) das durch sie bestimmte Doppelverhaltnis.
Die in Abschnitt 2 definierten stationdren Invarianten des Sphdrenpaares sind dann

a1 (S1,582) = % > as(S1,52) = % (35)
Hierbei gelten:
1. Die Invarianten oy, as hingen nicht von der Orientierung der 0-Sphdren ab.
2. Es ist oy = a2 genau dann, wenn S1 N Sy einpunktig ist; in diesem Fall ist

0411042:1.

3. Es ist aq = 1 > oy genau dann, wenn Sy, Sa auf einem Kreis S liegen und sich
trennende Punktepaare sind.

4. Es ist a1 > as = 1 genau dann, wenn S1,S3 auf einem Kreis S' liegen und sich
nicht trennende Punktepaare sind.

5. Es gilt a; > 1 > as genau dann, wenn S1,S2 in allgemeiner Lage sind.

Beweis. Fiir den Beweis von (35) ist die Riemannsche Sphire mit der durch die
komplexen Zahlen gegebenen Parameterdarstellung in das eingangs beschriebene pseudo-
euklidische Modell des Mobius-Raumes, also in die Menge der Erzeugenden des isotro-
pen Kegels des vierdimensionalen pseudo-euklidischen Raumes, zu transformieren. Jeder
0-Sphére entspricht dabei ein zweidimensionaler pseudo-euklidischer Unterraum, dessen
orthogonales Komplement also ein zweidimensionaler euklidischer Unterraum ist. Nun
driickt man den in Satz 5 erwdhnten Operator in den komplexen Parametern aus und
berechnet dessen Eigenwerte, wobei (35) resultiert®. Bei einer Umkehrung der Reihenfol-
ge der Punkte von S; oder Sy geht nach (1.4.7) das DV 7 in ! {iber; dabei #indern die
Ausdriicke (35) fiir a1, ag ihre Werte nicht, und es gilt 1. Weil die 0-Sphéren verschieden
sind, sind wenigstens drei der Punkte x, x5, 3, x4 verschieden. Nach Lemma 11 kdnnen
wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass die Punkte

xo=1,x3=0,4 =0

sind, wobei wir sie wie iiblich mit den entsprechenden Zahlen der Riemannschen Zahlen-
kugel identifizieren. Wegen

n = (z1,@2; T3, 24) = (1,1;0,00)

gilt dann x; = 7. Die Bedingungen 2.— 4. treten genau dann ein, wenn wenigstens einer
der Eigenwerte gleich 1 ist, und das ist genau dann der Fall, wenn das Defizit gleich 1

3Dije Berechnungen wurden mit Hilfe des Programms Mathematica von Stephen Wolfram [83] aus-
gefiihrt. Sie sind ein interessantes Beispiel fiir die weitgehenden Fihigkeiten dieses Programms, auch
umfangreiche symbolische Rechnungen zu bewiltigen. Ein entsprechendes Notebook riemsph.nb: ,,The
Riemannian Sphere“, kann von der Homepage von R. Sulanke heruntergeladen werden.
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ist, wenn also die vier Punkte zu einem Kreis gehoren. Bei der von uns angenommenen
speziellen Lage bedeutet das, dass 7 reell ist, wie man auch leicht nachrechnet. Damit
ist 5. bewiesen; denn die vier Punkte sind genau dann in allgemeiner Lage, wenn 7 nicht
auf der reellen Achse liegt (vgl. auch Ubung 10); das ist Fall 1. in Abschnitt 2. Zum
Beweis von 2. bemerkt man, dass a; = as genau dann gilt, wenn 1 = 0 oder n = oo ist;
wegen S7 # S sind das die einzigen Moglichkeiten fiir einen nicht leeren Durchschnitt
S1 NSy = {0} oder S; NS2 = {co}. In beiden Féllen ist a; = as = 1; das entspricht
Fall 2. in Abschnitt 2. Die Aussagen 3. und 4. ergeben sich durch die Auswertung der
Bedingungen: Es gelten 3. genau dann, wenn 7 < 0 und 4. genau dann, wenn 7 > 0 ist.
Gilt 3., so entspricht &y = 1 dem Defizit 1; wir haben den Fall 3.a aus Abschnitt 2; der
Eigenwert o1 aus Lemma 7 ist jetzt mit unserem «s zu identifizieren, da ja die Bedingung
A. nur fiir den Kreis erfiillt ist. Die Aussage 4. schlieflich entspricht wieder dem Fall 1.
aus Abschnitt 2, dieses Mal bezogen auf den Kreis (die reelle Achse). O

Folgerung 18. Die vier verschiedenen Punkte x1,x2, x3, x4 der Riemannschen Sphdre
S? liegen genau dann auf einen Kreis, wenn ihr DV 1 = (z1,T2; x3, T4) reell ist. O

Beispiel 7. Wir stellen uns nun die folgende Frage: Es seien a1, as zwei nicht negative
reelle Zahlen. Gibt es dann ein Nullsphirenpaar der Riemannschen Sphire S?, das diese
Zahlen als ihre stationdren Invarianten besitzt? Nach Satz 17 miissen diese Zahlen, wenn
wir den trivialen Fall 2 beiseite lassen, notwendig die folgenden Bedingungen erfiillen:

041>042207 a; > 12> as. (36)

Dazu bestimmen wir zuerst die Losungen fiir das DV 7 der Gleichungen (35) bei gegebe-
nen o, ao. Setzen wir

— 041+OQ*2 +2 (04171)(17042)i
T Vet yme T (Vo Eym)?

so sind 74, n— und deren Konjugierte 74,7 alle im allgemeinen verschiedene Losungen
von (35); man vgl. das in Fufinote 3 erwihnte Mathematica Notebook. Weil das DV
fiir vier verschiedene Punkte alle komplexen Werte n # 0, 1,00 annehmen kann, gibt es
also stets derartige Nullsphédrenpaare. Zur Geometrie der Situation nehmen wir wieder
an, dass 2 = 1,23 = 0 und x4 = oo gelten. Der Einheitskreis mit dem Zentrum 0
kann dann Mobius-invariant folgendermafsen charakterisiert werden: Man betrachte den
vierten harmonischen Punkt y zu xo, x3, x4 auf dem durch diese Punkte bestimmten
Kreis 31, der in der gewdhlten speziellen Lage der Punkt —1 auf der reellen Achse ist,
und bestimme den Kreis Y5 durch y, xs, der zu X7 orthogonal ist. Man kann folgendes
zeigen: Der Punkt x; = 74 geht durch die Inversion an 33 in den Punkt n_ iiber.
Die Konjugation ist die Involution an der reellen Achse. Da bei diesen Involutionen die
Nullsphire (23, x4) = (0,00) in sich {ibergeht und der Punkt x5 = 1 fest bleibt, ist klar,
dass die mit den vier Losungen n = n4,n—,7+,7— aus diesen drei Punkten gebildeten
0-Sphérenpaare (1, 1), (0,00) Mobius-dquivalent sind und somit dieselben stationiren
Invarianten haben. O

(37)

Ubung 13. Man beweise die in Folgerung 18 und Beispiel 7 formulierten Behauptungen. Ferner
zeige man: a) Es gibt weniger als vier Losungen 7 von (35) genau dann, wenn o1 = 1 oder iz = 1
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oder ao = 0 gilt, und das ist genau dann der Fall, wenn x; zu ¥; U 32 gehért. Genau dann,
wenn a1 = 1 und as = 0 gelten, gibt es nur die einzige Losung n = —1, wenn also der Wurf
(z1,x2, 3, 4) harmonisch ist. — b) Die komplexen Zahlen 7,7, j+, 7— liegen auf einem Kreis.

Die Hypersphiren der Riemannschen Sphire sind die Kreise; fiir sie gilt das oben
allgemein fiir Hypersphiren Gesagte. Zwei Kreise haben als einzige Mobius-Invariante
ihre Coxeter-Invariante (14). Der raumartige Einheitsvektors eines Kreises mit dem Mit-
telpunkt m € C und dem Radius 7 ist nach (11)

u(m,r) = (eo(1 —r® + |m|?) + e1 Re(m) + ex Im(m) + e3(1 + 7% — [m|?))/2r.  (38)

Entsprechend gelten die in Ubung 5 formulierten Resultate nun fiir Paare von Geraden
bzw. von Kreis und Gerade. Dass ein Paar bestehend aus einem Punkt und einem Kreis
keine Mobius-Invariante hat, ergibt sich aus der folgenden Ubung:

Ubung 14. Man beweise: Die Mdbius-Gruppe Gn41 wirkt transitiv auf der Menge der Paare
{(3,a)|a € S™,% C S™ Hypersphire,a ¢ X}

und auf der Menge der Paare
{(Z,a)la € S™, % C S™ Hypersphire,a € 3}.

Hinweis. Man betrachte 3 als Absolut einer n-dimensionalen hyperbolischen Geometrie.

Fiir die Sphire S? bleiben schlieflich noch die Paare (3, S°) zu betrachten, wobei %
einen Kreis und S° = (z1, 22), 21 # 22, eine Nullsphiire bezeichnet. Auf der Menge der
Paare (X, S%) mit S° C X wirkt die Mdbius-Gruppe G transitiv, weil die Isotropiegruppe
von Y. die Mobiusgruppe G2 enthilt, und weil G3 auf der Menge der Kreise transitiv
wirkt. Wir konnen uns also auf den Fall beschrinken, dass S° nicht in ¥ enthalten
ist; diese Voraussetzung ist gleichbedeutend mit dem Erfiilltsein der Bedingung A. Aus
der allgemeinen Theorie in Abschnitt 2 folgt, dass wir eine einzige stationére Invariante
zu bestimmen haben, die folgendermafien zu berechnen ist: In dem vierdimensionalen
pseudo-euklidischen Vektorraum, welcher der Mdbiusgeometrie der Sphire S? zugrunde
liegt, bezeichne n = n(X) einen der beiden bis auf das Vorzeichen bestimmten raumartigen
Einheitsvektoren, der die Punkte von ¥ durch

x =[] eX <+ (nX),r) =0und () =0

bestimmt, etwa den durch (38) definierten. Weiter seien by, by zwei zueinander ortho-
gonale raumartige Einheitsvektoren, deren zugeordnete Kreise beide die 0-Sphire S°
enthalten; wir sprechen kurz von einer orthonormalen Basis des durch S° bestimmten
Kreisbiischels, das ist die Schar aller Kreise der S2, die S enthalten. Dann ist

invepp(2, S°). = (n,b1)% + (n, by)? (39)

von der gerade beschriebenen Wahl von n und der orthonormalen Basis unabhingig;
es ist die gesuchte einzige stationire Invariante des Paares (3, S°). Die Matrix der in
Abschnitt 2 beschriebenen Doppelprojektion reduziert sich ndmlich gerade auf die einzige
Komponente (39).
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Ubung 15. Man beweise: a) Alle Paare der Form (X, 5°), fiir die ¥ N S° einpunktig ist, sind
Médbius-dquivalent. — b) Die stationdre Invariante eines solchen Paares ist gleich 1 und sein
Defizit ist gleich Null. (Hinweis. Wie in Ubung 14 kann man zeigen, dass jede Konfiguration mit
der angegebenen Eigenschaft Mébius-dquivalent zu (3o, {0,1}) ist, wobei Xy den Einheitskreis
mit dem Zentrum 0 bezeichnet.) — ¢) Gilt S° C X, so sind die stationéire Invariante und das
Defizit gleich 1.

Wir wollen nun die Mébius-Invariante invepp(2, SY) durch die euklidischen Invarian-
ten des Paares (3, S°) ausdriicken, also auch fiir diesen Fall eine zur Formel (14) fiir die
Coxeter-Invariante analoge Formel herleiten. Es gilt

Satz 19. Es seien 21,29 € C, z1 # 29, zwei Punkte der komplezen Zahlenebene und
Y(m,r) C C der Kreis mit dem Mittelpunkt m € C und dem Radius r > 0. Wir betrach-
ten das Dreieck (m, z1,z2) und bezeichnen seine Seitenlingen wie folgt:

a=|z1— 2], b=22 —ml|, c =]z —ml. (40)

Ferner bezeichne o den Winkel dieses Dreiecks an der Ecke m. Dann ldsst sich die
stationdre Mébius-Invariante des betrachteten Paares nach jeder der beiden folgenden
Formeln berechnen:

. 4 — 292be cos o + b2
1nvcpp(2(m, T)7 (Zlv Z?)) = 202 ) (41)
(r? —be)?  2be(1 — cosa)

invcpp(Z(m, T)7 (Zlv Z?)) = 202 + a2 : (42)

Offenbar geht (42) durch quadratische Ergénzung aus (41) hervor. Zum Beweis betrach-
tet man den Vektor (11) des Kreises X(m, ) und verschafft sich eine orthonormale Basis
des zu dem Punktepaar (z1,22) gehorenden euklidischen Unterraumes von V4, der zu
den die Punkte reprasentierenden isotropen Vektoren orthogonal ist. Damit berechnet
man die Invariante nach der Formel (39) und interpretiert die in dem so erhaltenem Aus-
druck auftretenden Grofen. Die Einzelheiten findet man in dem in Fufinote 3 erwdhntem
Mathematica Notebook. O

Wir wollen nun noch einen dritten Ausdruck fiir die Invariante invcpp herleiten, welche
die Beziehung zur Coxeter-Invariante deutlich hervortreten lésst. Dazu stellen wir die
0-Sphire S° = (21, 22) ebenso wie die hdher dimensionalen Sphiiren in der Mittelpunkt-
Radius-Gestalt dar:

S%(mz,rz,u) = (mz +rzel", mz —rzel"), mz € C,u € R,rz > 0; (43)

mz ist der Mittelpunkt, rz der Radius und v ein Winkelparameter, der die Richtung von
S% in der komplexen Ebene bestimmt. Es gilt

Satz 20. Fiir die stationdre Mdébius-Invariante eines Kreises und einer 0-Sphdre ist

r2 4+ rz? fd2)2 N (dcosﬁ
2rrz r

invepp(X(m, ), S°(mz,r2,u)) = ( )% (44)

hierbei bezeichnen d = |m — mz| den Abstand der Mittelpunkte und 3 den Winkel des
Vektors m — mz mit der Normalen der Verbindungsgeraden z1V z2. O
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An der Formel (44) ist bemerkenswert, dass der erste Term auf der rechten Seite
gerade das Quadrat der Coxeter-Invariante der Kreise X(m,r) und X (mz,rz) ist, wih-
rend der zweite Term das Quadrat der Projektion von m — mz auf die Normale von
S%(mz, rz,u) bedeutet. Diese Formel werden wir im niichsten Abschnitt weitgehend ver-
allgemeinern und daher hier nicht beweisen. Natiirlich sind die Formeln sinngeméafs auf
die entsprechenden Konfigurationen einer euklidischen Ebene anwendbar.

Den Beweis von Satz 20 findet man auch in dem in Fufinote 3 erwidhnten Notebook.
Dieses Notebook enthilt niitzliche Hilfsmittel zur Losung der folgenden Ubungsaufgaben
und zur Herstellung oder Variation der sie begleitenden Grafiken.

Ubung 16. Wir betrachten das Kreisbiischel aller der Kreise, die eine gegebene Nullsphire ent-
halten. Offenbar wirkt die Mobiusgruppe transitiv auf der Menge aller dieser Kreisbiischel. Wir
kénnen also annehmen, dass das Biischel die Menge der Kreise durch die Nullsphiire S® = (-1, 1)
ist. Die Mittelpunkte m dieser Kreise liegen auf der imaginiren Achse; es sei ¢t := Im(m) als
Parameter des Kreisbiischels gewdhlt. Der Radius der Kreise ist dann /1 + t2. Wir bezeichnen
den von dem Parameter ¢ abhingenden Kreis des Biischels mit

be(t) = circle(t,\/ 1+ t?).

Man zeige: a) Der raumartige Vektor

t 1
y T t 07
N \/1+t2}’ 7

bestimmt den Kreis be(t) des Biischels als Menge aller der Punkte « = [r], deren Koordinaten-
vektor ¢ den Gleichungen

be(t) := {0,0,

(be(t),r) =0, (r,x) =0

geniigen. — b) Die reelle Achse gehort ebenfalls zu dem betrachteten Kreisbiischel. Sie hat jedoch
keine Darstellung der in a) angegebenen Gestalt. Durch welchen raumartigen Einheitsvektor
ist sie bestimmt? — c¢) Durch jeden Punkt z # £1 der Riemannschen Sphire geht genau ein
Kreis des betrachteten Kreisbiischels. Falls Im(z) # 0 ist, bestimme man den entsprechenden
Parameterwert t dieses Kreises und damit seinen Mittelpunkt und Radius. Fiir die reellen Punkte
und den Punkt oo ist die reelle Achse der eindeutig bestimmte Biindelkreis. — d) Zu jedem
Kreis ca = circle(a,ra) der komplexen Zahlenebene mit dem Mittelpunkt a und dem Radius
ra, 0 < ra < oo, gibt es einen Kreis bc(t) des Kreisbiischels, der ca orthogonal schneidet.
Man bestimme einen derartigen Kreis. — e) Ist ca = bc(s) selbst ein Kreis des Biischels, so
bestimmt die Zuordnung des zu ihm eindeutig bestimmten orthogonalen Kreises bc(t) = be(s)™
eine fixpunktfreie Involution des Kreisbiischels. Man bestimme diese Involution als Ausdruck
t = F(s). Offenbar ist der Einheitskreis mit dem Zentrum 0 in Involution mit der reellen Achse;
man zeige das auch rechnerisch.

Ubung 17. Man beweise: a) Zu jedem Kreisbiischel der Riemannschen Sphére gibt es eine ein-
parametrische Schar von Kreisen, die alle Kreise des Biischels orthogonal schneiden.Man nennt
diese Kreise die orthogonalen Trajektorien des Biischels. Man bestimme die orthogonalen Tra-
jektorien des in Ubung 16 betrachteten Kreisbiischels. — b) Man bestimme die Isotropiegruppe
H einer 0-Sphire. — ¢) Es bezeichne M (S°) das Biischel der Kreise durch S° und M=*(S°) die
Menge seiner orthogonalen Trajektorioen. Man beweise, dass H transitiv auf der Produktmenge
M(S°) x M*(S°) wirkt.
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Abbildung 2.28: Ein Kreisbiischel und seine orthogonalen Trajektorien

Ubung 18. Es sei M (S°) das Kreisbiischel von S° = (—1,1) (vgl. Ubung 16) und S*(m, ) ein
Testkreis mit dem Mittelpunkt m und dem Radius r, der S nicht enthilt. Wir bezeichnen mit
a = invepp(S*(m, 1), S°) die stationire Invariante (39) des betrachteten Paares. Man beweise:
Es gibt genau dann einen Kreis bc(t) € M(S°), der den Testkreis S*(m,r) beriihrt, wenn o > 1
ist; gilt o = 1, so gibt es genau einen derartigen Kreis, und fiir o > 1 existieren zwei derartige
Kreise. Im Falle o > 1 berechne man die Parameterwerte ¢ dieser Kreise.

Die Abbildung 2.29 zeigt die in Ubung 18 beschriebene Situation. Die Testkreise sind blau
und die beriihrenden Kreise des Biischels sind, falls existent, violett gezeichnet. Der rote Kreis ist
derjenige Kreis des Biischels, welcher den Testkreis orthogonal schneidet; die Testkreise gehdren
nicht zu den orthogonalen Trajektorien des Biischels. Der griine Kreis ist derjenige Kreis des
Biischels, fiir den die Coxeter-Invariante (14) zum Testkreis extremal ist. Da die stationire
Invariante zweier Kreise I das Quadrat ihrer Coxeter-Invariante ist, ist sie fiir den griinen
Kreis maximal. Gilt wie im linken Bild o > 1, so trennt der Testkreis die Punkte von S°
nicht und es existieren zwei beriihrende Kreise des Biischels. Im mittleren Bild ist « = 1; der
Testkreis enthilt einen Punkt von S°, und es existiert genau ein beriihrender Kreis des Biischels,
der gleichzeitig den extremalen Wert o = 1 der stationdren Invariante realisiert. Im rechten Bild
schlieflich ist o < 1; der Testkreis trennt die Punkte von S°, jeder Kreis des Biischels schneidet
den Testkreis, und der griine Kreis realisiert den kleinsten auftretenden Schnittwinkel.

Ubung 19. Man betrachte ein Paar (I, S°) einer beliebigen (reellen) Geraden L und einer
Nullsphire S° der komplexen Ebene und beweise ein zu Satz 20 analoges Resultat.

Ubung 20. In den Ubungen 16,17,18 ersetze man die 0-Sphire S° = {—1, 1} durch die 0-Sphire
5% = {0, 0o}. Das Kreisbiischel geht dann in das Biischel aller Geraden durch 0 iiber. Man l6se
die Ubungen auch fiir diesen Fall und skizziere die entstehenden Konfigurationen.
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Abbildung 2.29: Existenz von Kreisen eines Biischels, die einen Testkreis beriihren.

2.7.4 Mobius-Invarianten und euklidische Invarianten

In den Formeln (14) und (44) haben wir die Mobius-Invariante eines Hypersphérenpaa-
res bzw. eines Paares (X!, S?) eines Kreises und einer 0-Sphéire durch ihre euklidischen
Invarianten ausgedriickt und gelangten so zur Coxeter-Invariante. Wir wollen nun einen
entsprechenden Ausdruck fiir Paare (X"~!,S!) einer Hypersphire und einer [-Sphére,
0 <[ < n, des n-dimensionalen euklidischen Raumes E™ herleiten. Nach Satz 5 werden ja
diese Paare bis auf Mobius-Aquivalenz ebenfalls durch eine einzige Mobius-Invariante be-
schrieben. Euklidische Invarianten eines derartigen Paares sind die Radien r, R der Sphére
S' und der Hypersphire sowie der Abstand d ihrer Mittelpunkte. Im Fall [ = n— 1 bilden
diese bereits ein vollstandiges euklidisches Invariantensystem. Ist [ < n — 1, so haben
wir noch eine vierte Grofe einzufithren, um ein vollstindiges Invariantensystem zu er-
halten, etwa den Winkel, den die Verbindungsgerade der Mittelpunkte mit der durch
die [-Sphére bestimmten [ 4+ 1-Ebene bildet, oder, was auf dasselbe hinauslauft, den Ab-
stand p des Mittelpunktes m der Hypersphére 3 = 3(m, R) von dieser [ + 1-Ebene. Die
pseudo-orthonormierte Basis (¢;) des zu Grunde liegenden n + 2-dimensionalen Vektor-
raums wahlen wir so, dass die [-Sphére als Durchschnitt der Hypersphére (o, r) vom
Radius » > 0 mit dem Ursprung o als Zentrum mit den durch die Basisvektoren e,,
k = 1+ 2,...,n als Normalvektoren bestimmten Koordinatenhyperebenen durch den
Ursprung erscheint. Euklidisch bedeutet das also, dass S’ die [-Sphére vom Radius r
mit dem Zentrum im Ursprung ist, die in der von den ersten [ + 1 Koordinaten x%,
a=1,...,1+1, bestimmten Koordinaten-(I + 1)-Ebene liegt. Die Vektoren

uy = (eo(1 —7%) +eppr(14+7%))/2r, ug = e159,. s Uy = ¢y (45)

sind dann eine orthonormierte Basis des die [-Sphére S' bestimmenden euklidischen Un-
terraums U» C V; der Vektor u; ist nach (11) der zur genannten Hypersphire gehdrende
raumartige Einheitsvektor. Ebenfalls nach (11) bestimmt der Vektor

o = (80(1 - R2 + d2) +2m + en+1(1 + R2 - d2>)/2R
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die Hypersphire X(m, R); dabei ist m der Ortsvektor des Mittelpunkts m beziiglich
o und d = |m| der Abstand der Mittelpunkte. Wir wenden nun Satz 5 an. Der zur

Hypersphére X(m, R) gehorende Unterraum W ist eindimensional. Daher reduziert sich
der Operator A auf eine einzige Komponente, die damit die zu berechnende Invariante

a(S(m, R), S =

ist. Aus der Definition (6.70) des Operators A folgt nach einer einfachen Rechnung die
Formel

PR A, p
- - 4

die (44) als Spezialfall enthélt; man beachte p = d cos 8. Damit ist bewiesen:

a(z(va)7 Sl) = Z:;ll<m7uﬁ>2 = (

Satz 21. Die einzige stationdre Mébius-Invariante von Paaren (X1, S') einer Hyper-
sphire X"~ ' und einer [-Sphire S', 0 < | < n, des n-dimensionalen euklidischen Raumes
E" ist durch (46) bestimmit; hierbei bezeichnen R den Radius von X"~ !, r den Radius
von S', d den Abstand der Mittelpunkte und p die Linge der Projektion des Verbindungs-
vektors der Mittelpunkte auf den zur | + 1-Ebene von S' orthogonalen Unterraum, p =0
im Falll=n—1. 0

Wir wollen nun die Mobius-Invarianten eines Kreispaares (Cp,C) des dreidimen-
sionalen euklidischen Raumes E® durch ihre euklidischen Invarianten ausdriicken. Es
seien m,; die Mittelpunkte, r; die Radien und n; die Positionsvektoren der Kreise Cj,
1 =0, 1, das sind Normaleneinheitsvektoren der Ebenen, in denen die Kreise liegen. Wir
betrachten die Kreise als nicht orientiert; daher sind die Positionsvektoren nur bis auf
Multiplikation mit +1 eindeutig bestimmt. Ferner bezeichne ? = m; — my den Verbin-
dungsvektor ihrer Mittelpunkte. Man macht sich leicht klar, dass die folgenden sechs
Grofen ein vollstandiges euklidisches Invariantensystem der Kreispaare (Cp, C7) bilden:

1. Die Radien rg, 1 der Kreise.
2. Der Winkel a zwischen den Ebenen der Kreise: cosa = |(ng,n1)|, 0 < o < /2.
3. Der Abstand d = |d| der Zentren.

4. Die Winkel (3, zwischen den Positionsvektoren der Kreise und dem Verbindungs-
vektor 0 ihrer Mittelpunkte; diese Winkel bleiben undefiniert, wenn d = 0 gilt.

Nach Satz 5 hat ein Kreispaar zwei stationdre Invarianten oy > «as > 0, welche die
Eigenwerte der Matrix der Doppelprojektion A sind. Anstelle der Eigenwerte betrach-
ten wir die Determinante und die Spur dieser Matrix, die ja ein zu den Eigenwerten
dquivalentes vollstindiges Invariantensystem in der Mobius-Geometrie sind. Sind ay, as
und by, by orthonormierte Basen der die Kreise Cp, C7; bestimmenden euklidischen Un-
terrdume WL, U~ des pseudo-euklidischen Vektorraums V?°, so sind die Koordinaten

von A
n—I

aij =Y (@i, b){aj,be), i,5=1,...,n—m, (47)
k=1
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wobei in dem hier betrachteten Fall n = 3 und [ = m =1 zu setzen ist. Offenbar gelten
det A = aya9s — a3y = arag, tr A = a1 + az = a1 + ao, (48)

woraus sich umgekehrt die Eigenwerte leicht berechnen lassen. Wir beweisen

Satz 22. Die Mobius-Invarianten (48) eines Kreispaares Cy,Cy des euklidischen Raum-

es E* ergeben sich aus den euklidischen Invarianten des Paares mach den folgenden
Formeln:
((r3 + 77 — d?) cos a + 2d? cos 3 cos 7)?

det A =
¢ 4r2r?

: (49)

Cdr g+t + 4rgr? + 2rgrd cos 2a0+ 2d (1§ cos 26 + 11 cos 2y)

tr A
4r§r%

. (50)

Fiir den Beweis dieses Satzes kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, dass der Kreis C in der z, y-Ebene eines euklidischen Koordinatensystems mit
dem Zentrum im Ursprung liegt. Dann sind nach (11) und (15) die Vektoren

v = (80(1 — T%) + 24(1 + 7’3))/27"0, bo = ¢e3

eine orthonormierte Basis des Vektorraums W des Kreises Cy; dabei definiert der erste
Vektor die Sphire vom Radius rg mit dem Zentrum im Ursprung und der zweite die x, y-
Ebene. Der Positionsvektor von Cf ist ng = e3. Der Positionsvektor des zweiten Kreises
(1 ist der beliebige Einheitsvektor des euklidischen Raums

Ny = €1 COSUCOSV + e9 Sinu cosv + ez sinv.

Wir kénnen die Koordinaten in der z, y-Ebene so wahlen, dass das Zentrum mm; von C}
den Ortsvektor

0 =¢1x + e32
hat. Stellen wir den Kreis C ebenfalls als Durchschnitt der Sphére vom Radius r; um
das Zentrum m; mit der Ebene des Kreises, also der zu n; orthogonalen Ebene durch
m; dar, so ergeben sich nach (11) und (15) die Vektoren

b1 = (eo(1 —r? +d?) +20 +4(1 + 72 — d?))/2r1,
b =1y + (eg — e4)(0, 1),

die eine orthonormierte Basis des Vektorraumes U~ von C4 bilden. Mit diesen Aus-
driicken berechnet man die Matrix A und deren Determinante und Spur. Nach Berech-
nung der euklidischen Invarianten

cosa = (ng,ny) =sinv,
dcosf = (ng,?0) =z,
dcosy = (ng,0) =xcosucosv+ zsinv

lassen sich die Koordinaten x, z, u, v aus det A und tr A eliminieren, und man erhélt die
angegebenen Formeln (49) und (50). Da die Winkelfunktionen von 3 und ~ nur mit
dem Faktor d vorkommen, schadet es nicht, dass sie im Fall d = 0 undefiniert sind;
die Formeln gelten auch in diesem Fall. Fiir die Berechnungen der Details haben wir
wiederum Stephen Wolframs Mathematica [83] benutzt, vgl. das Notebook mcircles.nb
auf der Homepage von R. Sulanke. O
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2.7.5 Dreidimensionale Mo6bius-Geometrie

In diesem Abschnitt wollen wir die Geometrie des Mobius-Raumes S% durch Uberlegun-
gen zur Kreisgeometrie ergénzen. Wenn es uns im Dreidimensionalen lebenden Wesen
auch nicht gelingt, uns eine dreidimensionale Sphire unmittelbar vorzustellen, denken
wir uns eine n-Sphére doch immer als Hyperflache in einem (n+ 1)-dimensionalen Raum,
so hat diese Dimension doch den Vorteil, durch stereographische Projektion in den uns
wohl bekannten dreidimensionalen euklidischen Raum iibergehen zu koénnen (siehe den
Hinweis in Ubung 1). Da diese Transformation konform ist, erhlt sie zumindest lokal alle
Modbius-geometrischen Eigenschaften und macht diese so der unmittelbaren Vorstellung
und der graphischen Darstellung zugénglich. Die Geometrie der Sphiren 2 C S3 und
der Paare (X2,5), 1 = 0,1, ist als Spezialfall n = 3 der in den vorigen Abschnitten im-
mer wieder betrachteten Hypersphiren enthalten, vgl. insbesondere Satz 21. Fiir Kreise
in der S® haben wir bisher nur den gerade bewiesenen Satz 22 erhalten, der einerseits die
Moglichkeit ergibt, die M&bius-Invarianten als Funktion der euklidischen Konfiguration
der Kreise zu berechnen, andererseits jedoch die stationdren Invarianten des Kreispaares
nicht direkt liefert. Die Ausdriicke, die man fiir diese aus den in Satz 22 bewiesenen For-
meln erhélt, sind recht unhandlich. Die stationéren Invarianten, speziell die maximale «;,
geben aber gerade die wichtigen Informationen iiber die Lageeigenschaften des Kreispaa-
res. Eine Anwendung des Vektorprodukts ermoglicht einen alternativen Zugang zu diesen
Lageeigenschaften. In der Serie Spheres von Mathematica Notebooks wurden rechnerische
Hilfsmittel zur Bearbeitung und Visualisierung der dreidimensionalen M&bius-Geometrie
bereit gestellt. Man findet diese Notebooks unter dem Titel Spheres in MathSource, oder
auf der Homepage von R. Sulanke.

Mit den Bezeichnungen von Satz 5 seien Cy = S(U), C; = S(W) zwei Kreise in S3
und {ay, as}, {b1, bo} orthonormierte Basen der entsprechenden euklidischen Unterrdume
W+, Ut. Wir betrachten unter diesen Voraussetzungen das nach Satz 2.2.17 definierte
Vektorprodukt in dem orientiertem pseudo-euklidischen Vektorraum V*°

ﬂ(Co,Cl) =dad1 X ag X bl X [12, (51)

das wir den Indikator des Kreispaares nennen. Offenbar gilt

Lemma 23. Der durch (51) definierte Indikator ist bis auf den Faktor +1 durch die
Kreise eindeutig bestimmt. Sind die Kreise orientiert, so multipliziert sich der Indikator
bei einer Umorientierung eines der Kreise mit dem Foktor —1. Der Indikator ist dem
Kreispaar dquivariant zugeordnet; ist g € Gy, so gilt

n(9Co, gC1) = £gn(Co, C1).
Der Foktor —1 tritt auf, wenn g die Orientierung von S® umkehrt.O

Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 2.2.18. Aus diesem Lemma, erhélt man leicht

Satz 24. Das Skalarquadrat des Indikators ist eine Mobius-Invariante des Paares der
nicht orientierten Kreise Cy, C1. Dabei gilt

’LU(CQ, Cl) = <11(Co,01),ﬂ(00, Cl)> =a; +a —ajag — 1, (52)

wobet v, an die stationdren Invarianten des Paares Cy, Cy bezeichnen.
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Beweis. Zum Beweis benutzen wir die Formel (2.37), wobei a = —1 zu beachten ist.
Nach Lemma 23 konnen wir annehmen, dass die Basen gerade die bei der Herleitung von
Satz 6.24 definierten kanonischen Basen sind. Fiir sie gelten

(a1,b1) = /a1, (a2,b2) = /az, (a1,b2) = (az,b1) = 0.

Einsetzen in die zu berechnende Determinante ergibt die Behauptung.O

Folgerung 25. Es sei n = n(Cy,C1) der Indikator der Kreise Cy,Cy. Dann gilt die
folgende Disjunktion:

1. Es gilt n = 0. Dann sind die Kreise nicht in allgemeiner Lage, d.h. es gibt eine
Sphire Y2 C S3, welche beide Kreise enthilt (Bedingung A ist nicht erfiillt).

2. Der Indikator n ist raumartig: w(Co, C1) > 0. Dann tritt Fall 1 ein; die Kreise sind
in allgemeiner Lage, disjunkt, und lassen sich durch Sphdren voneinander trennen.

3. Der Indikator ist isotrop w(Cy,Cy) = 0, n # o: Dann tritt Fall 2 ein; die Kreise
sind in allgemeiner Lage und schneiden sich in einem einzigen Punkt.

4. Der Indikator n ist zeitartig: w(Co,C1) < 0. Dann tritt Fall 8 ein; die Kreise sind
disjunkt und miteinander verkettet.

Beweis. Nach Satz 2.18, 3., gilt 1 genau dann, wenn die Vektoren ay, as, b1, bo linear
abhingig sind. Ist der Indikator n raumartig, so ist U+ + W= = [n]* pseudo-euklidisch
und hat die Dimension 4; wie in Lemma, 6 folgt die Behauptung 2. Ist n isotrop, so ist es
auch U + W+ = (UNW)L, und daher auch U N W = [n]; der Indikator reprisentiert
den einzigen Schittpunkt der Kreise, und es gilt 3. Der Beweis der Aussage 4 ergibt sich
aus dem Beweis von Lemma 7. O

Beispiel 8. Es sei Cy, C ein Kreispaar mit der maximalen stationdren Invariante a; = 0.
Dann ist wegen 0 < as < a7 auch as = 0, und die Matrix A der Doppelprojektion ist die
Nullmatrix. Derartige Kreispaare nennen wir orthogonal. Ein konkretes Beispiel hierfiir
ist das Paar bestehend aus der z-Achse, dargestellt als Schnitt der Koordinatenebenen,
also mit dem Raum U+ = [e1,¢2], und dem Einheitskreis in der z,y-Ebene mit dem
Zentrum im Ursprung, dargestellt als Schnitt dieser Ebene mit der Einheitssphére um den
Ursprung, also wt= [e3, e4]. Jede Sphire, die den Einheitskreis enthilt, schneidet jede
Sphare, d.h. Ebene, welche die z-Achse enthilt, orthogonal. Das ist anschaulich klar und
lasst sich leicht nachrechnen: Die raumartigen Einheitsvektoren, welche diese Sphéren
bestimmen, liegen in U+ bzw.W=, und diese Riume sind zueinander orthogonal. Fiir
das Skalarquadrat des Indikators gilt w = —1; die Kreise sind miteinander verkettet.
Jedes Paar zueinander orthogonaler Kreise ist zu dem beschriebenen konkretem Paar
Moébius-dquivalent. O

Ubung 21. Man verwechsle den in Beispiel 8 definierten Begriff nicht mit dem zweier sich
senkrecht schneidender Kreise! Man beweise: Zwei Paare sich senkrecht schneidender Kreise
in allgemeiner Lage haben dieselben stationdren Invarianten a1 = 1,a2 = 0 und sind daher
Moébius-dquivalent. Zwei Sphiren, die je einen dieser Kreise enthalten, konnen sich unter einem
beliebigen Winkel schneiden. Man gebe ein konkretes Beispiel fiir diese Situation an und fiihre
die entsprechenden Berechnungen auf Grund der zugehorigen euklidischen Unterrdume durch.
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Weiter berechne man die stationdren Invarianten zweier sich senkrecht schneidender Kreise,
welche die Bedingung A nicht erfiillen; diese sind ebenfalls oy = 1, a2 = 0. Da hier die Rang-
bedingung verletzt ist, sind derartige Kreispaare natiirlich nicht mit den zuvor betrachteten
Modbius-aquivalent.

Beispiel 9. In dem Mathematica Notebook mcircles.nb der Serie Spheres wurden Nor-
malformen fiir Kreispaare beschrieben. Zu jedem Paar stationdrer Mobius-Invarianten ist
ein Kreispaar angegeben, das gerade diese Invarianten besitzt. Ausgehend von den Eigen-
vektoren des Operators A wird dem Kreispaar ein orthonormiertes Repére des pseudo-
euklidischen Vektorraums V° angepasst, in dem die definierenden Unterrdume der Kreise
durch Vektoren aufgespannt werden, deren Koeffizienten nur von den Invarianten abhin-
gen, wie im Abschnitt 6 fiir Paare von hyperbolischen Unterrdumen beschrieben. Wir
betrachten nun den Fall verketteter Kreise. Da die M&bius-Gruppe transitiv iiber den
Kreisen wirkt, konnen wir annehmen, dass der Kreis Cy = S(U) des Paares der Einheits-
kreis in der x,y-Ebene mit dem Zentrum im Ursprung ist; Die Vektoren es, ¢4 spannen
dann den definierenden Raum U~ von Cj auf. Der zweite Kreis C; = C(a,b) des Paares
werde durch den euklidischen Unterraum

W = [a1,a2], ai(a) := e1sina + ez cosa, ay(b) := easinb + e4 cosb (53)

bestimmt. Offenbar ist C4(0,0) = Cp, so dass wir diesen Fall ausschliefen miissen. Aus
der Formel (47) berechnet man leicht, dass die Matrix A der Doppelprojektion in den
angegebenen Basen Diagonalgestalt hat; ihre Diagonalelemente sind die Eigenwerte

a1 = cos? a, as = cos? b, 0<a<b<m/2, b#0.

Mit den angegebenen Schranken erhalten wir fiir alle moglichen stationdren Invarian-
ten verketteter Kreise einen eindeutig bestimmten Repréisentanten. Der Indikator des
Kreispaares ist der zeitartige Vektor

n(Co, C(a,b)) = egsin?[a]sin’[b], a # 0,

Fiir a = 0 liegen die Kreise C(0,b) in der x, y-Ebene, die Bedingung A ist verletzt, der
Indikator ist der Nullvektor. Die euklidischen Daten des Kreises C(a,b) sind

Das Zentrum: m((a,b) = —ezsinb,
Der Radius: r(a,b) =1/ cosb,
Der Positionsvektor: p(a,b) = ey sina + e3 cosa.

Fiir b = 7/2 ergeben sich Geraden in der z, z-Ebene durch den Ursprung, die mit der
2-Achse den Winkel a bilden. Der Kosinus des Schnittwinkels zweier Sphéren, die jeweils
einen der Kreise des Kreispaares enthalten, ist

F(a,b,s,t) = (egcost+eqsint,ai(a)coss+ az(b)sins)
= cosacosscost+ cosbsinssint.
Im Fall gleicher Eigenwerte, also fiir a = b, erhalten wir eine Schar phasenverschobener

Kosinusfunktionen,
F(a,a,s,t) = cosacos(s —t),
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Abbildung 2.30: Die Funktion F(0.3,1.5,s,t).

(0.6,0.6, s, ).

Abbildung 2.31: Die Funktion F'

wéhrend fiir @ # b auch die Amplitude eine periodische Funktion ist. Die Abbildung 2.32

zeigt ein Stiick einer Fliche, die von den Kreisen C(a,a),

/3, erzeugt wird.

0<a<m

soll, dass die Kreise enthaltenden Sphérenpaare sich unter konstantem Winkel schneiden,

Kreispaare mit gleichen Eigenwerten haben wir isogonal genannt, was aber nicht heiflen
vgl. Abbildung 2.31. O

, dass das Kreispaar C(a,a),C(b,b) fiir a # b ebenfalls isogonal ist,

und berechne seine stationére Invariante. Die erzeugenden Kreise der Fliche aus Abbildung 2.32

sind also paarweise isogonal verkettet.

Ubung 22. Man beweise

In der dreidimensionalen Mobius-Geometrie sind noch die Paare (C, SV) von Kreis und
0-Sphére zu betrachten. Hier benétigt man wieder zwei stationdre Mobius-Invarianten,

um diese Paare bis auf Mobius-Aquivalenz zu charakterisieren. In dem Mathematica
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Notebook pairs.nb der Serie Spheres werden Formeln fiir diese Invarianten hergeleitet
und einige einfache Beispiele betrachtet. Man beachte noch die folgende

Ubung 23. In der n-Sphiire S*, n > 2, betrachten wir die Mengen

M, := {(C,b)]be C,C C S" Kreis},
My = {(C,b)lbe S"\C,C C S" Kreis}.

Man beweise, dass die Mdbius-Gruppe auf jeder dieser Mengen transitiv wirkt, und stelle diese
Mengen als Faktorrdume dar (vgl. Abschnitt 1.1.4).

Abbildung 2.32: Die Fliche {C(a,a)|0 <a < 7/3}.

2.7.6 Orbits. Dupinsche Zykliden. Loxodromen

In diesem Abschnitt wollen wir mit einigen Bemerkungen auf das Erlanger Programm
von Felix Klein [51] eingehen, das die Entwicklung der Geometrie seit seiner Formulie-
rung stark beeinflusst. Der grundlegende Begriff des Erlanger Programms ist der einer
Transformationsgruppe. Neuere Entwicklungen der Theorie der Transformationsgruppen
findet man in der Monographie von A. L. Onishchik [61]. Natiirlich bildet das Erlanger
Programm nur ein allgemeines Schema, das Probleme anregt, aber selbst keine Mittel zu
ihrer Losung bereit stellt. Seine Wirkung konnte es erst auf der Grundlage der von Sophus
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Lie geschaffenen Theorie der Lieschen Gruppen, der Klassifikation der einfachen Lieschen
Gruppen und die darauf fufende Klassifikation der symmetrischen Riemannschen Raume
durch Elie Cartan, fiir die die oben betrachteten elliptischen und hyperbolischen Raume
einfachste Beispiele sind, und die damit zusammenhéngende Entstehung algebraischer
und analytischer Methoden entfalten. Eine hervorragende Darstellung dieser Entwick-
lung findet man in den Monographien von S. Helgason [38], [39], [40]. Die in diesem Ge-
biet anzuwendenden Methoden gehen allerdings weit iiber den Rahmen unseres Buches,
allgemeiner, {iber den Rahmen der durch die lineare Algebra beherrschten elementaren
projektiven Geometrie, hinaus. Die algebraische Komponente stellt hier die Theorie der
Lie-Algebren dar (vgl. 11.8.4), wihrend die analytische Seite von dem Begriff der diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit beherrscht wird. Eine Liesche Gruppe ist eine Gruppe, die
gleichzeitig die Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit besitzt, deren Elemente
also durch Koordinaten beschrieben werden kénnen, wobei die Gruppenoperationen in
diesen Koordinaten ausgedriickt stetige Funktionen sind. Alle in diesem Buch besproche-
nen Gruppen von Matrizen mit reellen oder komplexen Komponenten sind solche Liesche
Gruppen. Da sie als Gruppen linearer Transformationen endlich dimensionaler Vektor-
rdume dargestellt sind, nennt man sie auch lineare Liesche Gruppen. Einen Einstieg in die
Theorie von diesem Gesichtspunkt aus findet man bei H. Freudenthal, H. De Vries [34]. In
R. Sulanke, P. Wintgen [77] werden die Elemente der Theorie der Lieschen Gruppen als
begleitendes Beispiel zur Differentialgeometrie differenzierbarer Mannigfaltigkeiten be-
handelt. Eine Einfiihrung in die mit der algebraischen Geometrie zusammenhéngenden
Aspekte der Theorie der Lieschen Gruppen findet man in A. L. Onishchik, E. B. Vinberg
[62]. Die in diesem Abschnitt zitierten Biicher sind natiirlich nur eine subjektive Auswahl
von Empfehlungen fiir das weitere Studium; in ihnen findet man prizise Begriffsbildun-
gen, weiterfiihrende Hinweise und zum Teil sehr umfangreiche Literaturverzeichnisse.

In den abschliefenden Bemerkungen des Abschnittes 1.6.6 haben wir bereits die
Grundsitze des Kleinschen Erlanger Programms dargelegt. In diesen Erorterungen kam
der sehr allgemeine Begriff eines Objektes, oder eines geometrischen Gebildes, vor, den
wir als Element des transformierten Raumes X einer Transformationsgruppe [G, X] inter-
pretierten. In der Geometrie liegt oft die folgende Situation vor: Es ist eine den Betrach-
tungen zu Grunde liegender homogener Raum [G, X| gegeben, fiir den also G transitiv
iber X wirkt. Eine interessante und wichtige Frage ist die nach der Klassifikation der
homogenen Raume, also der moglichen transitiven Transformationsgruppen, einer gege-
benen Gruppe G. Diese Frage ist selbst im Fall konkret gegebener, kompakter Liescher
Gruppen sehr schwer, vielleicht auch iiberhaupt nicht, zu beantworten. Mit dieser Pro-
blematik beschéftigt sich die oben schon zitierte Monographie [61]. Wir erinnern noch
an den Begriff eines Orbits: Ist [G, X] eine beliebige Transformationsgruppe, so ist der
Orbit von x € X unter der Wirkung der Gruppe G definiert als die Menge

Gz = {gx|g € G}.

Nach dieser Definition sind die Orbits G-invariante Teilmengen von X, und G wirkt auf
jedem Orbit transitiv. Damit sind die Orbits selbst homogene Raume. Die homogenen
R&ume und die Orbits haben einige einfache, stindig angewandte Eigenschaften, die rein
algebraisch schon in den Abschnitten 1.1.4 und I1.3.1 behandelt wurden. In der angege-
benen Literatur findet man die ergénzenden, die topologischen bzw. differenzierbaren
Strukturen betreffenden Aussagen. Wir formulieren diese Eigenschaften als eine Folge
von Ubungen.
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Ubung 24. Es seien G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Man beweisett a) Es definiert
(h,g) € HX G+ tn(g):=gh™ ' € G

eine effektive, im allgemeinen nicht transitive Wirkung von H iiber G (Definition I.1.4.1), deren
Orbits die Linksnebenklassen von G nach H (Definition 1.3.1.1)

gH = {gh}nen. G/H = {gH|g € G)

sind; ihre Gesamtheit heifit der Faktorraum oder die Faktormenge von G nach H . —
b) Die Abbildung

(9,aH) € G x G/H — l4(aH) := gaH € G/H
definiert eine transitive, im allgemeinen jedoch nicht effektive Wirkung von G iiber G/H. (Be-
kanntlich heifit eine Wirkung von G iiber X effektiv, wenn [, = idx nur fiir das Einselement
g = e € G eintritt.)

Ubung 25. Man zeige: Es sei [G, X] eine Transformationsgruppe. Dann definiert
T =gy: < esgibteinge Gmitgr =y

eine Aquivalenzrelation iiber X. Die Aquivalenzklassen sind die Orbits Gx = {gx}scc der
Wirkung von G iiber X. Der Raum X einer Transformationsgruppe ist also stets eine disjunkte
Vereinigung der Orbits Gz. Die Orbits sind die Niveaumengen der kanonischen Abbildung

p:mGXr—>Gm€X/EG.

Eine Abbildung f : X — M von X in eine beliebige Menge M ist genau dann eine G-Invariante,
wenn sie auf den Orbits konstant ist. Jede G-invariante Teilmenge von X ist Vereinigung von
Orbits, und umgekehrt.

Ubung 26. Es sei [G, X] eine Transformationsgruppe und € X ein beliebiger Punkt. Mit
Gz := {h € G|hz = z} bezeichnen wir die Isotropiegruppe von x. Man beweise: Die Abbildung

F:aGg € G/Gg — F(a) = ax € Gz

ist wohldefiniert, d.h., sie hdngt nicht von der Wahl des Elements a € aGx der Linksnebenklasse
ab. Die Abbildung ist bijektiv und erfiillt

Folg =140 F fiir alle g € G,

sie ist also ein G-dquivarianter Isomorphismus des Faktorraums G/Gg auf den Orbit Gx.

Beispiel 10. In den n-dimensionalen euklidischen, hyperbolischen oder elliptischen Rau-
men sind die Isotropiegruppen beliebiger Punkte zur orthogonalen Gruppe O(n) iso-
morph; fiir den Ursprung o des Raumes sei Go = O(n). Die Orbits der Isotropiegruppe
Go sind die Hypersphiren S™~!(r) vom Radius r > 0, wobei sich fiir » = 0 der Orbit
auf den Ursprung o reduziert. Fiir » > 0 ist die Isotropiegruppe Hgy C Go eines be-
liebigen Punktes € S"~!(r)) zur orthogonalen Gruppe O(n — 1) isomorph; im Fall
des elliptischen Raums muss aufterdem r < d gelten, wobei d = Rm den Durchmesser
des betrachteten elliptischen Raumes bezeichnet. Daher gilt fiir alle Hypersphéren der
betrachteten Raume die dqivariante Isomorphie

S"L(r) = O(n)/O(n —1) (r>0).
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Als Faktorraume unterscheiden sie sich also nicht wesentlich; der Radius r bestimmt
nur die metrischen Eigenschaften der Hypersphire, die aufferdem vom Einbettungsraum
abhingen. Die Distanz F'(x) = d(o,x) ist eine Go-Invariante, deren Niveauflichen die
Orbits unseres Beispiels sind. Fiir den M&bius-Raum S™ ist der Orbit Hx C G,,41 jedes
vom Ursprung verschiedenen Punktes © # o unter der Isotropiegruppe H von o das
Komplement von o (vgl. Satz 1). O

Ist € = go € G/Go ein beliebiger Punkt eines homogenen Raumes, so gilt fiir die
Isotropiegruppe von x bei der Wirkung von G:

Gz = gGog ™',

die Isotropiegruppen der Punkte eines homogenen Raumes bilden eine Aquivalenzklasse
konjugierte Untergruppen bei der Wirkung von G auf sich mit den inneren Automor-
phismen ( vgl. Beispiel 1.4.5, Satz 1.4.1). Die Klassifikation der homogenen Riume mit
gegebener Gruppe G liuft also auf die Klassifikation ihrer Untergruppen beziiglich der
inneren Automorphismen hinaus. Hierfiir gibt es kein Standardverfahren; jede Gruppe
muss individuell behandelt werden, allgemeine Resultate liegen nur fiir Untergruppen mit
speziellen Eigenschaften vor. Im Fall der Lieschen Gruppen nutzt man in der Regel den
Zusammenhang von Untergruppen mit Lieschen Unteralgebren sowie von inneren Auto-
morphismen mit der adjungierten Darstellung. Jedoch gibt es auch hier keine allgemeine
Methode zur Klassifikation der Lieschen Unteralgebren beziiglich dieser Darstellung. So-
weit also ein Ausblick auf einen weiterfithrenden Problemkreis, in dem es trotz sehr vieler,
tief liegender und schoner Resultate immer noch offene, allerdings meist recht schwierige
Aufgaben zu 16sen gibt. Eine dieser Aufgaben ist es, bei gegebenem homogenen Raum
G/Go, dessen Geometrie zu entwickeln ist, die Orbits von Untergruppen H C G zu
bestimmen und zu klassifizieren. Sind doch in den klassischen Geometrien die Elemente
der betrachteten Konfigurationen, etwa Punkte, Geraden, k-Ebenen, Sphiren, Gitter,
oft Orbits von Untergruppen. In der Differentialgeometrie werden unendliche Famili-
en von solchen Elementen betrachtet, die von einer endlichen Anzahl von Parametern
differenzierbar abhingen, zum Beisiel Kurven, Flachen, Regelflichen. Die Kenntnis der
Invarianten der elementaren Konfigurationen kann man oft benutzen, um die Differen-
tialinvarianten, also die Invarianten der Kurven, Flichen u.s.w., die oft durch formale
analytische Verfahren bestimmt werden, geometrisch zu deuten. So hingen in der eukli-
dischen Geometrie etwa Abstand und Bogenlinge zusammen; Kriimmung oder Windung
einer Kurve lassen sich mit dem Abstand ihrer Punkte und den Winkeln ihrere Tangenten
bzw. Schmiegebenen interpretieren. Wir wenden uns nun wieder der dreidimensionalen
Mobius-Geometrie zu und beschreiben in den nichsten Beispielen einige Orbits von Un-
tegruppen der Md&biusgruppe Gy.

Beispiel 11. Tori. Wir betrachten den dreidimensionalen Mobius-Raum S® = G, /CE(3),
vgl. (1), den wir uns. wie im Hinweis in Ubung 1 beschrieben, als Einheitshypersphére
in der vierdimensionalen euklidischen, durch die Gleichung —(eo,z) = 1 gegebenen Hy-
perebene E* modelliert denken. Die orientierungserhaltenden Elemente der Mobiusgrup-
pe sind die pseudo-orthogonalen Transformationen, welche sowohl die Raum- als auch
die Zeitorientierung invariant lassen; sie bilden die spezielle pseudo-orthogonale Grup-
pe SO(1,4). Diese enthélt die Gruppe SO(4) der orientierungserhaltenden Isometrien
der S? als Isotropiegruppe des Vektors e € V°. Wir zerlegen den zu ey orthogonalen,
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Abbildung 2.33: Der Torus y(s,t,7/7).

vierdimensionalen euklidischen Vektorraum W* von E* in die beiden zweidimensionalen
orthogonalen Komponenten

Ui = [e1,¢], Uz = [¢3,¢4]), W' =U; 0 U,.

In jeder dieser Komponenten betrachten wir die zu SO(2) isomorphe Drehgruppe. Die
Matrizen der von diesen Drehungen erzeugten Untergruppe von G4 haben in der fixierten
pseudo-orthonormierten Basis die Blockgestalt

1 0 0 .
dd(s,t)= 0 d(s) 0 | mitd(p)= ( cosp sy ) (54)
0 0 d(t) siny  cos g

Diese offenbar abelsche Gruppe nennt man die Torusgruppe T2. Die Orbits T%¢ in S sind
Kreise, wenn ¢ € ¢g + U1 oder ¢ € ¢y + Us gilt, und Flachen, die Tori genannt werden,
fiir alle anderen Einheitsvektoren; der Orbit des Punktes x(a) mit dem Ortsvektor

t(a) = eg + e1cosa + essina
wird durch den Punkt mit dem Ortsvektor
(s, t;a). = eg + (e1 cos s + easins) cosa + (e3 cost + egsint)sina (55)

beschrieben. Durch stereographische Projektion der S® auf den Aquatorialraum erhilt
man fiir 0 < a < 7/2 Rotationsflachen

y(s,t,a) = ((e1 coss + easins) cosa + ez costsina)/(1 — sintsina), (56)

welche durch Rotation eines Kreises der z, z-Ebene mit dem Mittelpunkt (1/cosa,0,0)
und dem Radius tan a um die z-Achse erzeugt werden, die man ebenfalls Tori nennt. Die
Abbildung 2.33 zeigt einen solchen Torus. Man beachte, dass dieser ein Orbit einer Un-
tergruppe der Mdbiusgruppe, nicht aber einer Untergruppe der euklidischen Gruppe des
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E? ist. Mit Hilfe der Inversionen an beliebigen Sphiren erhilt man Mdbius-dquivalente
Flachen, die ebenfalls Tori genannt werden. Die Abbildung 2.34 zeigt einen solchen Torus.
a

Abbildung 2.34: Ein durch Inversion erzeugter Torus.

Beispiel 12. Kreiszylinder. Im euklidischen Raum E? betrachten wir die Kreiszylinder
als Orbits der abelschen Gruppe A? = SO(2) x R; dabei wirke SO(2) als Gruppe der
Drehungen in der z,y-Ebene und R als Gruppe der Translationen in Richtung der z-
Achse. Als Untergruppe der euklidischen Gruppe ist A? natiirlich auch Untergruppe der
Mobius-Gruppe, so dass die als Orbits von Punkten mit dem Ortsvektor e;r , r > 0,
entstehenden Flichen des euklidischen Raumes E® mit dem Ortsvektor

5(5’ t T) = (el Cos S + eg sin S)T + et

auch Orbits im Sinne der M6bius-Geometrie sind. Durch die inverse stereographische Pro-
jektion erh#lt man entsprechende Orbits im M&bius-Raum S3. Fiir » = 0 reduziert sich
der Orbit auf die z-Achse. Man beweist leicht, dass alle Kreiszylinder Mobius-dquivalent
sind. Die erzeugenden Geraden des Kreiszylinders sind alle zueinander parallel; M&bius-
geometrisch sind sie also als Kreise zu betrachten, die sich im Punkt co des zum Md&bius-
Raum S? ergéinzten euklidischen Raumes beriihren. Dieser Punkt ist der einzige Fixpunkt
aller Mobius-Transformationen aus A2. Fiihrt man nun eine Inversion an einer Sphire
aus, deren Zentrum nicht auf dem Kreiszylinder liegt, so entseht aus dem Kreiszylinder
eine von Kreisen, ndmlich den Bildern der erzeugenden Geraden, erzeugte Fliche, deren
erzeugende Kreise sich im Zentrum der die Inversion definierenden Sphére beriihren. Die
Abbildung 2.35 zeigt eine solche Flache. O

Beispiel 13. Kreiskegel. Analog zum vorigen Beispiel gehen wir wieder vom eukli-
dischen Raum E® aus. In der konformen Gruppe C'E(3) betrachten wir die abelsche
Untergruppe B2 = SO(2) x R*; dabei wirke SO(2) wieder als Gruppe der Drehungen in
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Abbildung 2.35: Durch Inversion erzeugtes Bild eines Kreiszylinders.

der z, y-Ebene, wihrend die multiplikative Gruppe R* der reellen Zahlen als Gruppe der
Dehnungen des E? wirkt; man beachte, dass hier auch negative Werte von ¢t € R zugelas-
sen sind. Der Ursprung o und der unendlich ferne Punkt oo sind die einzigen Fixpunkte
aller Transformationen von B2, die eine Untergruppe der Isotropiegruppe des Mobius-
Raumes S? ist, vgl. (1). Der Orbit eines Punktes des Einheitskreises der x, z-Ebene hat
den Ortsvektor

¢(s,t,a) = ((e1 cos s + e2sin s) cosa + ez sina)t (57)

Fiir a = 0 ist der Orbit die x,y-Ebene, fiir « = 7/2 die z-Achse, und fiir die {ibrigen
Werte von a erhalten wir den vollen Kreiskegel, der durch alle Geraden mit dem Nei-
gungswinkel a durch den Ursprung erzeugt wird. Fithren wir nun wieder eine Inversion an
einer Sphire aus, deren Mittelpunkt nicht auf dem Kreiskegel liegt und vom Ursprung o
verschieden ist, so gehen die erzeugenden Geraden in Kreise {iber, welche sich im Zentrum
der die Inversion definierenden Sphére und im Bild des Ursprungs bei dieser Spiegelung
schneiden. Die Abbildung 2.36 zeigt eine solche Fliche. O

Die in den letzten drei Beispielen betrachteten Flachen haben viele Gemeinsamkei-
ten. Da auch die Geraden Moebius-geometrisch Kreise sind, sind die betrachteten Flichen
Mobius-aquivalent zu von Kreisen erzeugten Rotationsflichen. Auf jeder von ihnen gibt
es zwei Kreisscharen, die die Fliche erzeugen, von denen eine aus den Erzeugenden der
Rotationsflache und die andere aus deren orthogonalen Trajektorien besteht. Differential-
geometrisch wurden sie bereits im Jahre 1822 von C. Dupin untersucht und werden nach
ihm Dupinsche Zykliden genannt. Je nach dem, zu welchen der betrachteten euklidischen
Flache eine Dupinsche Zyklide Mobius-dquivalent ist, sprechen wir von Dupinschen Zy-
kliden vom toroidalen, zylindrischem oder konischem Typ. In den letzten beiden Féillen
betrachtet man die Fixpunkte oft als Singularitidten der Fliche; man beachte jedoch, dass
sie nicht zu der als Orbit definierten Fliache gehoren. Es ist klar, dass Dupinsche Zykli-
den verschiedenen Typs nicht M&bius-dquivalent sein kénnen. Die euklidisch definierten
Zykliden vom toroidalen und konischen Typ hingen jeweils von einem Parameter ab: im
ersten Fall vom Verhéltnis des Radius des erzeugenden Kreises zum Abstand des Zen-
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Abbildung 2.36: Durch Inversion erzeugtes Bild eines Kreiskegels.

trums zur Rotationsachse, im zweiten vom Offnungswinkel des Kegels. Alle Dupinschen
Flichen vom zylindrischen Typ sind M&bius-squivalent. (Beweise als Ubungsaufgaben!)

Die Dupinschen Zykliden besitzen zahlreiche Verallgemeinerungen, die in interessan-
ten Klassifikationsresultaten in der Differentialgeometrie und der Lieschen Sphdrengeo-
metrie auftreten. Das im Jahr 1992 erschienene Buch [28] von Thomas E. Cecil ist eine
ausgezeichnete Einfilhrung in dieses Gebiet, es beschreibt die historische Entwicklung,
enthilt zahlreiche Literaturhinweise und neue, interessante Resultate. Die erste Mono-
graphie tiber die Sphérengeometrie in den Dimensionen 2 und 3 ist das Buch [14] von
W. Blaschke und G. Thomsen, das eine Zusammenfassung der in der M&bius-Geometrie
und der Lieschen Sphiirengeometrie bis dahin entstandenen Resultate darstellt. * Die Lie-
sche Spharengeometrie hat ihren Ursprung in der Lieschen Theorie der Beriihrungstrans-
formationen. Die algebraische Grundlage der n-dimensionalen Lieschen Spharengeome-
trie ist der (n + 3)-dimensionale pseudo-euklidische Vektorraum vom Index 2. Sie enthélt
die M&bius-Geometrie, und damit auch die euklidische, hyperbolische und elliptische, als
Geometrien von Untergruppen. Man erhilt ja die n-dimensionale hyperbolische Geome-
trie aus der Mdbius-Geometrie, indem man eine Hypersphére fixiert und eine der von
ihr berandeten Halbsphiren nach Festlegung eines Mafistabes mit dem n-dimensionalen
hyperbolischen Raum identifiziert. Ahnlich erh#lt man die euklidische und die elliptische
Geometrie als Untergeometrien der Mobius-Geometrie.

Beispiel 14. Loxodromen. Als Vorbereitung fiir das nachste Beispiel, die Spiralflichen,
wollen wir nun eine auch fiir sich interessante Familie von Kurven der euklidischen Ebene
E? und damit auch der Sphire S? einfiihren, die selbst Orbits sind. Dazu betrachten
wir die einparametrischen Untergruppen B(a) = {v,(t)|t € R} C CE(2) der konform-
euklidischen Gruppe der Ebene, deren Elemente in einer orthonormierten Standardbasis

4Generell sollte man historischen Anmerkungen in mathematischen Fachbiichern (einschlieflich des
vorliegenden) recht kritisch gegeniiber stehen. Oft fehlt es den Fachleuten an der nétigen Zeit und
Geduld, die Quellen selbst vollstindig aufzuspiiren und ausfiihrlich zu studieren. Zum Beispiel ist in [28]
der Koautor G. Thomsen des Buches [14] weder im Text noch im Literaturverzeichnis genannt, auch
dessen eigene Arbeiten werden nicht erwahnt.
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Abbildung 2.37: Eine Loxodrome in der Ebene.

durch die Matrizen

[ cost —sint at e
Ya(t) := < sint  cost ) e mit a = const, a,t € R, (58)

definiert sind. Die entsprechenden Transformationen sind Drehungen mit simultan ge-
koppelter Dehnung der Ebene, wobei die Koppelung durch den Parameter a betimmt
wird; fiir @ = 0 erhalten wir die Drehgruppe SO(2) der Ebene. Die einzigen Fixpunkte
aller von der Identitét verschiedenen Transformationen ~,(t) sind der Ursprung und der
unendlich ferne Punkt co. Die Orbits der Gruppe H(a) eines Punktes x¢ = ejzo der
x-Achse sind die Lozodromen genannten Spiralen mit dem Ortsvektor

. (t) := (e1 cost + egsint)xge™ mit a # 0, z¢ # 0, (59)

und Kreise im Fall a = 0, vgl. Abbildung 2.37. Die durch inverse stereographische Pro-
jektion der Loxodromen auf der Sphire entstehenden Kurven werden ebenso genannt;
Abbildung 2.38 zeigt eine solche Kurve im Gitternetz der Sphére. Ein Schiff, das mit
konstantem Kompasskurs fahrt, bewegt sich auf einer Loxodrome bzw. im Falle a = 0
auf einem Breitenkreis. Da nimlich die Schar der Meridiane der S? (mit dem Ursprung
als Siid- und dem Punkt oo als Nordpol) ebenso wie der Orbit bei den betrachteten
Transformationen aus H(a) in sich transformiert wird und diese Transformationen kon-
form sind, ist der Winkel, in dem die (Tangente der) Loxodrome die Meridiane schneidet,
langs der Loxodrome konstant. O

Beispiel 15. In dem Artikel R. Sulanke [75] wurde die Frage nach der Klassifikation der
homogenen Flichen des Mobius-Raumes S beantwortet, das sind diejenigen Flichen,
die Orbits von Untergruppen der Mobius-Gruppe G4 sind. Zu den Ebenen, Sphéren
und den Dupinschen Zykliden kommen noch die Spiralzylinder hinzu, die wir in diesem
Beispiel beschreiben wollen. In [75] wurde mit Hilfe einer von E. Cartan entwickelten
differentialgeometrischen Methode gezeigt, dass mit den hier aufgezidhlten wirklich alle
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Abbildung 2.38: Eine Loxodrome auf der Sphire.

homogenen Fliichen der S® erfasst sind. Die Spiralzylinder entstehen als Flichen des
euklidischen Raumes E®, indem man auf einer Loxodrome orthogonal zu ihrer Ebene
den Zylinder errichtet, s. Abbildung 2.39. Nach (59) ist also

3a(5,t) = 1,(t) + e3s

der Ortsvektor des Spiralzylinders mit dem Parameter a # 0. Die Spiralzylinder sind
Spezialfille der schon von S. Lie eingefiihrten Spiralfiichen, die entstehen, wenn man
eine in der x, z-Ebene gegebene Kurve den durch die Spiralgruppe

cost —sint 0
Ya(t) := | sint cost 0 |e* mita=const, a,t€R, (60)
0 0 1

bestimten Mobius-Transformationen unterwirft; ist a = 0, so ergeben sich die bekannteren
Rotationsflichen. Ist die erzeugende Kurve eine Parallele zur z-Achse, so erhalten wir
den Spiralzylinder. Die den Spiralzylinder als Orbit erzeugende Untergruppe M? C G4
ist die vom Parameter a abhingende Gruppe, die von den Transformationen (60) und
den Parallelverschiebungen parallel zur z-Achse erzeugt wird; ihre Elemente sind affine
Abbildungen des E® der Gestalt

fa(s,t) : @ =[1] € E° —— y = [ya(t)r + e33]. (61)
Man rechnet leicht nach, dass M2 fiir a # 0 eine nicht abelsche Gruppe ist; denn es gilt

fa(S, t) o fa(SO; to) = fa(50 eat +S, to —+ t)
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Abbildung 2.39: Ein Spiralzylinder.

Der Orbit des Punktes [e;7o] der z-Achse unter M? ergibt eine von der oben angege-
benen leicht verschiedene Parameterdarstellung eines Spiralzylinders. Die Punkte der
z-Axhse haben als Orbit natiirlich nur die z-Achse selbst. Der einzige gemeinsame Fix-
punkt aller Transformationen aus M? ist der unendlich ferne Punkt oo. Der Spiralzylinder
2.39 sieht im Euklidischen ja nicht sehr interessant aus; man erhélt ein schoneres und
Modbius-geometrisch treffenderes Bild eines Stiicks der Fliche, wenn man ihr Verhalten
im Unendlichen betrachtet und eine Umgebung von oo durch Inversion an einer Sphére
ins Endliche spiegelt, s. Abbildung 2.40. Die erzeugenden Geraden des Spiralzylinders
gehen dabei in Kreise iiber, die sich im Zentrum der die Inversion bestimmenden Sphére
beriihren. O
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Abbildung 2.40: Inversion eines Spiralzylinders.
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Bezeichnungen

In diesem Abschnitt listen wir — ohne Streben nach Vollstdndigkeit — einige allgemeine,
haufig benutzte Bezeichnungen mit kurzen Erklarungen auf. Weitere speziellere, in diesem
Buch benutzte Symbole findet man am Anfang des Index.

Zahlbereiche

N Menge der positiven ganzen Zahlen

No Menge der nicht negativen ganzen Zahlen
Z Ring der ganzen Zahlen

Z,, Restklassenkdrper modp, p eine Primzahl
Q Korper der rationalen Zahlen

R Korper der reellen Zahlen

C Korper der komplexen Zahlen

H Schiefkérper der Quaternionen

Es sei daran erinnert, dass der Unterschied zwischen einem Korper und einem Schief-
korper nur darin besteht, dass in einem Schiefkorper die Multiplikation nicht kommutativ
zu sein braucht. Natiirlich ist jeder Koérper auch ein Schiefkdrper, aber nicht umgekehrt.

Grundlagen. Mengenlehre

A <= B A gilt genau dann, wenn B gilt (logische Aquivalenz).

A := B Das Symbol A wird definiert durch den Ausdruck B .

A :={z|H(z)} Aist die Menge aller Elemente = mit der Eigenschaft H(x).

A :={x,}.c;r Menge der Elemente x,; hier gilt stets x, # x,; fiir ¢ # k; analog sinnge-
méfh fiir endliche oder abzihlbare Mengen: A := {x1,29,...,2,}, A = {x1,22,23,...}.

f:A— B, genauer f:x € A f(x) € B: f ist eine Abbildung der Menge A in die
Menge B, welche dem Element x € A das Element f(z) € B zuordnet .

idy : 2 € M — id(z) :== © € M Die identische Abbildung der Menge M.

A C B Aist Teilmenge von B (A = B impliziert A C B).

() Die leere Menge, ) C M fiir alle Mengen M.

P(M) Potenzmenge der Menge M; P(M) := {A|A C M}.

(X.).cr Eine Familie von Objekten X, € Obj, das ist eine andere Bezeichnung fiir
eine Zuordnung ¢ € I — X, € Obj; hierbei kann Obj eine Menge oder eine Klasse sein,
und es ist X, = X,; fiir « # k moglich. Analog sinngemifs fiir endliche oder abzidhlbare
Familien: n-Tupel (x1,x2,...,%,), oder Folgen (x1,22,23,...) = (Tk)keN-

Lineare Algebra

K ein Schiefkérper

Z(K) Das Zentrum des Schiefkérpers K

K* := {a € K|a # 0} Die multiplikative Gruppe des Schiefkorpers K

a€ K*+— 04 :€6€ K 0,(8) = afa™! € K der dem Element o € K* entspre-
chende innere Automorphismus des Schiefkérpers K

&,n € K nennt man zueinander konjugiert,wenn ein o € K* existiert mit 7 = 0,(&)

U,V,... Vektorrdume

t,p € V Vektoren

n = dim V Dimension des Vektorraums V = V™. Mit wenigen Ausnahmen sind alle
betrachteten Raume endlich-dimensional; der Dimensionsindex n wird oft fortgelassen
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£(M) = [M] Die lineare Hiille von M C V

(a;)j=1,....n Basis von V"

r =z’ =Y " | a;27 Basisdarstellung des Vektors ¢ € V'; Summenkonvention der
Tensorrechnung: Uber gleich bezeichnete, in einem Ausdruck unten und oben vorkom-
mende Indizes ist iber den der Dimension entsprechenden Zahlenabschnitt zu summieren.
In diesem Kontext ist das j in 27 keine Potenz, sondern ein Index!

¥ Aufthebung der Summenkonvention

V' der zu V duale Vektorraum

(ain),i=1,...,n, « =1,...,m eine Matrix mit n Zeilen und m Spalten

(@ia)" = (bai) mit by; := a0 die zu (aia) transponierte Matriz

Topologie

[E,d] heifit ein metrischer Roum und d eine Metrik oder Abstandsfunktion auf E,
wenn
d:(x,y) € Ex Ew—d(z,y) €R

die folgenden Eigenschaften besitzt:
1. dist positiv definit: d(x,y) > 0, d(z,y) =0 <=z =y,
2. d ist symmetrisch: d(z,y) = d(y, ),
3. d erfiillt die Dreiecksungleichung:

d(z,y) < d(z,z) 4+ d(z,y) fir alle z,y,z € E.

B(z,r) := {x € E|d(z,z) < r} heifst ein offener Ball vom Radius r > 0 mit dem
Mittelpunkt z in dem metrischen Raum FE. Eine Menge U C FE wird offen genannt, wenn
zu jedem ihrer Punkte z € U ein r > 0 existiert so, dass der offene Ball B(z,r) C U in
U liegt.

[M, O] ist ein topologischer Raum mit dem System offener Mengen O C P(M), wenn
O die folgenden Eigenschaften besitzt:

1. MeO,
2. Aus Uy, U; € O folgt stets Uy NU € O,

3. Ist B C O ein Teilsystem offener Mengen, so ist dessen Vereinigung offen:

U UeO, wenn B C O.
venB

Jeder metrische Raum ist mit seinem System offener Mengen ein topologischer Raum.

Eine Abbildung f : M; — Ms topologischer Raume heifst stetig, wenn das Urbild jeder
offenen Menge wieder offen ist, also f =1 (O02) C O gilt; f ist ein Homdomorphismus, wenn
f bijektiv ist und sowohl f als auch f~! stetig sind.

Ein topologischer Raum M heifit eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn zu jedem
Punkt z € M eine offene Umgebung U € O, x € U, und ein Homdomorphismus ¢y von
U auf einen offenen Ball B C E" des n-dimensionalen euklidischen Raumes existiert;
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derartige Hom&omorphismen nennt man die Karten der Mannigfaltigkeit; sie definieren
lokale Koordinaten: _
vu:z el (z'(2)) :=pu(x) € E".

Fiir die Punkte im Durchschnitt UNW = () zweier sich schneidender Kartenumgebungen
sind dann die Koordinatentransformationen definiert:

Yuw s (2) € pu(UNW) = () == pw ooy (")) € ow (U NW),

das sind Hom&omorphismen zwischen offenen Mengen des euklidischen Raumes E”. Je-
des System von Karten ® = (py)ves, dessen Kartenumgebungen die Mannigfaltigkeit

iiberdecken:
Uuv=mnm,
UeB

wird ein Atlas der Mannigfaltigkeit genannt. Ist auf einer Mannigfaltigkeit M ein Atlas
ausgezeichnet derart, dass alle seine Koordinatentransformationen vy differenzierbar
sind, so nennt man M, versehen mit diesem Atlas, eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.
Die differenzierbaren Mannigfaltigkeiten werden in der Differentialtopologie untersucht.
Sie gestatten die Anwendungen analytischer Methoden in der Geometrie und bilden die
Grundlage der Differentialgeometrie. Die in diesem Buch definierten Mannigfaltigkeiten
sind in der Regel sogar analytisch in dem Sinn, dass die Koordinatentransformationen
reell analytisch sind, also lokal in konvergente Potenzreihen entwickelt werden kénnen.
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(n + 1)-Tupel, homogene, 13 Pro= PV, 4
G-Invariante, 280 K=KuU {o0}, 10
G, -Invariante, 177 ¢ Inzidenz, 5
K-Geometrie 7 kanonische Abbildung, 8
projektive, 109 o-Konjugation, 110
K-Punkt, 108 V(M) projektive Hiille, 8
K-Repére, 108 V,\/ Verbindung, 5
K-Struktur, 106 A, A\ Schnitt, 5
K-Struktur k-Ebene
projektive, 108 eigentliche, 54
K-Unterraum, 108 hyperbolische, 207
KP" := P(K"*1), 13 k-Ebene, projektive, 5
L-Erweiterung, 106 n-Tupel, 296
Z(m) das Zentrum von GL(m, K), 18
Aut K Automorphismengruppe des Schief- Abbildung, 296
korpers K, 32 Abbildung
Aut P" Gruppe der Autokollineationen, o-lineare, 24, 66
32 antilineare, 71
D Gruppe der Dehnungen, 33 duale, 67, 72
G = G(V) semilineare Gruppe von V, duale kollineare, 67
32 identische, 296
G, (K) semilineare Gruppe von K™, 33 involutive, 50
% = P(V"+1) n-dimensionaler pro- kanonische, 280
jektiver Raum {iber K, 5 konforme, 212
P} :=P"U{o}, 8 konstante, 25
P,, ; Grafmann-Mannigfaltigkeit der pro- korrelative, 70
jektiven k-Ebenen, 5 polare, 77
o Unpinkt, 5 semilineare, 24
GL(m, K) die lineare Gruppe der Ord- stetige, 297
nung m iber K, 18 Abbildung, erzeugte, 24
P(V) der zum Vektorraum V' gehoren- Abbildungen
de projektive Raum, 2 antikorrelative, 71
PGL(m,K) := GL(m, K)/Z(m) die projektiv- korrelative, 71
lineare Gruppe der Ordnung m projektiv aquivalente, 49
iber K, 18 autokorrelative symmetrische, 76
PG,,-Aquivalenz, 152 AbschlieRung
PB(V) projektive Geometrie des Vektor- projektive, 54
raums V', 4 Absolut, 54, 115
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Abstand, 228 duale, 61
Abstand isotrop-orthogonale, 236
elliptischer, 178 orthonormierte, 121
hyperbolischer, 214 pseudo-orthonormierte, 121
hyperbolischer Unterrdume, 246 symplektische, 119
maximaler, 243 Basispunkte, 9
paralleler Geraden, 228 Beruhrungspunkt, 98
paralleler hyperbolischer Hyperebe- Bewegung
nen, 222 eigentliche, 150
Punkt—Menge, 196 Biform, 73
sphérischer, 177 Biform
Abstandsfunktion, 297 o-hermitesche, 84
Abstandsmenge, 197 ausgeartete, 79
affine Gruppe, 55 schiefhermitesche, 88
affiner Raum, 54 transponierte, 74
Ahnlichkeit, 247 Biformen
allgemeine Lage, 173 proportionale, 73
Annullator, 62 Bilinearform
Anti-Isomorphismus, 66 semidefinite, 223
antipolare Abbildung, 87 Blockmatrix
Antiprojektivitit quasidiagonale, 80
involutive, 52 Bogen, 183
Antiprojektivitat, 45 Boysche Fliche, 174

dquianharmonisch, 47
Aquator, 173
Aquidistante, 228, 235

Clifford-Parallele, 198
Codierungstheorie, I11
Coxeter-Distanz, 255

Aqml‘(l)z;liesr;ie, 296 Coxeter-Invariante, 255, 267
projektive, 78, 91 Defekt, 85, 132, 135
Atlas, 298 Defektunterraum, 85
Aufsengebiet, 144 Definitionen, 296
Aufenwinkel, 185 Defizit, 244, 251
Autokollineation, 32 Dehnung, 24
Automorphismengruppe Desargues, 12, 60
von bbm P!, 37 Determinante
Automorphismus Gramsche, 140
innerer, 296 Diagonalpunkt, 47
zentraler, 155 diametral, 177
Automorphismus, innerer, 17 Dimension
autopolar, 77 relative, 65
projektive, 4
Biindel, 65 Dimensionsformel, 5
Ball doppelt zahlend, 92
offener, 178 Doppelverhiltnis
Basis als Mdébius-Invariante, 256
adaptierte, 243 Doppelverhéltniss

affin angepasste, 55 absolutes, 262
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Doppelverhaltnis, 38, 76
Drehspiegelung, 150
Drehung, 150
Dreieck, 60
Dreieck
Eulersches, 182
rechtes, 183
sphérisches, 183
Dreiecksgebiet, 182
Dreiecksungleichung, 184, 297
Dreiseit, 61
Dual
eines Vektorraums, 61
Dualitat, 59
Dualitét
ebene, 60
projektive, 62
Dualitdtsprinzip, 63
Dualitétsprinzip
ebenes, 60
Dualitat, 10
Dupinsche Zykliden, 284
Durchmesser, 178
Durchmesser
Sphire, 177

Ebene

desarguessche, 12

hyperbolische, 204
Ebene, projektive, 5
Ebenenbiischel, 63
Ecke, 15, 46, 189
Ecke

asymptotische, 232
effektiv, 280
Eichung, 136
Eigenhypersphére, 255
Eigensphére, 255
Einheitshyperebene, 64
Einheitspunkt, 9, 10, 14
Einpunktkompaktifizierung, 212
Einschrankung, 75
Einschrankung

der Skalare, 98
Elemente

konjugierte, 110
Ellipse, 167
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Ellipse

Erzeugung nach J. Steiner, 169
endliche Geometrie, III, 13
Erlanger Programm, 44, 57, 278
Ersetzung der Skalare, 24
Erweiterung

projektive, 107

vom Grade r, 98
Erzeugende, 94, 159
Exponential, 164
Exzess, 186

Faktormenge, 280
Faktorraum, 172, 280
Familie, 296
Fano-Ebene, 11
Fano-Postulat, 47
Faserung

Hopfsche, 100, 101
Fixpunkt, 50
Flacheninhalt, 186
Flacheninhalt

hyperbolischer, 233
Folge, 296
Form

anderthalblineare, 73
Fortsetzung

o-lineare, 107
Fulipunkt, 197, 228, 246
Funktionen

hyperbolische trigonometrische, 164

gebrochen lineare Transformation, 19

Gegenseite, 46

Geometrie
affine, 128
Cayley-Kleinsche, 115, 224
elliptische, 144, 161
euklidische, 136
hyperbolische, 203
isotrope, 223
komplex-euklidische, 137
nicht-euklidische, 204
orthogonale, 128, 148
parabolische, 224
projektive, 4
pseudo-euklidische, 137
sphérische, 172
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vektorielle, 127
Gerade
hyperbolische, 204
projektive, 37
Gerade, projektive, 5
Geraden
windschiefe, 211
Geradenbiischel, 61, 63
Geradenkomplex
linearer, 81
Grafsmann-Mannigfaltigkeit, 5
Grasmann-Mannigfaltigkeiten, 36
Grenzkreis, 237
Grenzsphare, 237
Grofshypersphére, 173
Grofskreise, 172
Grofisphére
k-dimensionale, 172
Grundpunkte, 14
Gruppe
affine, 59
der Ahnlichkeiten, 247
euklidische, 59
komplex-orthogonale, 121
konform-euklidische, 246
konforme einer Biform, 118
lineare, 127
orthogonale, 121, 148
projektiv-symplektische, 120
projektive, 44, 116
pseudo-orthogonale, 120
pseudo-unitire, 122
spezielle komplex-orthogonale, 122
spezielle lineare, 116
spezielle orthogonale, 122, 138, 150
spezielle pseudo-orthogonale, 122
spezielle pseudo-unitére, 122
spezielle unitire, 122, 139
symplektische, 119
unitare, 122
Gruppe, projektiv-lineare, 18

Hiillenoperator, 9

Halbraum
oberer, 209

Halbsphére
positive, 181

Index

harmonische Lage, 46
Hauptsatz der projektiven Geometrie, 28
Homd&omorphismus, 297
Horosphére, 237
Horozyklus, 237
Hyperebene

absolute, 54

hyperbolische

orientierte, 209

uneigentliche, 54

unendlich ferne, 2
Hyperebene, projektive, 5
Hyperebenen

parallele, 216

randparallele, 216
Hyperebenenbiischel , 64
Hyperellipsoid, 92
Hyperphéren

orientierte, 252
Hypersphire

metrische, 179
Hypersphéren, 248
Hypersphiren

metrische, 233

Index, 88, 128, 131
Index

einer Quadrik, 136
Indikator, 274
induzierte Abbildung, 24
Inklusion, 5
Innengebiet, 144
innerer Automorphismus, 24
Invarianten

stationdre, 243
Inversion, 95, 249
Inversionsgeometrie, 249
Involution, 50
Inzidenz, 5
Inzidenzgeometrie

ebene, 60
Inzidenzgeometrie, ebene, 10
Isometrie, 178
Isometrie

lokale, 178
Isometriegruppe, 59, 195
Isomorphietyp, 136
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isotrop, 129
Isotropiegruppe, 36, 115, 281

J. Steiner, 169

Kiirzeste, 193
kanonische Abbildung, 8
Kante, 15
Karte, 19, 298
Kegel, 94
Kegel
isotroper, 202
Kern, 71
kollinear, 12
kollineare Abbildung, 22
kollineare Abbildung
bei K = C, 45
kollineare Abbildungen
Klassifikation, 36
Kollineation, 22
Kollineation
affine, 57
involutive, 50
Kompaktifizierung, Alexandroffsche, 10
komplementare Unterraume, 14
Komponente, 152
Komponente
zusammenhingende, 164
Konfiguration, 152
konforme Gruppe
einer Biform, 118
Kongruenz, 152
Kongruenzsitze, 192
Konjugation, 24, 44
konjugiert, 296
konjugiert-linear, 24
Konjugiertheitsklasse, 38
kontragrediente Abbildung, 68
konzentrisch, 12
Koordinaten
affine, 55
baryzentrische, 64
pseudo-orthogonale, 202
symplektische, 119
Koordinaten, homogene, 14
Koordinaten-k-Ebene, 14
Koordinatenhyperebene, 19
Koordinatensimplex
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orthogonales, 226

sphérisches, 250
Koordinatentransformation, 298
Koquadrik, 98
Korrelation, 69, 70
Korrelation

absolute, 117

kanonische, 69

projektive, 71
Korrespondenz, 73
Kosinussatz

hyperbolischer, 225
Kovektor, 61
Kriimmung, 188
Kreis, 248
Kreisbiischel, 267, 269
Kreise

verkettete, 276
Kreispaar

isogonales, 277

orthogonales, 275
Kreuzhaube, 174
Kroneckersymbol, 14
Kryptographie, IIT

Liesche Gruppe, 279
Liesche Gruppe

lineare, 279
Liesche Sphirengeometrie, 285
Linearform, 61
Lorentz-Gruppe, 121
Lot, 197, 227, 228
Loxodrome, 285

Mobius-Geometrie, 203, 246
Mobius-Gruppe, 246
Moébius-Raum, 246
Mobius-Raum
orientierter, 250
Mobiusband, 194
Mannigfaltigkeit
differenzierbare, 298
Mathematica, 174
Matrix
pseudo-orthogonale, 121
symplektische, 119
transponierte, 297
Menge
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elementare, 186
offene, 297
Metrik, 297
Minkowski-Raum, 121, 202
Modell, 207
Modell
euklidisches, 210
Kleinsches, 214
Poincarésches, 214
pseudo-euklidisches, 206
sphérisches, 213
monotone Abbildung, 35

nicht ausgeartet, 77
Norm, 104
Norm
eines Endomorphismus, 116
Normale, 148
Normalen, 234
Normalenvektor, 148
Nullabbildung
korrelative, 72
Nullpunkt, 10
Nullsystem, 77
Nullsystem
Fortsezung, 115

Obergeometrie, 115
Oktavengeometrie, 12
Oktavengeometrien, IT
Orbit, 279
Orientierung, 21
Orientierung
des M&bius-Raumes, 250
von k-Sphéren, 180
orthogonale Trajektorien, 269
Orthogonalitat, 129
Orthogonalitatsrelationen, 121, 122

Paar, duales, 60

Pappos, 12, 61
Pappos-Eigenschaft, 20
parallel, 54

Parallele, 186
Parallelenpostulat, 186, 204
Parallelogramm, 58
Pluckersche Koordinaten, 82
Pol, 77

Index

polar, 77
Polardreieck, 185
Polare, 77
Polaritat

absolute, 137

sphérische, 172
Polaritat, 77
Polarkoordinaten, 219
Polarsimplex, 86
Polyederformel

Eulersche, 187, 191
Polygon

k-fach asymptotisches, 232

konvexes, 189

sphérisches, 189
Polygone

konvexe, 232
Positionsvektor, 272
Potenzmenge, 296
Projektion

stereographische, 193, 211
Projektion, j-te, 15
Projektionszentrum, 6
projektiv unabhingige Punkte, 9
projektive Abbildung, 42
projektive Ebene

reelle, 3
projektive Gerade, 44
projektive Gerade, quaternionische, 10
projektive Gruppe

einer Korrelation, 117
projektive Hiille, 8
Projektivitat, 44
Projektivitat

elliptische, 50

hyperbolische, 50

parabolische, 50
Punkt, 4
Punkt

dufserer, 207

regularer, 77

unendlich ferner, 207

singularer, 77
Punkte, in allgemeiner Lage, 9
Punktreihe, 63

Quadrik, 83
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Quadrik
nullteilige, 92
Quaternionen, 43, 45

Romische Flache, 174
Radius, 178, 179
Randparallelen, 210
Rang, 24, 75, 85
Raum
elliptischer, 161, 178
euklidischer, 128
hermitescher, 128
hyperbolischer, 203
metrischer, 297
mit Skalarprodukt, 128
projektiv-symplektischer, 120
projektiver, 2, 4
pseudo-euklidischer, 128
pseudo-unitirer, 128
symplektischer, 128
topologischer, 297
unitarer, 128
reelle Struktur, 52
Reellifizierung, 102
Repére
affin angepasstes, 55
Repéres, 34
Repére, projektives, 17
Richtung, 57
Riemannsche Zahlenkugel, 10
Riemannschen Sphire
MGobius-Gruppe, 259
Rotation
verallgemeinerte, 197
Rotationsflache, 287

Siidpol, 250
Satz

von J. Steiner, 169
Scheitelraum, 94
Schnitt, 5, 66
Schnittort, 193
Seite, 15, 46
Seite

eines Dreiecks, 183
Seitenkosinussatz, 184
Seitenkreis, 182
Sekante, 96

semilinear, 24
semilineare Gruppe, 32, 33
Senkrechte

gemeinsame, 228
Simplex, 15
Simplex

positiv orientiertes, 250

sphérisches, 180
Sinussatz, 191
Sinussatz

hyperbolischer, 229
Skala, projektive, 9
Skalarbereich

Invarianz, 31
Skalarprodukt, 128
spezielle lineare Gruppe, 21, 45
Sphére, 171
Sphire

orientierte, 180
Spiegelung, 52
Spiegelung

affine, 52

an einer Hypersphire, 249

orthogonale, 148
Spiralfliche, 287
Spiralgruppe, 287
Spiralzylinder, 286
Standardskalarprodukt, 164
stationare Untergruppe, 36
Staudtsche Kette, 52, 109
Staudtscher Hauptsatz, 48
stereographische Projektion, 211
Struktur

komplexe, 102

quaternionische, 104
Summenkonvention, 16, 297
Symmetrieachse, 229
synthetische Geometrie, III, 10

Tangente, 96
Tangenten

dufsere, 159

innere, 159
Tangentialhyperebene, 96
Teilmenge, 296
Teilsphire, 173, 247
Teilsphéren
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verkettete, 253
Topologie

metrische, 178
Torus, 197, 281
Torusgruppe, 282
Tréger, 63, 65
Transformation

affine, 55

gebrochen lineare, 44

gebrochene, 260

projektive, 44

symplektische, 119
Transformationsgruppe, 278
TranslationF, 56
Triangulation, 186
Trigonometrie, 165
Trigonometrie

sphérische, 181

Umgebung einer Menge, 197
uneigentliche k-Ebene, 54
unendlich ferne Hyperebene, 54
unendlich ferner Punkt, 10
Unpunkt, 5
Untergeometrie, 285
Unterrdume

hyperbolische, 242

parallele, 242

randparallele, 242
Unterraum

isotroper, 93

reeller, 124

tangentieller, 96
Unterraum, projektiver, 4
Unterraum, projektiver, von M aufge-

spannter, 8

Ursprung, 55

Vektor
normierter, 156
raumartiger, 202
zeitartiger, 203
Vektorprodukt, 141
Vektorraum
euklidischer, 121
komplex-euklidischer, 121
mit Skalarprodukt, 128
neutraler, 137

Index

pseudo-euklidischer, 120
symplektischer, 119
Verbindung, 5
Vierseit, 61
vollstandiges Viereck, 46

windschief, 5, 242
Winkel
eines Zweiecks, 181
hyperbolischer, 163, 216, 217
orientierter, 165
orientierter Groffhypersphiren, 181
stationdre, 243
von Dreiecken, 183
von Hypersphiren, 252
zwischen Grofshypersphiren, 180
zwischen Hyperebenen, 179
zwischen Unterrdumen, 201
Winkelkosinussatz, 191
Winkelkosinussatz
hyperbolischer, 230
Winkelsumme, 186
Witt-Zerlegung, 138
Wurf, 38
Wurf
dquianharmonischer, 47
gemischter, 76
harmonischer, 46

Zentralkollineation, 53
Zentralprojektion, 6, 66
Zentralprojektion

einer Ellipse, 168
Zentralprojektion, allgemeine, 23
Zentrum, 178, 179
Zweieck, 181
zweipunkthomogen, 196, 219



