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Einleitung

Wir betrachten zunéchst Sturm-Liouville-Operatoren. Sei ¢ : (0,7) — IR eine
absolut integrierbare Funktion, und seien «, § € [0,7) reelle Zahlen. Es sei
T =T(q,a, ) der lineare Operator im Lebesgueraum L*(0,7) mit

(1) T:=(-D"+q) I L,

wobei D? die gewdhnliche zweite Ableitung bezeichne und L die lineare Man-
nigfaltigkeit aller absolut-stetig differenzierbaren Funktionen y : [0, 7] — € mit
—y" + qy € L*(0,7) sei, die der Randbedingung

y(0)cosa+y'(0)sina =0, y(r)cosf+y'(m)sins =0

geniigen. Das Spektrum dieses Operators besteht aus unendlich vielen reellen Ei-
genwerten der Vielfachheit 1, die lediglich den uneigentlichen Haufungspunkt oo
besitzen. Die Eigenwerte von T' bilden somit eine streng monoton wachsende reelle
Zahlenfolge (px) mit pr = pr(q, o, 8) = 00 (k — o00).

G. Borg [3] hat gezeigt, dafi die Folge (u)) das Potential ¢ niemals eindeutig be-
stimmt, da es stets unendlich viele reellwertige Potentiale p € L'(0, 7) mit

(2) pr(pya, ) = (g, 0. 8) (k€ IN)

gibt (vgl. [3, Satz P, Satz P*]). Es stellt sich die Frage, inwiefern das Potential
g durch die Eigenwerte 11 (q, o, #) bestimmt wird, und unter welchen zusétzlichen
Bedingungen man aus (2) schlieflen kann, dafl p = ¢ ist. Ein erstes diesbeziigliches
Ergebnis wurde von G. Borg erzielt und spéter von N. Levinson in [8] wie folgt
verallgemeinert:

Ist v € [0,7) mit v # f3, so sind zwei reellwertige Potentiale p, ¢ € L'(0,7) genau
dann identisch, wenn

/“Lk(pvoévﬁ):/“bk(%avﬁ) (kEW)

und

(3) /“Lk(pv 0577) = /“Lk(% 0577) (k S W)

gilt (vgl. [8, Theorem I]).

Das Studium des von N. Levinson angegebenen Beweises zeigt, daff an Stelle von (3)
auch eine Bedingung an die Eigenfunktionen von T'(q,a, 3) und T(p, a, 3) gestellt
werden kann. Diese werden wir im folgenden kurz herleiten.
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Sei () = dr(x,q) (2 € Q) eine Eigenfunktion von T' = T'(q, e, ) zum Eigenwert
tr. Da, wie man zeigen kann, ¢y als Eigenfunktion von T' keine doppelten Nullstellen
besitzt und die Randbedingungen

or(0)cosa+ @ (0)sina =0, ¢x(m)cos B+ ¢p(m)sin 3 =0

erfiillt, gibt es Zahlen Cy(0,q) # 0, Ci(7,q) # 0 mit

(oo = cwa(e). (G)imo = o 700)

Die Bedingung (3) stellt lediglich sicher, daf

Ci(m,p)  Cilm,q)
Ck(ovp) B Ck(07Q) (kEEV)

gilt (siehe [8, Seite 27 u.]). Das Potential ¢ des Operators T' = T'(q, a, ) wird also
durch die Eigenwerte p(q) von T und das Verhalten der Eigenfunktionen von 7' in
den Randpunkten des Intervalls [0, 7] eindeutig bestimmt. Nach [8] gilt folgendes
Ergebnis:

Zwei reellwertige Potentiale p, ¢ € L'(0,7) sind genau dann identisch, wenn

) i) = de). ST = A e

gilt.
Liegen Dirichletsche Randbedingungen vor, d. h. ist = 3 = 0, so wird (4) zu

G(mp) _ (T q)
¢:(0,p)  ¢4(0,49)

(5) pr(p) = pnlq), (ke IN).

Einen ausfiihrlichen Beweis dafiir, dafl diese Bedingung nur fiir p = ¢ erfiillt ist,
geben J. Péschel und E. Trubowitz in [13, Theorem 3.5].! Unter Beschrinkung
auf den Fall Dirichletscher Randbedingungen geben diese Autoren in [13] dariiber
hinaus einen umfassenden Einblick in die Zusammenhénge zwischen dem Potential
g und dem Spektrum des Operators T = T'(¢,0,0).

Wihrend die Arbeiten von Borg und Levinson bereits 1946 bzw. 1949 erschie-
nen sind, wurden verwandte Fragestellungen fiir Schrodingeroperatoren (vermutlich)
etwa ab 1988 untersucht, u. a. von A. Nachman, J. Sylvester und G. Uhlmann [10].

L Zur Verdeutlichung der grundlegenden Ideen wird in [13] vorausgesetzt, dafl p und ¢ quadratisch
Lebesgue—integrierbar sind.
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Die zuletzt genannten Autoren gehen dabei von folgenden Voraussetzungen aus:

Gegeben seien ein beschrianktes Gebiet  C IR™, m > 2, mit glattem Rand und eine

reellwertige Funktion g € C°()). Sei T' der (selbstadjungierte) lineare Operator
im Lebesgueraum L*(2) mit

©) D(T) = {ue WQ)|uloq = 0},
Tu = —Au+qu (vwe D(T)),

wobei ulaq fiir u € W2(Q) die Spur von u auf 99 bezeichne. (W"2(Q) ist ein
Sobolewraum mit k& € {1,2}.) Das Spektrum von T ist rein diskret, d. h. jede Zahl
z € o(T) ist isolierter Punkt des Spektrums und ein Eigenwert endlicher Vielfachheit
von T'. Die Eigenwerte von T' kénnen in Form einer monoton wachsenden reellen
Zahlenfolge (p) mit up — oo (k — oo) angeordnet werden, wobei jeder Eigenwert
seiner Vielfachheit entsprechend oft in (yx) vorkommt. Ferner kann fiir jedes k& € IN
eine Eigenfunktion ¢ von T zum Eigenwert p so gewdhlt werden, dafl (¢y) eine
Orthonormalbasis von L*() ist.

Die Ergebnisse von [10] kann man nun wie folgt zusammenfassen:

Nach [10, Theorem 1.3] sind zwei reellwertige Potentiale ¢, go € C*(€Q) genau
dann identisch sind, wenn die Orthonormalbasen (¢}’) und (¢{') so gewihlt werden
kénnen, daf

W= B = R (e

gilt. Dabei bezeichne aa_n ¢y die duBere Normalenableitung von ¢, € C°( Q) auf 9.

Eine entsprechende Aussage gilt, wenn wir in (6) die Dirichletsche Randbedingung
u|ag = 0 durch eine Robinsche Randbedingung aa_n u+ aulsg = 0 mit fest gewahlter
reellwertiger Funktion o € C*(99Q) ersetzen. Nach [10, Theorem 1.4] stimmen in

diesem Fall zwei reellwertige Potentiale ¢, ¢go € C°°()) genau dann {iberein, wenn
die Orthonormalbasen (#}”) und (¢{) so gewihlt werden konnen, daf

py = i ¢5cl)|aa = ¢§§2)|39 (k€ IN)

gilt.

Ebenfalls 1988 sind verwandte Ergebnisse von R. G. Novikov und von G. Henkin
[11], [12] sowie A. G. Ramm [14] mitgeteilt worden.

Die Aussage von [10, Theorem 1.3], also fiir den Operator mit Dirichletschen Rand-
bedingungen, wurde bislang in zwei Richtungen verallgemeinert. T. Kriecherbauer
hat in [7] die Voraussetzungen zu ¢, ¢2 € L*(Q) (reellwertig) abgeschwéacht,
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wahrend H. Isozaki in [5] den Beweis erheblich vereinfacht und zusatzlich gezeigt

hat, daf zwei reellwertige Potentiale ¢1, g2 € C*°(§)) bereits dann iibereinstimmen,
wenn es eine Zahl kg € INy mit

g W EA = A (k> k)
gibt (vgl. [5, Theorem B]).

Die vorliegenden Arbeit verallgemeinert die Resultate von [10], [7] und [5] in zwei
Richtungen. FErstens lassen wir allgemeinere Potentiale zu. Wir setzen lediglich
voraus, daf} das Potential eine reellwertige Funktion ¢ € L*(Q2) mit der Eigenschaft
ist, daB es zu jedem & > 0 eine Zahl €, > 0 mit

(8) Lldllel < el Vel + Clieltm (0 € C(R))

gibt. Dies schlieit sowohl Potentiale ¢ € LP() mit p > max (2, %) ein, als auch
wesentlich singulérere Potentiale, die einer Stummel-Schechter—Bedingung geniigen.
Zweitens zerlegen wir den Rand 02 in disjunkte Mengen I'y und I'y und verlangen
an Stelle Dirichletscher oder Robinscher Randbedingungen die Erfiillung gemischter
Randbedingungen der Form

ulp, =0, (aa—nu—l—ozu)|F2 =0.

Dirichletsche und Robinsche Randbedingungen sind zugelassene Spezialfalle.

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist der von Isozaki im Vergleich zu [10] we-

sentlich vereinfachte Nachweis, daf} ein Potential ¢ € C*°( ) eindeutig durch die
Neumann—Abbildungen N(z,¢) bestimmt wird, die fiir z € o(T') durch

N(27Q)f = %uf,z (fe Coo(aQ))

erklart sind, wobei uy, : Q@ — € fiir f € C*(09Q) die eindeutig bestimmte Funktion

u € C™(Q) mit
—Au+tqu = zu inQ, ulpg = f

bezeichne.

Im folgenden skizzieren wir kurz den von Isozaki angegeben Beweis, dafl zwei reell-

wertige Potentiale g1, g2 € C°°( ) dann {ibereinstimmen, wenn (7) gilt.

Fiir z € o(T) \ (—00,0] und 6, w € S™~! (der Einheitssphéire in IR™) sei

S(z,0,w;q) = /89 N(z,q)eV7ee. eTiVEOw do(x) .
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Nach [5, Lemma 2.2] gilt dann

0_ 2
5(2707w;q) — _%/ —iv/z (f—w)z zdr _|_/ -z (0-w)x (l’)dl‘—F

_I_/ Z . 2 zw~1’) . qe—i\/zﬁm dr .

Sei nun & € IR™ \ {0} fest gewihlt. Wir wihlen einen Vektor n € S™ ! mit n L &
und setzen fiir N € IN mit N > |§—|

zy = (N +14)2, ey = (1—%)%7

(10)
On == enn+55€6, wy = enn— g€
Dann gilt
Imzy =2Ni w00, —iyany (v —wn) =+ & —i& — —if (N — o0)
und

|Re (1/zywn)| = lwn| =1, |Re(—iy/znOn)| = |0n] =1 (N > |2_|)7

also folgt aus (9)

2
lim S(zn,0n,wNn;q) = —%/ e T dr + / e_if'wq(x)dx.
Q Q

N—oo

Zum Nachweis, daf aus (7) schon ¢ = ¢ folgt, geniigt es daher zu zeigen, dafl unter
dieser Voraussetzung bei beliebiger Wahl von ¢

hm ‘S ZNvevaNach) S(ZNvanwNan)‘ =0

ist. Diese Gleichung ist erfiillt, wenn es Zahlen ' > 0 und zy > 0 so gibt, daf} fiir
alle z € o(T) mit |z] > zo

(1) [Nz a) = Nz )| f

L?(0%2)

< | | HfHL2 sy (S €C(00))

gilt. Beim Beweis von (11) benutzt Isozaki, daff es eine Zahl m € IN derart gibt,
daB fir z € o(T) und f € C*(0N)

(D) Ve = [ rley) fwdot) (e o)
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gilt, wobei r, die durch

= MY e ) ) (v € on)

erklarte stetige Funktion auf 902 x 92 ist (siehe [10, Lemma 3.1]). Unter der Vor-
aussetzung (7) gilt folglich

d\m ko 1AW ko 1 A®
(Z)" VEa) - New)] = X g = 3 g (e ol?)

k=1 Mk — % k=1 M —

Ar = ([ 2w fw o)) Zef) (Fe (o).

Also gibt es beschrinkte lineare Operatoren B, (0 < n < m — 1) aus L*(99Q) in
L*(09Q) so, daB fiir z € o(T)

ko A(l) ko ﬁf m—1
N(z,q) = N(z,q2) = Y —57— Z + Y "B,

ist. Aufgrund von

lim [|[N(z,q1) = Nz, @)]f =0 (feC™(00)

Z2—r—00

12(29)

gilt B,=0 (0<n<m-—1),und da AY (1 <k < ko, j € {1,2}) beschrénkte
Operatoren aus L*(99) in L*(9Q) sind, folgt (11).

Diesen Beweis werden wir so modifizieren, dal wir die bereits angesprochene Ver-
allgemeinerung der Ergebnisse von [10], [7] und [5] durchfithren kénnen.

Wir setzen voraus, dal  ein beschrinktes C'*~Gebiet in IR™, m > 2, ist, das lokal
nur auf einer Seite seines Randes liegt. Dieser sei so in drei disjunkte Mengen Iy,
[y, [y aufgeteilt, dafl T'y, Ty (relativ) offen in 9 sind und Ty = Ty N Ty gilt. Ist
['o # 0 und m = 2, so bestehe 'y aus zwei Punkten, ist I'y # @ und m > 3, so
sei [y eine (m — 2)-dimensionale C*~Mannigfaltigkeit. Auf 9 sei eine reellwertige
Funktion oo € L>(9N) erklart. Da wir beziiglich ¢ die Bedingung (8) stellen, miissen
wir erkldren, wie wir an Stelle von (6) den Schrodingeroperator zum formalen Rand-
wertproblem

(12) —Au+tqu = zu inQ, ulp, =71, (88—nu+ozu)|F2:g
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einfithren wollen. Dazu untersuchen wir die Sesquilinearform

tHu,v) = /(Vu-ﬁ—l—qu@) + aumv (u, v € Wy (QUTY)),
Q I
wobei Wy 2(QUT,) die AbschlieBung von C5°(Q U Ty) in WH3(Q) bezeichne. Wir
zeigen, daB ¢ eine symmetrische, in L*(Q) dicht definierte, abgeschlossene und nach
unten beschréankte Sesquilinearform ist. Der Schrodingeroperator T zum formalen
Randwertproblem (12) ist per definitionem der eindeutig bestimmte selbstadjun-

gierte Operator in L*() mit D(T') C D(t) und
tHu,v) = (Tu,v) (we D(T), veD()).

Also ist D(T) eine Teilmenge von W'2(Q), weshalb wir den Randwert u|sq einer
Funktion v € D(T') mit Hilfe des Spuroperators v : W*(Q) — W%’z(aﬂ) erklaren
koénnen. Da Funktionen aus D(T') auf 92 unter Umsténden keine Normalenablei-
tung im gewohnlichen Sinn besitzen, miissen wir die Normalenableitung aa_n u einer
Funktion «v € D(T') in geeigneter Weise durch Distributionen erkldren (siehe Seite
16). Wir zeigen, dafl unsere Begriffsbildung zu

D(T) = {ueW' Q)] -Au+ que LX), ulr, =0, (ZLu+au)l, =0},
Tu = —Dutqu (ueD(T)

fithrt. Da T' ein selbstadjungierter Operator mit kompakter Resolvente ist, kénnen
die Eigenwerte von T in Form einer monoton wachsenden reellen Zahlenfolge (1)
mit gy — oo (k — oo) aufgezéhlt werden, wobei jeder Eigenwert seiner Vielfach-
heit entsprechend oft in (uy) vorkommt. Ferner kann fiir jedes k& € IN eine Eigen-
funktion ¢ von T zum Eigenwert i, so gewahlt werden, dafl (¢y) eine Orthonor-
malbasis von L*(Q) ist.

Wir werden zeigen, dafi ¢; = ¢, ist, wenn (¢\) und (¢{) so gewéhlt werden kénnen,

dafl mit geeigneten Zahlen ki, ky € INg

Mgcll)q-k = /~‘§c22)+k (k S IN) )

(% Gl = (ol - S, = o, (k€ IN)

(13)

gilt.

Der Beweis dieser Aussage erfolgt in drei Schritten. Dazu ist es zweckméBig eine
kanonische Sesquilinearform zu erklaren: Fiir z € o(T') sei

S.(£.9) = (ur)(@) = [ g (L€ CUQ)).
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wobei u;, : 0 — € fiir f € C?(Q) die eindeutig bestimmte Funktion u € W12(Q)
mit Au € L'(Q) bezeichne, fiir die

Autqu=zu i Q, u, = fln, (Zutow)s, = (2 F+af)l,

gilt.

Zunéchst zeigen wir, dafl die Familie (Sz)zew,argze(o,g) das Potential ¢ eindeutig
bestimmt. Dazu wihlen wir zu ¢ € IR™ einen Vektor v € S™ ! mit v L £ und

setzen fiir r > 0 an Stelle von (10)
((r) == I/—i(rl/—l—%f), n(r) = V+i(7“l/—% ),
Zp 1= r2—|—i|§|2—1—|—2ir.
Fir die durch
frlz) = st gr(x) = e (r€Q,r>0)

erklarten Funktionen gilt dann

Solfrrgr) = /gze_ig'xQ(x)dw — (& —=T)""qf),q9)  (r>0)

und damit

(14) lim S, (fragr) = [ e q(e)de.

Aus S0 =50 (z€ €, argz € (0,7)), folgt daher ¢; = .

Anschliefend zeigen wir, dafl aus (13) mit k4 = 0 und ky = 0 die Ubereinstim-
mung der Formen SV und S® folgt. Dazu entwickeln wir uy . in L*(€2) nach den
Eigenfunktionen von T, wodurch wir die folgende Darstellung von wuy . erhalten:

wpe = S )

k=1 % — Hk

mit Koeflizienten

ﬁk(f)z(%@)(f)— P %f (ke IN),
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die fiir k € IN eindeutig durch (= &x)|p, und ¢plp bestimmt werden. Aus dieser
Darstellung von uy . schliefen wir, daf

15)  Sihe) = S -] (ngeckm)

gilt. Ist die Voraussetzung (13) mit k; = 0 und ky = 0 erfiillt, so folgt aus (15)
S0 = 58)(f.9) = =D 0) - (00| (g€ CHR)).
k=1

In diesem Fall ist somit die Differenz {S(l) — Sf)} (f,g) fir fest gewdhlte Funktionen

z

f, g € C*(Q) unabhiingig von z. Wenn andererseits

z

(16) (S0 —82](f.9) = 0 (2= —o0)

gilt, stimmen die Formen S und S® iiberein.

Der Nachweis von (16) basiert auf der Beobachtung, daf} fiir z € o(7T1) N o(75)

{Sél) - Sf)}(fag) - /Q(Ch — @)u uy (f, g€ C*(Q))

gilt. Mit Hilfe dieser Gleichung und (8) 148t sich die Frage nach der Giiltigkeit von
(16) durch die Untersuchung des Verhaltens von s, und Vuy . bei fest gewahlter
Funktion f € C*(Q) fiir z — —oc beantworten.

Nachdem wir damit gezeigt haben, dafl ¢1 = ¢ aus (13) mit k&, = 0 und ky = 0 folgt,
setzen wir im folgenden voraus, dafl (13) mit geeigneten Zahlen ky, ky € IN gilt. In
diesem Fall folgt aus (15) und (16)

|:S(1)_Sé2):|(f7g) _ iw _ iw (f,gECQ(ﬁ)).

z P (1) P
k=1 M k=1 M

Beachten wir (14), so sehen wir, daf

- U )

r—r0o0 ZT’ — /’ngj)

=0 (1<k<k;,je{l,2})

somit eine hinreichende Bedingung fiir

(15) L 0 —a)e)de = 0
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ist. Nach Definition von f, und g, ist (17) erfiillt, wenn zu ¢ € IR™ ein Vektor
ve St mit v L € gewithlt werden kann, der die Eigenschaft besitzt, daf§ fiir

he(z) = elomim)e (r €, r>0)
mit a = (v — lf) oder a = —(v — lf)
(19 Gih) = o) (> o0)

gilt. Im Fall Dirichletscher Randbedingungen gilt (19) fiir beliebige Vektoren
v e S was aus dem Satz von Riemann-Lebesgue folgt. Liegen hingegen ge-
mischte oder Robinsche Randbedingungen vor, so gibt es unter Umstanden Vektoren
v € S™1 die (19) nicht erfiillen. Diese Ausnahmemenge ist jedoch nirgends dicht
in S™! weshalb (18) auf einer fiir den Schluf} ¢; = ¢, ausreichenden Teilmenge von

IR™ erfiillt ist.



1 Generelle Voraussetzungen

1 Generelle Voraussetzungen

Gegeben sei ein beschrianktes Gebiet  in IR™, m > 2, dessen Rand 9€ eine (m—1)-
dimensionale C'*-Mannigfaltigkeit ist. Es gelte 90 = 9. Ferner seien I'; und T';
zwei disjunkte Teilmengen von 011, die relativ offen in 9Q sind. Mit 'y :=T; N T,
gelte 9 =T, UT, UTy. Ist Ty # 0 und m = 2, so bestehe I'y aus zwei Punkten,
ist Top # 0 und m > 3, so sei [y eine (m — 2)-dimensionale C''~Mannigfaltigkeit.
Wir setzen voraus, daBl ¢ : Q — IR eine Funktion aus L*(Q) ist, die die Eigenschalft
besitzt, daf} es zu jedem & > 0 eine Zahl €. > 0 mit

(1) Llallel? < Vel + Cellelig (€ C=()
gibt. Bis auf weiteres sei g fest gewdhlt. Ferner sei a : 90 — IR eine der Bedingung
a € L=(09Q)

geniigende fest gewédhlte Funktion.

Bemerkung 1.1 Firu € Wh2(Q) ist qu* € L* (). Ferner gibt es zu jedem ¢ > 0
eine Zahl C. > 0 mit

(2) /qullul2 < el Vullfe) + Cellullz@  (w € WH(Q)).

Beweis. Sei u € W2(£2). Dann gibt es eine Folge (,) in C*°(Q), die in W12(Q)
gegen u konvergiert (vgl. [1, Theorem 3.18]). Da nach der Cauchy—Schwarzschen
Ungleichung fiir n, k € IN

/qu%i—wil < /Q|Q||99n—99k||99n+99k|

< ([lalen—eel)" ([ lallon+oel)
Q Q

gilt, folgt aus (3) mit Hilfe von (1), daB (gp?2) eine Cauchyfolge in L'(Q) ist. Somit
gibt es eine Funktion v € L'Y(Q) mit qp2 — v in LY(Q) (n — oo). Fiir eine
geeignete Teilfolge (¢, ) von (¢,) gilt nun

(3)

g0%, = qu®, qp?, = fast iiberall auf Q (k= o).

Daraus folgt v = qu? fast iiberall auf , also ist qu* € L'(Q), und es gilt qp? — qu?
in L'(Q) (n — o0). Wegen (1) gibt es nun zu jedem ¢ > 0 eine von « unabhingige
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Zahl C. > 0 mit

Llallat? = lim lggtl < lim (clVeulliag + Cellenliia)
= el Vulliz) + C-llulliz) -

Bemerkung 1.2 Ist ¢ : Q) — IR eine Funktion, die eine der beiden nachfolgend
aufgefihrten Eigenschaften besitzt, so gilt (1).

a) g € LP(Q) mil p > max(2,75);

b) g € L*(Q) mit N5 := sup lg(z)|w(y — x)de — 0 (6N 0),

yeER™ J Bs(y)NQ

L—loglz|, m=2
wle) = (v € ™\ {0}).

|z[*=™ , m >3

Beweis.

a) Seir € IR mit ;—)—I— 2 =1. Da p > max(2,%) ist, gilt dann 2 < r < oo, falls
m=21st bzw. 2 <r < % , falls m > 2 ist. Also gibt es nach dem Sobolewschen
Einbettungssatz (vgl. [1, Theorem 5.4]) eine Zahl C' > 0 mit

lellr@ < Cllellwrze (peC™()).

Sei nun € > 0. Fiir n € IN setzen wir

Dann gilt

Q—an:/ q(x)|" dx n € IN),
/Q| | {$€Q||q(l’)|2n}| (@) ( )

und wegen p{z € Q||¢(x)]>n} -0 (n — oo) gibt es eine Zahl N € IN mit

g — anllzr@) < otk
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Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung ( zla + 14+ 1 =1) folgt daraus

[ lallP
Q

[ la=avllellel + [ lavllel
Q Q
lg = anllzr@lle

IA

1o T lavll=@llellizq

IA

€
2 Clellfve (o) + Nllellz2 (g
ellVella + (e + Nllellza g (p € C™(Q)).

b)  Sei Q die Fortsetzung von +/|¢| auf IR™ mit Q(z) = 0 (z € Q°). Dann ist
Q€ L (IR™), und fiir 0 <4 <1 gilt

loc

sup /|x|<5 1Q(x — y)lzw(:z:) dr = sup /|x+y|<5 |Q(:1;)|2w(:1; +y)dx

yeIR™ yEIR™

= swp [ gl w( — y) da
yeR™ J|z—y|<4, £€Q

= N; < o0.

Man kann zeigen (siehe [15, CH. 7, Theorem 7.3]), daf} es eine Zahl K > 0 mit
folgender Eigenschaft gibt: Zu jedem 4 € (0, 1) gibt es eine Zahl C5 > 0 mit

(4) |Q 99’\%2(11%’”) < [‘7N5H99H%v172(11%m) + 05"99"%2(17%’") (¢ € C°(IR™)) .

Nun ist Cg°(IR™) dicht in W'2(IR™), also ist (4) dquivalent zu

(5)  NQulewmmy < KNsllvlliyrogmm) + Collvllzzgrmy (v € WHIR™))

(vgl. Bemerkung 1.1). Da Q ein beschrianktes C?~Gebiet ist, kénnen wir jede Funk-
tion u € W'2(Q) so zu einer Funktion v € WH2(IR™) fortsetzen, dafl mit einer von
u und v unabhéngigen Zahl C' > 1

[ollwearmy < Cllullwezq) (0<ELT)

gilt (vgl. [1, Theorem 4.26]). Aus (5) folgt daher, daff es eine Zahl K > 0 und zu
jedem ¢ € (0,1) eine Zahl Cs > 0 so gibt, daf}

Llallel? < €2 (KNslullpa + Callulli@)  (ue W)

gilt. Da nach Voraussetzung Ns — 0 (d \(0) gilt, ist damit auch (1) erfiillt. m
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2 Randfunktion und distributionelle Normalen-
ableitung einer Funktion

Bekanntlich sind die Elemente von W'2(Q) keine Funktionen, sondern Aquivalenz-
klassen von auf € erklarten Funktionen, die fast iiberall {ibereinstimmen. Da 02
eine Nullmenge in IR™ ist, stellt sich die Frage, was wir unter der Randfunktion
einer Funktion v € W12() verstehen wollen.

Ist » € C°Q), so besitzt » genau eine stetige Fortsetzung auf €, die wir der
Einfachheit halber ebenfalls mit ¢ bezeichnen.? Man kann zeigen, daf es zu jedem
e > 0 eine Zahl C. > 0 mit

O [ el < el Vel + Celleliag (o€ CUANIWI2Q)
gibt (siehe z. B. [9, Theorem 3.16]). Insbesondere ist somit der durch
Ny =@ 00 (pe Q)N WH(Q)
erklirte lineare Operator aus W'%(Q) in L*(99Q) beschrinkt. Da C°°(€) dicht in

Wh2(Q) liegt (vgl. [1, Theorem 3.18]), ist 7o zudem dicht definiert. Also besitzt o
genau eine beschrinkte Fortsetzung ~ : W?(Q) — L*(9Q), den Spuroperator.

Definition 2.1 Unter der Randfunktion einer Funktion v € W'*(Q) auf einer
relativ offenen Teilmenge I von 090 verstehen wir die punktweise Finschrinkung der
Funktion vyu : 00 — @ auf U. Hierfir schreiben wir (yu)| T', oder ulp oder — wenn
aus dem Zusammenhang ersichtlich ist, dafs die Einschrdnkung auf 1" betrachtet wird
— kurz u.

Die bekannte Darstellung
(2) Wo*(Q) = {ue W"(Q) [yu=0}

(siehe z. B. [9, Theorem 3.12]) hat im Falle der disjunkten Zerlegung 992 = I'; U, UT
(vgl. Seite 11) ihre Entsprechung in

(3) Wy (QUTy) = {ue WH(Q) |ulr, =0} .

Um (3) zu verifizieren, wihlt man entsprechend der Definition von Wy *(Q U T'y) zu
u € Wy (QUTy) eine Folge (,,) in C&°(QUI,) mit |u—@nllwiz) — 0 (n — o).

2Vgl. die Definition von C°(Q), Seite 66.
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Dann gilt ¢,|r, =0 (n € IN) und damit

uff = [ £ [ Ju-l?
I I o0

< CHu—allfyio@ = 0 (n—o00),

wobei C, die Operatornorm des Spuroperators v : Wh?(Q) — L*(9Q) bezeichne.
Also ist w € WH2(Q) mit ulp, = 0. Ist andererseits v € W2(Q) mit u|r, = 0, so
kann man mit den Methoden aus dem Beweis von [1, Theorem 3.18] zeigen, daf
es eine Folge (p,) in CP(QUIy) mit |lu — @ullwrz@) — 0 (n — oo) gibt, was
dquivalent zu u € Wy 2(Q U I'y) ist.

Im Raum W'*(Q) gibt es bekanntlich Funktionen, deren distributioneller Gra-
dient nicht die Anwendung des Spuroperators erlaubt, so dafl eine Normalen-

ableitung nicht mit Hilfe des Spuroperators gebildet werden kann. Fiir Funktio-

nen u € Wh*(Q), die die Eigenschaft besitzen, daB Au € L'(Q) ist und mit einer
geeigneten Zahl C' > 0

() [Au-e| < Clelwae (0 e (@)

gilt, konnen wir jedoch eine distributionelle Normalenableitung einfiihren.

Im folgenden sei u eine Funktion aus W**(2) mit der Eigenschaft, daBl Au € L'(Q)
ist und (4) gilt. Fiir v € WH2(Q) ist dann Au-v € LY(Q), und es gilt

(5) ‘/QAU-U

Indem wir

S CHval,2(Q) (U & Wl’z(ﬂ)) .3

Go(v) = /Q(Au-v—l—Vu-Vv) (v € WH3(Q))

setzen, erhalten wir also ein beschrinktes lineares Funktional auf W**(Q). Ist (p,)
eine Folge in Cg(ﬁ) mit
|lu = @nllwizg) =0, ||Au—Ag,|lpi@) =0 (n — o0),*

so gilt nach der ersten Greenschen Formel

Gu(v) = /Q(Au-v—l—Vu-Vv) = ]}Lrgo/g(ﬁg%'v—l-v@k‘vv)

_ EI el
= kli)rgo agangpk v (UEC(Q))

3Der Beweis erfolgt analog zu dem von Bemerkung 1.1.
4Zur Existenz von (¢,) vgl. z. B. den Beweis von [1, Theorem 3.18].
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Insbesondere gilt G, (v) =0 (v € C3(Q)), woraus durch Grenziibergang G, (v) = 0
(v € Wy *(Q)) folgt.

Seien nun v, w € W2(Q) mit yv = yw. Nach (2) ist dann v —w € Wy*(Q), also
Gu(v) = Gu(w). Da somit GG, ein beschrinktes lineares Funktional auf W1'2(£) ist,
dessen Wert G, (v) fiir v € W*(Q) lediglich von yv abhéingt, wird durch

(6) Fu(g) == Gu(v) (g € L*(99), v € W"(Q) mit yv = g)

ein beschrinktes lineares Funktional auf dem Banachraum
W%’Q(aﬂ) = {g € L*(09) ‘ es gibt ein v € W*(Q) mit yv = g} \
lllyroppg = inf{lolwiem|v e WH(Q), vo =g}

erklért. Ist insbesondere u € C?*(Q), so gilt nach der ersten Greenschen Formel

Flg) = [ du-g (g€ WHOw).

Dies gibt Anlaf zu folgender Definition:

Definition 2.2 Sei v € WY3(Q) mit Au € LYQ) so, daf (4) erfillt ist. Wir

setzen
(Zu)(g) = Fulg) (g€ W=*09)),

wobei F,, das gemdf (6) erklirte lineare Funktional auf W%’z(aﬂ) bezeichne. Dieses
Funktional bezeichnen wir als distributionelle (dufiere) Normalenableitung von u auf

of.

Bemerkung 2.3 Sei u € WH3(Q) mit —Au+ qu € L*(Q). Dann besitzt u eine
distributionelle dufiere Normalenableitung % u auf 0. Fiir g € W%’Q(aﬂ) gilt

(7) (5, u)(9) = /Q(Au w4 Vu-Vo) (v € WH(Q), yo =g).
Beweis. Aufgrund von (1.2) gibt es eine Zahl C; > 0 mit

Halzull @ < VCollullwra)  (w€WH(Q)),
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so dafl mit Hilfe der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung
(8) /Q|quv| < Collullwe@llvllwizg  (u, v e WH(Q))
folgt. Sei nun w € Wh(Q) mit —Au + qu € L*(Q). Wegen ¢, u € L*() ist

qu € L'Y(Q). Da Q beschriankt ist, gilt zudem —Au + qu € L'Y(Q). Also ist
Au = qu — (—Au + qu) € L*(£}) mit

[aueg] < [lauel+ [ 1= du+t qullol
Q Q Q
< (Cllullwie@ + | = Au+ qullzae) lellwe@ (9 € C(Q)).

Die Formel (7) folgt unmittelbar aus Definition 2.2 und (6). ]

Definition 2.4 Sind I € [W22(8Q)]" und T’ C 9 relativ offen in 88, so schrei-

ben wir ®

Fr =0 = Fo =0 (peC'(00),suppp CT).

Dabei bezeichne supp ¢ fir o € CH9Q) die Abschliefung von {x € IQ|p(z) # 0}
in O beziiglich der Spurtopologie.

Wie iiblich sei

Flr=Gr & (F-G)|r=0 (F,G e [W%’z(aﬂ)]*, [' C 09 relativ offen) .

dl W%’z(ﬁQ)]* bezeichne den topologischen Dualraum von W22(9%).
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3 Definition des Schrédingeroperators

Bei der Konstruktion des zu untersuchenden Schrédingeroperators werden wir den
ersten Darstellungssatz fiir eine Klasse von Sesquilinearformen auf einem Hilbert-
raum anwenden, den wir dem Buch von Kato (vgl. [6, Theorem VI-2.1, Theorem
VI-2.6]) entnehmen. In unserem Fall wird stets der Hilbertraum L*(Q)) mit dem
kanonischen Skalarprodukt

(u,v) = /Qm (u, v € L*(Q))

zugrundegelegt.

Satz 3.1 Istt eine dicht definierte, abgeschlossene, symmetrische und nach unten
beschrinkte Sesquilinearform in L*(Q), so gibl es genau einen selbstadjungierten

Operator T in L*(Q) mit D(T) C D(t) und
(1) t(u,v) = (Tw,0)  (ue D(T), ve D(t)).
Sind u € D(t), h € L*(Q) mit

tu,v) = (h,v)  (vE D)),

so gilt w € D(T), Tu = h. Der Operator T ist nach unten beschrinkt und hat
dieselbe untere Schranke wie t. ( T heifit der mit t assoziierte Operator in L*(Q).)

Die Form ¢ sei im weiteren wie folgt fest gewahlt:

Definition 3.2 Wir setzen

tHu,v) = / (Vu-Vo+quo)+ | auv (u, v € Wy (QUTY)) .
Q

Iz

Die mit t assoziterte quadratische Form bezeichnen wir wie ublich durch
tHu) == t(u,u) (vwe D(1)).

(Hierbei sind q und o die auf Seite 11 vorgegebenen Funktionen.)
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Lemma 3.3 Durch Definition 3.2 wird eine dicht definierte, abgeschlossene, sym-
metrische und nach unten beschrinkte Sesquilinearform t in L*(2) mit folgenden
Figenschaften erkldirt:

a) Es gibt eine Zahl C > 0 mit

[t 0)] < Cllullwie@llolwizg (w0 € We(QUT,)).

b) Zu jeder Zahl a < 1 gibt es eine Zahl b € IR mit

tu) > al[Vullfeqy + bllullfe@ (v e Wg*(QUTy)).

Beweis. Da ¢ und « reellwertige Funktionen sind, ist ¢ symmetrisch. Ferner ist ¢
in L*(Q) dicht definiert, denn C5°(Q) ist eine Teilmenge von Wy *(Q U T',), die dicht
in L?(Q) ist. Im Anschluf} an b) werden wir zeigen, daf ¢ in L*(Q) abgeschlossen

und nach unten beschrankt ist.

a) Nach (2.8) gibt es eine Zahl C; > 0 mit
| lauel < Cllula@llolvze (e v e WHHQ).

Ist C., > 0 die Operatornorm des Spuroperators v : W12(Q2) — L*(9Q), so folgt aus
der Beschranktheit von «

lauv| < HoéHLoo(aﬂ)HUHH(aQ)HUHL?(aQ)

< lellp=@e)CF lullwie@llollwieg  (u, v e WH(Q)).
Mit C:=14+C, + HO{HLOO(@Q)C,VQ gilt also

lt(u,0)] < / V- Vo + un|—|—/ lauT|
Q Iy
< CHUHW1,2(Q)HUHW1,2(Q) (u, RS WoLz(Q U Fg)) .

b) Sei u € Wy *(QUTY) fest gewihlt. Dann gilt

t(u)

\V4 2 2 / 2
5l +glu) + [ afu

> Vulliag — [ lallal? = [ lallul*.
2

Nach (1.2) gibt es zu jedem ¢ > 0 eine von u unabhéngige Zahl C. > 0 mit

(2)

(3) [ lallul® < ellVulliag + Cellulliz
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Ferner gibt es aufgrund von (2.1) zu jedem € > 0 eine Zahl C! > 0 mit
2
[vwllte@ay < ellVwlizg + Cillwllizg — (weWH(Q),
also mit

(1) [ lallul® < llallzen (= Vel + Clllulie)

Beriicksichtigen wir (3) und (4) in (2), so sehen wir, dafl es zu jedem £ > 0 von u
unabhéngige Zahlen C. > 0, C! > 0 mit

(5)  t(w) = (1= = [lallexea)Vulli g — (Ce + lallux o COllulli: )

gibt, woraus b) folgt.

Die Ungleichung (5) zeigt insbesondere, daff ¢ in L?(2) nach unten beschrinkt ist.
Um zu zeigen, daBl ¢ abgeschlossen in L*(2) ist, wihlen wir Zahlen a € (0,1) und
b € IR mit

W) > al|Vullag) + bllullteg (v € We*(QUT,)).
Wir weisen nach, daB der Prahilbertraum (W, *(Q U '), (-, -);) mit

(u,0); = t(u,0) + (1 = b)(u,v)  (u, v € Wy (QUTY))
vollstandig ist (vgl. [6, Theorem VI-1.11]). Da Wy *(Q U T3) als AbschlieBung von
Ce?(Q U Ty) in WH(Q) unter der Norm || - |ly12(q) vollstindig ist, geniigt es zu

zeigen, daB die durch (-, -); gegebene Norm édquivalent zur Norm || - |[y12(q) ist. Dies
ist aber erfiillt, denn es gilt

(w,u)e = () + (1 =b)||ullizq,
> al|[VullFzy + bllullz2g) + (1 = b)|lulliz(q
> dllullfieg  (we Wet(QUTy))
a€(0,1)
und
(uu)e <[]+ (1 =b)[lull72q
S) Cllulfrizagg) + (1 = b)|lull2(q)
< (CH1+bDullfpeg — (weWe*(QUTy)).
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Definition 3.4 Wir definieren T als den (eindeutig bestimmten) nach unten be-
schrinkten selbstadjungierten Operator in L*(Q), der mit der durch Definition 3.2
erklirten Sesquilinearform t assoziiert ist.

Satz 3.5 FEs gilt

D(T) = {U € WLQ(Q) ‘ —Au+ qu < L2(Q)7 u|F1 =0, (% u+ au)|F2 = 0} ’

Tu = —Au+qu (vwe D(T)).

Beweis. Zur Abkiirzung setzen wir
D = {u e Wh(Q) ‘ — Au+que L*(Q), ulr, =0, (£ u+au)|, = 0}

und zeigen zunachst D(T) C D, Tu = —Au+qu (u € D(T)).

Sei u € D(T) fest gewahlt. Da D(T) C D(t) gilt, ist u € Wy *(QUTy). Nach (2.3)
ist dies dquivalent zu v € W*(Q) mit ulr, = 0. Ferner gilt Tu € L*(2), und aus
(1) folgt

L@we = twz) = [ (Vu-Vo+aqup)
= [u-atq9p  (peCFQ).

mithin Tu = (=A + q)u € LQ(Q). Nach Bemerkung 2.3 besitzt v damit auch eine
distributionelle Normalenableitung auf 9€2 im Sinne von Definition 2.2.

Sei nun ¢ € C*(JQ) mit supp ¢ C I';. Dann gibt es eine Funktion v € C5(Q U I'y)
mit v]sq = ¢. Nach Bemerkung 2.3 sowie der Definition von ¢ und Tu gilt

(%u—l—au)(cp) = /Q(AU-U—I—VU-VU)—I— auv

= /Q(VU-VU—I—quv)—I—/F2oz2uv—/Q(—A—I—q)u-v
= t(u,v)— (Tu,7v)
= 0.

Damit ist auch ( % u+ ozu)|F2 = 0 erfiillt, womit v € D nachgewiesen ist.
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Sei nun v € D. Dann ist (<= u)|r, = —(ou)|r,, also gilt fiir v € CH(QUT,)

tHu,v) = /Q(VU-W—I—QUE)—I—/QQOMG
- /Q(—Au—l—qu)U—I—/Q(Vu-W—I—Au-U)—I—(ozu)(ﬁ)

= ((=A+q)u,v) + (5 u)(7) + (au)(7T)
= (A4 qu,v).

Daraus erhalten wir wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes und mit Hilfe von

Lemma 3.3 a) durch Grenziibergang
(6) Huv) = (A +quw) (0 WPAQUTS)).

Entsprechend der Charakterisierung von D(T') gemiaff Satz 3.1 (2.Teil) folgt aus
w € D C D(t) und (6), daBl v € D(T), Tu = —Au + qu gilt. Der Satz ist damit

vollstandig bewiesen. [

Wir kommen nun zu einigen, wenn auch nicht neuen, so doch niitzlichen Abschatzun-

gen.

Lemma 3.6

a) Zu jedem e > 0 gibt es eine Zahl C. > 0 mit

[ullwiz@ < ellTullz@) + Cellullzy  (we D(T)).

b) Ist To =0, a € CHIN) und gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Zahl C. > 0 mit
(7) lqullrag) < cllullwoe@) + Cellullrze (v € W),
so gilt
D(T) = {ueW?Q) |ulr, =0, (Zu+au)l, =0}
Weiter gibt es unter dieser Voraussetzung eine Zahl C' > 0 mat

(8) lullwesiy < C(1Tulla@ + lullz@)  (uwe D(T)).
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Beweis. a) Sei u € D(T). Nach Satz 3.1 gilt u € D(t) = Wy*(QUT,). Folglich
gibt es nach Lemma 3.3 b) zu beliebigem « € (0,1) eine von u unabhingige Zahl
b € IR mit

allullfyzy < Hu)+ (@ = b)llullizg) = (Tu,u) + (@ = b)Jullizq) -

Daraus erhalten wir (wenn wir ¢ = % wahlen) durch Anwendung der Cauchyschen

Interpolationsungleichung fiir € > 0
[ullfre@ < ellTullig) + (£ +1 = 20)[[ullfz(q) -

b) Sei Ty der Schrédingeroperator mit Potential 0. Ist I'g = (3, so kann man zeigen,

daB

D(Ty) = {ue W?XQ) |ulr, =0, (£ u+ au)|, =0}
gilt, und daB es eine Zahl C' > 0 mit
(9) lullwee@) < O Toulliz@) + llullwiz@) — (u € D(To)

gibt (bzgl. (9) vgl. den Beweis von [4, Theorem 8.12]). Aus a) (angewendet auf Tj
an Stelle von T') und (9) folgt, daB es eine Zahl C' > 0 mit

(10) lullwei@) < C(IToullzz) + ulliz) — (u€ D(To))
gibt. Die Kombination von (7) und (10) ergibt fiir ¢ > 0

lqullrz) < € CllToullr2@) + (e C + Co)llullrz@) (v € D(To)),
d. h. der Operator der Multiplikation mit ¢ in L*(2) mit dem Definitionshereich
D(q) = W?*%(Q) ist To-beschrankt mit To—Schranke Null. Die Operatorsumme
To + ¢ ist also auf D(Ty) wohldefiniert und selbstadjungiert (vgl. [6, Theorem V-
4.3]). Wegen D(Ty) C D(T) ist (To + ¢) somit eine Einschrankung von T'. Da beide
Operatoren selbstadjungiert sind, gilt

(To+q)CT=T"C(To+q)"=(To+q),

also To + ¢ = T'. Die Ungleichung (8) folgt unmittelbar aus (10) und (7). ]

Nach Lemma 3.6 b) ist unter den dort angegebenen Voraussetzungen D(T') in
W?22(Q) enthalten. In diesem Fall besitzt jede Funktion v € D(T') also eine re-
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gulire duBere Normalenableitung - u € W%’z(aﬂ), und es gilt

(Zu)lg) = [ (naVu)g  (we D(T), ge WH(on)).

Wie das folgende Beispiel von E. Shamir [17] zeigt, ist die Voraussetzung I'y = ()
allerdings eine notwendige Bedingung von Lemma 3.6 b).

Beispiel 3.7 Sei H* := IR x (0, 00). Als Imaginirteil einer holomorphen Funktion
ist

u(z,y) = Im(z +iy)*  ((x.y) € HY)

harmonisch. AuBerdem ist u eine Funktion aus WL (H*), erfiillt die Randbedin-
gungen

w(@,0) =0 (¢>0), —zu(z0) =0 (z<0)

und ist nicht in I/Vlicz(H"') enthalten. Sei nun ) ein in der oberen Halbebene lie-
gendes, beschrinktes C'*~Gebiet, dessen Rand in By(0) mit {(z,0)] — 1 < = < 1}
iibereinstimmt. Wir setzen

[y = {(z,0)] =1 <z <0}, To:={(=1,0),(0,0)}, Iy :=90\T,.

Multiplizieren wir v mit einer rotationssymmetrischen Funktion ¢ € Cg°(IR?), die

suppy C B(0) und ¢(x) = 1 (Jz| < 3) erfiillt, so erhalten wir eine Funktion

v = ¥u mit folgenden Eigenschaften:
vEWH(Q), Ave L), v, =0, (50, =0,

aber v ¢ W22(Q). |

Satz 3.8 Die Resolvente des Operators T' ist kompakt.

Beweis. Da T selbstadjungiert und nach unten beschrinkt ist, gilt o(7") # @ und

1

(11) | R(z, T)||Br2) = dist (z,0(T)) (2 € o(T))
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(vgl. [6, V(3.16)]). Es gibt folglich ein 2y € o(T') mit 0 < || R(z0,T)||B(r2()) < oo
Ferner gibt es nach Lemma 3.6 a) eine Zahl 'y > 0 so, daB fiir v € L*(Q)

1B (z0, Tullwrze) < [T R(z0, T)ull 12y + Cill £(z0, T)ul[12(q)
(12) = |[({ = 20R(z0, T))ul| o) + Crl[ (20, T)ul 120
< (1 Uzl + OOl BCz0, Tl ez )l 2qs -

gilt. Nach (12) ist R(zo,T) als Operator in L?(Q) kompakt, da  ein beschrinktes
C*~Gebiet in IR™ ist und die Einbettung von W'#(Q) in L?(Q) nach dem Satz von
Rellich kompakt ist (siehe [1, Theorem 6.2]). Daraus kann man sofort schlielen, daf
die Resolvente von T fiir jedes z € o(T') kompakt ist (vgl. [6, Theorem I11-6.29]). m

Nachdem wir gezeigt haben, dafl T ein Operator mit kompakter Resolvente ist,
konnen wir aufgrund allgemeiner Satze (vgl. [6, Theorem I11-6.29, Theorem V-
2.10]) sofort die fiir die vorliegende Arbeit wesentlichen Konsequenzen ziehen:

Satz 3.9 Das Spektrum von T ist rein diskrel.® Es gibt genau eine monoton wach-
sende Zahlenfolge (py) in IR mit i, — oo (k — o00) derart, daff jeder Eigenwert von
T genau seiner Vielfachheit © entsprechend oft in (uy,) vorkommt. Ferner gibt es eine
Orthonormalbasis (¢y) von L*(Q) mit der Eigenschaft, daff Tor = ppdr (k€ IN)
gilt. Ist (¢r) eine derartige Basis, so gilt

Die Reihe konvergiert gleichmdfig in B(L*(Q)).

Wir benétigen fiir Kapitel 7 eine Abschétzung der Resolvente fiir spezielle Funktio-
nenklassen, die wir im folgenden herleiten.

Satz 3.10 Seien &, v € IR™ (m >2) mit |v| =1 und v- & =0 fest gewdhlt. Fir
r >0 seien

((r) == I/—i(rl/—l—%f), n(r) = V+i(7“l/—% ),
(13)

Zp 1= r2—|—i|§|2—1—|—2ir

6Zur Klarstellung: Das diskrete Spektrum von T besteht aus den Eigenwerten endlicher Viel-
fachheit von T, die isolierte Punkte in o(7") sind.

"Es ist nicht erforderlich hier algebraische und geometrische Vielfachheit zu unterscheiden, da
beide Zahlen identisch sind.
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und
(14 o) = O g (e) = O (pe @)
Dann gibt es eine Zahl C > 0 derart, daff fir jedes r > 0

C
< =
r

(R(=, T)(af), a0r)

qgilt.
Beweis.  Seir > 0. Da () nach Voraussetzung beschrénkt ist, gibt es ein B > 0 mit
Q) C Br(0). Somit gilt

|[[o(w)] = electre = ero < elol < R
(15) (xe).
|gr(2)] = e Rente = v < el < R

Nach Wahl von z, gilt ferner

1 1
16 Rz, T)|lBr2)y = —F
(16) Bz, T) Bro(a) i dist(ze (1)) syem |Tmz] 2

Aus (15) und (16) folgt

|(R(z, T)(af.), ag)

[ Bz, T)(qf) | 22 [199- || 22 (2
| Bz, T)|Bz29) llafr Iz @ 199- |22 @)

(e®]qllr2 ()
27“ ' ]
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4 Untersuchung des gemischten Randproblems

Wie bisher machen wir die generelle Voraussetzung, dafl das Potential ¢ : @ — IR in
L*(Q) ist und der Bedingung (1.1) (vgl. Seite 11) geniigt und daB die Randfunktion
a : JQ — IR beschrankt ist.

Definition 4.1 Seien z € € und [ € C*(Q).
Wir bezeichnen eine Funktion u:Q — @' als Losung des gemischten Randproblems

(2) u|F1 = f|F17 (%u+au)|1“2 = (%f+af)|r27

wenn u € WH(Q), Au € LY(Q) ist und wenn folgendes gilt:

Au = qu— zu fast tiberall auf ),

yu = ~f fast iberall auf I’y ,

(Hutau)(p) = (5 +af)e) (¢ €CH(09), suppy C I'a).

Wie die folgende Bemerkung (siehe c)) zeigt, stellt die spezielle Wahl von (2) keine
Einschrankung des Losungsbegriffs dar.

Bemerkung 4.2 Sei z € (.
a) Firue Wh(Q) sind folgende Aussagen dquivalent:
1) Au € LNQ) mit (—A+qg—2z)u=0;
9 [(Vu-Vet(g=zug) = 0 (peCEQ).

b) Ist w € WH(Q) mit Au € LYQ), (A + ¢ — 2)u = 0, so besitzt u eine
distributionelle (dufere) Normalenableitung auf 0.

¢) Seien g € W229Q), h € W22, Genau dann qibt es eine Funktion
) g ) g
u € WH(Q) mit Au e LY(Q) und

(3) (—A+qg—2)u =0, ulr, = g|r,, (aa—nu—l—ozu)|r2 = h|r27
wenn es eine Funktion f € W'(Q) mit —Af + qf € L*(Q) und

(4) g|F1 = f|F17 h|F2 = (aa_nf+af)|1“2
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gibt, fir die das Problem (1)/(2) eine Léosung besitzt.

Bewezs.
a) 1) = 2)  Da Au = (¢ — z)u fast {iberall auf 2 gilt, folgt 2) aus

6) [ -Aue = [Veve = [u(-2p)  (peCTO).

2) = 1)  Aus 2) folgt mit (5), dafl Au = (¢ — z)u fast iberall auf Q gilt. Wegen
q, u € L*(Q) gilt damit auch Au € L1(Q).

b) Da u € Wh(Q) mit —Au + qu = zu € L*(Q) ist, folgt die Behauptung
unmittelbar aus Bemerkung 2.3.

c)  Seien g € W%’z(aﬂ), h e [W%Q(aﬂ)]* so, daB} es eine Funktion v € W?(Q)
mit Au € L'(Q) und (3) gibt. Dann gilt (—A+q)u = zu € L*(Q), also ist [ = u eine
geeignete Funktion. Sei nun f € W'(Q) mit (—A+¢q)f € L*(2). Nach Bemerkung
2.3 besitzt f eine distributionelle Normalenableitung auf 9. Gilt nun (4) und ist
u eine Losung des Problems (1)/(2) fiir f, so ist v € WH*(Q) mit Au € L*(2) und
(3). |

Satz 4.3 Ist z € o(T), so besitzt das Problem (1)/(2) fiir jedes f € C*(§1) genau
eine Losung, die (formal) gegeben ist durch

use = [+ Rz TH(-A+q—2)f.
Beweis. Ist u eine Losung von (1)/(2), so ist v:= f —u € WH(Q) mit
(“A+qv = (-A+q)f —(-A+qu = (-A+q)f —zu € L*(Q),

olr, = flry —ulr, = 0und (G o+ ov)lp, = (5 +af)lp, — (55 v+ ou)lp, =0.
Also ist v € D(T'), und es gilt

To = (=A4qv = (~A+q)f—zu = (~A+q—=2)f+2v
& (T—2p = (-At+q—2)f
& v = —RET)-Atq-2)f
& u = f-v=f+RT)(-A+q—2)f.

Umgekehrt ist v = f+ R(z,T)(—A+ g — z) f offenbar eine Lésung von (1)/(2). m
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In den folgenden zwei Lemmata untersuchen wir das Verhalten der in Satz 4.3 be-
stimmten Losungen uy . des gemischten Randproblems bei fest gewéhlter Funktion

fec) fir z = —oo.
Lemma 4.4 Ist f € C*(Q), so gilt
Ny |2 =0 (R> 2 — —o0).

Beweis. Da iy der kleinste Eigenwert von T ist, gilt (—oo, u1) C o(T). Nach (3.11)
gilt folglich fiir z € IR, z < iy

1 1
6 R(z,T)|Buaw) = N '
(6) [1R(z, T) Br2()) dist (z,0(T)) 1 —=

Da T mit seiner Resolvente vertauschbar ist, erhalten wir somit fiir z € IR, z < 14

™ (L = 2B(z, 1)l = TRz Tvlle) = [1B(z, T)T0| 2

= Tvllze (v € D(T)).

— -z

Seien nun f € C*(Q1) und & > 0 fest gewihlt. Da T dicht definiert ist, gibt es ein
v € D(T) mit || f — v|[z2() < . Aufgrund von (6) und (7) gilt firr 2 < min(y,,0)

17 = 2R T) ey < N = 2RE TV = o)l + I = 2Rz 7))ol 2
< (14 2L e+ 2 ITvllee

= 2+

(1Tl 2@) — pae)

p1—z

mithin

sl 220y I/ + Bz T)=A+q—2)[lrx@

< U = 2Rz 1) fll gy + 1B TN A+ 0) fll 24
< (1 = 2R(,T) Fllpogey + == (=2 + ) fllz2e)
< 204 =L (T0llpea) — s + (A + @) f o) -

Wegen M—l_z — 0 (IR >z — —o0) gibt es somit eine Zahl zy < min(gy,0) mit
ug:lr2@) < 3¢ (z < z0) .

Da ¢ > 0 beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung. [
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Lemma 4.5 Sei f € C*(Q) eine reellwertige Funktion und sei k = Hé%X|f($)|
(bzw. k:=0, falls Ty =0). Firz € o(T)N IR sei

By up.(z) > k

(8) Upa) = wup(a), Jupa(2) < k (x€9).

-k, ug.(x) <—k

Dann ist ty, € WH(Q) NV L¥(Q) mit |[is||po@) <k (2 € o(T)NIR), es gilt
gz —Ugellrz — 0 (IR32— —o0),
und es gibt Zahlen zo < 0 und C = C(f, z0) > 0 derart, dafl
[V(ug —typ)ll2@ < € (2 < 20)

qgilt.

Beweis.  Sei z € o(T) N IR. Durch Komponentenvergleich folgt aus (1)/(2), daf}
ug = Imuy . die eindeutig bestimmte Lésung des Randproblems

(-A4+q¢—z)us =0, wuslp, =0, (aa—nu$+0éu$)|r2:0

ist. Alsoist ug = 0, d. h. uy . ist reellwertig. Die Funktion . ist somit wohldefiniert

und offenbar durch k& beschrankt. Da
(9) g = g — (up = k) = (up. 4+ k)”

gilt, ist @y, € WH(Q). Wegen |ty (2)] < |us.(x)| (2 € Q) und |lug.||r2@) — 0
(IR> z — —o0) (vgl. Lemma 4.4) gilt ferner

sz — 0 (R>z— —c0),
also gilt ||uy. — sz = 0 (IR> 2 — —o0).

Im folgenden sei z < min(uy,0) fest gewdhlt. Dann ist z € o(T') und u := uy,,
definiert. Wir setzen

v o= (u—k)"', w = (ut k).

Nach Konstruktion sind v, w Funktionen aus W'*(Q). Ferner gilt v|r, = w|r, = 0,
also sind v und w Funktionen aus WOI’Z(Q UT'g), denn nach Wahl von k gilt fast
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iiberall

(u_k)|F1 = (f_k)|F1 <0, (u+k)|Fl = (f+k)|F1 208

Da (£ u+au)lr, = (£ f + af)lr, und v € W (QUTY) ist, gilt

(5ru)(v) = (5, +af —au)(v).

Aufgrund von —Au = (z — q)u gilt also

/Qvu-w - /Q(—Au)v—l—(%u)(v)

(10)
= [ quut (& +af —au)(v).

Im folgenden bezeichne X, die charakteristische Funktion von {x € Q|u(x) > k}.
Es ist v = Xy (v — k) und Vo = X4 Vu. Daraus folgt uv = (v + k)v > 0, sowie
Dyu-v=Dyv-vund Dyu- Do = Dyv - Div (i,k € {1,...,m}). AuBerdem ist

yuye = yuy[(u—k)*] = qulyu— k"
= [yu—K)lyu — k" + k[yu — k)"
[yu — B [yu — k" + k[yu — k)

= () +ky = y(v+ k).

Durch entsprechende Ersetzungen in (10) erhalten wir damit

IVolleq = /Qvu Vo
= [ =auo+ (Z7+af - au))
(1) =[G4k —aot k) + (E ] +af = a(o+k)(©)

< [Jallo 4ot (G F 4 af - a(e + b))

2<0

Da (10) eine Konsequenz von v € Wy *(Q UT,) ist, gilt (10) auch mit w an Stelle
von v. Bezeichnen wir die charakteristische Funktion von {x € Q|u(z) < —k}
mit X_, so ist w = X_(u + k) und Vw = X_ Vu, woraus uw = (w — k)w > 0,
Diyu-w = Dyw-w, Dyu-Djw = Dyw- Dyw fiir alle 7, & € {1,...,m} sowie
yuyw = y(w — k) yw folgt. Analog zu (11) erhalten wir also

IVeollZg = /Qvu-vw —

8Ist ¢ € WH2(Q) reellwertig, so gilt v(¢7) = (vg)T.



4 Untersucnung des gemiscnten hiandproblems

= [ = auw+ (G f +af - ou)(w)
(12) = [ (e = by = glw = k)w) + (£ [ + af — afw — k))(w)

< [ laltw =k + (& f +af = alw—k)w).

2<0
Nun ist v = Xyv, Vo = X4 Vv und w = X_w, Vw = X_Vw, was mit Xy X_= 0 zu
(v+w)? =P +w’, |[V+w)|? = Vo] + |[Vw]?
fithrt. Sei jetzt Xp:= kX4 — kX_ . Durch Addition von (11) und (12) erhalten wir
V(v + w2 = [IVlliz@ + VWl
< [ lal? + ko4t ko) + (2 +af)(v+w)

(13) — oz(v2 + kv 4+ w? — kw)

Iz

= [ lal((0+ w) + Xeo+ w)) + (& +af)(v+w)

— oz((v—l—w)Q—l—Xk(v—l—w)) )

Iz

Im folgenden schitzen wir die Terme auf der rechten Seite von (13) nach oben ab. Es
sei € > 0 beliebig gewahlt. Nach (1.2) gibt es eine von u unabhéngige Zahl C. > 0
so, daf}

/Q|CI| (v 4+ w)? + Xp(v +w)] < || V(v+ w)|[72q) + Ccllv + w720
+ K[l gl 2@ llv + wl[z2(a)

gilt. Ferner ist

(27 +af)otw)] < 12T+ afllypnn e+ ol

)]

Auflerdem gibt es aufgrund von (2.1) von u unabhéngige Zahlen C., C' > 0 mit
/F laf (v +w)* + Xe(v + W) < ol [el V(v +w)l72 @) +

+ Clllo+ wllfagy + £ Cllo + wllwa)|

Wiéhlen wir & > 0 hinreichend klein, so folgt aus diesen Abschétzungen in Ver-
bindung mit (13), daff es von f, nicht jedoch von z, abhiangige Zahlen C', D > 0

“Fiir P € WE20Q)] sei [1Fl]y 30500 = 500 { P91 9 € WE202), lglly 32050, = 1}
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mit
IV(o+w)llie@ < ClIV(0+w)lee
+ D(Jlo + w0tz + 1o + wllz@)
gibt. Da v 4+ w = uy, — @y, ist (vgl. (9)), gilt also
V(s =gz < ClV(up: =izl
(14) D (llugs = el + lugs = ellze) -
Sei nun zo < min(yy,0) so gewahlt, daf
D(llug = pellia + luge = dpellia) < GOV (2 < 20)
gilt. Aus (14) folgt dann
. 2
(HV(ULZ — uf,z)HL2(Q) —1 C) < 02 (Z < Zo) .
Also gilt

V(v =ty 2@ < %C (z < z0),

was noch zu zeigen war. [ |

Ist I'y # 0, d. h. werden auf einem Teil von 02 Dirichletsche Randbedingungen
verlangt, so ist ||Vuy.|[12(q) fiir 2 = —oo in IR in der Regel nicht beschrénkt, wie
die folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 4.6 Sei f € C*(Q). Genau dann gibt es Zahlen zo < 0 und C > 0

mat
Hvuf7ZHL2(Q) S C (Z < Zo) ,

wenn flp, =0 gilt.

Beweis. = Fir z € o(T) sei v, := f —uy.. Dav, € WOI’Z(Q UTly) ist und die
durch Definition 3.2 erklirte Sesquilinearform ¢ nach Lemma 3.3 a) in Wy *(Q U T'y)
beschrankt ist, gilt mit geeigneten Zahlen C', C’' > 0

te)l < C(IVelaq + 1o 132)
QC(vaH%2(Q) +IVugelliz@ + £ 11720 + HuvaH%Q(Q))

Cl (Z < Zo) .

IA A IA
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Nach Lemma 4.4 gilt ferner v, — f (IR 3 z — —o0) in L*(Q). Da t eine abge-
schlossene, symmetrische Sesquilinearform in L*() ist, folgt daraus f € D(t) =
Wy ?(QUT,) (siehe [6, Theorem VI-1.16]). Also ist f|p, = 0.

»<=“ Fir z € o(T) ist uy, linear in f. Da mit f auch Re f und Im f Funktionen aus
C%*(€) sind, kénnen wir uns somit auf den Fall beschrinken, da f reellwertig ist.

Dann ist Lemma 4.5 anwendbar, und die dort erklarte Funktion #;, ist aufgrund

von f|r, = 0 gleich Null. Es gibt also Zahlen zy < 0 und €' > 0 mit

[Vusellzg) < € (2 < z).
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5 Reihenentwicklung der Losung des gemischten
Randproblems

Im folgenden wenden wir uns der Entwicklung von wu; . nach den Eigenfunktionen
des Operators T zu, wobei wir eine Orthonormalbasis (¢5) von L*(Q) relativ zur
Eigenwertfolge (p1) gemaf Satz 3.9 fest wahlen.

Definition 5.1 Wir setzen fir k € IN

Bemerkung 5.2 Firk € IN und f € C*(Q) gill

0(f) = (A +q— ) f, on) -

Beweis. Nach der zweiten Greenschen Formel gilt

6() = [ (FAd—-A13)

(A4 ) f,00) = (f, (A + q)dn)
(A +q)f, o) — (f, rdr)

(A +q—px)f, o) -

Satz 5.3 Firz € o(T), f € C*Q) gilt

Ufr = io: gk(f) qbkv

k=1 % — Mk

wobei die Reihe in L*(Q) konvergiert.

Beweis. Nach Satz 3.9 und Bemerkung 5.2 gilt

ur. = [fH+RzT(-A4+q—2)f
; ng—:{<f7¢k>+2—uk <(_A+q_2)f7¢k>}¢k _

Da Q ein beschrinktes C?~Gebiet in IR™ ist, kénnen wir f zu einer Funktion aus C3(IR™)
fortsetzen, also ist flon € C?(0Q). Der Kiirze halber schreiben wir (%Ek)(f) an Stelle von

(37 @) (Flog)-
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o
k=1 Z T Pk
_ Z<(_A‘|’Q__Mk)f7¢k> s
k=1 Z T Pk
e L
5.2 =1~ Mk [ ]

Da fiir k& € IN offenbar ¢yl = 0 ist, wird y¢; eindeutig durch ¢l bestimmt.
Zum Nachweis, dafi aufgrund von (% ¢r + agy)|p, = 0 entsprechendes fiir aa_n Ok
gilt, bendtigen wir das folgende Lemma.

Lemma 5.4 Zu jeder Funktion f € C'(§Q) gibt es eine Folge (f,) in CA(QUTUTy)

mit
| flaa — fn|8§2HW%,2(QQ) =0  (n—o00).

Beweis. Nach Lemma A.1 gibt es eine Folge (f,) in Cg(Q U Ty UTy) mit f, — f
in WH2(Q) (n — o). Da fiirn € IN

| flaa — fn|89HW%,2(QQ) = ueWL?((izr)l,fw:f—fn [ollwiz@y < If = fallwize

gilt, hat die Folge (f,) die geforderten Eigenschaften. ]

Lemma 5.5 Firk € IN und f € C*(Q) gilt

() = Jim (53000 ) = [ (5 +a)f By

n—0oo

wobei (f,) eine beliebige Folge in Cg(QU T, UTy) mit || flag — fn|QQHW%72(QQ) — 0

(n — o0) sel.

Beweis. Sei (f,,) eine Folge von Funktionen aus C§5(Q U Ty UTy), deren Spuren auf
09 in W%’z(aﬂ), also insbesondere in L?(9Q), gegen f|sq konvergieren. Dann gilt

(X1, fo)lon € CHOQ),  supp (X1, fu)lon C Iy (n e IN).

Sei nun k£ € IN fest. Da %Ek ein beschréanktes lineares Funktional auf W%’Q(aﬂ)
mit (%Ekﬂb = —(agk)b ist, gilt also

(1) lim (%%)(XD fn) = — lim F2O‘$kfn = _/r2a$kf'

n—0oo n—0oo



0 helhenentwicklung der Losung des gemiscinten hiandproblems

Mit Hilfe von (1) folgt

o) (Zo)() = lim (£, f) + (230X, f)

= lim (£ ¢)(Xr, fn)_/r2a$kf'

n—0oo

Weiter folgt aus ¢ € D(T), also ¢x|r, =0,

(3) /mgkaa_nf:/ngkaa_nf-
Subtrahieren wir (3) von (2), so erhalten wir

() = (000 = [ b5t
= Jim (5800 fu) = [ 0duf = [ G031

n—0oo

= lim (800, £) = [ (Z+af -3,

n—0oo

In Kapitel 7 bendtigen wir fiir festes & € IN eine Aussage iiber das Wachstums-
verhalten der Zahlen ¢4(f.) und lx(g.) fir r — oo, wobei f,. und g, die in (3.14)
(siehe Seite 26) erklarten Funktionen seien. Der Einfachheit halber betrachten wir

zunéchst den Fall Dirichletscher Randbedingungen (I'y = 092, I'y = 0).

Proposition 5.6 Seien a € €™, b€ S™! fest. Fiirr >0 sei

he(x) = glo=irb)w (x e Q).
Ist Ty =0, so gilt fiir alle k € IN
li(hy) = o(r) (r — o0).
Beweis. Sei k € IN fest. Da § beschrinkt ist, folgt aus A¢, € LY(Q)
bzw. Vo, € [L*(Q)]", daB Xqe*"Ag, € L'(IR™) und Xq e D; ¢, € L'(IR™)
(7 €{1,...,m})gilt. Von den letzteren Funktionen unterscheiden wir deren Fourier-

transformierte, indem wir die entsprechenden Funktionennamen jeweils mit dem
Symbol ,, ~ “ kennzeichnen. Dann gilt fir r > 0

le(he) = (55 &)(he) =

1 Bei geeigneter Wahl von a, b gilt h, = f, (r > 0) bzw. b, =g, (r > 0) (siehe Seite 26).
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- /(Agk(l’) (a=irt) ‘|‘v¢k( ) ve(a_”b)'x)dl'
(4) = [ e ale) € NG (o)lda

Z_: —irb;) . e X g(x) e Dy ()]dx
= (2m)% (Xae""AG,) (rb)
+(2m)% E(%‘ —irb;)(Xa e"” D;dy) (rb)

Nach dem Satz von Riemann—Lebesgue gilt nun

(Xqe™™AG) (rb) = 0 (r — o0),

(5) m , .
Z(aj —irb;)(Xq e"" Do) (rb) = o(r) (r — o00).

i=1

Aus (4) und (5) folgt die Behauptung. ]

Ist Ty # ), so konnen wir ein Proposition 5.6 entsprechendes Ergebnis nur fiir
Vektoren b € S™~! garantieren, die auflerhalb einer speziellen Teilmenge von S™!
liegen. Es wird sich zeigen, dafl diese Ausnahmemenge von der Gestalt von 99
abhidngt. Wir benutzen im weiteren die folgende Vereinbarung:

Definition 5.7 Zu gegebenem v € 0N seien U(xg) eine (relativ) offene Umgebung
von o in 99, V(0) eine offene Nullumgebung in IR™" und ¢ : V(0) — U(x) eine
C?*—Einbettung mit U(zo) = &(V(0)), o = ¢(0).

Dann ist 9Q vom Typ 2 in x¢, wenn es zu jedem n € S™ 1 einen Mulliindex o €
INJ~ mit 1 < |al <2 so gibt, dafl

(6) Dyle(y) - nll,— # 0

gilt. Ferner ist 92 vom Typ 2, wenn 09 fir jedes xo € 0 vom Typ 2 in xq ist.
(Siehe z. B. [16, Seite 350/351].)

Ist 92 vom Typ 2 in xp, so konnen sich 92 und eine beliebige Hyperebene in
xo hochstens von erster Ordnung beriihren. Weiter ist 02 in den Punkten einer
hinreichend kleinen Umgebung von x¢ ebenfalls vom Typ 2, denn sind n € S™!
und o € INJ™' 1 < ]a] <2 mit (6), so gibt es eine Zahl § > 0 mit

Dy[oy) - n'Mymgmrwy 70 ((20) € 92 x IR™, |(2',0') = (wo,m)| < 6).
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Also ist die Teilmenge derjenigen Punkte von 9€2, in denen 992 vom Typ 2 ist, relativ
offen in 9. Ist hingegen 9 nicht vom Typ 2 in xg, so gibt es ein n(zg) € S™*
mit der Eigenschaft

(7) Dyle(y) - n(@o)llymym1my =0 (1 < o[ <2).

Da {D1o(y), ..., Dp-190(y) }y=¢—1(wo) eine Basis des Tangentialraumes 75, J€ an S
im Punkt xg ist, kann n(xq) die Gleichungen (7) nur dann erfiillen, wenn (o)
orthogonal zu T, 01 ist. Die beiden Einheitsnormalenvektoren +n(x¢) von 9 in
xo sind daher die einzigen Einheitsvektoren, die (7) erfiillen kénnen.

Definition 5.8 Wir setzen

A = {+n(x)| x € I, IQ ist nicht vom Typ 2 in x}.

Wir werden im folgenden zeigen, daf unter allgemeinen Randbedingungen (also
evtl. 'y # () die Aussage von Proposition 5.6 fiir beliebige Vektoren a € €™ und
b e ST\ A gilt. Dabei greifen wir auf Ergebnisse aus dem Buch von E. M. Stein
[16, VIII §1-§3] zuriick. Nach [16, VIII-3, Theorem 2 (Seite 351)] gilt

Lemma 5.9 Ist 'y vom Typ 2, so gibt es zu jeder Funktion 1) € C5(T'y) eine Zahl
C' >0 mit

o emcr

/r2 () do(x)| <

Unter Verwendung der zum Beweis von Lemma 5.9 in [16, VIII §1-§3] angegebenen
Argumentation kann man nun folgendes zeigen:

Lemma 5.10 Istbe S™ '\ A, so gilt fiir jede Funktion ¢ € C}(T;)

/1“2 e (x) do(x) — 0 (r — o0).
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Lemma 5.10 gilt i. allg. nicht fiir beliebige Vektoren b € S™7!, denn gibt es einen
Punkt xg € I'; und ein ¢ > 0 derart, daf}

b L (l’ — l’o) (l’ - F2 N Bs(l'o)) 5
also
emirbe — gmirbao —irb(r—xo) _ —irbag (x € 'y N Be(x0)),

gilt, so gilt fiir jede Funktion ¢ € C(I'z) mit supp ) C Be(zo)

/1“2 e_”b'l’;/)(x) do(x)

/1“2 e_"b'x%/)(x) do(x)
/FQ ;/;‘ (reR).

e—irbmg / ‘
s ¢

Ist iiberdies Y #£ 0, so folgt
Iz

/D et (o) do(a) # o(1) (1 — oo).

Lemma 5.11 Seiena € €™, be S™ '\ A fest. Dann gilt fiir j € {1,...,m} und
ke IN

/ e (x) e gy (x) do(x) — 0 (r — o00).

1)

Beweis.  Seien a, b und j fest gewihlt. Da Q ein beschrinktes C%-Gebiet ist,
kénnen wir n; als Funktion aus C1(99) zu einer Funktion aus C§(IR™) fortsetzen,

die wir ebenfalls mit n; bezeichnen. Offenbar ist n; e ¢, € WOI’Z(Q U I'y), also gibt
es zu beliebigem ¢ > 0 eine Funktion ¢ € Cg°(Q U ') mit

Hn]‘ ea~x$k — 77Z)HW1,2(Q) < £.

Aufgrund der Stetigkeit des Spuroperators gilt dann mit einer von ¢ unabhingigen
Zahl C, >0

/r2 e—irb.x[nj(l’) R gk(:p) —(x)] do(z)
< /r2 Inj(x) e* o (x) — ()| do(x) <
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11]z2 o0l e By — Y|z (a0
[ 22 90)Cr I €77 @ — Pllwizg)
[Hr20)Che  (r€IR).

IA A TN

Wir konnen also zu beliebigem, fest gewahltem ¢ > 0 eine Funktion ¢, € C5°(QUI'y)
so finden, daf

/r2 e_irb.x[nj($)6a~x gk(:p) — ()] do(2)

< (r € IR)

DO ™

gilt. Da b e S™ '\ A ist, gibt es nach Lemma 5.10 eine Zahl R. > 0 mit

<

J ) doe)

(r>R.).

DO ™

Wegen ¢ |r, = 0 gilt damit

/8Q o (2)e" B, (2) do(z) /F2 e~ ()6 B, (2) do(e)
/1“2 e_ir’bm[nj(l')eam Ek(:li) — ()] do () /F2 e—irb~x¢6(x) do(x)

< ¢ (r>R.).

< +

Da ¢ > 0 beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung. [

Wir sind nun in der Lage, die angekiindigte Verallgemeinerung von Proposition 5.6
zu beweisen.

Satz 5.12 Seien a € ™, be S™ '\ A fest. Firr >0 sei
h(z) = elamirb)e (reQ).
Dann gilt fiir alle k € IN
le(h,) = o(r) (r — o00).

Beweis. Unter Verwendung von (4) erhalten wir fiir r > 0

fll) = (Z30) — [ & Zhe =
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= (2m)% (Xqe""AG,) (rb)

m

(8) % Z —irb;)(Xq e ngk)A (rb)

—ile—irbj)/a T (0)e" Gy ) do().

Auf der rechten Seite von (8) strebt der erste Term nach Proposition 5.6 (vgl. den
Beweis), der zweite Term nach Lemma 5.11 gegen Null fiir » — co. Damit ist alles
bewiesen. [

Nachdem wir das gewiinschte Verhalten von (y(h,) fiir r — oo nur fiir Vektoren
b € S™71\ A garantieren kénnen, stellt sich die Frage nach der ,Grofle® der Aus-
nahmemenge A. Eine fiir unsere Zwecke ausreichende Antwort auf diese Frage gibt

das folgende

Lemma 5.13 Die Menge A liegt nirgends dicht in S™!.

Beweis. Siehe Lemma A.2. ]
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6 Definition und Untersuchung einer kanonischen

Sesquilinearform

Zur ErschlieBung der Findeutigkeitsaussagen in Kapitel 7 ist es niitzlich, mit Hilfe
der Losung des gemischten Randproblems (4.1)/(4.2) eine kanonische Sesquilinear-
form einzufithren. Diese Form werden wir genauer untersuchen, indem wir die Fnt-
wicklung der betreffenden Losung nach der in Kapitel 5 gewdhlten Orthonormalbasis
(¢x) von L*(Q) relativ zur Eigenwertfolge (p1.) gemiB Satz 3.9 verwenden.

Definition 6.1 Fiir z € o(T) definieren wir die Sesquilinearform

S.(f9) = (hw (@) = [ we b9 (fge CH@)).

Nach der zweiten Greenschen Formel gilt fiir z € o(T) und f, g € C*(Q)

S:(19) = [ (Supe-g+ Vuge Vo) = [ (up.Bg+ V. Vg)

(1) -
= | (dupg—upAg).

Lemma 6.2 Fir z € o(T) und f, g € C*(Q) gilt

S.(f,g) = lim (aa—nUf,z)(Xrlg_n)—/r s (4= +a)g

n— 0o 5
R 8 =
- J T [ Grror g,

wobei (g,,) eine beliebige Folge in C5(Q U Ty UTy) mit ||gn|ag — g|8QHW%72(89) — 0

(n — o0) sel.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zu dem von Lemma 5.5. Da uy . die eindeutig
bestimmte Losung von (4.1)/(4.2) ist, gilt

(2) uselr, = floy s (S ups +oup )y, = (= f+af)l, -

Ist nun (g, ) eine Folge mit den in der Voraussetzung angegebenen Eigenschaften, so
folgt also

(w0, 70) = (Gruge+ou)(ve,gr) - [ oup. g0 =
2
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= (Gl +afng) - [ oug
2
/ (%+O‘)f‘9_n—/ aug.g,  (n€IN).
1_‘2 FQ

Daraus folgt weiter

lim (2w )0ng) = [ (Z+a)f-g— [ aup.g.

n—0oo

mithin
3 (grup)(g) = lm (5o up:)(Xr, o) + lim (7 up:)(Xr, Go)
- _ 5 _ _
= Jim ()0 g+ [ (o) 7 - [ augg.

Beachten wir die Zerlegung vyuys., = Xp, yus, + X, yus, und (2), so erhalten wir
mit Hilfe von (3)

Sh9) = @) = [ Saa= [ u g

—_
L]
~—

Jim (Zur)(Xe g0 + [ (Z+a)f 7~ [ aup.g

Iy
/Fl n /1_‘2 u‘ﬂz n '

—_
W
<

Durch Umstellen der rechten Seite erhalten wir die gewiinschte Darstellung. [

Satz 6.3 Fiir z € o(T) und f, g € C*( Q) gilt

l1(9)
Z — Uk

5.0.9) = = 260 [t6n,0) -

Beweis. Seien z € o(T) und f, g € C*(Q). Da Auy, = (q — 2)uy,, ist, folgt aus
Satz 5.3

S:A(f9) = /Q(Auf,z'ﬁ—uf,zAﬁ)

(4) = [ (a=2)us.g - upA7)

= (up:(-A+q—7Z)g) =
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Nach Bemerkung 5.2 gilt fir £ € IN

(or, (—A+q—7Z)g) = (D%, (=A+q—)g) + (tr — 2){¢k, 9)
(A +q—p)g, on) + (1 — 2) {0k, 9)

= ﬁk(g) + (Mk - Z)<¢kag> )

mithin
1 1
W) (cata-2)9) = UL 357+ (e - 2)(00)]
Z— [ Z = Uk
_ RA)
= —0()[(6rg) — 222
Durch Einsetzen in (4) erhalten wir die Behauptung. ]

Lemma 6.4 Seien {, v € IR™ mit |[v| =1 und v- £ = 0 fest gewdhlt. Firr > 0

seien
((r) == v—ilrv+ 18, nr) = v+ilrv—1¢),
Zoo= P P =1 20

und

Dann gilt fir alle v > 0
S, Ung) = [ ate)de + (R T)0h) 00)
Beweis. Seien zunichst z € o(T) und f, g € C*(1) mit
5) (A4+2)f =0  und (6) (A+z)g = 0.
Dann gilt

afg = qlup.— Bz, T)(=A4q—2)f)

i)
I
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qus.-g — R(z,T)(qf) q7

(A+z2)usp--g — R(zT)qf) 79
(Auyg.-g—up:Ag) = R(z.T)(qf) 79

—_
ot
~—

6

—_
=

Integration tiber € fiihrt mit (1) zu

(7) | afg = S:f.9) = (RET)(af).a9)

Sei nun r > 0 fest gewdhlt. Dann ist Imz, > 0, also 2z, € o(T), und fiir z := z,,
C:=((r), n:=n(r) gt wegen [v|=1,v-£=0

(> = (Re(+:Im() - (Re(+1Im()
| Re ¢J* — [Tm (]* + 2i (Re() - (Im ()
WP = |rv+ 3P+ 200 (—rv — 1¢)
1—(r2—|—i|§|2)—2ir = —z
WP —|rv— 2P =200 (rv — 1¢)
|Rey|” — [Tmp|* — 2i (Ren) - (Imn)

— ﬁ2_

Daraus folgt

z2)felz) = st 2)efT = (P4 2)elT =
(Aﬁ)g (As +2) (¢ +2) 0 .

(As+2)gr(2) = (Ap 4+ 2)e7 = (72 + 2)e7™ =0

Setzen wir in (7) f = f., ¢ = g- und beachten wir ((r) — n(r) = —i€, so erhalten
wir die Behauptung. [
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7 Die Eindeutigkeitssitze

Im folgenden seien T} und T, Schrédingeroperatoren mit Potentialen ¢; bzw. ¢y, die
den gleichen Bedingungen wie das Potential ¢ in Kapitel 1 — 6 geniigen. Weiter seien
() und (4Y’) Orthonormalbasen von L?() relativ zu den Eigenwertfolgen (u})
bzw. (1) von T} bzw. Ty, wobei diese Folgen wie in Satz 3.9 gebildet seien.

Die Losungen der zugehorigen Randprobleme geméfl Definition 4.1 (mit derselben
Randfunktion «) bezeichnen wir fiir f € C*(Q) und z € o(T}) bzw. z € o(Ty) mit

2
1

u(fl)z bzw. u(f)z Die Symbole SIS sind entsprechend zu verstehen.

Satz 7.1 Folgende Aussagen sind dquivalent:
A) Firze €, argz € (0,7) gilt

( %u(fl,)z)hH = ( aa_nu‘(f,z’)h_‘l

(feC*(Q)).
u(fl)z |r2 = Ugz |r2

B) Firz e @, argz € (0,3) gilt S = S .

C) Es gilt ¢ =q .

Beweis. A) = B) Nach Lemma 6.2 gilt fiir 2 € o(Ty) N o(Ty) und f, g € C*( Q)

n—0oo

S0 = 50](fg) = Jim [ - e o)
e

wobei (g, ) eine beliebige Folge gemif Lemma 6.2 sei. Aufgrund der Voraussetzung
folgt daraus die Behauptung.

B) = C) Sei £ € IR™ fest gewihlt. Da m > 2 ist, gibt es einen Vektor v € S™~!
mit - £ = 0. Wie schon in Satz 3.10 und Lemma 6.4 setzen wir fiir r > 0

((r) == I/—i(rl/—l—%f), n(r) = V+i(7“l/—%§),

Zp 1= r2—|—i|§|2—1—|—2ir

und
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ks

Sei nun r > 1. Dann ist arg z, € (0, %), also gilt nach Voraussetzung

Séi)(ff’vgr) = S;i)(ff’vgr)'

Nach Lemma 6.4 gilt somit

/Qe_if'l’(ql —@)(v)de = —(R(z,T)(qifr) q19-)
+ <R(Zf’7 TQ)(%fr)v 929~ > .

Aufgrund von Satz 3.10 gibt es daher eine Zahl €' > 0 so, daf} fir r > 1

C
< =
"

/Q e_ig'x(% — q2)(x) dx

gilt. Da wir r beliebig grol wéhlen kénnen, folgt daraus

/e‘if'l’ql(:p) dx = /e‘if'“’qz(:p) dx .
Q

Q

Nun war ¢ € IR™ beliebig gewahlt. Wir haben also gezeigt, dafl §; = ¢, gilt, wobei
wir ¢; und ¢, als Funktionen aus L'(IR™) auffassen, die auf Q¢ identisch Null sind.
Aus der Injektivitat der Fouriertransformation folgt ¢ = ¢ .

C) = A) Offensichtlich. ]

Lemma 7.2 Fir z € o(Ty) N o(Ts) gilt

[521) - Sf)}(fag) - /Q(Ch — @ufl ugs (f. 9 €C*(Q)).

Beweis.  Seien z € o(Ty) N o(Ty) und f, g € C*(Q). Wir setzen u := u(fl)z — u(;)z
(1)
9,z
bzw. w|r, = 0, d. h. w und v liegen in Wy ?(QUTy). Ferner besitzen u und v

und v := uy> —g¢. Dann sind v und v Funktionen aus W*(Q) mit ulp, = 0

distributionelle (duflere) Normalenableitungen auf 912, fiir die gilt:

(1) (Zwly, = —oulr, . (g, = —avlr, .

(2) A = (g — =), (G e{1,2})
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folgt
(Aufz —uf Ag) (Auf —ufZAg) =
2
(3) = uf(-A4+q—2)g—uf (-A+q—2)7

(u(fl7) —ufz)( A‘|'611_Z)g+ufz(Q1—Q2)g
= u(_A+QI_Z)g‘|’uf,z((h—Q2)g-

Da (—A+¢q —7)ul’s =0 ist, gilt nach Definition von v = ul’; — g

(4) (—A+q —%Z)g = (—A—I-Ch—?)(u;g—@) = (A—q+7)7

Berticksichtigen wir (4) in (3), so erhalten wir

(Au(fl; g — u(fl)z AgG) — (Au(fz))z - — u(fz))z Ag) =

(5) = u(A—q+2)v+uf (- )7

= ulAv— (¢ — z)uv + U?)Z (1 — )7 -

Nun ist
—(n—z2)u = —qluf), —ufl) 4+ 2(ufl —uf)
= —quil +qu +(-A+ ql)u(fl,)z — (=A + go)uf)
(2)
(6) = Al —uf)) + (@ — @)uf

—Au+ (g1 — g)u), .
Durch Einsetzen von (6) in (5) und Integration iiber € erhalten wir

(S0 =59 (f.9) = /Q{(Aufz 7—u}, Ag) — (Auf. - g —uf, Ag)]

o= (g =) + [ (0 - @)7

~~

BN

~—

I =
~—

/Q(UAU —Au-v+(q1 — 92)u(f2,)z v)

—_
(=2
o
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Da u und v Funktionen aus W, *(QUT,) sind, gibt es Folgen (u,) und (v,) in
C(QUTTy), die in WH2(Q) gegen u bzw. v konvergieren. Offenbar gilt

Unlag € Cl(aﬂ), supp(unlan) C I's (n € IN)

und ||yu — un|89HW%’2(QQ) — 0 (n — o0). Entsprechendes gilt fiir (v,) und v. Mit
(1) folgt daraus

(Zo)w)—(Zu)(v) = lim [(Z0)(un) = (L u)(vs)]

n— 0o
= — lim [/ ULV — ozuvn]
(8) m TeUR T2
= — auv + auv
T T
= 0.
Aus (8) und (7) folgt die Behauptung. ]

Lemma 7.3 Sind f, g € C*(Q) fest gewdhlt, so gilt
(9) (S0 = 82)(f.9) =0 (B3 2 — —0c0).

Beweis.  Wir setzen o. B. d. A. voraus, daf§ f, g € C?*(Q) fest gewihlte reellwer-
tige Funktionen sind. Ist die Aussage (9) fiir reellwertige Funktionen bewiesen, so
verifiziert man die entsprechende Aussage fiir komplexwertige Funktionen, indem
man letztere in Real— und Imaginérteil zerlegt und die Sesquilinearitét der Form
SM — S verwendet.

Im folgenden bezeichnen wir fiir reellwertiges & € C?(Q) und z € o(T;) N IR mit
), die geméB (4.8) eingefithrten Hilfsfunktionen relativ zu ¢; (j € {1,2}). Wir
setzen ferner ¢ := q; — @2

Dann gilt nach Lemma 7.2 fiir jedes z € o(Ty) N o(T) N IR

50 =507 s0)| = |[au il

(10)

IA

Wir zeigen nun, dafl die drei Terme der rechten Seite von (10) fiir z — oo in IR
gegen Null konvergieren.
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Seien gemidfl Lemma 4.5 K > 0 und zp < 0 Zahlen mit

(11) HV(U?L - ﬁfl)”m(m < VK (z < z0),
IVl — a2 € VE (2 < z0).

Nach der Cauchyschen Ungleichung, Bemerkung 1.1 und (11) gibt es zu jedem 6 > 0
eine Zahl Cs > 0 derart, dafl fiir z < zo gilt:

|l —af) (uf: — i)

(] N
/ ? |ufz_ufz|2+|ugz u;12|2)
1)

2

<

IA

(12) IV (. = @Dy + 1V (g = @)l

ZIA

5 ~ ~
(= 8 gy + et — 22 )

(g) Ké§ + Ca(Hu(f)Z - ﬁ}i”%?(ﬂ) + |lugt — a;jz)H%%Q)) ‘
11

Sei nun ¢ > 0. Aufgrund der vorstehenden Aussage (12) wihlen wir eine Zahl C.
mit der Eigenschaft, dafl fiir z < zg

<

| atu—af) (= afl)

< 4 Ol = a2 + = i)

(13)

gilt. Nach Lemma 4.5 gilt weiter

(14) Hu(ﬁ)z — ﬂ}?;H]ﬁ(Q) — 0 (]R S 2 — —OO) ,

[ul, — a2 — 0 (IR>z— —o00).




/7 Die Bindeutigkeitssatze

Weiter erhalten wir unter Verwendung von Lemma 4.5 fiir jedes z € o(T1)No(T2)N IR

6) | [ =D < Nl Aol — 5o

an | e T < el gl el

Mit (14) und Lemma 4.4 schliefen wir aus (16) und (17)

(18) gl (g —ig2) | = 0 (R3z— —o0),

(19) ‘QQUS?L@ -0 (R>z— —00).

Aus (10) und (15), (18), (19) folgt die Behauptung. ]

Lemma 7.4 Unter der Voraussetzung

W= (A = (B o = (ke )

gilt mit o := o(Ty) = o(Ts) fiir z € o
(50— 89)(fog) = =S 6000 [(6.9) — (60,0 (f. g€ CHTY).
k=1

Insbesondere ist dann SV — S® unabhingig von z € p.

Beweis. Seien f, g € C?(Q) fest gewihlt. Unter obiger Voraussetzung gilt nach
Satz 6.3 fiir z € p

- w29 ] g - L9
20 = =g - 06 )

G0 9) = 67 () 67 (9) } ‘

M)
< Mg

Da aus (-6 )y, = (5; 9|y, (k€ IN) und ¢l = &I, (k € IN) mit
5

Lemma 5.

(21) G =000, 609 = (0(9) (ke )
12Bzgl. (pf’) und (¢5”) (j € {1,2}) vgl. Seite 47.
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folgt, gilt fiir z € o

(1) (1) _ @ 2)
(22) G () 4 (9) %) (f) 4" (9) — 0 (k€ IN) .
<~ M
Durch Einsetzen von (21) und (22) in (20) erhalten wir die Behauptung. ]

Satz 7.5 [Folgende Aussagen sind dquivalent:
A) = (50 = (500 e, = &l,, (ke N);
B) q1=¢q .

Beweis. A) = B) Seien f, g € C*() fest gewihlt. Nach Lemma 7.3 gilt
(S0 = 82](f.9) = 0 (R3z— —c0).

Nach Lemma 7.4 ist {Sél) — Sf)}(f,g) unter den Voraussetzungen A) jedoch un-
abhéngig von z. Daraus folgt

(S0 = 59(f.9) =0 (z€o(T)No(Ty)).
Also ist die Bedingung B) von Satz 7.1 erfiillt, woraus die Behauptung folgt.

B) = A) Offensichtlich. ]

Es sei darauf hingewiesen, dafi o(7}) = o(Ty) u. U. keine zu (u\) = (p?) dqui-
valente Bedingung ist, da die Eigenwerte eines Schrédingeroperators i. allg. nicht
einfach sind.

Im folgenden werden wir die Voraussetzung von Satz 7.5 abschwichen.
Lemma 7.6 Seien ky, ko € INg Zahlen mit folgenden Figenschaften:
Mgcll)q-k = /~‘§c22)+k (k € ]N) )
(2 ohnlln, = (G dedln, o A, = ol (R € V).

Dann gilt fiir z € o(T1) N o(T3)

50— 50](f.g) = 33 WD E) = L)

(1)
=1~ T M =1 © T Mk
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Beweis. Seien f, g € C?(Q) fest gewihlt. Die zur Herleitung von (22) verwendete

Argumentation fithrt unter den gegebenen Voraussetzungen zu

glii)-kk(f) = gli?—yk(f) ) glii)-l—k(g) = gli?)q-k(g) (k S ]N) .

Folglich gilt fiir z € o(T}) N o(T3)

glii)q-k(f) glii)q-k(g) _ gliz)-kk(f) gliz)q-k(g) (k c ]N)
Z = Mgcll)q-k Z = /~‘§c22)+k

Nach Satz 6.3 gilt somit fiir z € o(T1) N o(72)

[S® = 52](f.9) =

= =il - U [ S e -
k=1 z /’Lk i1 pe /,Lk
s (D () ks T
£l TR Eovfica- T4
k=1 z Hi el pe [t

—Ejﬂ%@uxﬁﬁmm—@1Aﬁnggﬂ
k=1
_ [€é1)+k(f) glii)q-k(g) _ gliz)-kk(f) gliz)q-k(g) ] }

(23)

—_ E)
Z = M 4k e
- i (a9 i G 6 (9)
- (1) (2)

k1 ko
ST g) + D P ()Y, 9)
k=1 k=1

— Y (D [(D) 00 9) — (82400 9)]
k=1

Daraus folgt

k1 ko
59 = 82)(f.9) = =AU 9) + DL 9)
k=1 k=1

B Z ££1)+k(f) {<¢;€11)+kvg> - <¢;c22)+kvg>} (Z — —OO) .
k=1

Nach Lemma 7.3 gilt aber
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Also ist
00 k1 ko
=S NS 9) = (8 0)] = SN 9) = S L2 () g) -
k=1 k=1 k=1

Durch Einsetzen in (23) erhalten wir die behauptete Identitét. [

Satz 7.7 [Folgende Aussagen sind dquivalent:

A) Es gibt Zahlen ki, ky € INg mit folgenden Eigenschaften:

Mgcll)q-k = /~‘§c22)+k (k S ]N) )

(ol = (0l - Al = diuln, (ke V).

B) Es gilt ¢1 = ¢ .

Beweis. A) = B) Sei £ € IR™ ein fest gewdhlter Vektor mit der Eigenschaft, daf}
es einen Vektor v € S™ 1\ A mit v L £ gibt.!?

Wie im Beweis von Satz 7.1 {B)= C)} setzen wir fiir r > 0

((r) == I/—i(rl/—l—%f), n(r) = V+i(7“l/—% ),

o=t P =142
und
fa) = €07 gla) = 0T ().
Nach Lemma 6.4 gilt fiir r > 0

/Qe_iw(% —@)(@)de = SU(f,9) = (R(z, T ) (i fr), a19)
— SO(frag0) + (Bl Ta) e ) 201

Aufgrund von Satz 3.10 gibt es daher eine Zahl C' > 0 so, daf} fiir alle » > 0

(24) < | |59 =52 (£, )

C
+ =
r

/Q e_ig'x(% — q)(x) dx

13Bzgl. der Definition von A siehe Seite 39.
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gilt. Nach Lemma 7.6 gilt nun fiir beliebiges r > 0

k1 (1) FIDVEY
(50— 50](fg) = 35 WU )

(25) k=1 Zr = /’Lgﬂl)

B U Pl

P (2)
k=1 r M

Da wir v € S™7 1\ A gewihlt haben, und da fiir r > 0

|
I

((r) = a—irv, —n(r) = —a—irv mita = v — 2
gilt, folgt aus Satz 5.12 fiir 7 € {1,2} und beliebiges k € IN
() = olr) (r—o0), L) = o(r) (r—o0).

Fiir 5 € {1,2} und beliebiges k € IN gilt daher

)T _ ofr?) _
Gty AP+ 2 ap)

Mit (24) und (25) folgt daraus

<o) +S (o).

/Q e_iw(% — q)(x) dx

also ist

/e—ig.qu _ /e—i£~xq2‘
Q Q

Unter der Voraussetzung, dafi zu £ € IR ein Vektor v € {£} NS™ ! mit v ¢ A
existiert,'* gilt somit §;(£) = §2(§), wobei wir ¢; und ¢y wie im Beweis von Satz 7.1
als Funktionen aus L'(IR™) auffassen, die auf Q¢ identisch Null sind. Sei nun

M= {¢ € R ({&}* NS € A}

Wie wir gezeigt haben, gilt §;1(£) = ¢(&) (£ € M°). Da ¢; und ¢, Funktionen aus
L*(IR™) sind, sind ihre Fouriertransformierten stetig auf IR”. Zum Nachweis, daf}

g1 = ¢o und damit ¢; = ¢ gilt, geniigt es daher zu zeigen, dafi M nirgends dicht in

IR™ ist.
Widerspruchsannahme: Es gibt ein ¢ > 0 so, dafi M dicht in B.(x¢) liegt.

YMFiir ¢ € IR™ bezeichne {¢}1 das orthogonale Komplement von {ré|r € IR} in IR™.
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Ist 0 € B.(xg), so gibt es eine Kugel in B.(x), die den Ursprung nicht mehr enthalt
und in der M ebenfalls dicht liegt. Wir setzen daher o. B. d. A. voraus dal 0 ¢ B.(x)
ist. Dann ist R := |zo| > 0 und % € S™71,

Sei ¢ := % und sei # € S™7" mit |[x — 2| < ¢. Dann gilt Rz € B.(2(), also gibt es
eine Folge (x,) in M \ {0} mit |[Rx — x,] = 0 (n — oo0). Offenbar ist (é—zl) eine
Folge in M N S™ ! mit 2= — & (n — oo). Daraus folgt

|z

(26) (Bs(z)ns™t) c M ST,

Abb. 1

Sei nun y € S™~! ein beliebiger Vektor mit dist (y, {%0}L N S™ 1) < §. Dann ist
dist ({y}+ N S™71, %) < 4, also gibt es einen Vektor

v € ({ykr NS (Bs() NS

Nach (26) gibt es eine Folge (x,) in M N S™ ! mit x, — 2« (n — oo). Damit gilt
auch dist ({y}* N S™ 1 2,) =0 (n— o), woraus

dist (y, {z,}" NS™ ) = 0 (n — 00)

folgt. Da fiir n € IN stets x, € M ist, gilt ({z,}*NS™ 1) C A (n € IN). Also ist
dist(y, A) = 0, d. h. es gilt y € A. Aus der Annahme folgt somit

{yesm!| dist (y {2} 05" <6}  A.
Dies steht im Widerspruch dazu, daB A nach Lemma 5.13 nirgends dicht in S™~1

liegt.
Da B) = A) offenbar gilt, ist der Satz bewiesen. ]
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Im folgenden verwenden wir die in der Einleitung (Seite 1 — 2) erklarten Begriffe.
Wir setzen ferner

(ke IN).

Nach Gleichung (5), Seite 2, wird eine reellwertige Funktion ¢ € L'(0,7) eindeutig
durch die Folgen (ux(q)) und (kk(q)) bestimmt. Andererseits gibt es reellwertige
Funktionen ¢, p € L*(0,7) mit

pe(q) = pe(p),  wrlq) = rrlp) (K >2)

und ¢ # p, wie der folgende Satz zeigt. In einer Dimension, d. h. fir Sturm-—
Liouville-Operatoren, gilt also keine Satz 7.7 entsprechende Aussage.

Satz 7.8 Seien (uy) eine beliebige, streng monoton wachsende und (ki) eine belie-
bige reelle Zahlenfolge.

Gibt es eine reellwertige Funktion q € L*(0,7) und eine Zahl ko € IN derart, daf
i) = s rale) = me (k2 ko)

gilt, so gibt es genau eine reellwertige Funktion p € L*(0,7) mit
pr(p) = gy mr(p) = s (k€ IN).

Beweis. Der Satz ist eine unmittelbare Folgerung von [13, Corollary 6.2]. |
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Lemma A.1 Zu jeder Funktion g € C*(€2) gibt es eine Folge (g,) von Funktionen
aus CHQUT, UTy) mit

g — gnllwiz@) — 0 (n — o0).

Beweis. Da QU UL, = ﬁ\ 'y gilt, nehmen wir im folgenden an, daf§ T'g # ) ist.
Wir fithren zunédchst die allgemeine Situation auf einen Spezialfall zuriick.

Nach Voraussetzung ist Iy = ;N[ eine (m —2)-dimensionale C''~Mannigfaltigkeit,
die kompakt in IR™ ist (bzw. eine zweipunktige Menge, falls m = 2 gilt). Also gibt
es eine endliche Uberdeckung {U;,...,Ux} von Iy mit offenen Mengen in IR™ so,
dafl es fiir jedes j € {1,..., N} einen C'*~Diffeomorphismus ¢; : U; — By(0) mit

gibt, der ebenso wie seine Umkehrabbildung v; einschlieflich seiner Ableitungen
beschriankt ist. Auf einer hinreichend kleinen Umgebung von I'g sei {av, ..., ay} eine
Zerlegung der Eins bzgl. {U;,...,Ux}. Da Funktionen aus C'*( ) zu Funktionen
aus C}(IR™) fortsetzbar sind, kénnen wir o. B. d. A. voraussetzen, dafl g € Cj(IR™)
ist. Offenbar geniigt es zu zeigen, daB fiir beliebiges 7 € {1,..., N} die Funktion

(1) p = (aj-g)oy; € Co(Bi(0))
in WH?(B;(0)) durch eine Folge (¢,,) von Funktionen aus C§(By(0)) mit
(2) supp o, N (IR" 72 % {(0,0)}) = 0 (n € IV)

approximiert werden kann.

Im folgenden sei @' := (xy—1,2m) (v = (x1,...,2,) € IR™). Fir n € IN setzen
wir

0 ) r < nnl-l-l
h(r) := (nr)% —L ., r<r<d (r=0)
r L s

und
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Fir k€ {1,---m — 2} ist Dyu, = 0, und fiir &k € {m — 1, m} gilt

0 . |2'| < =57 oder |2'] > L

Dyuy(x) = (x € IR™).

1_
s <<t

Also ist u,, auf IR™ stetig und fast iiberall differenzierbar. Wie man leicht nachrech-
net gilt

/ |V, (z)]Pde <
B;(0)
1 1 2 ) 22
< [ (], nfa)F 2 e 0 Y
-1 -1 <lefl< L

nnt+1
_ n 2_
(3) = 2™ 2/ ) 2mr(nr) " dr
nnt+1
m—1 2 _2n 2% m—2 24, -2
= 2 Tnr C Srn ) < 2 e n
r=onl
— 2m—2ﬂ_n—1

Da die Folge (u,) punktweise auf B;(0) gegen 1 konvergiert und 0 < w, < 1
(n € IN) gilt, strebt (u,) nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz in
L*(By(0)) gegen 1. Aufgrund von (3) ist (u,) somit eine Folge in W'2(B(0)),
die in W'2(By(0)) gegen 1 konvergiert. Durch Regularisierung mit Friedrichsschen
Glattungskernen (vgl. [1, 2.17]) kénnen wir aus (u,,) eine Folge ( f,,) von Funktionen

aus C*(IR™) mit
supp fn N (]Rm_2 X {(0,0)}) =0 (n € IN)

konstruieren, die ebenfalls in W'?(B;(0)) gegen 1 konvergiert.

Sei jetzt ¢ die durch (1) erklarte Funktion und ¢, :== ¢ - f, (n € IN). Dann ist
(¢n) eine Folge von Funktionen aus C3(By(0)) mit (2), und es gilt

lo = eallwregioy < ({ﬁgl\D%HLm(&(o»)Hl—anWL?(Bl(o»

— 0 (n — o0),

womit das Lemma bewiesen ist. [ ]

Lemma A.2 Die Menge A liegt nirgends dicht in S™!.
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Beweis. Sei  F :={x € Q|09 ist nicht vom Typ 2 in z}. Das Lemma ist bewie-
sen, wenn wir zeigen, dafl n( F') nirgends dicht in ™! liegt, denn nach Konstruktion
ist A = {£n(z) |z € F}.

7Zu jedem Punkt o € 9Q gibt es eine offene Kugel U C IR™!, eine Funktion
h € C*(U) und ein k € {l1,...m} derart, daB J9Q in einer offenen Umgebung
V von x¢ durch ap = h(@1,...25-1, Tkt1, ... L) beschrieben wird (Eulersche bzw.
Mongsche Parametrisierung von d€). Da J) kompakt ist, kénnen wir 9 mit
endlich vielen solcher Umgebungen V}, ... Vx iiberdecken. Diese seien so klein, daf3
Sm=t fiir 5 € {1,...N} auf n(V) eine einheitliche Parametrisierung besitzt. Wie
wir im Anschlufl an Definition 5.7 bemerkt haben, ist 9 \ E relativ offen in 99
und F damit abgeschlossen. Also gibt es abgeschlossene Mengen Fi,...FExy mit
U;V:l E; = E derart, daf fiir 7 € {1,... N} stets E; C Vj ist. Offenbar geniigt es,
fiir jedes j € {1,... N} nachzuweisen, dafl n(F;) nirgends dicht in S™~! liegt.

Wir kénnen somit o. B. d. A. annehmen, daf§ es offene Kugeln U, V C IR™!, eine
Funktion » € C*(U ) sowie eine C**~Einbettung v : V — IR™ so gibt, daf} gilt
(sieche Abb. 2, Seite 62):

1) ¢:U — IR™ mit ¢(y) := (y,h(y)) (y € U) ist in einer wegzusammenhangen-
den Umgebung I' C 02 von E eine Parametrisierung von 0{;

2) 4 ist in einer Umgebung S C S™ ! von n(I') eine Parametrisierung von S™1.

Seien x € I', y € U mit ¢(y) = x. Die Vektoren {D1é(y), ..., Dn_1¢(y)} bilden

eine Basis des Tangentialraumes T,[' an I" in z. Aus
(4) Dio(y) = er + Drh(y)en (k=1,...,m—1)
(hierbei bezeichne e; den j—ten Einheitsvektor in IR™) folgt daher
0 = Didly) n(e) = me(e) + Dehly)nnle) (k=1 —1),

d. h. n(x) ist gleich einem der beiden Vektoren

1
5 + Vh, —1)(y) .
(5) e (VR

O.B.d. A.seing,(x) < 0. Dan,, eine stetige Funktion auf der wegzusammenhéngen-
den Menge I' ist, folgt aus (5), dal damit bereits

1
no¢ = ———(Vh,—1) auf U

1+ |Vh|?
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gilt. Fiir j, k € {1,...,m — 1} gilt also

D;Dyh Dyh
(6) Dij(ngod) = ——_ _ . > (D:h)D; D

auf U, und fiir j € {1,...,m — 1}, k = m gilt

auf U. Ist @ = ¢(y) € E, so gilt nach Definition 5.7
Dylo(y) -n(x)] = 0 (1 <a] <2),

woraus bei Betrachtung der Félle |a| = 2

0 = [DiD;¢(y)] - n(x) " [Die; + Djh(y)en)] - n(x) = DiDjh(y)en - n(x)
_ __Dibihy) je{l,...om—1
o iemhe et

folgt. Fiir ¢, j € {1,...,m — 1} gilt also D;D;h(y) = 0 (y € ¢~ (E)). Aufgrund
von (6) und (7) folgt daraus, daf§ fir j € {1,...,m —1} und k € {1,...,m}

(8) Di(nkod)(y) =0 (y€o ' (E)).
gilt.
n(x)
r S m-1 n(x)
¢ P
f
U V
— —

Abb. 2
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Wir setzen nun f : U — V., f := )" o n o ¢ und erhalten so eine Funktion
fe[eHan)™ ', fir die gilt:

(9) Ji(y) = Jp=1((n08)()) Juos(y) =0 (y € 67 (E)).

= 0
8

—_
o

»f(@7H(E)) ist eine Lebesguesche Nullmenge* (vgl. [2, 4.3.3.]) :

Als offene Menge ist U die abzdhlbare Vereinigung kompakter Wiirfel. Daher gentigt
es nachzuweisen, daf} fiir einen beliebigen Wiirfel K™ die Bildmenge von ¢~'(E)N K
unter f das Mafl Null hat. Sei also K ein Wiirfel mit X' C U. O. B. d. A. sei
K :=[0,1]™"'. Fiir r > 0 setzen wir

n(r) = sup {||Js(2)|| |z € K, fiireiny € "' (E)N K ist |z —y| < r},
wobei ||J¢(2)|| die Operatornorm des durch die Matrix J;(z) repréasentierten En-

domorphismus auf dem euklidischen Vektorraum IR™ bezeichne. Aus (9) folgt in
Verbindung mit der gleichméBigen Stetigkeit der Eintrége von J; auf K, daf

0 < n(r) 5 sup {||J¢(2) — Jy()|| |z € K, ye o E)NK, |z —y| <1}
9
< sup{||Js(z) = Jrw)ll |z € K, y e K, |z —y| < r}
— 0 (r \,0).
gilt.

Seien jetzt y € ¢~ (E)N K und € K mit |z — y| < r fest gewihlt. Wir setzen

z = y+ e —y), gt) = Jpy+tx—y)e—y) (te[0,1]).

Fiir 0 <t <1ist dann z; € K mit |z, — y| < | — y| < r. Nach Definition von n gilt
also

(10) gl = s(z)(e =)l < [[J(z)llle =yl < m(r)r (0=t <1).

Nun ist

(11)
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und da g = (g1, .., Gm-1) : [0,1] = IR™7" stetig ist, gilt

[Fona| = (€ ) < ('S o)

o=

/0 L () dt

k=1
m—1 % 1m-1 %
(12) < (S olon)” = (5 o) at)
k=1 0 k=1
1 >
= ([lomPat)” < sup jglo).
0 0<t<1

Aufgrund von (11), (12) und (10) sowie der Wahl von z, y gilt also
[f@) = fW)l < nlr)r - (e K, yed (E)NK, [z —y|<r).

Daraus folgt, daB fiir y € ¢ '(E)N K und r > 0 die Menge f(B,(y) N K) stets
von einem Wiirfel mit Volumen [27(r)r]™ ™" umfaBt wird. Wir unterteilen nun K =

[0,1]™" in £™~' Wiirfel mit der Kantenlinge 1. Enthélt ein solcher (kleiner) Wiirfel
einen Punkt y € ¢~1(F), so ist er in der Kugel um y mit dem Radius ¥2=1 enthalten,

3
weshalb sein Bild unter f in einem Wiirfel vom Volumen [2 77(—”]1_1 ) —Tr;;l }m_l liegt.

Da es hochstens k™1 Wiirfel gibt, die einen Punkt aus ¢~(FE) enthalten, kénnen
wir f(¢™'(E) N K) derart mit endlich vielen Wiirfeln {iberdecken, dafi die Summe
ihrer Volumina nicht grofler als

N e N e S

ist. Fiir wachsendes k € IN streben diese Zahlen gegen Null, denn 7(r) strebt gegen
Null fiir r N\ 0. Also ist f(¢7*(F)N K) eine Lebeguesche Nullmenge.

Wie wir gezeigt haben ist f(¢7'(E)) eine Lebesquesche Nullmenge in IR™™". Aufler-
dem ist f(¢~*(F)) kompakt, denn f ist stetig und ¢~ (E) ist kompakt. Also enthélt
diese Menge alle ihre Hiaufungspunkte. Da sie das Mafl Null hat, muf} sie nirgends
dicht in V liegen. Nach Konstruktion gilt nun (=" o n)(E) = f(¢ ' (E)). Da
YV — S™ 1 ein Homomorphismus ist, liegt damit n(E) nirgends dicht in S™!,
was zu zeigen war. [
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Symbolverzeichnis

IN, INg Menge der natiirlichen Zahlen, I[Ny = IN U {0}

-y, |7l Ty =gl tkye, |7l =Vaoa

Z, Rez, Imz konjugiert komplexe Zahl, Realteil bzw. Imaginéarteil von z
T.T Tangentialraum an I" im Punkt =

Sl Einheitssphéare in R™

JA, A, A, AL Rand, AbschlieBung, Komplement bzw. orthogonales Kom-

plement von A

X a charakteristische Funktion von A

fla Einschrankung von f auf A

Dy, D Dy =g D=(Di,...Dy)

VvV, A V=D 6 A=V.V

% duflere Normalenableitung auf 9

~y Spuroperator, v : W*(Q) — L*(9Q)

Jy Jacobi-Matrix von f = (fi,...f.), J;= (%)

supp f Trager von f

f Fouriertransformierte von f,

Jo) = @m% [ e ) do

T:FE>—F linearer Operator aus £ in F',d. h. D(T) C E

T D Einschrénkung von T auf D

D(T) Definitionsbereich von T

o(T), o(T) Spektrum bzw. Resolventenmenge von T'

R(z,T) Resolvente von T, R(z,T)= (2 —T)7!

B(E,F), B(F) Raum der beschriankten linearen Operatoren T : £ — F|

versehen mit der Operatornorm; B(F) = B(E, F)
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HuHkaP(Q)

HgHW%’2(QQ)

Menge der auf ) k-mal stetig partiell differenzierbaren
Funktionen

Menge der Funktionen ¢ € C*(Q) mit der Eigenschaft, daf
Dy fiir 0 < |a] < k beschriankt und gleichméBig stetig auf
ist

Menge der Funktionen aus C*( ) mit kompaktem Triger in
Qur

Lebesgue—Raum

Raum der Funktionen aus LP(§}) mit distributionellen Ablei-
tungen bis zur Ordnung k in L?()

Menge der Funktionen u mit der Eigenschaft, dal u € W*»(Q')
(€ C IR™ offen und beschrankt) gilt

AbschlieBung von C&(Q UT) in Wk»(Q)
Bild von W'2(Q) unter dem Spuroperator
topologischer Dualraum von W%’z(aﬂ)

Jouv
(o lul?)?
inf{c € [0,00]||u(z)| <ec (f.a. 2€Q)}

(5 falDoulp)?

|| <K
inf{ ||ullwiz@) v € WHHQ), yu =g}

Schrodinger—Sesquilinearform (Seite 18)
Schrodingeroperator (Seite 21)

Eigenwert von T' (Seite 25)

Eigenfunktion von T' zum Eigenwert py (Seite 25)
Losung des Randwertproblems (4.1)/(4.2) (Seite 43)
(Seite 30)

us, = i b)) vr  (Seite 35)

k:lz_’uk

Ausnahmemenge von S™~! (Seite 39)
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