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Einleitung 1

Einleitung

Wir betrachten zun�achst Sturm{Liouville{Operatoren. Sei q : (0; �) ! IR eine

absolut integrierbare Funktion, und seien �, � 2 [0; �) reelle Zahlen. Es sei

T = T (q; �; �) der lineare Operator im Lebesgueraum L2(0; �) mit

T := (�D2 + q) j� L ;(1)

wobei D2 die gew�ohnliche zweite Ableitung bezeichne und L die lineare Man-

nigfaltigkeit aller absolut{stetig di�erenzierbaren Funktionen y : [0; �] ! IC mit

�y00 + qy 2 L2(0; �) sei, die der Randbedingung

y(0) cos�+ y0(0) sin� = 0 ; y(�) cos� + y0(�) sin� = 0

gen�ugen. Das Spektrum dieses Operators besteht aus unendlich vielen reellen Ei-

genwerten der Vielfachheit 1, die lediglich den uneigentlichen H�aufungspunkt 1
besitzen. Die Eigenwerte von T bilden somit eine streng monoton wachsende reelle

Zahlenfolge (�k) mit �k = �k(q; �; �)!1 (k !1).

G. Borg [3] hat gezeigt, da� die Folge (�k) das Potential q niemals eindeutig be-

stimmt, da es stets unendlich viele reellwertige Potentiale p 2 L1(0; �) mit

�k(p; �; �) = �k(q; �; �) (k 2 IN)(2)

gibt (vgl. [3, Satz P , Satz P �]). Es stellt sich die Frage, inwiefern das Potential

q durch die Eigenwerte �k(q; �; �) bestimmt wird, und unter welchen zus�atzlichen

Bedingungen man aus (2) schlie�en kann, da� p = q ist. Ein erstes diesbez�ugliches

Ergebnis wurde von G. Borg erzielt und sp�ater von N. Levinson in [8] wie folgt

verallgemeinert:

Ist 
 2 [0; �) mit 
 6= �, so sind zwei reellwertige Potentiale p, q 2 L1(0; �) genau

dann identisch, wenn

�k(p; �; �) = �k(q; �; �) (k 2 IN)

und

�k(p; �; 
) = �k(q; �; 
) (k 2 IN)(3)

gilt (vgl. [8, Theorem I ]).

Das Studium des von N. Levinson angegebenen Beweises zeigt, da� an Stelle von (3)

auch eine Bedingung an die Eigenfunktionen von T (q; �; �) und T (p; �; �) gestellt

werden kann. Diese werden wir im folgenden kurz herleiten.
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Sei �k(x) = �k(x; q) (x 2 
) eine Eigenfunktion von T = T (q; �; �) zum Eigenwert

�k. Da, wie man zeigen kann, �k als Eigenfunktion von T keine doppelten Nullstellen

besitzt und die Randbedingungen

�k(0) cos �+ �0k(0) sin� = 0 ; �k(�) cos� + �0k(�) sin� = 0

erf�ullt, gibt es Zahlen Ck(0; q) 6= 0, Ck(�; q) 6= 0 mit

 
�k

�0k

!
(0; q) = Ck(0; q)

 
sin�

� cos�

!
;

 
�k

�0k

!
(�; q) = Ck(�; q)

 
sin�

� cos�

!
:

Die Bedingung (3) stellt lediglich sicher, da�

Ck(�; p)

Ck(0; p)
=

Ck(�; q)

Ck(0; q)
(k 2 IN)

gilt (siehe [8, Seite 27 u.]). Das Potential q des Operators T = T (q; �; �) wird also

durch die Eigenwerte �k(q) von T und das Verhalten der Eigenfunktionen von T in

den Randpunkten des Intervalls [0; �] eindeutig bestimmt. Nach [8] gilt folgendes

Ergebnis:

Zwei reellwertige Potentiale p, q 2 L1(0; �) sind genau dann identisch, wenn

�k(p) = �k(q) ;
Ck(�; p)

Ck(0; p)
=

Ck(�; q)

Ck(0; q)
(k 2 IN)(4)

gilt.

Liegen Dirichletsche Randbedingungen vor, d. h. ist � = � = 0, so wird (4) zu

�k(p) = �k(q) ;
�0k(�; p)

�0k(0; p)
=

�0k(�; q)

�0k(0; q)
(k 2 IN) :(5)

Einen ausf�uhrlichen Beweis daf�ur, da� diese Bedingung nur f�ur p = q erf�ullt ist,

geben J. P�oschel und E. Trubowitz in [13, Theorem 3.5].1 Unter Beschr�ankung

auf den Fall Dirichletscher Randbedingungen geben diese Autoren in [13] dar�uber

hinaus einen umfassenden Einblick in die Zusammenh�ange zwischen dem Potential

q und dem Spektrum des Operators T = T (q; 0; 0).

W�ahrend die Arbeiten von Borg und Levinson bereits 1946 bzw. 1949 erschie-

nen sind, wurden verwandte Fragestellungen f�ur Schr�odingeroperatoren (vermutlich)

etwa ab 1988 untersucht, u. a. von A. Nachman, J. Sylvester und G. Uhlmann [10].

1Zur Verdeutlichung der grundlegenden Ideen wird in [13] vorausgesetzt, da� p und q quadratisch

Lebesgue{integrierbar sind.
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Die zuletzt genannten Autoren gehen dabei von folgenden Voraussetzungen aus:

Gegeben seien ein beschr�anktes Gebiet 
 � IRm, m � 2, mit glattem Rand und eine

reellwertige Funktion q 2 C1(
 ). Sei T der (selbstadjungierte) lineare Operator

im Lebesgueraum L2(
) mit

D(T ) = fu 2 W 2;2(
) juj@
 = 0g ;

Tu = ��u+ qu (u 2 D(T )) ;
(6)

wobei uj@
 f�ur u 2 W 1;2(
) die Spur von u auf @
 bezeichne. (W k;2(
) ist ein

Sobolewraum mit k 2 f1; 2g.) Das Spektrum von T ist rein diskret, d. h. jede Zahl

z 2 �(T ) ist isolierter Punkt des Spektrums und ein Eigenwert endlicher Vielfachheit

von T . Die Eigenwerte von T k�onnen in Form einer monoton wachsenden reellen

Zahlenfolge (�k) mit �k !1 (k!1) angeordnet werden, wobei jeder Eigenwert

seiner Vielfachheit entsprechend oft in (�k) vorkommt. Ferner kann f�ur jedes k 2 IN
eine Eigenfunktion �k von T zum Eigenwert �k so gew�ahlt werden, da� (�k) eine

Orthonormalbasis von L2(
) ist.

Die Ergebnisse von [10] kann man nun wie folgt zusammenfassen:

Nach [10, Theorem 1.3] sind zwei reellwertige Potentiale q1, q2 2 C1(
 ) genau

dann identisch sind, wenn die Orthonormalbasen (�(1)

k ) und (�(2)

k ) so gew�ahlt werden

k�onnen, da�

�(1)

k = �(2)

k ; @

@n
�(1)

k = @

@n
�(2)

k (k 2 IN)

gilt. Dabei bezeichne @

@n
�k die �au�ere Normalenableitung von �k 2 C1(
 ) auf @
.

Eine entsprechende Aussage gilt, wenn wir in (6) die Dirichletsche Randbedingung

uj@
 = 0 durch eine Robinsche Randbedingung @

@n
u+ �uj@
 = 0 mit fest gew�ahlter

reellwertiger Funktion � 2 C1(@
) ersetzen. Nach [10, Theorem 1.4] stimmen in

diesem Fall zwei reellwertige Potentiale q1, q2 2 C1(
 ) genau dann �uberein, wenn

die Orthonormalbasen (�(1)

k ) und (�(2)

k ) so gew�ahlt werden k�onnen, da�

�(1)

k = �(2)

k ; �(1)

k j@
 = �(2)

k j@
 (k 2 IN)

gilt.

Ebenfalls 1988 sind verwandte Ergebnisse von R. G. Novikov und von G. Henkin

[11], [12] sowie A. G. Ramm [14] mitgeteilt worden.

Die Aussage von [10, Theorem 1.3], also f�ur den Operator mit Dirichletschen Rand-

bedingungen, wurde bislang in zwei Richtungen verallgemeinert. T. Kriecherbauer

hat in [7] die Voraussetzungen zu q1, q2 2 L1(
) (reellwertig) abgeschw�acht,
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w�ahrend H. Isozaki in [5] den Beweis erheblich vereinfacht und zus�atzlich gezeigt

hat, da� zwei reellwertige Potentiale q1, q2 2 C1(
 ) bereits dann �ubereinstimmen,

wenn es eine Zahl k0 2 IN0 mit

�
(1)

k = �
(2)

k ; @

@n
�
(1)

k = @

@n
�
(2)

k (k > k0)(7)

gibt (vgl. [5, Theorem B ]).

Die vorliegenden Arbeit verallgemeinert die Resultate von [10], [7] und [5] in zwei

Richtungen. Erstens lassen wir allgemeinere Potentiale zu. Wir setzen lediglich

voraus, da� das Potential eine reellwertige Funktion q 2 L2(
) mit der Eigenschaft

ist, da� es zu jedem " > 0 eine Zahl C" > 0 mit

Z


jqjj'j2 � "kr'k2L2(
) + C"k'k2L2(
) (' 2 C1(
 ))(8)

gibt. Dies schlie�t sowohl Potentiale q 2 Lp(
) mit p � max(2; m
2
) ein, als auch

wesentlich singul�arere Potentiale, die einer Stummel{Schechter{Bedingung gen�ugen.

Zweitens zerlegen wir den Rand @
 in disjunkte Mengen �1 und �2 und verlangen

an Stelle Dirichletscher oder Robinscher Randbedingungen die Erf�ullung gemischter

Randbedingungen der Form

uj�1 = 0 ; ( @

@n
u+ �u)j�2 = 0 :

Dirichletsche und Robinsche Randbedingungen sind zugelassene Spezialf�alle.

Ausgangspunkt unserer �Uberlegungen ist der von Isozaki im Vergleich zu [10] we-

sentlich vereinfachte Nachweis, da� ein Potential q 2 C1(
 ) eindeutig durch die

Neumann{Abbildungen N(z; q) bestimmt wird, die f�ur z 2 %(T ) durch

N(z; q)f := @

@n
uf;z (f 2 C1(@
))

erkl�art sind, wobei uf;z : 
! IC f�ur f 2 C1(@
) die eindeutig bestimmte Funktion

u 2 C1(
 ) mit

��u+ qu = zu in 
 ; uj@
 = f

bezeichne.

Im folgenden skizzieren wir kurz den von Isozaki angegeben Beweis, da� zwei reell-

wertige Potentiale q1, q2 2 C1(
 ) dann �ubereinstimmen, wenn (7) gilt.

F�ur z 2 %(T ) n (�1; 0] und �, ! 2 Sm�1 (der Einheitssph�are in IRm) sei

S(z; �; ! ; q) :=
Z
@

N(z; q)ei

p
z !�x � e�i

p
z ��x d�(x) :



Einleitung 5

Nach [5, Lemma 2.2] gilt dann

S(z; �; ! ; q) = � z j� � !j2
2

Z


e�i

p
z (��!)�x dx +

Z


e�i

p
z (��!)�x q(x) dx +

+
Z


(z � T )�1(qei

p
z !�x) � qe�i

p
z ��x dx :

(9)

Sei nun � 2 IRm n f0g fest gew�ahlt. Wir w�ahlen einen Vektor � 2 Sm�1 mit � ? �

und setzen f�ur N 2 IN mit N >
j�j
2

zN := (N + i)2 ; cN :=
�
1� j�j2

4N2

�1
2
;

�N := cN� +
1
2N
� ; !N := cN� � 1

2N
� :

(10)

Dann gilt

Im zN = 2Ni!1 ; �ipzN (�N � !N ) =
1
N
� � i� ! �i� (N !1)

und

jRe (ipzN !N )j = j!N j = 1 ; jRe (�ipzN �N )j = j�N j = 1 (N > j�j
2
) ;

also folgt aus (9)

lim
N!1

S(zN ; �N ; !N ; q) = � j�j2
2

Z


e�i��x dx +

Z


e�i��x q(x) dx :

Zum Nachweis, da� aus (7) schon q1 = q2 folgt, gen�ugt es daher zu zeigen, da� unter

dieser Voraussetzung bei beliebiger Wahl von �

lim
N!1

���S(zN ; �N ; !N ; q1)� S(zN ; �N ; !N ; q2)
��� = 0

ist. Diese Gleichung ist erf�ullt, wenn es Zahlen C > 0 und z0 > 0 so gibt, da� f�ur

alle z 2 %(T ) mit jzj > z0




hN(z; q1)�N(z; q2)
i
f




L2(@
)

� C

jzj kfkL2(@
) (f 2 C1(@
))(11)

gilt. Beim Beweis von (11) benutzt Isozaki, da� es eine Zahl m 2 IN derart gibt,

da� f�ur z 2 %(T ) und f 2 C1(@
)

h� d
dz

�m
N(z; q)f

i
(x) =

Z
@

rz(x; y) f(y) d�(y) (x 2 @
)
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gilt, wobei rz die durch

rz(x; y) = m!
1X
k=1

1

(�k � z)m+1
@

@n
�k(x) � @

@n
�k(y) (x; y 2 @
)

erkl�arte stetige Funktion auf @
 � @
 ist (siehe [10, Lemma 3.1]). Unter der Vor-

aussetzung (7) gilt folglich

� d
dz

�mh
N(z; q1)�N(z; q2)

i
=

k0X
k=1

m!A
(1)

k

�
(1)

k � z
�

k0X
k=1

m!A
(2)

k

�
(2)

k � z
(z 2 %(T ))

mit

A
(j)

k f =

�Z
@


@

@n
�
(j)

k (y) � f(y) d�(y)
�

@

@n
�
(j)

k (f 2 C1(@
)) :

Also gibt es beschr�ankte lineare Operatoren Bn (0 � n � m � 1) aus L2(@
) in

L2(@
) so, da� f�ur z 2 %(T )

N(z; q1)�N(z; q2) =
k0X
k=1

A
(1)

k

�
(1)

k � z
�

k0X
k=1

A
(2)

k

�
(2)

k � z
+

m�1X
n=0

znBn

ist. Aufgrund von

lim
z!�1




hN(z; q1)�N(z; q2)
i
f




L2(@
)

= 0 (f 2 C1(@
))

gilt Bn = 0 (0 � n � m � 1), und da A(j)

k (1 � k � k0; j 2 f1; 2g) beschr�ankte
Operatoren aus L2(@
) in L2(@
) sind, folgt (11).

Diesen Beweis werden wir so modi�zieren, da� wir die bereits angesprochene Ver-

allgemeinerung der Ergebnisse von [10], [7] und [5] durchf�uhren k�onnen.

Wir setzen voraus, da� 
 ein beschr�anktes C2{Gebiet in IRm, m � 2, ist, das lokal

nur auf einer Seite seines Randes liegt. Dieser sei so in drei disjunkte Mengen �0,

�1, �2 aufgeteilt, da� �1, �2 (relativ) o�en in @
 sind und �0 = �1 \ �2 gilt. Ist

�0 6= ; und m = 2, so bestehe �0 aus zwei Punkten, ist �0 6= ; und m � 3, so

sei �0 eine (m� 2){dimensionale C2{Mannigfaltigkeit. Auf @
 sei eine reellwertige

Funktion � 2 L1(@
) erkl�art. Da wir bez�uglich q die Bedingung (8) stellen, m�ussen

wir erkl�aren, wie wir an Stelle von (6) den Schr�odingeroperator zum formalen Rand-

wertproblem

��u+ qu = zu in 
 ; uj�1 = f ; ( @
@n
u+ �u)j�2 = g(12)
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einf�uhren wollen. Dazu untersuchen wir die Sesquilinearform

t(u; v) :=
Z


(ru � rv + qu v ) +

Z
�1

�uv (u; v 2 W 1;2
0 (
 [ �2)) ;

wobei W
1;2
0 (
 [ �2) die Abschlie�ung von C1

0 (
 [ �2) in W
1;2(
) bezeichne. Wir

zeigen, da� t eine symmetrische, in L2(
) dicht de�nierte, abgeschlossene und nach

unten beschr�ankte Sesquilinearform ist. Der Schr�odingeroperator T zum formalen

Randwertproblem (12) ist per de�nitionem der eindeutig bestimmte selbstadjun-

gierte Operator in L2(
) mit D(T ) � D(t) und

t(u; v) = hTu; vi (u 2 D(T ); v 2 D(t)) :

Also ist D(T ) eine Teilmenge von W 1;2(
), weshalb wir den Randwert uj@
 einer

Funktion u 2 D(T ) mit Hilfe des Spuroperators 
 : W 1;2(
) ! W
1
2 ;2(@
) erkl�aren

k�onnen. Da Funktionen aus D(T ) auf @
 unter Umst�anden keine Normalenablei-

tung im gew�ohnlichen Sinn besitzen, m�ussen wir die Normalenableitung @

@n
u einer

Funktion u 2 D(T ) in geeigneter Weise durch Distributionen erkl�aren (siehe Seite

16). Wir zeigen, da� unsere Begri�sbildung zu

D(T ) =
n
u 2 W 1;2(
)

�����u+ qu 2 L2(
); uj�1 = 0; ( @

@n
u+ �u)j�2 = 0

o
;

Tu = ��u+ qu (u 2 D(T ))

f�uhrt. Da T ein selbstadjungierter Operator mit kompakter Resolvente ist, k�onnen

die Eigenwerte von T in Form einer monoton wachsenden reellen Zahlenfolge (�k)

mit �k !1 (k !1) aufgez�ahlt werden, wobei jeder Eigenwert seiner Vielfach-

heit entsprechend oft in (�k) vorkommt. Ferner kann f�ur jedes k 2 IN eine Eigen-

funktion �k von T zum Eigenwert �k so gew�ahlt werden, da� (�k) eine Orthonor-

malbasis von L2(
) ist.

Wir werden zeigen, da� q1 = q2 ist, wenn (�
(1)

k ) und (�(2)

k ) so gew�ahlt werden k�onnen,

da� mit geeigneten Zahlen k1, k2 2 IN0

�(1)

k1+k
= �(2)

k2+k
(k 2 IN) ;

( @

@n
�(1)

k1+k
)j�1 = ( @

@n
�(2)

k2+k
)j�1 ; �(1)

k1+k
j�2 = �(2)

k2+k
j�2 (k 2 IN)

(13)

gilt.

Der Beweis dieser Aussage erfolgt in drei Schritten. Dazu ist es zweckm�a�ig eine

kanonische Sesquilinearform zu erkl�aren: F�ur z 2 %(T ) sei

Sz(f; g) := ( @

@n
uf;z)( g )�

Z
@

uf;z

@

@n
g (f; g 2 C2(
 )) ;
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wobei uf;z : 
 ! IC f�ur f 2 C2(
 ) die eindeutig bestimmte Funktion u 2 W 1;2(
)

mit �u 2 L1(
) bezeichne, f�ur die

��u+ qu = zu in 
 ; uj�1 = f j�1 ; ( @

@n
u+ �u)j�2 = ( @

@n
f + �f)j�2

gilt.

Zun�achst zeigen wir, da� die Familie (Sz)z2 IC; arg z2(0;�2 ) das Potential q eindeutig

bestimmt. Dazu w�ahlen wir zu � 2 IRm einen Vektor � 2 Sm�1 mit � ? � und

setzen f�ur r > 0 an Stelle von (10)

�(r) := � � i(r� + 1
2
�) ; �(r) := � + i(r� � 1

2
�) ;

zr := r2 + 1
4
j�j2 � 1 + 2i r :

F�ur die durch

fr(x) := e�(r)�x ; gr(x) := e��(r)�x (x 2 
 ; r > 0)

erkl�arten Funktionen gilt dann

Szr (fr; gr) =
Z


e�i��xq(x) dx � h(zr � T )�1(qfr); qgri (r > 0)

und damit

lim
r!1Szr (fr; gr) =

Z


e�i��xq(x) dx :(14)

Aus S(1)
z = S(2)

z (z 2 IC; arg z 2 (0; �
2
)), folgt daher q1 = q2.

Anschlie�end zeigen wir, da� aus (13) mit k1 = 0 und k2 = 0 die �Ubereinstim-

mung der Formen S(1)
z und S(2)

z folgt. Dazu entwickeln wir uf;z in L
2(
) nach den

Eigenfunktionen von T , wodurch wir die folgende Darstellung von uf;z erhalten:

uf;z =
1X
k=1

`k(f)

z � �k
�k in L2(
)

mit Koe�zienten

`k(f) = ( @

@n
�k)(f)�

Z
@

�k

@

@n
f (k 2 IN) ;
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die f�ur k 2 IN eindeutig durch ( @

@n
�k)j�1 und �kj�2 bestimmt werden. Aus dieser

Darstellung von uf;z schlie�en wir, da�

Sz(f; g) = �
1X
k=1

`k(f)

�
h�k; gi �

`k(g)

z � �k

�
(f; g 2 C2(
 ))(15)

gilt. Ist die Voraussetzung (13) mit k1 = 0 und k2 = 0 erf�ullt, so folgt aus (15)

h
S(1)

z � S(2)

z

i
(f; g) = �

1X
k=1

`
(1)

k (f)
h
h�(1)

k ; gi � h�(2)

k ; gi
i

(f; g 2 C2(
 )) :

In diesem Fall ist somit die Di�erenz
h
S(1)
z �S(2)

z

i
(f; g) f�ur fest gew�ahlte Funktionen

f , g 2 C2(
 ) unabh�angig von z. Wenn andererseits

h
S(1)

z � S(2)

z

i
(f; g) ! 0 (z! �1)(16)

gilt, stimmen die Formen S(1)
z und S(2)

z �uberein.

Der Nachweis von (16) basiert auf der Beobachtung, da� f�ur z 2 %(T1) \ %(T2)

h
S(1)

z � S(2)

z

i
(f; g) =

Z


(q1 � q2)u

(2)

f;z u
(1)

g; z (f; g 2 C2(
 ))

gilt. Mit Hilfe dieser Gleichung und (8) l�a�t sich die Frage nach der G�ultigkeit von

(16) durch die Untersuchung des Verhaltens von uf;z und ruf;z bei fest gew�ahlter
Funktion f 2 C2(
 ) f�ur z !�1 beantworten.

Nachdem wir damit gezeigt haben, da� q1 = q2 aus (13) mit k1 = 0 und k2 = 0 folgt,

setzen wir im folgenden voraus, da� (13) mit geeigneten Zahlen k1, k2 2 IN gilt. In

diesem Fall folgt aus (15) und (16)

h
S(1)

z � S(2)

z

i
(f; g) =

k1X
k=1

`
(1)

k (f) ` (1)k (g)

z � �(1)

k

�
k2X
k=1

`
(2)

k (f) `
(2)

k (g)

z � �(2)

k

(f; g 2 C2(
 )) :

Beachten wir (14), so sehen wir, da�

lim
r!1

`
(j)

k (fr) `
(j)

k (gr)

zr � �(j)

k

= 0 (1 � k � kj ; j 2 f1; 2g)(17)

somit eine hinreichende Bedingung f�ur

Z


e�i��x (q1 � q2)(x) dx = 0(18)
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ist. Nach De�nition von fr und gr ist (17) erf�ullt, wenn zu � 2 IRm ein Vektor

� 2 Sm�1 mit � ? � gew�ahlt werden kann, der die Eigenschaft besitzt, da� f�ur

hr(x) := e(a�ir�)�x (x 2 
; r > 0)

mit a = (� � i
2
�) oder a = �(� � i

2
�)

`k(hr) = o(r) (r!1)(19)

gilt. Im Fall Dirichletscher Randbedingungen gilt (19) f�ur beliebige Vektoren

� 2 Sm�1, was aus dem Satz von Riemann{Lebesgue folgt. Liegen hingegen ge-

mischte oder Robinsche Randbedingungen vor, so gibt es unter Umst�anden Vektoren

� 2 Sm�1, die (19) nicht erf�ullen. Diese Ausnahmemenge ist jedoch nirgends dicht

in Sm�1, weshalb (18) auf einer f�ur den Schlu� q1 = q2 ausreichenden Teilmenge von

IRm erf�ullt ist.
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1 Generelle Voraussetzungen

Gegeben sei ein beschr�anktes Gebiet 
 in IRm, m � 2, dessen Rand @
 eine (m�1){

dimensionale C2{Mannigfaltigkeit ist. Es gelte @
 = @
. Ferner seien �1 und �2

zwei disjunkte Teilmengen von @
, die relativ o�en in @
 sind. Mit �0 := �1 \ �2

gelte @
 = �1 [ �2 [ �0. Ist �0 6= ; und m = 2, so bestehe �0 aus zwei Punkten,

ist �0 6= ; und m � 3, so sei �0 eine (m � 2){dimensionale C1{Mannigfaltigkeit.

Wir setzen voraus, da� q : 
! IR eine Funktion aus L2(
) ist, die die Eigenschaft

besitzt, da� es zu jedem " > 0 eine Zahl C" > 0 mit

Z


jqjj'j2 � "kr'k2L2(
) + C"k'k2L2(
) (' 2 C1(
 ))(1)

gibt. Bis auf weiteres sei q fest gew�ahlt. Ferner sei � : @
! IR eine der Bedingung

� 2 L1(@
)

gen�ugende fest gew�ahlte Funktion.

Bemerkung 1.1 F�ur u 2 W 1;2(
) ist qu2 2 L1(
). Ferner gibt es zu jedem " > 0

eine Zahl C" > 0 mit

Z


jqjjuj2 � "kruk2L2(
) + C"kuk2L2(
) (u 2 W 1;2(
)) :(2)

Beweis. Sei u 2 W 1;2(
). Dann gibt es eine Folge ('n) in C
1(
 ), die in W 1;2(
)

gegen u konvergiert (vgl. [1, Theorem 3.18]). Da nach der Cauchy{Schwarzschen

Ungleichung f�ur n, k 2 IN

Z


jq'2

n � q'2
kj �

Z


jqjj'n � 'kjj'n + 'kj

�
�Z



jqjj'n � 'kj2

� 1
2
�Z



jqjj'n + 'kj2

�1
2

(3)

gilt, folgt aus (3) mit Hilfe von (1), da� (q'2
n) eine Cauchyfolge in L

1(
) ist. Somit

gibt es eine Funktion v 2 L1(
) mit q'2
n ! v in L1(
) (n ! 1). F�ur eine

geeignete Teilfolge ('nk) von ('n) gilt nun

q'2
nk
! qu2 ; q'2

nk
! v fast �uberall auf 
 (k !1) :

Daraus folgt v = qu2 fast �uberall auf 
, also ist qu2 2 L1(
), und es gilt q'2
n ! qu2

in L1(
) (n!1). Wegen (1) gibt es nun zu jedem " > 0 eine von u unabh�angige
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Zahl C" > 0 mit

Z


jqjjuj2 = lim

n!1 jq'
2
nj � lim

n!1

�
"kr'nk2L2(
) + C"k'nk2L2(
)

�
= "kruk2L2(
) + C"kuk2L2(
) :

Bemerkung 1.2 Ist q : 
 ! IR eine Funktion, die eine der beiden nachfolgend

aufgef�uhrten Eigenschaften besitzt, so gilt (1).

a) q 2 Lp(
) mit p � max(2; m
2
) ;

b) q 2 L2(
) mit N� := sup
y2IRm

Z
B�(y)\


jq(x)j!(y � x) dx ! 0 (�& 0) ;

!(x) :=

8>>><
>>>:

1� log jxj ; m = 2

jxj2�m ; m � 3

(x 2 IRm n f0g) :

Beweis.

a) Sei r 2 IR mit 1
p
+ 2

r
= 1. Da p � max (2; m

2
) ist, gilt dann 2 � r < 1, falls

m = 2 ist bzw. 2 � r � 2m
m�2 , falls m > 2 ist. Also gibt es nach dem Sobolewschen

Einbettungssatz (vgl. [1, Theorem 5.4]) eine Zahl C > 0 mit

k'kLr(
) � Ck'kW 1;2(
) (' 2 C1(
 )) :

Sei nun " > 0. F�ur n 2 IN setzen wir

qn(x) :=

8>>><
>>>:
q(x) ; jq(x)j < n

0 ; sonst

(x 2 
) :

Dann gilt

Z


jq � qnjp =

Z
fx2
 j jq(x)j�ng

jq(x)jp dx (n 2 IN) ;

und wegen �fx 2 
 j jq(x)j � ng ! 0 (n!1) gibt es eine Zahl N 2 IN mit

kq � qNkLp(
) �
"

C2
:
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Mit Hilfe der H�olderschen Ungleichung ( 1
p
+ 1

r
+ 1

r
= 1) folgt daraus

Z


jqjj'j2 =

Z


jq � qN jj'jj'j+

Z


jqN jj'j2

� kq � qNkLp(
)k'k2Lr(
) + kqNkL1(
)k'k2L2(
)
� "

C2
C2k'k2W 1;2(
) +Nk'k2L2(
)

= "kr'k2L2(
) + ("+N)k'k2L2(
) (' 2 C1(
 )) :

b) Sei Q die Fortsetzung von
q
jqj auf IRm mit Q(x) = 0 (x 2 


c
). Dann ist

Q 2 L2
loc(IR

m), und f�ur 0 < � � 1 gilt

sup
y2IRm

Z
jxj<�

jQ(x� y)j2 !(x) dx = sup
y2IRm

Z
jx+yj<�

jQ(x)j2!(x+ y) dx

= sup
y2IRm

Z
jx�yj<�; x2


jq(x)j!(x� y) dx

= N� < 1 :

Man kann zeigen (siehe [15, CH. 7, Theorem 7.3]), da� es eine Zahl K > 0 mit

folgender Eigenschaft gibt: Zu jedem � 2 (0; 1) gibt es eine Zahl C� > 0 mit

kQ'k2L2(IRm) � KN�k'k2W 1;2(IRm) + C�k'k2L2(IRm) (' 2 C1
0 (IRm)) :(4)

Nun ist C1
0 (IRm) dicht in W 1;2(IRm), also ist (4) �aquivalent zu

kQvk2L2(IRm) � KN�kvk2W 1;2(IRm) + C�kvk2L2(IRm) (v 2 W 1;2(IRm))(5)

(vgl. Bemerkung 1.1). Da 
 ein beschr�anktes C2{Gebiet ist, k�onnen wir jede Funk-

tion u 2 W 1;2(
) so zu einer Funktion v 2 W 1;2(IRm) fortsetzen, da� mit einer von

u und v unabh�angigen Zahl C > 1

kvkW k;2(IRm) � CkukW k;2(
) (0 � k � 1)

gilt (vgl. [1, Theorem 4.26]). Aus (5) folgt daher, da� es eine Zahl K > 0 und zu

jedem � 2 (0; 1) eine Zahl C� > 0 so gibt, da�

Z


jqjjuj2 � C2

�
KN�kuk2W 1;2(
) + C�kuk2L2(
)

�
(u 2 W 1;2(
))

gilt. Da nach Voraussetzung N� ! 0 (�& 0) gilt, ist damit auch (1) erf�ullt.



2 Randfunktion und distributionelle Normalenableitung einer Funktion 14

2 Randfunktion und distributionelle Normalen-

ableitung einer Funktion

Bekanntlich sind die Elemente von W 1;2(
) keine Funktionen, sondern �Aquivalenz-

klassen von auf 
 erkl�arten Funktionen, die fast �uberall �ubereinstimmen. Da @


eine Nullmenge in IRm ist, stellt sich die Frage, was wir unter der Randfunktion

einer Funktion u 2 W 1;2(
) verstehen wollen.

Ist ' 2 C0(
 ), so besitzt ' genau eine stetige Fortsetzung auf 
, die wir der

Einfachheit halber ebenfalls mit ' bezeichnen.2 Man kann zeigen, da� es zu jedem

" > 0 eine Zahl C" > 0 mit

Z
@

j'j2 � "kr'k2L2(
) + C"k'k2L2(
) (' 2 C0(
 ) \W 1;2(
))(1)

gibt (siehe z. B. [9, Theorem 3.16]). Insbesondere ist somit der durch


0 ' := ' j� @
 (' 2 C0(
 ) \W 1;2(
))

erkl�arte lineare Operator aus W 1;2(
) in L2(@
) beschr�ankt. Da C1(
 ) dicht in

W 1;2(
) liegt (vgl. [1, Theorem 3.18]), ist 
0 zudem dicht de�niert. Also besitzt 
0
genau eine beschr�ankte Fortsetzung 
 :W 1;2(
)! L2(@
), den Spuroperator.

De�nition 2.1 Unter der Randfunktion einer Funktion u 2 W 1;2(
) auf einer

relativ o�enen Teilmenge � von @
 verstehen wir die punktweise Einschr�ankung der

Funktion 
u : @
! IC auf �. Hierf�ur schreiben wir (
u) j� �, oder uj� oder | wenn

aus dem Zusammenhang ersichtlich ist, da� die Einschr�ankung auf � betrachtet wird

| kurz u.

Die bekannte Darstellung

W 1;2
0 (
) = fu 2 W 1;2(
) j 
u = 0g(2)

(siehe z. B. [9, Theorem 3.12]) hat imFalle der disjunkten Zerlegung @
 = �1[�2[�0

(vgl. Seite 11) ihre Entsprechung in

W 1;2
0 (
 [ �2) = fu 2 W 1;2(
) juj�1 = 0g :(3)

Um (3) zu veri�zieren, w�ahlt man entsprechend der De�nition von W 1;2
0 (
 [ �2) zu

u 2 W 1;2
0 (
 [ �2) eine Folge ('n) in C

1
0 (
[�2) mit ku�'nkW 1;2(
) ! 0 (n!1).

2Vgl. die De�nition von C0( 
 ), Seite 66.
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Dann gilt 'nj�1 = 0 (n 2 IN) und damit

Z
�1

juj2 =
Z
�1

ju� 'nj2 �
Z
@

ju� 'nj2

� C2

 ku� 'nk2W 1;2(
) ! 0 (n!1) ;

wobei C
 die Operatornorm des Spuroperators 
 : W 1;2(
) ! L2(@
) bezeichne.

Also ist u 2 W 1;2(
) mit uj�1 = 0. Ist andererseits u 2 W 1;2(
) mit uj�1 = 0, so

kann man mit den Methoden aus dem Beweis von [1, Theorem 3.18] zeigen, da�

es eine Folge ('n) in C1
0 (
 [ �2) mit ku � 'nkW 1;2(
) ! 0 (n ! 1) gibt, was

�aquivalent zu u 2 W 1;2
0 (
 [ �2) ist.

Im Raum W 1;2(
) gibt es bekanntlich Funktionen, deren distributioneller Gra-

dient nicht die Anwendung des Spuroperators erlaubt, so da� eine Normalen-

ableitung nicht mit Hilfe des Spuroperators gebildet werden kann. F�ur Funktio-

nen u 2 W 1;2(
), die die Eigenschaft besitzen, da� �u 2 L1(
) ist und mit einer

geeigneten Zahl C > 0

����
Z


�u � '

���� � Ck'kW 1;2(
) (' 2 C1(
 ))(4)

gilt, k�onnen wir jedoch eine distributionelle Normalenableitung einf�uhren.

Im folgenden sei u eine Funktion aus W 1;2(
) mit der Eigenschaft, da� �u 2 L1(
)

ist und (4) gilt. F�ur v 2 W 1;2(
) ist dann �u � v 2 L1(
), und es gilt

����
Z


�u � v

���� � CkvkW 1;2(
) (v 2 W 1;2(
)) :3(5)

Indem wir

Gu(v) :=
Z


(�u � v +ru � rv) (v 2 W 1;2(
))

setzen, erhalten wir also ein beschr�anktes lineares Funktional auf W 1;2(
). Ist ('n)

eine Folge in C2
0(
 ) mit

ku� 'nkW 1;2(
) ! 0 ; k�u��'nkL1(
) ! 0 (n!1) ; 4

so gilt nach der ersten Greenschen Formel

Gu(v) =
Z


(�u � v +ru � rv) = lim

k!1

Z


(�'k � v +r'k � rv)

= lim
k!1

Z
@


@

@n
'k � v (v 2 C1(
 )) :

3Der Beweis erfolgt analog zu dem von Bemerkung 1.1.
4Zur Existenz von ('n) vgl. z. B. den Beweis von [1, Theorem 3.18].
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Insbesondere gilt Gu(v) = 0 (v 2 C1
0 (
)), woraus durch Grenz�ubergang Gu(v) = 0

(v 2 W 1;2
0 (
)) folgt.

Seien nun v, w 2 W 1;2(
) mit 
v = 
w. Nach (2) ist dann v � w 2 W
1;2
0 (
), also

Gu(v) = Gu(w). Da somit Gu ein beschr�anktes lineares Funktional auf W 1;2(
) ist,

dessen Wert Gu(v) f�ur v 2 W 1;2(
) lediglich von 
v abh�angt, wird durch

Fu(g) := Gu(v) (g 2 L2(@
); v 2 W 1;2(
) mit 
v = g)(6)

ein beschr�anktes lineares Funktional auf dem Banachraum

W
1
2 ;2(@
) =

n
g 2 L2(@
)

��� es gibt ein v 2 W 1;2(
) mit 
v = g
o
;

kgk
W

1
2 ;2(@
)

= inf
n
kvkW 1;2(
)

��� v 2 W 1;2(
); 
v = g
o

erkl�art. Ist insbesondere u 2 C2(
 ), so gilt nach der ersten Greenschen Formel

Fu(g) =
Z
@


@
@n
u � g (g 2 W 1

2 ;2(@
)) :

Dies gibt Anla� zu folgender De�nition:

De�nition 2.2 Sei u 2 W 1;2(
) mit �u 2 L1(
) so, da� (4) erf�ullt ist. Wir

setzen

( @
@n
u)(g) := Fu(g) (g 2 W 1

2 ;2(@
)) ;

wobei Fu das gem�a� (6) erkl�arte lineare Funktional auf W
1
2 ;2(@
) bezeichne. Dieses

Funktional bezeichnen wir als distributionelle (�au�ere) Normalenableitung von u auf

@
.

Bemerkung 2.3 Sei u 2 W 1;2(
) mit ��u + qu 2 L2(
). Dann besitzt u eine

distributionelle �au�ere Normalenableitung @

@n
u auf @
. F�ur g 2 W 1

2 ;2(@
) gilt

( @

@n
u)(g) =

Z


(�u � v +ru � rv) (v 2 W 1;2(
); 
v = g) :(7)

Beweis. Aufgrund von (1.2) gibt es eine Zahl Cq > 0 mit

k jqj 12uk
L2(
) �

q
Cq kukW 1;2(
) (u 2 W 1;2(
)) ;
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so da� mit Hilfe der Cauchy{Schwarzschen Ungleichung

Z


jquvj � CqkukW 1;2(
)kvkW 1;2(
) (u; v 2 W 1;2(
))(8)

folgt. Sei nun u 2 W 1;2(
) mit ��u + qu 2 L2(
). Wegen q, u 2 L2(
) ist

qu 2 L1(
). Da 
 beschr�ankt ist, gilt zudem ��u + qu 2 L1(
). Also ist

�u = qu� (��u+ qu) 2 L1(
) mit

����
Z


�u � '

���� �
Z


jqu'j+

Z


j ��u+ qujj'j

�
�
CqkukW 1;2(
) + k ��u+ qukL2(
)

�
k'kW 1;2(
) (' 2 C1(
 )) :

Die Formel (7) folgt unmittelbar aus De�nition 2.2 und (6).

De�nition 2.4 Sind F 2 [W
1
2 ;2(@
) ]� und � � @
 relativ o�en in @
, so schrei-

ben wir 5

F j� = 0 () F' = 0 (' 2 C1(@
); supp' � �) :

Dabei bezeichne supp' f�ur ' 2 C1(@
) die Abschlie�ung von fx 2 @
 j'(x) 6= 0g
in @
 bez�uglich der Spurtopologie.

Wie �ublich sei

F j� = Gj� , (F �G)j� = 0 (F ;G 2 [W
1
2 ;2(@
) ]

�
; � � @
 relativ o�en) :

5
�
W

1
2
;2(@
)

��
bezeichne den topologischen Dualraum von W

1
2
;2(@
).
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3 De�nition des Schr�odingeroperators

Bei der Konstruktion des zu untersuchenden Schr�odingeroperators werden wir den

ersten Darstellungssatz f�ur eine Klasse von Sesquilinearformen auf einem Hilbert-

raum anwenden, den wir dem Buch von Kato (vgl. [6, Theorem VI{2.1, Theorem

VI{2.6]) entnehmen. In unserem Fall wird stets der Hilbertraum L2(
) mit dem

kanonischen Skalarprodukt

hu; vi :=
Z


u v (u; v 2 L2(
))

zugrundegelegt.

Satz 3.1 Ist t eine dicht de�nierte, abgeschlossene, symmetrische und nach unten

beschr�ankte Sesquilinearform in L2(
), so gibt es genau einen selbstadjungierten

Operator T in L2(
) mit D(T ) � D(t) und

t(u; v) = hTu; vi (u 2 D(T ); v 2 D(t)) :(1)

Sind u 2 D(t), h 2 L2(
) mit

t(u; v) = hh; vi (v 2 D(t)) ;

so gilt u 2 D(T ), Tu = h. Der Operator T ist nach unten beschr�ankt und hat

dieselbe untere Schranke wie t. ( T hei�t der mit t assoziierte Operator in L2(
).)

Die Form t sei im weiteren wie folgt fest gew�ahlt:

De�nition 3.2 Wir setzen

t(u; v) :=
Z


(ru � rv + qu v ) +

Z
�2

�uv (u; v 2 W 1;2
0 (
 [ �2)) :

Die mit t assoziierte quadratische Form bezeichnen wir wie �ublich durch

t(u) := t(u; u) (u 2 D(t)) :

(Hierbei sind q und � die auf Seite 11 vorgegebenen Funktionen.)
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Lemma 3.3 Durch De�nition 3.2 wird eine dicht de�nierte, abgeschlossene, sym-

metrische und nach unten beschr�ankte Sesquilinearform t in L2(
) mit folgenden

Eigenschaften erkl�art:

a) Es gibt eine Zahl C > 0 mit

jt(u; v)j � CkukW 1;2(
)kvkW 1;2(
) (u; v 2 W 1;2
0 (
 [ �2)) :

b) Zu jeder Zahl a < 1 gibt es eine Zahl b 2 IR mit

t(u) � akruk2L2(
) + bkuk2L2(
) (u 2 W 1;2
0 (
 [ �2)) :

Beweis. Da q und � reellwertige Funktionen sind, ist t symmetrisch. Ferner ist t

in L2(
) dicht de�niert, denn C1
0 (
) ist eine Teilmenge von W

1;2
0 (
 [ �2), die dicht

in L2(
) ist. Im Anschlu� an b) werden wir zeigen, da� t in L2(
) abgeschlossen

und nach unten beschr�ankt ist.

a) Nach (2.8) gibt es eine Zahl Cq > 0 mit

Z


jquvj � CqkukW 1;2(
)kvkW 1;2(
) (u; v 2 W 1;2(
)) :

Ist C
 > 0 die Operatornorm des Spuroperators 
 :W 1;2(
)! L2(@
), so folgt aus

der Beschr�anktheit von �

Z
�2

j�uv j � k�kL1(@
)kukL2(@
)kvkL2(@
)
� k�kL1(@
)C

2

 kukW 1;2(
)kvkW 1;2(
) (u; v 2 W 1;2(
)) :

Mit C := 1 + Cq + k�kL1(@
)C
2

 gilt also

jt(u; v)j �
Z


jru � rv+ qu v j+

Z
�2

j�uv j

� CkukW 1;2(
)kvkW 1;2(
) (u; v 2 W 1;2
0 (
 [ �2)) :

b) Sei u 2 W 1;2
0 (
 [ �2) fest gew�ahlt. Dann gilt

t(u) =
Z


(jruj2+ qjuj2) +

Z
�2

�juj2

� kruk2L2(
) �
Z


jqjjuj2�

Z
�2

j�jjuj2 :
(2)

Nach (1.2) gibt es zu jedem " > 0 eine von u unabh�angige Zahl C" > 0 mit

Z


jqjjuj2 � "kruk2L2(
) + C"kuk2L2(
) :(3)
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Ferner gibt es aufgrund von (2.1) zu jedem " > 0 eine Zahl C 0
" > 0 mit

k
wk2L2(@
) � "krwk2L2(
) + C 0
"kwk2L2(
) (w 2 W 1;2(
)) ;

also mit

Z
�2

j�jjuj2 � k�kL1(@
)

�
" kruk2L2(
) + C 0

"kuk2L2(
)
�
:(4)

Ber�ucksichtigen wir (3) und (4) in (2), so sehen wir, da� es zu jedem " > 0 von u

unabh�angige Zahlen C" > 0, C 0
" > 0 mit

t(u) � (1� "� k�kL1(@
)")kruk2L2(
) � (C" + k�kL1(@
)C
0
")kuk2L2(
)(5)

gibt, woraus b) folgt.

Die Ungleichung (5) zeigt insbesondere, da� t in L2(
) nach unten beschr�ankt ist.

Um zu zeigen, da� t abgeschlossen in L2(
) ist, w�ahlen wir Zahlen a 2 (0; 1) und

b 2 IR mit

t(u) � akruk2L2(
) + bkuk2L2(
) (u 2 W 1;2
0 (
 [ �2)) :

Wir weisen nach, da� der Pr�ahilbertraum (W 1;2
0 (
 [ �2); (�; �)t) mit

(u; v)t := t(u; v) + (1� b)hu; vi (u; v 2 W 1;2
0 (
 [ �2))

vollst�andig ist (vgl. [6, Theorem VI{1.11]). Da W 1;2
0 (
 [ �2) als Abschlie�ung von

C1
0 (
 [ �2) in W 1;2(
) unter der Norm k � kW 1;2(
) vollst�andig ist, gen�ugt es zu

zeigen, da� die durch (�; �)t gegebene Norm �aquivalent zur Norm k � kW 1;2(
) ist. Dies

ist aber erf�ullt, denn es gilt

(u; u)t = t(u) + (1 � b)kuk2L2(
)
� akruk2L2(
) + bkuk2L2(
) + (1� b)kuk2L2(
)
�

a2(0;1)
akuk2W 1;2(
) (u 2 W 1;2

0 (
 [ �2))

und

(u; u)t � jt(u)j+ (1 � b)kuk2L2(
)
�
a)

Ckuk2W 1;2(
) + (1 � b)kuk2L2(
)

� (C + 1 + jbj)kuk2W 1;2(
) (u 2 W 1;2
0 (
 [ �2)) :
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De�nition 3.4 Wir de�nieren T als den (eindeutig bestimmten) nach unten be-

schr�ankten selbstadjungierten Operator in L2(
), der mit der durch De�nition 3.2

erkl�arten Sesquilinearform t assoziiert ist.

Satz 3.5 Es gilt

D(T ) =
n
u 2 W 1;2(
)

�����u+ qu 2 L2(
); uj�1 = 0; ( @
@n
u+ �u)j�2 = 0

o
;

Tu = ��u+ qu (u 2 D(T )) :

Beweis. Zur Abk�urzung setzen wir

D :=
n
u 2 W 1;2(
)

��� ��u+ qu 2 L2(
); uj�1 = 0; ( @

@n
u+ �u)j�2 = 0

o

und zeigen zun�achst D(T ) � D, Tu = ��u+ qu (u 2 D(T )).
Sei u 2 D(T ) fest gew�ahlt. Da D(T ) � D(t) gilt, ist u 2 W 1;2

0 (
 [ �2). Nach (2.3)

ist dies �aquivalent zu u 2 W 1;2(
) mit uj�1 = 0. Ferner gilt Tu 2 L2(
), und aus

(1) folgt

Z


(Tu)' = t(u; ' ) =

Z


(ru � r'+ qu')

=
Z


u(��+ q)' (' 2 C1

0 (
)) ;

mithin Tu = (�� + q)u 2 L2(
). Nach Bemerkung 2.3 besitzt u damit auch eine

distributionelle Normalenableitung auf @
 im Sinne von De�nition 2.2.

Sei nun ' 2 C1(@
) mit supp' � �2. Dann gibt es eine Funktion v 2 C1
0(
 [ �2)

mit vj@
 = '. Nach Bemerkung 2.3 sowie der De�nition von t und Tu gilt

( @

@n
u+ �u)(') =

Z


(�u � v +ru � rv) +

Z
�2
�uv

=
Z


(ru � rv + quv) +

Z
�2

�uv �
Z


(��+ q)u � v

= t(u; v )� hTu; v i
= 0 :

Damit ist auch ( @
@n
u+ �u)j�2 = 0 erf�ullt, womit u 2 D nachgewiesen ist.
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Sei nun u 2 D. Dann ist ( @
@n
u)j�2 = �(�u)j�2, also gilt f�ur v 2 C1

0(
 [ �2)

t(u; v) =
Z


(ru � rv + qu v ) +

Z
@

�uv

=
Z


(��u+ qu)v+

Z


(ru � rv +�u � v ) + (�u)( v )

= h(��+ q)u; vi+ ( @
@n
u)( v ) + (�u)( v )

= h(��+ q)u; vi :

Daraus erhalten wir wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes und mit Hilfe von

Lemma 3.3 a) durch Grenz�ubergang

t(u; v) = h(��+ q)u; vi (v 2 W 1;2
0 (
 [ �2)) :(6)

Entsprechend der Charakterisierung von D(T ) gem�a� Satz 3.1 (2.Teil) folgt aus

u 2 D � D(t) und (6), da� u 2 D(T ), Tu = ��u + qu gilt. Der Satz ist damit

vollst�andig bewiesen.

Wir kommen nun zu einigen, wenn auch nicht neuen, so doch n�utzlichenAbsch�atzun-

gen.

Lemma 3.6

a) Zu jedem " > 0 gibt es eine Zahl C" > 0 mit

kukW 1;2(
) � " kTukL2(
) + C"kukL2(
) (u 2 D(T )) :

b) Ist �0 = ;, � 2 C1(@
) und gibt es zu jedem " > 0 eine Zahl C" > 0 mit

kqukL2(
) � "kukW 2;2(
) + C"kukL2(
) (u 2 W 2;2(
)) ;(7)

so gilt

D(T ) =
n
u 2 W 2;2(
)

��� uj�1 = 0; ( @

@n
u+ �u)j�2 = 0

o
:

Weiter gibt es unter dieser Voraussetzung eine Zahl C > 0 mit

kukW 2;2(
) � C
�
kTukL2(
) + kukL2(
)

�
(u 2 D(T )) :(8)
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Beweis. a) Sei u 2 D(T ). Nach Satz 3.1 gilt u 2 D(t) = W
1;2
0 (
 [ �2). Folglich

gibt es nach Lemma 3.3 b) zu beliebigem a 2 (0; 1) eine von u unabh�angige Zahl

b 2 IR mit

akuk2W 1;2(
) � t(u) + (a� b)kuk2L2(
) = hTu; ui+ (a� b)kuk2L2(
) :

Daraus erhalten wir (wenn wir a = 1
2
w�ahlen) durch Anwendung der Cauchyschen

Interpolationsungleichung f�ur " > 0

kuk2W 1;2(
) � "kTuk2L2(
) + ( 1
"
+ 1 � 2b)kuk2L2(
) :

b) Sei T0 der Schr�odingeroperator mit Potential 0. Ist �0 = ;, so kann man zeigen,

da�

D(T0) =
n
u 2 W 2;2(
)

��� uj�1 = 0; ( @

@n
u+ �u)j�2 = 0

o

gilt, und da� es eine Zahl C > 0 mit

kukW 2;2(
) � C
�
kT0ukL2(
) + kukW 1;2(
)

�
(u 2 D(T0))(9)

gibt (bzgl. (9) vgl. den Beweis von [4, Theorem 8.12]). Aus a) (angewendet auf T0
an Stelle von T ) und (9) folgt, da� es eine Zahl C > 0 mit

kukW 2;2(
) � C
�
kT0ukL2(
) + kukL2(
)

�
(u 2 D(T0))(10)

gibt. Die Kombination von (7) und (10) ergibt f�ur " > 0

kqukL2(
) � "CkT0ukL2(
) + ("C + C")kukL2(
) (u 2 D(T0)) ;

d. h. der Operator der Multiplikation mit q in L2(
) mit dem De�nitionsbereich

D(q) = W 2;2(
) ist T0{beschr�ankt mit T0{Schranke Null. Die Operatorsumme

T0 + q ist also auf D(T0) wohlde�niert und selbstadjungiert (vgl. [6, Theorem V{

4.3]). Wegen D(T0) � D(T ) ist (T0+ q) somit eine Einschr�ankung von T . Da beide

Operatoren selbstadjungiert sind, gilt

(T0 + q) � T = T � � (T0 + q)� = (T0 + q) ;

also T0 + q = T . Die Ungleichung (8) folgt unmittelbar aus (10) und (7).

Nach Lemma 3.6 b) ist unter den dort angegebenen Voraussetzungen D(T ) in

W 2;2(
) enthalten. In diesem Fall besitzt jede Funktion u 2 D(T ) also eine re-
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gul�are �au�ere Normalenableitung @

@n
u 2 W 1

2 ;2(@
), und es gilt

( @

@n
u)(g) =

Z
@

(n � 
ru) g (u 2 D(T ); g 2 W 1

2 ;2(@
)) :

Wie das folgende Beispiel von E. Shamir [17] zeigt, ist die Voraussetzung �0 = ;
allerdings eine notwendige Bedingung von Lemma 3.6 b).

Beispiel 3.7 SeiH+ := IR�(0;1). Als Imagin�arteil einer holomorphen Funktion

ist

u(x; y) := Im(x+ iy)
1
2 ((x; y) 2 H+)

harmonisch. Au�erdem ist u eine Funktion aus W
1;2
loc (H

+), erf�ullt die Randbedin-

gungen

u(x; 0) = 0 (x > 0); � @

@y
u(x; 0) = 0 (x < 0)

und ist nicht in W 2;2
loc (H

+) enthalten. Sei nun 
 ein in der oberen Halbebene lie-

gendes, beschr�anktes C2{Gebiet, dessen Rand in B1(0) mit f(x; 0) j � 1 < x < 1g
�ubereinstimmt. Wir setzen

�2 := f(x; 0) j � 1 < x < 0g ; �0 := f (�1; 0) ; (0; 0) g ; �1 := @
 n �2 :

Multiplizieren wir u mit einer rotationssymmetrischen Funktion  2 C1
0 (IR2), die

supp � B1(0) und  (x) = 1 (jxj < 1
2
) erf�ullt, so erhalten wir eine Funktion

v =  u mit folgenden Eigenschaften:

v 2 W 1;2(
); �v 2 L2(
); vj�1 = 0; ( @

@n
v)j�2 = 0;

aber v =2 W 2;2(
).

Satz 3.8 Die Resolvente des Operators T ist kompakt.

Beweis. Da T selbstadjungiert und nach unten beschr�ankt ist, gilt %(T ) 6= ; und

kR(z; T )kB(L2(
)) =
1

dist (z; �(T ) )
(z 2 %(T ))(11)
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(vgl. [6, V{(3.16)]). Es gibt folglich ein z0 2 %(T ) mit 0 < kR(z0; T )kB(L2(
)) < 1.

Ferner gibt es nach Lemma 3.6 a) eine Zahl C1 > 0 so, da� f�ur u 2 L2(
)

kR(z0; T )ukW 1;2(
) � kTR(z0; T )ukL2(
) + C1kR(z0; T )ukL2(
)
= k(I � z0R(z0; T ))ukL2(
) + C1kR(z0; T )ukL2(
)(12)

�
�
1 + (jz0j+ C1)kR(z0; T )kB(L2(
))

�
kukL2(
) :

gilt. Nach (12) ist R(z0; T ) als Operator in L
2(
) kompakt, da 
 ein beschr�anktes

C2{Gebiet in IRm ist und die Einbettung von W 1;2(
) in L2(
) nach dem Satz von

Rellich kompakt ist (siehe [1, Theorem 6.2]). Daraus kann man sofort schlie�en, da�

die Resolvente von T f�ur jedes z 2 %(T ) kompakt ist (vgl. [6, Theorem III{6.29]).

Nachdem wir gezeigt haben, da� T ein Operator mit kompakter Resolvente ist,

k�onnen wir aufgrund allgemeiner S�atze (vgl. [6, Theorem III{6.29, Theorem V{

2.10]) sofort die f�ur die vorliegende Arbeit wesentlichen Konsequenzen ziehen:

Satz 3.9 Das Spektrum von T ist rein diskret.6 Es gibt genau eine monoton wach-

sende Zahlenfolge (�k) in IR mit �k !1 (k !1) derart, da� jeder Eigenwert von

T genau seiner Vielfachheit 7 entsprechend oft in (�k) vorkommt. Ferner gibt es eine

Orthonormalbasis (�k) von L
2(
) mit der Eigenschaft, da� T�k = �k�k (k 2 IN)

gilt. Ist (�k) eine derartige Basis, so gilt

R(z; T ) =
1X
k=1

1

z � �k
h � ; �ki�k (z 2 %(T )):

Die Reihe konvergiert gleichm�a�ig in B(L2(
)).

Wir ben�otigen f�ur Kapitel 7 eine Absch�atzung der Resolvente f�ur spezielle Funktio-

nenklassen, die wir im folgenden herleiten.

Satz 3.10 Seien �, � 2 IRm (m � 2) mit j�j = 1 und � � � = 0 fest gew�ahlt. F�ur

r > 0 seien

�(r) := � � i(r� + 1
2
�) ; �(r) := � + i(r� � 1

2
�) ;

zr := r2 + 1
4
j�j2 � 1 + 2i r

(13)

6Zur Klarstellung: Das diskrete Spektrum von T besteht aus den Eigenwerten endlicher Viel-

fachheit von T , die isolierte Punkte in �(T ) sind.
7Es ist nicht erforderlich hier algebraische und geometrische Vielfachheit zu unterscheiden, da

beide Zahlen identisch sind.
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und

fr(x) := e�(r)�x ; gr(x) := e��(r)�x (x 2 
) :(14)

Dann gibt es eine Zahl C > 0 derart, da� f�ur jedes r > 0

���hR(zr; T )(qfr); qgri��� � C

r

gilt.

Beweis. Sei r > 0. Da 
 nach Voraussetzung beschr�ankt ist, gibt es ein R > 0 mit


 � BR(0). Somit gilt

jfr(x)j = eRe �(r)�x = e��x � ejxj � eR

jgr(x)j = e�Re �(r)�x = e���x � ejxj � eR

9>>>=
>>>;

(x 2 
) :(15)

Nach Wahl von zr gilt ferner

kR(zr; T )kB(L2(
)) =
(11)

1

dist(zr; �(T ))
�

�(T )�IR

1

j Imzrj
=

1

2r
:(16)

Aus (15) und (16) folgt

���hR(zr; T )(qfr); qgri��� � kR(zr; T )(qfr)kL2(
) kqgrkL2(
)
� kR(zr; T )kB(L2(
)) kqfrkL2(
) kqgrkL2(
)

� (eRkqkL2(
))2

2r
:
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4 Untersuchung des gemischten Randproblems

Wie bisher machen wir die generelle Voraussetzung, da� das Potential q : 
! IR in

L2(
) ist und der Bedingung (1.1) (vgl. Seite 11) gen�ugt und da� die Randfunktion

� : @
! IR beschr�ankt ist.

De�nition 4.1 Seien z 2 IC und f 2 C2(
).

Wir bezeichnen eine Funktion u : 
! IC als L�osung des gemischten Randproblems

(��+ q � z)u = 0 ;(1)

uj�1 = f j�1 ; ( @

@n
u+ �u)j�2 = ( @

@n
f + �f)j�2 ;(2)

wenn u 2 W 1;2(
), �u 2 L1(
) ist und wenn folgendes gilt:

�u = qu� zu fast �uberall auf 
 ;


u = 
f fast �uberall auf �1 ;

( @

@n
u+ �u)(') = ( @

@n
f + �f)(') (' 2 C1(@
); supp' � �2) :

Wie die folgende Bemerkung (siehe c)) zeigt, stellt die spezielle Wahl von (2) keine

Einschr�ankung des L�osungsbegri�s dar.

Bemerkung 4.2 Sei z 2 IC.

a) F�ur u 2 W 1;2(
) sind folgende Aussagen �aquivalent:

1) �u 2 L1(
) mit (��+ q � z)u = 0 ;

2)
Z


(ru � r'+ (q � z)u') = 0 (' 2 C1

0 (
)) .

b) Ist u 2 W 1;2(
) mit �u 2 L1(
), (�� + q � z)u = 0, so besitzt u eine

distributionelle (�au�ere) Normalenableitung auf @
.

c) Seien g 2 W
1
2 ;2(@
), h 2 [W

1
2 ;2(@
)]�. Genau dann gibt es eine Funktion

u 2 W 1;2(
) mit �u 2 L1(
) und

(��+ q � z)u = 0 ; uj�1 = gj�1 ; ( @

@n
u+ �u)j�2 = hj�2 ;(3)

wenn es eine Funktion f 2 W 1;2(
) mit ��f + qf 2 L2(
) und

gj�1 = f j�1 ; hj�2 = ( @
@n
f + �f)j�2(4)
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gibt, f�ur die das Problem (1)/(2) eine L�osung besitzt.

Beweis.

a) 1) ) 2) Da �u = (q � z)u fast �uberall auf 
 gilt, folgt 2) aus

Z


��u � ' =

Z


ru � r' =

Z


u � (��') (' 2 C1

0 (
)) :(5)

2) ) 1) Aus 2) folgt mit (5), da� �u = (q � z)u fast �uberall auf 
 gilt. Wegen

q, u 2 L2(
) gilt damit auch �u 2 L1(
).

b) Da u 2 W 1;2(
) mit ��u + qu = zu 2 L2(
) ist, folgt die Behauptung

unmittelbar aus Bemerkung 2.3.

c) Seien g 2 W
1
2 ;2(@
), h 2 [W

1
2 ;2(@
)]� so, da� es eine Funktion u 2 W 1;2(
)

mit �u 2 L1(
) und (3) gibt. Dann gilt (��+q)u = zu 2 L2(
), also ist f = u eine

geeignete Funktion. Sei nun f 2 W 1;2(
) mit (��+q)f 2 L2(
). Nach Bemerkung

2.3 besitzt f eine distributionelle Normalenableitung auf @
. Gilt nun (4) und ist

u eine L�osung des Problems (1)/(2) f�ur f , so ist u 2 W 1;2(
) mit �u 2 L1(
) und

(3).

Satz 4.3 Ist z 2 %(T ), so besitzt das Problem (1)/(2) f�ur jedes f 2 C2(
 ) genau

eine L�osung, die (formal) gegeben ist durch

uf;z := f +R(z; T )(��+ q � z)f :

Beweis. Ist u eine L�osung von (1)/(2), so ist v := f � u 2 W 1;2(
) mit

(��+ q)v = (��+ q)f � (��+ q)u = (��+ q)f � zu 2 L2(
) ;

vj�1 = f j�1 � uj�1 = 0 und ( @

@n
v + �v)j�2 = ( @

@n
f + �f)j�2 � ( @

@n
u+ �u)j�2 = 0.

Also ist v 2 D(T ), und es gilt

Tv = (��+ q)v = (��+ q)f � zu = (��+ q � z)f + zv

, (T � z)v = (��+ q � z)f

, v = �R(z; T )(��+ q � z)f

, u = f � v = f +R(z; T )(��+ q � z)f :

Umgekehrt ist u = f +R(z; T )(��+ q � z)f o�enbar eine L�osung von (1)/(2).
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In den folgenden zwei Lemmata untersuchen wir das Verhalten der in Satz 4.3 be-

stimmten L�osungen uf;z des gemischten Randproblems bei fest gew�ahlter Funktion

f 2 C2(
 ) f�ur z !�1.

Lemma 4.4 Ist f 2 C2(
 ), so gilt

kuf;zkL2(
) ! 0 (IR 3 z ! �1) :

Beweis. Da �1 der kleinste Eigenwert von T ist, gilt (�1; �1) � %(T ). Nach (3.11)

gilt folglich f�ur z 2 IR, z < �1

kR(z; T )kB(L2(
)) =
1

dist (z; %(T ) )
=

1

�1 � z
:(6)

Da T mit seiner Resolvente vertauschbar ist, erhalten wir somit f�ur z 2 IR, z < �1

k(I � zR(z; T ))vkL2(
) = kTR(z; T )vkL2(
) = kR(z; T )TvkL2(
)

� 1
�1�z kTvkL2(
) (v 2 D(T )) :

(7)

Seien nun f 2 C2(
 ) und " > 0 fest gew�ahlt. Da T dicht de�niert ist, gibt es ein

v 2 D(T ) mit kf � vkL2(
) < ". Aufgrund von (6) und (7) gilt f�ur z < min(�1; 0)

k(I � zR(z; T ))fkL2(
) � k(I � zR(z; T ))(f � v)kL2(
) + k(I � zR(z; T ))vkL2(
)

�
�
1 + jzj

�1�z
�
"+ 1

�1�z kTvkL2(
)

= 2"+ 1
�1�z

�
kTvkL2(
) � �1"

�
;

mithin

kuf;zkL2(
) = kf +R(z; T )(��+ q � z)fkL2(
)
� k(I � zR(z; T ))fk

L2(
) + kR(z; T )(��+ q)fkL2(
)
�
(6)

k(I � zR(z; T ))fk
L2(
) +

1
�0�z k(��+ q)fkL2(
)

� 2"+ 1
�1�z

�
kTvkL2(
) � �1"+ k(��+ q)fkL2(
)

�
:

Wegen 1
�1�z ! 0 (IR 3 z !�1) gibt es somit eine Zahl z0 < min(�1; 0) mit

kuf;zkL2(
) � 3" (z < z0) :

Da " > 0 beliebig gew�ahlt war, folgt die Behauptung.
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Lemma 4.5 Sei f 2 C2(
 ) eine reellwertige Funktion und sei k := max
x2�1

jf(x)j
(bzw. k := 0, falls �1 = ;). F�ur z 2 %(T ) \ IR sei

~uf;z(x) :=

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

k ; uf;z(x) > k

uf;z(x) ; juf;z(x)j � k

�k ; uf;z(x) <�k

(x 2 
) :(8)

Dann ist ~uf;z 2 W 1;2(
)\L1(
) mit k~uf;zkL1(
) � k (z 2 %(T ) \ IR), es gilt

kuf;z � ~uf;zkL2(
) ! 0 (IR 3 z! �1) ;

und es gibt Zahlen z0 < 0 und C = C(f; z0) > 0 derart, da�

kr(uf;z � ~uf;z)kL2(
) � C (z < z0)

gilt.

Beweis. Sei z 2 %(T ) \ IR. Durch Komponentenvergleich folgt aus (1)/(2), da�

u= := Imuf;z die eindeutig bestimmte L�osung des Randproblems

(��+ q � z)u= = 0 ; u=j�1 = 0 ; ( @
@n
u= + �u=)j�2 = 0

ist. Also ist u= = 0, d. h. uf;z ist reellwertig. Die Funktion ~uf;z ist somit wohlde�niert

und o�enbar durch k beschr�ankt. Da

~uf;z = uf;z � (uf;z � k)+ � (uf;z + k)�(9)

gilt, ist ~uf;z 2 W 1;2(
). Wegen j~uf;z(x)j � juf;z(x)j (x 2 
) und kuf;zkL2(
) ! 0

(IR 3 z ! �1) (vgl. Lemma 4.4) gilt ferner

k~uf;zkL2(
) ! 0 (IR 3 z ! �1) ;

also gilt kuf;z � ~uf;zkL2(
) ! 0 (IR 3 z !�1).

Im folgenden sei z < min(�1; 0) fest gew�ahlt. Dann ist z 2 %(T ) und u := uf;z
de�niert. Wir setzen

v := (u� k)+ ; w := (u+ k)� :

Nach Konstruktion sind v, w Funktionen aus W 1;2(
). Ferner gilt vj�1 = wj�1 = 0,

also sind v und w Funktionen aus W 1;2
0 (
 [ �2), denn nach Wahl von k gilt fast
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�uberall

(u� k)j�1 = (f � k)j�1 � 0 ; (u+ k)j�1 = (f + k)j�1 � 0 : 8

Da ( @
@n
u+ �u)j�2 = ( @

@n
f + �f)j�2 und v 2 W 1;2

0 (
 [ �2) ist, gilt

( @

@n
u)(v) = ( @

@n
f + �f � �u)(v) :

Aufgrund von ��u = (z � q)u gilt also

Z


ru � rv =

Z


(��u)v + ( @

@n
u)(v)

=
Z


(z � q)uv+ ( @

@n
f + �f � �u)(v) :

(10)

Im folgenden bezeichne �+ die charakteristische Funktion von fx 2 
 ju(x) > kg.
Es ist v = �

+ (u � k) und rv = �
+ru. Daraus folgt uv = (v + k)v � 0, sowie

Dku � v = Dkv � v und Dku �Div = Dkv �Div (i; k 2 f1; : : : ;mg). Au�erdem ist


u 
v = 
u 
[(u� k)+] = 
u[
u� k]+

= [
u� k][
u� k]
+
+ k[
u� k]

+

= [
u� k]+[
u� k]+ + k[
u� k]+

= (
v)2 + k
v = 
(v + k) 
v :

Durch entsprechende Ersetzungen in (10) erhalten wir damit

krvk2L2(
) =
Z


ru � rv

=
Z


(z � q)uv+ ( @

@n
f + �f � �u)(v)

=
Z


(z(v + k)v � q(v + k)v) + ( @

@n
f + �f � �(v + k))(v)(11)

�
z<0

Z


jqj(v + k)v + ( @

@n
f + �f � �(v + k))(v) :

Da (10) eine Konsequenz von v 2 W 1;2
0 (
 [ �2) ist, gilt (10) auch mit w an Stelle

von v. Bezeichnen wir die charakteristische Funktion von fx 2 
ju(x) < �kg
mit ��, so ist w = �� (u + k) und rw = ��ru, woraus uw = (w � k)w � 0,

Dku � w = Dkw � w, Dku �Diw = Dkw �Diw f�ur alle i, k 2 f1; : : : ;mg sowie


u 
w = 
(w � k) 
w folgt. Analog zu (11) erhalten wir also

krwk2L2(
) =
Z


ru � rw =

8Ist g 2W 1;2(
) reellwertig, so gilt 
(g+) = (
g)+ .
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=
Z


(z � q)uw + ( @

@n
f + �f � �u)(w)

=
Z


(z(w � k)w � q(w � k)w) + ( @

@n
f + �f � �(w � k))(w)(12)

�
z<0

Z


jqj(w� k)w + ( @

@n
f + �f � �(w � k))(w) :

Nun ist v = �+v, rv = �+rv und w = ��w, rw = ��rw, was mit �+��= 0 zu

(v + w)2 = v2 + w2 ; jr(v+ w)j2 = jrvj2+ jrwj2

f�uhrt. Sei jetzt �k:= k �+� k �� . Durch Addition von (11) und (12) erhalten wir

kr(v+ w)k2L2(
) = krvk2L2(
) + krwk2L2(
)
�

Z


jqj(v2 + kv + w2 � kw) + ( @

@n
f + �f)(v + w)

�
Z
�2

�(v2 + kv + w2 � kw)(13)

=
Z


jqj((v + w)2 + �

k(v + w)) + ( @

@n
f + �f)(v + w)

�
Z
�2

�((v + w)2 + �
k(v + w)) :

Im folgenden sch�atzen wir die Terme auf der rechten Seite von (13) nach oben ab. Es

sei " > 0 beliebig gew�ahlt. Nach (1.2) gibt es eine von u unabh�angige Zahl C" > 0

so, da�

Z


jqj j(v + w)2 + �

k(v + w)j � "kr(v+ w)k2L2(
) + C"kv + wk2L2(
)
+ kkqkL2(
)kv + wkL2(
)

gilt. Ferner ist

���( @
@n
f + �f)(v + w)

��� � k @
@n
f + �fk

[W
1
2 ;2(@
)]�

kv + wkW 1;2(
) :
9

Au�erdem gibt es aufgrund von (2.1) von u unabh�angige Zahlen C 0
", C > 0 mit

Z
�2

j�j j(v + w)2 + �
k(v + w)j � k�kL1(@
)

�
"kr(v + w)k2L2(
) +

+ C 0
"kv + wk2L2(
) + k Ckv + wkW 1;2(
)

�
:

W�ahlen wir " > 0 hinreichend klein, so folgt aus diesen Absch�atzungen in Ver-

bindung mit (13), da� es von f , nicht jedoch von z, abh�angige Zahlen C, D > 0

9F�ur F 2 [W
1
2
;2(@
)]� sei kFk

[W
1
2
;2(@
)]�

:= sup
n
jFgj

��� g 2W
1
2
;2(@
); kgk

W
1
2
;2(@
)

= 1
o
.



4 Untersuchung des gemischten Randproblems 33

mit

kr(v + w)k2L2(
) � Ckr(v+ w)kL2(
)
+D

�
kv + wk2L2(
) + kv + wkL2(
)

�

gibt. Da v + w = uf;z � ~uf;z ist (vgl. (9)), gilt also

kr(uf;z � ~uf;z)k2L2(
) � Ckr(uf;z � ~uf;z)kL2(
)
+D

�
kuf;z � ~uf;zk2L2(
) + kuf;z � ~uf;zkL2(
)

�
:(14)

Sei nun z0 < min(�1; 0) so gew�ahlt, da�

D
�
kuf;z � ~uf;zk2L2(
) + kuf;z � ~uf;zkL2(
)

�
� (1

2
C)

2
(z < z0)

gilt. Aus (14) folgt dann

�
kr(uf;z � ~uf;z)kL2(
) � 1

2
C
�2 � C2 (z < z0) :

Also gilt

kr(uf;z � ~uf;z)kL2(
) � 3
2
C (z < z0) ;

was noch zu zeigen war.

Ist �1 6= 0, d. h. werden auf einem Teil von @
 Dirichletsche Randbedingungen

verlangt, so ist kruf;zkL2(
) f�ur z ! �1 in IR in der Regel nicht beschr�ankt, wie

die folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 4.6 Sei f 2 C2(
 ). Genau dann gibt es Zahlen z0 < 0 und C > 0

mit

kruf;zkL2(
) � C (z < z0) ;

wenn f j�1 = 0 gilt.

Beweis.
"
)\ F�ur z 2 %(T ) sei vz := f � uf;z. Da vz 2 W

1;2
0 (
 [ �2) ist und die

durch De�nition 3.2 erkl�arte Sesquilinearform t nach Lemma 3.3 a) in W 1;2
0 (
 [ �2)

beschr�ankt ist, gilt mit geeigneten Zahlen C, C 0 > 0

jt(vz)j � C
�
krvzk2L2(
) + kvzk2L2(
)

�
� 2C

�
krfk2L2(
) + kruf;zk2L2(
) + kfk2L2(
) + kuf;zk2L2(
)

�
� C 0 (z < z0) :
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Nach Lemma 4.4 gilt ferner vz ! f (IR 3 z ! �1) in L2(
). Da t eine abge-

schlossene, symmetrische Sesquilinearform in L2(
) ist, folgt daraus f 2 D(t) =

W
1;2
0 (
 [ �2) (siehe [6, Theorem VI{1.16]). Also ist f j�1 = 0.

"
(\ F�ur z 2 %(T ) ist uf;z linear in f . Da mit f auch Re f und Imf Funktionen aus

C2(
 ) sind, k�onnen wir uns somit auf den Fall beschr�anken, da� f reellwertig ist.

Dann ist Lemma 4.5 anwendbar, und die dort erkl�arte Funktion ~uf;z ist aufgrund

von f j�1 = 0 gleich Null. Es gibt also Zahlen z0 < 0 und C > 0 mit

kruf;zkL2(
) � C (z < z0) :
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5 Reihenentwicklung der L�osung des gemischten

Randproblems

Im folgenden wenden wir uns der Entwicklung von uf;z nach den Eigenfunktionen

des Operators T zu, wobei wir eine Orthonormalbasis (�k) von L2(
) relativ zur

Eigenwertfolge (�k) gem�a� Satz 3.9 fest w�ahlen.

De�nition 5.1 Wir setzen f�ur k 2 IN

`k(f) := ( @

@n
�k)(f)�

Z
@

�k

@

@n
f (f 2 C2(
 )) :10

Bemerkung 5.2 F�ur k 2 IN und f 2 C2(
 ) gilt

`k(f) = h(��+ q � �k)f; �ki :

Beweis. Nach der zweiten Greenschen Formel gilt

`k(f) =
Z


(f ��k ��f � �k )

= h(��+ q)f; �ki � hf; (��+ q)�ki
= h(��+ q)f; �ki � hf; �k�ki
= h(��+ q � �k)f; �ki :

Satz 5.3 F�ur z 2 %(T ), f 2 C2(
 ) gilt

uf;z =
1X
k=1

`k(f)

z � �k
�k ;

wobei die Reihe in L2(
) konvergiert.

Beweis. Nach Satz 3.9 und Bemerkung 5.2 gilt

uf;z = f +R(z; T )(��+ q � z)f

=
3:9

1X
k=1

h
hf; �ki +

1

z � �k
h(��+ q � z)f; �ki

i
�k =

10Da 
 ein beschr�anktes C2{Gebiet in IRm ist, k�onnen wir f zu einer Funktion aus C2
0(IR

m)

fortsetzen, also ist f j@
 2 C2(@
). Der K�urze halber schreiben wir
�

@
@n

�k
�
(f) an Stelle von�

@
@n

�k
�
(f j@
).
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=
1X
k=1

h(z � �k)f; �ki+ h(��+ q � z)f; �ki
z � �k

�k

=
1X
k=1

h(��+ q � �k)f; �ki
z � �k

�k

=
5:2

1X
k=1

`k(f)

z � �k
�k :

Da f�ur k 2 IN o�enbar �kj�1 = 0 ist, wird 
�k eindeutig durch �kj�2 bestimmt.

Zum Nachweis, da� aufgrund von ( @

@n
�k + ��k)j�2 = 0 entsprechendes f�ur @

@n
�k

gilt, ben�otigen wir das folgende Lemma.

Lemma 5.4 Zu jeder Funktion f 2 C1(
 ) gibt es eine Folge (fn) in C
1
0(
[�1[�2)

mit

kf j@
 � fnj@
k
W

1
2 ;2(@
)

! 0 (n!1) :

Beweis. Nach Lemma A.1 gibt es eine Folge (fn) in C
1
0(
 [ �1 [ �2) mit fn ! f

in W 1;2(
) (n!1). Da f�ur n 2 IN

kf j@
 � fnj@
k
W

1
2 ;2(@
)

= inf
v2W 1;2(
); 
v=f�fn

kvkW 1;2(
) � kf � fnkW 1;2(
)

gilt, hat die Folge (fn) die geforderten Eigenschaften.

Lemma 5.5 F�ur k 2 IN und f 2 C2(
 ) gilt

`k(f) = lim
n!1 ( @

@n
�k)(��1 fn)�

Z
�2

( @

@n
+�)f � �k ;

wobei (fn) eine beliebige Folge in C1
0(
 [ �1 [ �2) mit kf j@
 � fnj@
k

W
1
2 ;2(@
)

! 0

(n!1) sei.

Beweis. Sei (fn) eine Folge von Funktionen aus C1
0(
 [ �1 [ �2), deren Spuren auf

@
 in W
1
2 ;2(@
), also insbesondere in L2(@
), gegen f j@
 konvergieren. Dann gilt

(��2 fn)j@
 2 C1(@
) ; supp (��2 fn)j@
 � �2 (n 2 IN) :

Sei nun k 2 IN fest. Da @

@n
�k ein beschr�anktes lineares Funktional auf W

1
2 ;2(@
)

mit ( @

@n
�k)j�2 = �(��k)j�2 ist, gilt also

lim
n!1 ( @

@n
�k)(��2 fn) = � lim

n!1

Z
�2

��k fn = �
Z
�2

��k f :(1)
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Mit Hilfe von (1) folgt

( @

@n
�k)(f) = lim

n!1

�
( @

@n
�k)(��1 fn) + ( @

@n
�k)(��2 fn)

�

= lim
n!1 ( @

@n
�k)(��1 fn)�

Z
�2
��k f :

(2)

Weiter folgt aus �k 2 D(T ), also �kj�1 = 0,

Z
@

�k

@

@n
f =

Z
�2

�k
@

@n
f :(3)

Subtrahieren wir (3) von (2), so erhalten wir

`k(f) = ( @
@n
�k)(f) �

Z
@

�k

@
@n
f

= lim
n!1 ( @

@n
�k)(��1 fn)�

Z
�2

��k f �
Z
�2

�k
@
@n
f

= lim
n!1 ( @

@n
�k)(��1 fn)�

Z
�2

( @

@n
+�)f � �k :

In Kapitel 7 ben�otigen wir f�ur festes k 2 IN eine Aussage �uber das Wachstums-

verhalten der Zahlen `k(fr) und `k(gr) f�ur r ! 1, wobei fr und gr die in (3.14)

(siehe Seite 26) erkl�arten Funktionen seien. Der Einfachheit halber betrachten wir

zun�achst den Fall Dirichletscher Randbedingungen (�1 = @
, �2 = ;).

Proposition 5.6 Seien a 2 ICm, b 2 Sm�1 fest. F�ur r > 0 sei

hr(x) := e(a�irb)�x (x 2 
) :11

Ist �2 = ;, so gilt f�ur alle k 2 IN

`k(hr) = o(r) (r!1) :

Beweis. Sei k 2 IN fest. Da 
 beschr�ankt ist, folgt aus ��k 2 L1(
)

bzw. r�k 2 [L2(
)]
m
, da� �
 e

a�x��k 2 L1(IRm) und �
 e
a�xDj �k 2 L1(IRm)

(j 2 f1; : : : ;mg) gilt. Von den letzteren Funktionen unterscheiden wir deren Fourier-
transformierte, indem wir die entsprechenden Funktionennamen jeweils mit dem

Symbol
" ^

\ kennzeichnen. Dann gilt f�ur r > 0

`k(hr) = ( @

@n
�k)(hr) =

11Bei geeigneter Wahl von a, b gilt hr = fr (r > 0) bzw. hr = gr (r > 0) (siehe Seite 26).
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=
Z


(��k(x) � e(a�irb)�x +r�k(x) � re(a�irb)�x)dx

=
Z
IRm

e�irb�x [�
(x) e
a�x��k(x)]dx(4)

+
mX
j=1

(aj � irbj)
Z
IRm

e�irb�x [�
(x) e
a�xDj�k(x)]dx

= (2�)
m
2 (�
 e

a�x��k )̂ (rb)

+ (2�)
m
2

mX
j=1

(aj � irbj)(�
 e
a�xDj�k )̂ (rb) ;

Nach dem Satz von Riemann{Lebesgue gilt nun

(�
 e
a�x��k )̂ (rb) ! 0 (r!1) ;

mX
j=1

(aj � irbj)(�
 e
a�xDj�k )̂ (rb) = o(r) (r !1) :

(5)

Aus (4) und (5) folgt die Behauptung.

Ist �2 6= ;, so k�onnen wir ein Proposition 5.6 entsprechendes Ergebnis nur f�ur

Vektoren b 2 Sm�1 garantieren, die au�erhalb einer speziellen Teilmenge von Sm�1

liegen. Es wird sich zeigen, da� diese Ausnahmemenge von der Gestalt von @


abh�angt. Wir benutzen im weiteren die folgende Vereinbarung:

De�nition 5.7 Zu gegebenem x0 2 @
 seien U(x0) eine (relativ) o�ene Umgebung

von x0 in @
, V (0) eine o�ene Nullumgebung in IRm�1 und � : V (0)! U(x0) eine

C2{Einbettung mit U(x0) = �(V (0)), x0 = �(0).

Dann ist @
 vom Typ 2 in x0, wenn es zu jedem � 2 Sm�1 einen Multiindex � 2
INm�1

0 mit 1 � j�j � 2 so gibt, da�

D�
y [�(y) � �] jy=0 6= 0(6)

gilt. Ferner ist @
 vom Typ 2, wenn @
 f�ur jedes x0 2 @
 vom Typ 2 in x0 ist.

(Siehe z. B. [16, Seite 350/351].)

Ist @
 vom Typ 2 in x0, so k�onnen sich @
 und eine beliebige Hyperebene in

x0 h�ochstens von erster Ordnung ber�uhren. Weiter ist @
 in den Punkten einer

hinreichend kleinen Umgebung von x0 ebenfalls vom Typ 2, denn sind � 2 Sm�1

und � 2 INm�1
0 , 1 � j�j � 2 mit (6), so gibt es eine Zahl � > 0 mit

D�
y [�(y) � �0 ] jy=��1(x0) 6= 0 ((x0; �0) 2 @
� IRm; j(x0; �0)� (x0; �)j < �) :
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Also ist die Teilmenge derjenigen Punkte von @
, in denen @
 vom Typ 2 ist, relativ

o�en in @
. Ist hingegen @
 nicht vom Typ 2 in x0, so gibt es ein �(x0) 2 Sm�1

mit der Eigenschaft

D�
y [�(y) � �(x0)] jy=��1(x0) = 0 (1 � j�j � 2):(7)

Da fD1�(y); : : : ;Dm�1�(y)gjy=��1(x0) eine Basis des Tangentialraumes Tx0@
 an @


im Punkt x0 ist, kann �(x0) die Gleichungen (7) nur dann erf�ullen, wenn �(x0)

orthogonal zu Tx0@
 ist. Die beiden Einheitsnormalenvektoren �n(x0) von @
 in

x0 sind daher die einzigen Einheitsvektoren, die (7) erf�ullen k�onnen.

De�nition 5.8 Wir setzen

A := f�n(x) j x 2 @
; @
 ist nicht vom Typ 2 in xg :

Wir werden im folgenden zeigen, da� unter allgemeinen Randbedingungen (also

evtl. �2 6= ;) die Aussage von Proposition 5.6 f�ur beliebige Vektoren a 2 ICm und

b 2 Sm�1 nA gilt. Dabei greifen wir auf Ergebnisse aus dem Buch von E. M. Stein

[16, VIII x1{x3] zur�uck. Nach [16, VIII{3, Theorem 2 (Seite 351)] gilt

Lemma 5.9 Ist �2 vom Typ 2, so gibt es zu jeder Funktion  2 C1
0(�2) eine Zahl

C > 0 mit

����
Z
�2

e�i��x (x) d�(x)
���� � C

j�j 12
(� 2 IRm; � 6= 0):

Unter Verwendung der zum Beweis von Lemma 5.9 in [16, VIII x1{x3] angegebenen
Argumentation kann man nun folgendes zeigen:

Lemma 5.10 Ist b 2 Sm�1 nA, so gilt f�ur jede Funktion  2 C1
0 (�2)

Z
�2

e�irb�x (x) d�(x) ! 0 (r!1):



5 Reihenentwicklung der L�osung des gemischten Randproblems 40

Lemma 5.10 gilt i. allg. nicht f�ur beliebige Vektoren b 2 Sm�1, denn gibt es einen

Punkt x0 2 �2 und ein " > 0 derart, da�

b ? (x� x0) (x 2 �2 \B"(x0)) ;

also

e�irb�x = e�irb�x0e�irb�(x�x0) = e�irb�x0 (x 2 �2 \B"(x0)) ;

gilt, so gilt f�ur jede Funktion  2 C1
0 (�2) mit supp � B"(x0)

����
Z
�2

e�irb�x (x) d�(x)
���� =

����
Z
�2

e�irb�x0 (x) d�(x)
���� =

����e�irb�x0
Z
�2

 

����
=

����
Z
�2
 

���� (r 2 IR) :

Ist �uberdies
Z
�2

 6= 0 , so folgt

Z
�2

e�irb�x (x) d�(x) 6= o(1) (r!1):

Lemma 5.11 Seien a 2 ICm, b 2 Sm�1 nA fest. Dann gilt f�ur j 2 f1; : : : ;mg und
k 2 IN

Z
@

e�irb�xnj(x) e

a�x �k(x) d�(x) ! 0 (r!1) :

Beweis. Seien a, b und j fest gew�ahlt. Da 
 ein beschr�anktes C2{Gebiet ist,

k�onnen wir nj als Funktion aus C1(@
) zu einer Funktion aus C1
0(IR

m) fortsetzen,

die wir ebenfalls mit nj bezeichnen. O�enbar ist nj e
a�x �k 2 W 1;2

0 (
 [ �2), also gibt

es zu beliebigem " > 0 eine Funktion  2 C1
0 (
 [ �2) mit

knj ea�x �k �  kW 1;2(
) < " :

Aufgrund der Stetigkeit des Spuroperators gilt dann mit einer von  unabh�angigen

Zahl C
 > 0

����
Z
�2

e�irb�x[nj(x) ea�x �k(x)�  (x)] d�(x)

����
�

Z
�2

jnj(x) ea�x �k(x)�  (x)j d�(x) �
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� k1kL2(@
)knj ea�x �k �  kL2(@
)
� k1kL2(@
)C
knj ea�x �k �  kW 1;2(
)

� k1kL2(@
)C
 " (r 2 IR) :

Wir k�onnen also zu beliebigem, fest gew�ahltem " > 0 eine Funktion  " 2 C1
0 (
[�2)

so �nden, da�

����
Z
�2
e�irb�x[nj(x)e

a�x �k(x)�  "(x)] d�(x)

���� < "

2
(r 2 IR)

gilt. Da b 2 Sm�1 nA ist, gibt es nach Lemma 5.10 eine Zahl R" > 0 mit

����
Z
�2

e�irb�x "(x) d�(x)
���� < "

2
(r > R") :

Wegen �kj�1 = 0 gilt damit

����
Z
@

e�irb�xnj(x)ea�x �k(x) d�(x)

���� =
����
Z
�2

e�irb�xnj(x)ea�x �k(x) d�(x)
����

�
����
Z
�2

e�irb�x[nj(x)e
a�x �k(x)�  "(x)] d�(x)

����+
����
Z
�2

e�irb�x "(x) d�(x)
����

< " (r > R") :

Da " > 0 beliebig gew�ahlt war, folgt die Behauptung.

Wir sind nun in der Lage, die angek�undigte Verallgemeinerung von Proposition 5.6

zu beweisen.

Satz 5.12 Seien a 2 ICm, b 2 Sm�1 nA fest. F�ur r > 0 sei

hr(x) := e(a�irb)�x (x 2 
 ) :

Dann gilt f�ur alle k 2 IN

`k(hr) = o(r) (r!1) :

Beweis. Unter Verwendung von (4) erhalten wir f�ur r > 0

`k(hr) = ( @

@n
�k)(hr)�

Z
@

�k

@

@n
hr =
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= (2�)
m
2 (�
 e

a�x��k )̂ (rb)

+ (2�)
m
2

mX
j=1

(aj � irbj)(�
 e
a�xDj�k )̂ (rb)(8)

�
mX
j=1

(aj � irbj)
Z
@

e�irb�xnj(x)e

a�x �k(x) d�(x) :

Auf der rechten Seite von (8) strebt der erste Term nach Proposition 5.6 (vgl. den

Beweis), der zweite Term nach Lemma 5.11 gegen Null f�ur r !1. Damit ist alles

bewiesen.

Nachdem wir das gew�unschte Verhalten von `k(hr) f�ur r ! 1 nur f�ur Vektoren

b 2 Sm�1 n A garantieren k�onnen, stellt sich die Frage nach der
"
Gr�o�e\ der Aus-

nahmemenge A. Eine f�ur unsere Zwecke ausreichende Antwort auf diese Frage gibt

das folgende

Lemma 5.13 Die Menge A liegt nirgends dicht in Sm�1.

Beweis. Siehe Lemma A.2.
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6 De�nition und Untersuchung einer kanonischen

Sesquilinearform

Zur Erschlie�ung der Eindeutigkeitsaussagen in Kapitel 7 ist es n�utzlich, mit Hilfe

der L�osung des gemischten Randproblems (4.1)/(4.2) eine kanonische Sesquilinear-

form einzuf�uhren. Diese Form werden wir genauer untersuchen, indem wir die Ent-

wicklung der betre�enden L�osung nach der in Kapitel 5 gew�ahlten Orthonormalbasis

(�k) von L
2(
) relativ zur Eigenwertfolge (�k) gem�a� Satz 3.9 verwenden.

De�nition 6.1 F�ur z 2 %(T ) de�nieren wir die Sesquilinearform

Sz(f; g) := ( @

@n
uf;z)( g )�

Z
@

uf;z

@

@n
g (f; g 2 C2(
 )) :

Nach der zweiten Greenschen Formel gilt f�ur z 2 %(T ) und f , g 2 C2(
 )

Sz(f; g) =
Z


(�uf;z � g +ruf;z � rg )�

Z


(uf;z�g +ruf;z � rg )

=
Z


(�uf;z � g � uf;z�g ) :

(1)

Lemma 6.2 F�ur z 2 %(T ) und f , g 2 C2(
 ) gilt

Sz(f; g) = lim
n!1 ( @

@n
uf;z)(��1 gn )�

Z
�2

uf;z (
@

@n
+�)g

�
Z
�1

f @

@n
g +

Z
�2

( @

@n
+�)f � g ;

wobei (gn) eine beliebige Folge in C1
0(
 [ �1 [ �2) mit kgnj@
 � gj@
k

W
1
2 ;2(@
)

! 0

(n!1) sei.

Beweis. Der Beweis verl�auft analog zu dem von Lemma 5.5. Da uf;z die eindeutig

bestimmte L�osung von (4.1)/(4.2) ist, gilt

uf;zj�1 = f j�1 ; ( @

@n
uf;z + �uf;z)j�2 = ( @

@n
f + �f)j�2 :(2)

Ist nun (gn) eine Folge mit den in der Voraussetzung angegebenen Eigenschaften, so

folgt also

( @

@n
uf;z)(��2 gn ) = ( @

@n
uf;z + �uf;z)(��2 gn )�

Z
�2

�uf;z gn =
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= ( @
@n
f + �f)(��2 gn )�

Z
�2

�uf;z gn

=
Z
�2
( @

@n
+�)f � gn �

Z
�2
�uf;z gn (n 2 IN) :

Daraus folgt weiter

lim
n!1 ( @

@n
uf;z)(��2 gn ) =

Z
�2

( @

@n
+�)f � g �

Z
�2

�uf;z g ;

mithin

( @
@n
uf;z)( g ) = lim

n!1 ( @
@n
uf;z)(��1 gn ) + lim

n!1 ( @
@n
uf;z)(��2 gn )

= lim
n!1 ( @

@n
uf;z)(��1 gn ) +

Z
�2

( @

@n
+�)f � g �

Z
�2

�uf;z g :

(3)

Beachten wir die Zerlegung 
uf;z = �
�1 
uf;z + �

�2 
uf;z und (2), so erhalten wir

mit Hilfe von (3)

Sz(f; g) =
(2)

( @

@n
uf;z)( g )�

Z
�1

f @

@n
g �

Z
�2

uf;z
@

@n
g

=
(3)

lim
n!1 ( @

@n
uf;z)(��1 gn) +

Z
�2

( @

@n
+�)f � g �

Z
�2

�uf;z g

�
Z
�1

f @

@n
g �

Z
�2

uf;z
@

@n
g :

Durch Umstellen der rechten Seite erhalten wir die gew�unschte Darstellung.

Satz 6.3 F�ur z 2 %(T ) und f , g 2 C2(
 ) gilt

Sz(f; g) = �
1X
k=1

`k(f)
�
h�k; gi �

`k(g)

z � �k

�
:

Beweis. Seien z 2 %(T ) und f , g 2 C2(
 ). Da �uf;z = (q � z)uf;z ist, folgt aus

Satz 5.3

Sz(f; g) =
Z


(�uf;z � g � uf;z�g )

=
Z


((q � z)uf;z g � uf;z�g )(4)

= huf;z; (��+ q � z )gi =
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=
5:3

1X
k=1

`k(f)

z � �k
h�k; (��+ q � z )gi :

Nach Bemerkung 5.2 gilt f�ur k 2 IN

h�k; (��+ q � z )gi = h�k; (��+ q � �k)gi+ (�k � z)h�k; gi
= h(��+ q � �k)g; �ki+ (�k � z)h�k; gi
=
5:2

`k(g) + (�k � z)h�k; gi ;

mithin

`k(f)

z � �k
h�k; (��+ q � z )gi =

`k(f)

z � �k

h
`k(g) + (�k � z)h�k; gi

i

= � `k(f)
�
h�k; gi �

`k(g)

z � �k

�
:

Durch Einsetzen in (4) erhalten wir die Behauptung.

Lemma 6.4 Seien �, � 2 IRm mit j�j = 1 und � � � = 0 fest gew�ahlt. F�ur r > 0

seien

�(r) := � � i(r� + 1
2
�) ; �(r) := � + i(r� � 1

2
�) ;

zr := r2 + 1
4
j�j2 � 1 + 2i r

und

fr(x) := e�(r)�x ; gr(x) := e��(r)�x (x 2 
) :

Dann gilt f�ur alle r > 0

Szr (fr; gr) =
Z


e�i��xq(x) dx + hR(zr; T )(qfr); qgri :

Beweis. Seien zun�achst z 2 %(T ) und f , g 2 C2(
 ) mit

(5) (� + z)f = 0 und (6) (�+ z)g = 0:

Dann gilt

qf g = q(uf;z �R(z; T )(��+ q � z)f) g =
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=
(5)

quf;z � g � R(z; T )(qf) � q g

= (� + z)uf;z � g � R(z; T )(qf) � qg
=
(6)

(�uf;z � g � uf;z�g )�R(z; T )(qf) � qg :

Integration �uber 
 f�uhrt mit (1) zu

Z


qf g = Sz(f; g)� hR(z; T )(qf); qgi :(7)

Sei nun r > 0 fest gew�ahlt. Dann ist Imzr > 0, also zr 2 %(T ), und f�ur z := zr,

� := �(r), � := �(r) gilt wegen j�j = 1, � � � = 0

�2 = (Re � + i Im �) � (Re � + i Im�)

= jRe �j2 � j Im �j2 + 2i (Re �) � (Im �)

= j�j2 � jr� + 1
2
�j2 + 2i � � (�r� � 1

2
�)

= 1 � (r2 + 1
4
j�j2)� 2i r = �z

= j�j2 � jr� � 1
2
�j2 � 2i � � (r� � 1

2
�)

= jRe �j2 � j Im�j2 � 2i (Re �) � (Im�)

= � 2 :

Daraus folgt

(�x + z)fr(x) = (�x + z)e��x = (�2 + z)e��x = 0

(�x + z) gr(x) = (�x + z)e���x = ( � 2 + z)e���x = 0

9>>>=
>>>;

(x 2 
) :

Setzen wir in (7) f = fr, g = gr und beachten wir �(r)� �(r) = �i�, so erhalten

wir die Behauptung.



7 Die Eindeutigkeitss�atze 47

7 Die Eindeutigkeitss�atze

Im folgenden seien T1 und T2 Schr�odingeroperatoren mit Potentialen q1 bzw. q2, die

den gleichen Bedingungen wie das Potential q in Kapitel 1 { 6 gen�ugen. Weiter seien

(�
(1)

k ) und (�
(2)

k ) Orthonormalbasen von L2(
) relativ zu den Eigenwertfolgen (�
(1)

k )

bzw. (�(2)

k ) von T1 bzw. T2, wobei diese Folgen wie in Satz 3.9 gebildet seien.

Die L�osungen der zugeh�origen Randprobleme gem�a� De�nition 4.1 (mit derselben

Randfunktion �) bezeichnen wir f�ur f 2 C2(
 ) und z 2 %(T1) bzw. z 2 %(T2) mit

u
(1)

f;z bzw. u
(2)

f;z. Die Symbole S(1)
z , S(2)

z sind entsprechend zu verstehen.

Satz 7.1 Folgende Aussagen sind �aquivalent:

A) F�ur z 2 IC, arg z 2 (0; �
2
) gilt

( @

@n
u
(1)

f;z)j�1 = ( @

@n
u
(2)

f;z)j�1

u
(1)

f;zj�2 = u
(2)

f;zj�2

9>>>=
>>>;

(f 2 C2(
 )) :

B) F�ur z 2 IC, arg z 2 (0; �
2
) gilt S(1)

z = S(2)
z .

C) Es gilt q1 = q2 .

Beweis. A) ) B) Nach Lemma 6.2 gilt f�ur z 2 %(T1) \ %(T2) und f , g 2 C2(
 )

h
S(1)

z � S(2)

z

i
(f; g) = lim

n!1

h
@

@n
u
(1)

f;z � @

@n
u
(2)

f;z

i
(��1 gn )

�
Z
�2

(u(1)

f;z � u(2)

f;z)(
@

@n
+�)g ;

wobei (gn) eine beliebige Folge gem�a� Lemma 6.2 sei. Aufgrund der Voraussetzung

folgt daraus die Behauptung.

B) ) C) Sei � 2 IRm fest gew�ahlt. Da m � 2 ist, gibt es einen Vektor � 2 Sm�1

mit � � � = 0. Wie schon in Satz 3.10 und Lemma 6.4 setzen wir f�ur r > 0

�(r) := � � i(r� + 1
2
�) ; �(r) := � + i(r� � 1

2
�) ;

zr := r2 + 1
4
j�j2 � 1 + 2i r

und

fr(x) := e�(r)�x ; gr(x) := e��(r)�x (x 2 
 ) :
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Sei nun r > 1. Dann ist arg zr 2 (0; �
2
), also gilt nach Voraussetzung

S(1)

zr
(fr; gr) = S(2)

zr
(fr; gr) :

Nach Lemma 6.4 gilt somit

Z


e�i��x(q1 � q2)(x) dx = �hR(zr; T1)(q1fr); q1gr i

+ hR(zr; T2)(q2fr); q2gr i :

Aufgrund von Satz 3.10 gibt es daher eine Zahl C > 0 so, da� f�ur r > 1

����
Z


e�i��x(q1 � q2)(x) dx

���� � C

r

gilt. Da wir r beliebig gro� w�ahlen k�onnen, folgt daraus

Z


e�i��xq1(x) dx =

Z


e�i��xq2(x) dx :

Nun war � 2 IRm beliebig gew�ahlt. Wir haben also gezeigt, da� q̂1 = q̂2 gilt, wobei

wir q1 und q2 als Funktionen aus L1(IRm) au�assen, die auf 
c identisch Null sind.

Aus der Injektivit�at der Fouriertransformation folgt q1 = q2 .

C) ) A) O�ensichtlich.

Lemma 7.2 F�ur z 2 %(T1) \ %(T2) gilt

h
S(1)

z � S(2)

z

i
(f; g) =

Z


(q1 � q2)u

(2)

f;z u
(1)

g; z (f; g 2 C2(
 )) :

Beweis. Seien z 2 %(T1) \ %(T2) und f , g 2 C2(
 ). Wir setzen u := u
(1)

f;z � u
(2)

f;z

und v := u(1)

g; z � g. Dann sind u und v Funktionen aus W 1;2(
) mit uj�1 = 0

bzw. vj�1 = 0, d. h. u und v liegen in W
1;2
0 (
 [ �2). Ferner besitzen u und v

distributionelle (�au�ere) Normalenableitungen auf @
, f�ur die gilt:

( @

@n
u)j�2 = ��uj�2 ; ( @

@n
v)j�2 = ��vj�2 :(1)

Aus

�u(j)

f;z = (qj � z)u(j)

f;z (j 2 f1; 2g)(2)



7 Die Eindeutigkeitss�atze 49

folgt

(�u(1)

f;z � g � u
(1)

f;z�g )� (�u(2)

f;z � g � u
(2)

f;z�g ) =

=
(2)

((q1 � z)u
(1)

f;z g � u
(1)

f;z�g )� ((q2 � z)u
(2)

f;z g � u
(2)

f;z�g )

= u
(1)

f;z (��+ q1 � z) g � u
(2)

f;z (��+ q2 � z) g(3)

= (u(1)

f;z � u
(2)

f;z) (��+ q1 � z) g + u
(2)

f;z (q1 � q2) g

= u (��+ q1 � z )g + u
(2)

f;z (q1 � q2) g :

Da (��+ q1 � z )u
(1)

g; z = 0 ist, gilt nach De�nition von v = u
(1)

g; z � g

(��+ q1 � z )g = (��+ q1 � z )(u(1)

g; z � v ) = (�� q1 + z ) v :(4)

Ber�ucksichtigen wir (4) in (3), so erhalten wir

(�u(1)

f;z � g � u
(1)

f;z� g ) � (�u(2)

f;z � g � u
(2)

f;z�g ) =

= u (�� q1 + z ) v + u
(2)

f;z (q1 � q2) g

= u�v � (q1 � z)uv + u
(2)

f;z (q1 � q2)g :

(5)

Nun ist

�(q1 � z)u = �q1(u(1)

f;z � u(2)

f;z) + z(u(1)

f;z � u(2)

f;z)

=
(2)

�q1u(1)

f;z + q1u
(2)

f;z + (��+ q1)u
(1)

f;z � (��+ q2)u
(2)

f;z

= ��(u(1)

f;z � u
(2)

f;z) + (q1 � q2)u
(2)

f;z(6)

= ��u+ (q1 � q2)u
(2)

f;z :

Durch Einsetzen von (6) in (5) und Integration �uber 
 erhalten wir

h
S(1)

z � S(2)

z

i
(f; g) =

Z



h
(�u(1)

f;z � g � u(1)

f;z�g)� (�u(2)

f;z � g � u(2)

f;z�g)
i

=
(5)

Z


(u�v � (q1 � z)uv) +

Z


u(2)

f;z (q1 � q2) g

=
(6)

Z


(u�v ��u � v + (q1 � q2)u

(2)

f;z v)(7)

+
Z


(q1 � q2)u

(2)

f;z g

=
Z


(u�v ��u � v) +

Z


(q1 � q2)u

(2)

f;z ( g + v)

= ( @

@n
v)(u)� ( @

@n
u)(v) +

Z


(q1 � q2)u

(2)

f;z u
(1)

g;z :
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Da u und v Funktionen aus W 1;2
0 (
 [ �2) sind, gibt es Folgen (un) und (vn) in

C1
0 (
 [ �2), die in W

1;2(
) gegen u bzw. v konvergieren. O�enbar gilt

unj@
 2 C1(@
); supp(unj@
) � �2 (n 2 IN)

und k
u� unj@
k
W

1
2 ;2(@
)

! 0 (n!1). Entsprechendes gilt f�ur (vn) und v. Mit

(1) folgt daraus

( @
@n
v)(u)� ( @

@n
u)(v) = lim

n!1

h
( @
@n
v)(un)� ( @

@n
u)(vn)

i

=
(1)

� lim
n!1

�Z
�2

�unv �
Z
�2

�uvn

�

= �
Z
�2

�uv +
Z
�2

�uv

= 0 :

(8)

Aus (8) und (7) folgt die Behauptung.

Lemma 7.3 Sind f , g 2 C2(
 ) fest gew�ahlt, so gilt

h
S(1)

z � S(2)

z

i
(f; g)! 0 (IR 3 z !�1) :(9)

Beweis. Wir setzen o. B. d. A. voraus, da� f , g 2 C2(
 ) fest gew�ahlte reellwer-

tige Funktionen sind. Ist die Aussage (9) f�ur reellwertige Funktionen bewiesen, so

veri�ziert man die entsprechende Aussage f�ur komplexwertige Funktionen, indem

man letztere in Real{ und Imagin�arteil zerlegt und die Sesquilinearit�at der Form

S(1)
z � S(2)

z verwendet.

Im folgenden bezeichnen wir f�ur reellwertiges h 2 C2(
 ) und z 2 %(Tj) \ IR mit

~u (j)

h;z die gem�a� (4.8) eingef�uhrten Hilfsfunktionen relativ zu qj (j 2 f1; 2g). Wir

setzen ferner q := q1 � q2

Dann gilt nach Lemma 7.2 f�ur jedes z 2 %(T1) \ %(T2) \ IR
��� hS(1)

z � S(2)
z

i
(f; g)

��� =

����
Z


q u(2)

f;z u
(1)
g;z

����
�

����
Z


q (u(2)

f;z � ~u (2)

f;z) (u
(1)
g;z � ~u (1)

g;z)

����(10)

+

����
Z


q ~u (2)

f;z (u
(1)
g;z � ~u (1)

g;z)

����+
����
Z


q u

(2)

f;z ~u
(1)
g;z

���� :
Wir zeigen nun, da� die drei Terme der rechten Seite von (10) f�ur z ! 1 in IR

gegen Null konvergieren.
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Seien gem�a� Lemma 4.5 K > 0 und z0 < 0 Zahlen mit

kr(u(2)

f;z � ~u
(2)

f;z)kL2(
) �
p
K (z < z0) ;

kr(u(1)
g;z � ~u (1)

g;z)kL2(
) �
p
K (z < z0) :

(11)

Nach der Cauchyschen Ungleichung, Bemerkung 1.1 und (11) gibt es zu jedem � > 0

eine Zahl C� > 0 derart, da� f�ur z < z0 gilt:

����
Z


q (u

(2)

f;z � ~u
(2)

f;z) (u
(1)
g;z � ~u

(1)
g;z)

���� �
�

Z



jqj
2

�
ju(2)

f;z � ~u
(2)

f;zj2 + ju(1)

g;z � ~u (1)

g;zj2
�

�
1:1

�

2

�
kr(u(2)

f;z � ~u (2)

f;z)k2L2(
) + kr(u(1)

g;z � ~u (1)

g;z)k2L2(
)
�

(12)

+
C�

2

�
ku(2)

f;z � ~u (2)

f;zk2L2(
) + ku(1)

g;z � ~u (1)

g;zk2L2(
)
�

�
(11)

K� + C�
�
ku(2)

f;z � ~u (2)

f;zk2L2(
) + ku(1)

g;z � ~u (1)

g;zk2L2(
)
�
:

Sei nun " > 0. Aufgrund der vorstehenden Aussage (12) w�ahlen wir eine Zahl C"
mit der Eigenschaft, da� f�ur z < z0

����
Z


q (u(2)

f;z � ~u (2)

f;z) (u
(1)
g;z � ~u (1)

g;z)

���� �
� "

2
+ C"

�
ku(2)

f;z � ~u (2)

f;zk2L2(
) + ku(1)

g;z � ~u (1)

g;zk2L2(
)
�(13)

gilt. Nach Lemma 4.5 gilt weiter

ku(2)

f;z � ~u (2)

f;zkL2(
) ! 0 (IR 3 z ! �1) ;

ku(1)
g;z � ~u (1)

g;zkL2(
) ! 0 (IR 3 z !�1) :

(14)

Aus (13) und (14) folgt sofort, da� es eine Zahl z1 < z0 mit

����
Z


q (u(2)

f;z � ~u (2)

f;z) (u
(1)
g;z � ~u (1)

g;z)

���� � " (z < z1)

gibt. Da " > 0 beliebig gew�ahlt war, gilt somit

����
Z


q (u(2)

f;z � ~u (2)

f;z) (u
(1)
g;z � ~u (1)

g;z)

���� ! 0 (IR 3 z ! �1) :(15)
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Weiter erhalten wir unter Verwendung von Lemma 4.5 f�ur jedes z 2 %(T1)\%(T2)\IR
����
Z


q ~u (2)

f;z (u
(1)
g;z � ~u (1)

g;z)

���� � kqkL2(
)kfkL1(@
)ku(1)

g;z � ~u(1)

g;zkL2(
) ;(16) ����
Z


q u

(2)

f;z ~u
(1)
g;z

���� � kqkL2(
)kgkL1(@
)ku(2)

f;zkL2(
) :(17)

Mit (14) und Lemma 4.4 schlie�en wir aus (16) und (17)

����
Z


q ~u

(2)

f;z (u
(1)
g;z � ~u

(1)
g;z)

���� ! 0 (IR 3 z ! �1) ;(18) ����
Z


q u

(2)

f;z ~u
(1)
g;z

���� ! 0 (IR 3 z !�1) :(19)

Aus (10) und (15), (18), (19) folgt die Behauptung.

Lemma 7.4 Unter der Voraussetzung

�(1)

k = �(2)

k ; ( @
@n
�(1)

k )j�1 = ( @
@n
�(2)

k )j�1 ; �(1)

k j�2 = �(2)

k j�2 (k 2 IN) 12

gilt mit % := %(T1) = %(T2) f�ur z 2 %

h
S(1)

z � S(2)

z

i
(f; g) = �

1X
k=1

` (1)k (f)
h
h�(1)

k ; gi � h�(2)

k ; gi
i

(f; g 2 C2(
 )) :

Insbesondere ist dann S(1)
z � S(2)

z unabh�angig von z 2 %.
Beweis. Seien f , g 2 C2(
 ) fest gew�ahlt. Unter obiger Voraussetzung gilt nach

Satz 6.3 f�ur z 2 %
h
S(1)
z � S(2)

z

i
(f; g) =

= �
1X
k=1

(
`
(1)

k (f)

�
h�(1)

k ; gi �
` (1)k (g)

z � �(1)

k

�
� `

(2)

k (f)

�
h�(2)

k ; gi �
` (2)k (g)

z � �(2)

k

� )

= �
1X
k=1

(h
` (1)k (f) h�(1)

k ; gi � ` (2)k (f) h�(2)

k ; gi
i

(20)

� `
(1)

k (f) ` (1)k (g) � `
(2)

k (f) ` (2)k (g)

z � �(1)

k

)
:

Da aus ( @

@n
�(1)

k )j�1 = ( @

@n
�(2)

k )j�1 (k 2 IN) und �(1)

k j�2 = �(2)

k j�2 (k 2 IN) mit

Lemma 5.5

` (1)k (f) = ` (2)k (f) ; ` (1)k (g) = ` (2)k (g) (k 2 IN)(21)

12Bzgl.
�
�
(j)

k

�
und

�
�
(j)

k

�
(j 2 f1; 2g) vgl. Seite 47.
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folgt, gilt f�ur z 2 %

`
(1)

k (f) `
(1)

k (g)� `
(2)

k (f) `
(2)

k (g)

z � �
(1)

k

= 0 (k 2 IN) :(22)

Durch Einsetzen von (21) und (22) in (20) erhalten wir die Behauptung.

Satz 7.5 Folgende Aussagen sind �aquivalent:

A) �
(1)

k = �
(2)

k ; ( @

@n
�
(1)

k )j�1 = ( @

@n
�
(2)

k )j�1 ; �
(1)

k j�2 = �
(2)

k j�2 (k 2 IN) ;

B) q1 = q2 .

Beweis. A) ) B) Seien f , g 2 C2(
 ) fest gew�ahlt. Nach Lemma 7.3 gilt

h
S(1)

z � S(2)

z

i
(f; g) ! 0 (IR 3 z ! �1) :

Nach Lemma 7.4 ist
h
S(1)
z � S(2)

z

i
(f; g) unter den Voraussetzungen A) jedoch un-

abh�angig von z. Daraus folgt

h
S(1)

z � S(2)

z

i
(f; g) = 0 (z 2 %(T1) \ %(T2)) :

Also ist die Bedingung B) von Satz 7.1 erf�ullt, woraus die Behauptung folgt.

B) ) A) O�ensichtlich.

Es sei darauf hingewiesen, da� �(T1) = �(T2) u. U. keine zu (�(1)

k ) = (�(2)

k ) �aqui-

valente Bedingung ist, da die Eigenwerte eines Schr�odingeroperators i. allg. nicht

einfach sind.

Im folgenden werden wir die Voraussetzung von Satz 7.5 abschw�achen.

Lemma 7.6 Seien k1, k2 2 IN0 Zahlen mit folgenden Eigenschaften:

�
(1)

k1+k
= �

(2)

k2+k
(k 2 IN) ;

( @

@n
�
(1)

k1+k
)j�1 = ( @

@n
�
(2)

k2+k
)j�1 ; �

(1)

k1+k
j�2 = �

(2)

k2+k
j�2 (k 2 IN) :

Dann gilt f�ur z 2 %(T1) \ %(T2)

h
S(1)

z � S(2)

z

i
(f; g) =

k1X
k=1

` (1)k (f) ` (1)k (g)

z � �(1)

k

�
k2X
k=1

` (2)k (f) ` (2)k (g)

z � �(2)

k

(f; g 2 C2(
 )) :
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Beweis. Seien f , g 2 C2(
 ) fest gew�ahlt. Die zur Herleitung von (22) verwendete

Argumentation f�uhrt unter den gegebenen Voraussetzungen zu

`
(1)

k1+k
(f) = `

(2)

k1+k
(f) ; `

(1)

k1+k
(g) = `

(2)

k1+k
(g) (k 2 IN) :

Folglich gilt f�ur z 2 %(T1) \ %(T2)

`
(1)

k1+k
(f) `

(1)

k1+k
(g)

z � �
(1)

k1+k

=
`
(2)

k2+k
(f) `

(2)

k2+k
(g)

z � �
(2)

k2+k

(k 2 IN) :

Nach Satz 6.3 gilt somit f�ur z 2 %(T1) \ %(T2)
h
S(1)

z � S(2)

z

i
(f; g) =

= �
1X
k=1

`
(1)

k (f)

"
h�(1)

k ; gi �
`
(1)

k (g)

z � �
(1)

k

#
+

1X
k=1

`
(2)

k (f)

"
h�(2)

k ; gi �
`
(2)

k (g)

z � �
(2)

k

#

= �
k1X
k=1

`
(1)

k (f)

"
h�(1)

k ; gi �
`
(1)

k (g)

z � �(1)

k

#
+

k2X
k=1

`
(2)

k (f)

"
h�(2)

k ; gi �
`
(2)

k (g)

z � �(2)

k

#

�
1X
k=1

(h
`
(1)

k1+k
(f)h�(1)

k1+k
; gi � `

(2)

k2+k
(f)h�(2)

k2+k
; gi
i

�
"
`
(1)

k1+k
(f) ` (1)k1+k

(g)

z � �(1)

k1+k

� `
(2)

k2+k
(f) ` (2)k2+k

(g)

z � �(2)

k2+k

#)
(23)

=
k1X
k=1

`
(1)

k (f) ` (1)k (g)

z � �(1)

k

�
k2X
k=1

`
(2)

k (f) ` (2)k (g)

z � �(2)

k

�
k1X
k=1

` (1)k (f)h�(1)

k ; gi+
k2X
k=1

` (2)k (f)h�(2)

k ; gi

�
1X
k=1

` (1)k1+k
(f)

h
h�(1)

k1+k
; gi � h�(2)

k2+k
; gi
i
:

Daraus folgt

h
S(1)

z � S(2)

z

i
(f; g) ! �

k1X
k=1

`
(1)

k (f)h�(1)

k ; gi +
k2X
k=1

`
(2)

k (f)h�(2)

k ; gi

�
1X
k=1

` (1)k1+k
(f)

h
h�(1)

k1+k
; gi � h�(2)

k2+k
; gi
i

(z! �1) :

Nach Lemma 7.3 gilt aber

h
S(1)

z � S(2)

z

i
(f; g) ! 0 (IR 3 z !�1) :
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Also ist

�
1X
k=1

`
(1)

k1+k
(f)

h
h�(1)

k1+k
; gi � h�(2)

k2+k
; gi
i
=

k1X
k=1

`
(1)

k (f)h�(1)

k ; gi �
k2X
k=1

`
(2)

k (f)h�(2)

k ; gi :

Durch Einsetzen in (23) erhalten wir die behauptete Identit�at.

Satz 7.7 Folgende Aussagen sind �aquivalent:

A) Es gibt Zahlen k1, k2 2 IN0 mit folgenden Eigenschaften:

�
(1)

k1+k
= �

(2)

k2+k
(k 2 IN) ;

( @

@n
�
(1)

k1+k
)j�1 = ( @

@n
�
(2)

k2+k
)j�1 ; �

(1)

k1+k
j�2 = �

(2)

k2+k
j�2 (k 2 IN) :

B) Es gilt q1 = q2 .

Beweis. A) ) B) Sei � 2 IRm ein fest gew�ahlter Vektor mit der Eigenschaft, da�

es einen Vektor � 2 Sm�1 nA mit � ? � gibt.13

Wie im Beweis von Satz 7.1 fB)) C)g setzen wir f�ur r > 0

�(r) := � � i(r� + 1
2
�) ; �(r) := � + i(r� � 1

2
�) ;

zr := r2 + 1
4
j�j2 � 1 + 2i r

und

fr(x) := e�(r)�x ; gr(x) := e��(r)�x (x 2 
 ) :

Nach Lemma 6.4 gilt f�ur r > 0

Z


e�i��x(q1 � q2)(x) dx = S(1)

zr
(fr; gr)� hR(zr; T1)(q1fr); q1gri

� S(2)

zr
(fr; gr) + hR(zr; T2)(q2fr); q2gri :

Aufgrund von Satz 3.10 gibt es daher eine Zahl C > 0 so, da� f�ur alle r > 0

����
Z


e�i��x(q1 � q2)(x) dx

���� �
��� hS(1)

zr
� S(2)

zr

i
(fr; gr)

���+ C

r
(24)

13Bzgl. der De�nition von A siehe Seite 39.
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gilt. Nach Lemma 7.6 gilt nun f�ur beliebiges r > 0

h
S(1)
zr
� S(2)

zr

i
(fr; gr) =

k1X
k=1

`
(1)

k (fr) `
(1)

k (gr)

zr � �
(1)

k

�
k2X
k=1

`
(2)

k (fr) `
(2)

k (gr)

zr � �
(2)

k

:

(25)

Da wir � 2 Sm�1 nA gew�ahlt haben, und da f�ur r > 0

�(r) = a� ir�; ��(r) = �a� ir� mit a := � � i

2
�

gilt, folgt aus Satz 5.12 f�ur j 2 f1; 2g und beliebiges k 2 IN

`
(j)

k (fr) = o(r) (r !1) ; `
(j)

k (gr) = o(r) (r!1) :

F�ur j 2 f1; 2g und beliebiges k 2 IN gilt daher

` (j)k (fr) `
(j)

k (gr)

zr � �(j)

k

=
o(r2)

r2 + 1
4
j�j2 � 1 + 2i r � �(j)

k

= o(1) (r!1) :

Mit (24) und (25) folgt daraus

����
Z


e�i��x(q1 � q2)(x) dx

���� � o(1) +
C

r
(r!1) ;

also ist

Z


e�i��xq1 =

Z


e�i��xq2 :

Unter der Voraussetzung, da� zu � 2 IRm ein Vektor � 2 f�g? \ Sm�1 mit � =2 A

existiert,14 gilt somit q̂1(�) = q̂2(�), wobei wir q1 und q2 wie im Beweis von Satz 7.1

als Funktionen aus L1(IRm) au�assen, die auf 
c identisch Null sind. Sei nun

M := f� 2 IRmj (f�g? \ Sm�1) � Ag :

Wie wir gezeigt haben, gilt q̂1(�) = q̂2(�) (� 2 M c). Da q1 und q2 Funktionen aus

L1(IRm) sind, sind ihre Fouriertransformierten stetig auf IRm. Zum Nachweis, da�

q̂1 = q̂2 und damit q1 = q2 gilt, gen�ugt es daher zu zeigen, da� M nirgends dicht in

IRm ist.

Widerspruchsannahme: Es gibt ein " > 0 so, da� M dicht in B"(x0) liegt.

14F�ur � 2 IRm bezeichne f�g? das orthogonale Komplement von fr�j r 2 IRg in IRm.
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Ist 0 2 B"(x0), so gibt es eine Kugel in B"(x0), die den Ursprung nicht mehr enth�alt

und in derM ebenfalls dicht liegt. Wir setzen daher o. B. d. A. voraus da� 0 =2 B"(x0)

ist. Dann ist R := jx0j > 0 und x0
R
2 Sm�1.

Sei � := "

R
und sei x 2 Sm�1 mit jx� x0

R
j < �. Dann gilt Rx 2 B"(x0), also gibt es

eine Folge (xn) in M n f0g mit jRx � xnj ! 0 (n ! 1). O�enbar ist ( xnjxnj) eine

Folge in M \ Sm�1 mit xn
jxnj ! x (n!1). Daraus folgt

�
B�(

x0
R
) \ Sm�1

�
�M \ Sm�1 :(26)

Bε

S
m-1

Bδ
0)−( x

R

{ }y
⊥

y

(x0

(x0)

Abb. 1

Sei nun y 2 Sm�1 ein beliebiger Vektor mit dist (y; fx0
R
g? \ Sm�1) < �. Dann ist

dist (fyg? \ Sm�1; x0
R
) < �, also gibt es einen Vektor

x 2 (fyg? \ Sm�1) \ (B�(
x0
R
) \ Sm�1) :

Nach (26) gibt es eine Folge (xn) in M \ Sm�1 mit xn ! x (n!1). Damit gilt

auch dist (fyg? \ Sm�1; xn)! 0 (n!1), woraus

dist (y; fxng? \ Sm�1) ! 0 (n!1)

folgt. Da f�ur n 2 IN stets xn 2M ist, gilt (fxng? \ Sm�1) � A (n 2 IN). Also ist

dist(y;A) = 0, d. h. es gilt y 2 A. Aus der Annahme folgt somit

n
y 2 Sm�1

��� dist (y; fx0
R
g? \ Sm�1) < �

o
� A :

Dies steht im Widerspruch dazu, da� A nach Lemma 5.13 nirgends dicht in Sm�1

liegt.

Da B) ) A) o�enbar gilt, ist der Satz bewiesen.
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Im folgenden verwenden wir die in der Einleitung (Seite 1 { 2) erkl�arten Begri�e.

Wir setzen ferner

�k(q) :=
�0k(�; q)

�0k(0; q)
(k 2 IN) :

Nach Gleichung (5), Seite 2, wird eine reellwertige Funktion q 2 L1(0; �) eindeutig

durch die Folgen (�k(q)) und (�k(q)) bestimmt. Andererseits gibt es reellwertige

Funktionen q, p 2 L2(0; �) mit

�k(q) = �k(p) ; �k(q) = �k(p) (k � 2)

und q 6= p , wie der folgende Satz zeigt. In einer Dimension, d. h. f�ur Sturm{

Liouville{Operatoren, gilt also keine Satz 7.7 entsprechende Aussage.

Satz 7.8 Seien (�k) eine beliebige, streng monoton wachsende und (�k) eine belie-

bige reelle Zahlenfolge.

Gibt es eine reellwertige Funktion q 2 L2(0; �) und eine Zahl k0 2 IN derart, da�

�k(q) = �k ; �k(q) = �k (k � k0)

gilt, so gibt es genau eine reellwertige Funktion p 2 L2(0; �) mit

�k(p) = �k ; �k(p) = �k (k 2 IN) :

Beweis. Der Satz ist eine unmittelbare Folgerung von [13, Corollary 6.2].
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A Anhang

Lemma A.1 Zu jeder Funktion g 2 C1(
 ) gibt es eine Folge (gn) von Funktionen

aus C1
0(
 [ �1 [ �2) mit

kg � gnkW 1;2(
) ! 0 (n!1) :

Beweis. Da 
[ �1 [�2 = 
 n�0 gilt, nehmen wir im folgenden an, da� �0 6= ; ist.
Wir f�uhren zun�achst die allgemeine Situation auf einen Spezialfall zur�uck.

Nach Voraussetzung ist �0 = �1\�2 eine (m�2){dimensionaleC1{Mannigfaltigkeit,

die kompakt in IRm ist (bzw. eine zweipunktige Menge, falls m = 2 gilt). Also gibt

es eine endliche �Uberdeckung fU1; : : : ; UNg von �0 mit o�enen Mengen in IRm so,

da� es f�ur jedes j 2 f1; : : : ; Ng einen C1{Di�eomorphismus �j : Uj ! B1(0) mit

�j(Uj \ �0) = fx 2 B1(0) jxm�1 = xm = 0g

gibt, der ebenso wie seine Umkehrabbildung  j einschlie�lich seiner Ableitungen

beschr�ankt ist. Auf einer hinreichend kleinenUmgebung von �0 sei f�1; : : : ; �Ng eine
Zerlegung der Eins bzgl. fU1; : : : ; UNg. Da Funktionen aus C1(
 ) zu Funktionen

aus C1
0 (IR

m) fortsetzbar sind, k�onnen wir o. B. d. A. voraussetzen, da� g 2 C1
0(IR

m)

ist. O�enbar gen�ugt es zu zeigen, da� f�ur beliebiges j 2 f1; : : : ; Ng die Funktion

' := (�j � g) �  j 2 C1
0(B1(0))(1)

in W 1;2(B1(0)) durch eine Folge ('n) von Funktionen aus C1
0(B1(0)) mit

supp'n \
�
IRm�2 � f(0; 0)g

�
= ; (n 2 IN)(2)

approximiert werden kann.

Im folgenden sei x0 := (xm�1; xm) (x = (x1; : : : ; xm) 2 IRm). F�ur n 2 IN setzen

wir

hn(r) :=

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

0 ; r � 1
nn+1

(nr)
1
n � 1

n
; 1

nn+1
< r < 1

n

1 � 1
n

; 1
n
� r

(r � 0)

und

un(x) := hn( jx0j ) (x 2 IRm):
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F�ur k 2 f1; � � �m� 2g ist Dkun = 0, und f�ur k 2 fm� 1;mg gilt

Dkun(x) =

8>>><
>>>:

0 ; jx0j < 1
nn+1

oder jx0j > 1
n

(njx0j) 1n�1 xk
jx0j ; 1

nn+1
< jx0j < 1

n

(x 2 IRm) :

Also ist un auf IR
m stetig und fast �uberall di�erenzierbar. Wie man leicht nachrech-

net gilt

Z
B1(0)

jrun(x)j2dx �

�
Z 1

�1
� � �
Z 1

�1

�Z
1

nn+1
< jx0j< 1

n

(njx0j) 2
n
�2 x2m�1+x

2
m

jx0j2 dx0
�
dxm�2 � � � dx1

= 2m�2
Z 1

n

1
nn+1

2�r(nr)
2
n
�2dr(3)

= 2m�1� n
2
n
�2 n

2
r
2
n

��� 1n
r= 1

nn+1

� 2m�2� n
2
n
�1 n�

2
n

= 2m�2� n�1 :

Da die Folge (un) punktweise auf B1(0) gegen 1 konvergiert und 0 � un � 1

(n 2 IN) gilt, strebt (un) nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz in

L2(B1(0)) gegen 1. Aufgrund von (3) ist (un) somit eine Folge in W 1;2(B1(0)),

die in W 1;2(B1(0)) gegen 1 konvergiert. Durch Regularisierung mit Friedrichsschen

Gl�attungskernen (vgl. [1, 2.17]) k�onnen wir aus (un) eine Folge (fn) von Funktionen

aus C1(IRm) mit

supp fn \
�
IRm�2 � f(0; 0)g

�
= ; (n 2 IN)

konstruieren, die ebenfalls in W 1;2(B1(0)) gegen 1 konvergiert.

Sei jetzt ' die durch (1) erkl�arte Funktion und 'n := ' � fn (n 2 IN). Dann ist

('n) eine Folge von Funktionen aus C1
0(B1(0)) mit (2), und es gilt

k'� 'nkW 1;2(B1(0)) �
�
max
j�j�1

kD�'kL1(B1(0))

�
k1 � fnkW 1;2(B1(0))

! 0 (n!1);

womit das Lemma bewiesen ist.

Lemma A.2 Die Menge A liegt nirgends dicht in Sm�1.
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Beweis. Sei E := fx 2 @
j @
 ist nicht vom Typ 2 in xg: Das Lemma ist bewie-

sen, wenn wir zeigen, da� n(E) nirgends dicht in Sm�1 liegt, denn nach Konstruktion
ist A = f�n(x) jx 2 Eg.
Zu jedem Punkt x0 2 @
 gibt es eine o�ene Kugel U � IRm�1, eine Funktion

h 2 C2(U ) und ein k 2 f1; : : :mg derart, da� @
 in einer o�enen Umgebung

V von x0 durch xk = h(x1; : : : xk�1; xk+1; : : : xm) beschrieben wird (Eulersche bzw.

Mongsche Parametrisierung von @
). Da @
 kompakt ist, k�onnen wir @
 mit

endlich vielen solcher Umgebungen V1; : : : VN �uberdecken. Diese seien so klein, da�

Sm�1 f�ur j 2 f1; : : :Ng auf n(Vj) eine einheitliche Parametrisierung besitzt. Wie

wir im Anschlu� an De�nition 5.7 bemerkt haben, ist @
 n E relativ o�en in @


und E damit abgeschlossen. Also gibt es abgeschlossene Mengen E1; : : : EN mitSN
j=1 Ej = E derart, da� f�ur j 2 f1; : : : Ng stets Ej � Vj ist. O�enbar gen�ugt es,

f�ur jedes j 2 f1; : : : Ng nachzuweisen, da� n(Ej) nirgends dicht in Sm�1e liegt.

Wir k�onnen somit o. B. d. A. annehmen, da� es o�ene Kugeln U , V � IRm�1, eine
Funktion h 2 C2(U ) sowie eine C1{Einbettung  : V ! IRm so gibt, da� gilt

(siehe Abb. 2, Seite 62):

1) � : U ! IRm mit �(y) := (y; h(y)) (y 2 U) ist in einer wegzusammenh�angen-

den Umgebung � � @
 von E eine Parametrisierung von @
;

2)  ist in einer Umgebung S � Sm�1 von n(�) eine Parametrisierung von Sm�1.

Seien x 2 �, y 2 U mit �(y) = x. Die Vektoren fD1�(y); : : : ;Dm�1�(y)g bilden

eine Basis des Tangentialraumes Tx� an � in x. Aus

Dk�(y) = ek +Dkh(y)em (k = 1; : : : ;m� 1)(4)

(hierbei bezeichne ej den j{ten Einheitsvektor in IRm) folgt daher

0 = Dk�(y) � n(x) = nk(x) +Dkh(y)nm(x) (k = 1; : : : ;m� 1);

d. h. n(x) ist gleich einem der beiden Vektoren

� 1q
1 + jrh(y)j2

(rh;�1)(y) :(5)

O. B. d. A. sei nm(x) < 0. Da nm eine stetige Funktion auf der wegzusammenh�angen-

den Menge � ist, folgt aus (5), da� damit bereits

n � � =
1q

1 + jrhj2
(rh;�1) auf U
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gilt. F�ur j, k 2 f1; : : : ;m� 1g gilt also

Dj(nk � �) =
DjDkhq
1 + jrhj2

� Dkhq
1 + jrhj2

3

m�1X
i=1

(Dih)DjDih(6)

auf U , und f�ur j 2 f1; : : : ;m� 1g, k = m gilt

Dj(nk � �) =
1q

1 + jrhj2
3

m�1X
i=1

(Dih)DjDih(7)

auf U . Ist x = �(y) 2 E, so gilt nach De�nition 5.7

D�
y [�(y) � n(x)] = 0 (1 � j�j � 2);

woraus bei Betrachtung der F�alle j�j = 2

0 = [DiDj�(y)] � n(x) =
(4)

[Di(ej +Djh(y)em)] � n(x) = DiDjh(y)em � n(x)

=
(5)

� DiDjh(y)q
1 + jrh(y)j2

(i; j 2 f1; : : : ;m� 1g)

folgt. F�ur i, j 2 f1; : : : ;m� 1g gilt also DiDjh(y) = 0 (y 2 ��1(E)). Aufgrund
von (6) und (7) folgt daraus, da� f�ur j 2 f1; : : : ;m� 1g und k 2 f1; : : : ;mg

Dj(nk � �)(y) = 0 (y 2 ��1(E)) :(8)

gilt.

Γ

x

n(x)

n

f
U

( )

φ

Sm-1 n(x)

V
( )

ψ

Abb. 2
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Wir setzen nun f : U ! V , f :=  �1 � n � � und erhalten so eine Funktion

f 2 [C1(U)]
m�1

, f�ur die gilt:

Jf(y) = J �1((n � �)(y))Jn��(y)| {z }
=
(8)

0

= 0 (y 2 ��1(E)):(9)

"
f(��1(E)) ist eine Lebesguesche Nullmenge\ (vgl. [2, 4.3.3.]) :

Als o�ene Menge ist U die abz�ahlbare Vereinigung kompakter W�urfel. Daher gen�ugt

es nachzuweisen, da� f�ur einen beliebigen W�urfel K die Bildmenge von ��1(E)\K
unter f das Ma� Null hat. Sei also K ein W�urfel mit K � U . O. B. d. A. sei

K := [0; 1]m�1. F�ur r > 0 setzen wir

�(r) := sup fkJf(z)k j z 2 K; f�ur ein y 2 ��1(E) \K ist jz � yj < rg ;

wobei kJf(z)k die Operatornorm des durch die Matrix Jf (z) repr�asentierten En-

domorphismus auf dem euklidischen Vektorraum IRm bezeichne. Aus (9) folgt in

Verbindung mit der gleichm�a�igen Stetigkeit der Eintr�age von Jf auf K, da�

0 � �(r) =
(9)

sup fkJf (z)� Jf(y)k j z 2 K; y 2 ��1(E) \K; jz � yj < rg

� sup fkJf (z)� Jf(y)k j z 2 K; y 2 K; jz � yj < rg

! 0 (r& 0) :

gilt.

Seien jetzt y 2 ��1(E) \K und x 2 K mit jx� yj < r fest gew�ahlt. Wir setzen

zt := y + t(x� y) ; g(t) := Jf (y + t(x� y))(x� y) (t 2 [0; 1]) :

F�ur 0 � t � 1 ist dann zt 2 K mit jzt� yj � jx� yj < r. Nach De�nition von � gilt

also

jg(t)j = jJf(zt)(x� y)j � kJf (zt)kjx� yj � �(r) r (0 � t � 1) :(10)

Nun ist

f(x)� f(y) =
Z 1

0

d

dt
[f(y + t(x� y))]dt

=
Z 1

0
Jf (y + t(x� y))(x� y) dt =

Z 1

0
g(t)dt ;

(11)
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und da g = (g1; : : : ; gm�1) : [0; 1]! IRm�1 stetig ist, gilt

����
Z 1

0
g(t) dt

���� =

�
m�1P
k=1

����
Z 1

0
gk(t) dt

����
2�1

2 �
�
m�1P
k=1

kgkk2L1(0;1)
�1

2

�
�
m�1P
k=1

kgkk2L2(0;1)
� 1

2

=

�Z 1

0

m�1P
k=1

jgk(t)j2 dt
�1

2

(12)

=

�Z 1

0
jg(t)j2 dt

� 1
2 � sup

0�t�1
jg(t)j :

Aufgrund von (11), (12) und (10) sowie der Wahl von x, y gilt also

jf(x)� f(y)j � �(r) r (x 2 K; y 2 ��1(E) \K; jx� yj < r) :

Daraus folgt, da� f�ur y 2 ��1(E) \ K und r > 0 die Menge f(Br(y) \ K) stets

von einemW�urfel mit Volumen [2 �(r) r]m�1 umfa�t wird. Wir unterteilen nun K =

[0; 1]m�1 in km�1 W�urfel mit der Kantenl�ange 1
k
. Enth�alt ein solcher (kleiner) W�urfel

einen Punkt y 2 ��1(E), so ist er in der Kugel um y mit demRadius
p
m�1
k

enthalten,

weshalb sein Bild unter f in einemW�urfel vom Volumen
h
2�
�p

m�1
k

�p
m�1
k

im�1
liegt.

Da es h�ochstens km�1 W�urfel gibt, die einen Punkt aus ��1(E) enthalten, k�onnen
wir f(��1(E) \ K) derart mit endlich vielen W�urfeln �uberdecken, da� die Summe

ihrer Volumina nicht gr�o�er als

km�1
h
2 �
�p

m�1
k

�p
m�1
k

im�1
=
h
2
p
m� 1 �

�p
m�1
k

�im�1

ist. F�ur wachsendes k 2 IN streben diese Zahlen gegen Null, denn �(r) strebt gegen

Null f�ur r& 0. Also ist f(��1(E) \K) eine Lebeguesche Nullmenge.

Wie wir gezeigt haben ist f(��1(E)) eine Lebesquesche Nullmenge in IRm�1. Au�er-
dem ist f(��1(E)) kompakt, denn f ist stetig und ��1(E) ist kompakt. Also enth�alt

diese Menge alle ihre H�aufungspunkte. Da sie das Ma� Null hat, mu� sie nirgends

dicht in V liegen. Nach Konstruktion gilt nun ( �1 � n)(E) = f(��1(E)). Da

 : V ! Sm�1 ein Hom�oomorphismus ist, liegt damit n(E) nirgends dicht in Sm�1,
was zu zeigen war.
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Symbolverzeichnis

IN , IN0 Menge der nat�urlichen Zahlen, IN0 = IN [ f0g

x � y, jxj x � y =Pm
k=1 xkyk, jxj = p

x � x
z, Re z, Im z konjugiert komplexe Zahl, Realteil bzw. Imagin�arteil von z

Tx� Tangentialraum an � im Punkt x

Sm�1 Einheitssph�are in Rm

@A, A, Ac, A? Rand, Abschlie�ung, Komplement bzw. orthogonales Kom-

plement von A

�
A charakteristische Funktion von A

f jA Einschr�ankung von f auf A

Dk, D Dk =
@

@xk
, D = (D1; : : :Dm)

r, � r = D, � = r � r
@

@n
�au�ere Normalenableitung auf @



 Spuroperator, 
 :W 1;2(
)! L2(@
)

Jf Jacobi{Matrix von f = (f1; : : : fn), Jf = ( @fi
@xk

)

supp f Tr�ager von f

f̂ Fouriertransformierte von f ,

f̂(�) = (2�)�
m
2

Z
IRm

e�i��xf(x) dx

T : E ��! F linearer Operator aus E in F , d. h. D(T ) � E

T j� D Einschr�ankung von T auf D

D(T ) De�nitionsbereich von T

�(T ), %(T ) Spektrum bzw. Resolventenmenge von T

R(z; T ) Resolvente von T , R(z; T ) = (z � T )�1

B(E;F ), B(E) Raum der beschr�ankten linearen Operatoren T : E ! F ,

versehen mit der Operatornorm; B(E) = B(E;E)
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Ck(
) Menge der auf 
 k{mal stetig partiell di�erenzierbaren

Funktionen

Ck(
 ) Menge der Funktionen ' 2 Ck(
) mit der Eigenschaft, da�

D�' f�ur 0 � j�j � k beschr�ankt und gleichm�a�ig stetig auf 


ist

Ck
0 (
 [ �) Menge der Funktionen aus Ck(
 ) mit kompaktem Tr�ager in


 [ �

Lp(
) Lebesgue{Raum

W k;p(
) Raum der Funktionen aus Lp(
) mit distributionellen Ablei-

tungen bis zur Ordnung k in Lp(
)

W
k;p
loc (IR

m) Menge der Funktionen u mit der Eigenschaft, da� u 2 W k;p(
0)
(
0 � IRm o�en und beschr�ankt) gilt

W
k;p
0 (
 [ �) Abschlie�ung von C1

0 (
 [ �) in W k;p(
)

W
1
2 ;2(@
) Bild von W 1;2(
) unter dem Spuroperator

[W
1
2 ;2(@
)]� topologischer Dualraum von W

1
2 ;2(@
)

hu; vi R

 u v

kukLp(
) (
R

 jujp)

1
p

kukL1(
) inffc 2 [0;1] j ju(x)j � c (f. a. x 2 
) g
kukW k;p(
)

� P
j�j�k

R

 jD�ujp

� 1
p

kgk
W

1
2 ;2(@
)

inff kukW 1;2(
) ju 2 W 1;2(
); 
u = g g

t Schr�odinger{Sesquilinearform (Seite 18)

T Schr�odingeroperator (Seite 21)

�k Eigenwert von T (Seite 25)

�k Eigenfunktion von T zum Eigenwert �k (Seite 25)

uf;z L�osung des Randwertproblems (4.1)/(4.2) (Seite 43)

~uf;z (Seite 30)

`k(f) uf;z =
1X
k=1

`k(f)

z � �k
'k (Seite 35)

Sz Sz(f; g) = ( @

@n
uf;z)( g )�

Z
@

uf;z

@

@n
g (Seite 43)

A Ausnahmemenge von Sm�1 (Seite 39)
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