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1 Einleitung

Bei der Approximationsgiite der Naherungslosung einer partiellen Differen-
tialgleichung durch die finite Elementmethode spielt die, durch Elementun-
terteilung entstehende, Gitterstruktur im zu Grunde liegenden Bereich eine
entscheidende Rolle. Zeichnet sich die Losung eines Problems im gesamten
Bereich durch einheitliches Glattheitsverhalten aus, so wird gleichméflige Git-
terverfeinerung in allen Teilbereichen in der Regel eine gute Approximation
nach sich ziehen. Ist das Glattheitverhalten der Losung in Teilbereichen je-
doch unterschiedlich, so wird in einigen Teilbereichen eine grobe Elementun-
terteilung fiir eine gute Approximation ausreichen, wahrend in anderen mit
feinerer Unterteilung die Losung besser erfasst werden kann. Adaptive Ver-
fahren, die in einer Folge von Gittern in den Problembereichen zunehmende
Verfeinerung herstellen, konnen hier mit Vorteil eingesetzt werden.

Zur numerischen Losung partieller Differentialgleichungen mit Hilfe der fi-
niten Elementmethode gibt es zahlreiche Programmpakete. Bei Randeigen-
wertaufgaben gehoren adaptive Verfahren jedoch noch nicht zum Standard-
umfang der Programmpakete, deshalb wird in diesem Bericht eine mogliche
Realisierung eines adaptiven finite Elementalgorithmus zur numerischen Lo-
sung von Randeigenwertaufgaben dargestellt.

Zunachst wird die Problemklasse der elliptischen Randeigenwertaufgaben
mit zwei Anwendungsbeispielen, bei denen Singularitdten in einspringenden
Ecken auftreten, beschrieben. Um den adaptiven Algorithmus durchfiihren zu
kénnen, muss man in der Lage sein den Fehler einer vorliegenden Naherungs-
l6sung elementweise zu schéitzen, um zu entscheiden, ob eine Unterteilung
des Elements erforderlich ist oder nicht. Theoretische Grundlage dafiir bildet
eine Fehlerabschatzung, die, geeignet interpretiert, von statischen Proble-
men her iibernommen werden kann. Anschlielend wird mit Hilfe der Fehler-
abschatzung ein Adaptivitatskonzept zur Eigenwertapproximation, fiir einen
vom Anwender festzulegenden Teil des Spektrums, vorgestellt und die Lei-
stungsfahigkeit an den Anwendungsbeispielen belegt.

Erwartungsgemaf stellt sich heraus, dass bei vorgegebener Elementanzahl,
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das durch adaptive Verfeinerung entstandene Gitter dem gleichférmig un-
terteilten deutlich iiberlegen ist. Durch geschickte Wahl, der im adaptiven
Verfahren auftretenden Parameter, kann ein vorher festgelegter Bereich des
Spektrums deutlich besser approximiert werden, als der Rest. Damit ist es
auch moglich das Prinzip der Eigenwertapproximation bei finite Elementme-
thoden, das bei gleichmafiiger Elementverfeinerung die Eigenwerte in aufstei-
gender Reihenfolge immer schlechter approximiert, zu durchbrechen.

Abschliefend werden die konkrete Berechnung des Fehlerindikators je Ele-
ment, der Programmablaufplan des gesamten adaptiven Algorithmus und
die Gitterverfeinerungsregeln dargestellt.

2 Randeigenwertprobleme

Fiir die im Folgenden betrachteten elliptischen Randeigenwertprobleme zwei-
ter Ordnung auf dem beschriinkten Gebiet Q C IR* nehmen wir an, dass es
sich bei dem Rand I' := 02 um einen stiickweise hinreichend glatten, etwa
um einen Lipschitz- oder polygonalen Rand handelt.

Das Randeigenwertproblem in seiner klassischen Formulierung lautet: Ge-
sucht ist eine Funktion v € C%(Q) (N C () mit v # 0 und eine Zahl X € IR,
genannt Eigenfunktion und Eigenwert, mit

—VT(kVu)+qu = Apu auf Q (1)
und Bu = 0 auf T

Die Randbedingungen des Eigenwertproblems werden durch den Randope-
rator B beschrieben. Fiir die Dirichlet-Randbedingung wird beispielsweise
Bu = u gewihlt und fiir die Neumann-Randbedingung Bu = nTkVu. Da-
bei bezeichnet n = (ng,n,)” die duBere Normale auf I'. Die Matrix
k= (kij)ij=12 sei auf € symmetrisch und positiv definit mit
kj; € CHQ)NC(Q). Fir die Funktionen ¢,p € C(Q) wird zusitzlich
p(z,y) > 0 und ¢(z,y) > 0 gefordert.

In iiblicher Weise wird dem klassischen Eigenwertproblem (1) durch partielle
Integration die variationelle Formulierung des Problems zugeordnet. Gesucht
sind dabei u € H(2) mit v Z 0 und A € IR mit

a(u,v) = Ab(u,v) fiiralle v e H(Q), (2)

mit den auf H(Q) x H () symmetrischen Bilinearformen
a(u,v) = / (Vu)" Vv + quu d(z,y)
Q

b(u,v) = / puv d(z,y)



und dem Sobolev Raum H (Q2) = H; () fiir die Dirichlet-Randbedingung be-
ziehungsweise H()) = H*'(Q) fiir die Neumann-Randbedingung. Die Stetigkeits-
und Differenzierbarkeitsforderungen an die Koeffizientenfunktionen k, ¢ und

p werden in der schwachen Formulierung ersetzt durch entsprechende Inte-
grierbarkeitsforderungen.

Von den Bilinearformen o und b wird folgendes verlangt

la(u, v)| < Ciflulliallvlle,
b(u,v)| < Collulloqllv]lon firalle uw,ve H(2) und (3)
a(u,u) > Csllulf} g fir alle uw € H(Q),

mit positiven Konstanten C7,Cy und Cs. Damit sind durch a(u,v) bezie-
hungsweise b(u, v) Skalarprodukte definiert mit zugehdrigen Normen

llulla := Va(u,u) bzw. ||lully := Vb(u,u) ,

die dquivalent sind zu den iiblichen Normen in H(2) beziehungsweise in
LQ(Q)Z

[l

o= \// u? + w2 +u2d(e,y) bew. |ullog = /um(x,y).
Q Q

Unter diesen Voraussetzungen besitzt (2) die Eigenwerte (vgl. Babuska und
Osborn [1])
0< A <A< 5.,

mit zugehdrigen || - ||, orthonormalen Eigenfunktionen
Uy, U2, U3, - - - ’
die vollsténdig in Ly(€2) sind.

Die Forderung (3) wird im Falle der reinen Neumann-Randbedingung und
der Bilinearform

a(ua ’l)) = /Q klluwi + k22uyvy d(xa y) (4)

nicht erfiillt, da A\; = 0 Eigenwert zur konstanten Eigenfunktion u; ist. Um
dieses Problem dennoch behandeln zu kénnen, wird ein Spektralshift durch-
gefiihrt, d.h. auf beiden Seiten von (2) wird ¢b(u,v) mit ¢ > 0 addiert. Die
Bilinearform (4) wird also ersetzt durch

a(u,v) = / k11ugvg + koguyvy + cpuv d(z,y) . (5)
Q

Die Eigenwerte des geshifteten Problems (5) werden damit um ¢ verschoben,
lauten also \; + c.
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2.1 Membranschwingung im Kreissektor

Gegeben sei der Kreissektor €2 vom Radius R mit dem Rand I' = 'y UT', UT'3.
Fiir den Winkel w wird 0 < w < 27 vorausgesetzt.

Bild 2.1 Kreissektor 2

Die Eigenschwingungen u € C2?(Q) N Cy(Q) einer im Kreissektor  einge-
spannten Membran werden durch folgende Randeigenwertaufgabe in klassi-
scher Formulierung beschrieben:

—Au = M auf Q
v = 0 auf T . (6)

Die zugehorige schwache Losung u € Hi () ergibt sich damit aus folgendem
Problem:

/ Uy + Uy d(z,y) = A / wod(z,y), fiiralleve Hy(Q). (7)
Q Q

Im Kreissektor konnen die Eigenwerte mit zugehorigen Eigenfunktionen iiber
einen Produktansatz in Polarkoordinaten berechnet werden (vgl. [7]). Dieses
Beispiel dient als Paradigma, bei dem man auf Grund der Kenntnis der exak-
ten Losung eine genaue Aussage iiber die Approximationsgiite des adaptiven
Algorithmus erhélt. Fiir w = 57/3 und R = 1 werden im Anhang A die ersten
Eigenwerte mit einigen Eigenfunktionen fiir Vergleichszwecke angegeben. Ei-
ne genauere Untersuchung ergibt, dass sich bei einigen Eigenfunktionen in
der einspringenden Ecke eine Singularitat herausbildet. Wie sich aus den
Bildern A.1.1 und A.1.3 ablesen und auch rechnerisch bestétigen lasst, gilt
ui,ug € C1(Q). Vom adaptiven Algorithmus wird bei diesen Eigenfunktio-
nen im Bereich des Ursprungs also eine besonders feine Elementunterteilung
erwartet.



2.2 Autolingsschnitt )

2.2 Autolangsschnitt

Die Berechnung der akustischen Eigenfrequenzen und der zugehorigen Steh-
wellen in einem Autoinnenraum (vgl. Bild 2.2), bei starren und akustisch
harten Wénden, fiihrt (vgl. Schwarz [8] und [9]) auf ein Eigenwertproblem
mit neumannschen Randdaten und wird durch folgende Randeigenwertauf-
gabe in klassischer Formulierung beschrieben:

—Au = M auf Q

ou

on
Die zugehorige schwache Losung u € H'(Q) ergibt sich aus dem folgenden
Problem:

/uxvx—i—uyvyd(x,y) = )\/uvd(m,y), fiir allev € H'(Q). (9)
" Q

= 0 auf [ . (8)

Da auf dem gesamten Rand Neumannbedingungen vorliegen, ist der klein-
ste Eigenwert mit zugehoriger Eigenfunktion bekannt, d.h. es gilt A\; = 0
und u; = const. Die daraus resultierenden theoretischen und numerischen
Probleme lassen sich durch den in (5) beschriebenen Spektralshift beheben.

15

Bild 2.2 Grundgebiet 2 fiir den Autolidngsschnitt

Auch hier weist das Grundgebiet einspringende Ecken auf, beispielsweise am
oberen Ende des Fahrersitzes, so dass Eigenfunktionen mit Eckensingula-
rititen zu erwarten sind und adaptive Algorithmen gewinnbringend einge-
setzt werden konnen.

3 Finite Elementraum und Fehlerabschatzung

Das Grundgebiet €2 des Randeigenwertproblems (2) wird auf zuldssige Weise
trianguliert mit der iiblichen Zerlegung in eine Menge T = {7y, 72, -+, Tin }
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von Dreiecken 7;:
Q= U’T:T1U7'2"'U7'm.
T€T
Als finite Elementraum wird der Raum V}, mit linearen Dreieckselementen
gewahlt. Der Index A gibt fiir die Triangulierung 7" den maximalen Dreiecks-
durchmesser tiber alle Dreiecke 7; an. Im Falle dirichletscher Randbedingun-
gen wird V}, also folgendermaflen definiert:

Vi, :={v € C(Q) | v|r =0und v|, linear fiir alleT € T} .

Liegen reine Neumann-Bedingungen auf dem Rand vor, so entfillt die Bedin-
gung v|r = 0. Die fiir die Beispiele im adaptiven Algorithmus verwendeten
Starttriangulierungen 7} sind im Anhang B angegeben.

Eine adaptive Verbesserung der Eigenwertnaherung aus der finiten Element-
methode ist méglich, wenn |\, — A|/|\| abgeschéitzt werden kann. Es stellt
sich heraus, dass dieser relative Fehler im Wesentlichen durch den Fehler
||up — w||, aus dem statischen Problem (10) abschétzbar ist (vgl. (11)). Da-
mit konnen, einer Idee von Babuska und Rheinboldt [2] folgend, statische
Fehlerschatzer auch auf Eigenwertprobleme angewendet werden.

Es seien A, und uy, € V}, die finite Elementapproximationen des Eigenwertes
A und der zugehdrigen || - ||, normierten Eigenfunktion u, d.h. es gilt:

a(up,v) = Mpb(up,v) firalle v e V.

Entscheidend fiir die folgende Fehlerabschitzung ist die Verwendung konfor-
mer Elemente, d.h. es muss V}, C H(Q2) gelten. Wir kénnen wuy, auch als finite
Elementlosung eines statischen Problems mit der rechten Seite

f(v) := A\pb(up,v)
interpretieren, dessen exakte Losung w die folgende Gleichung erfiillt
a(w,v) = f(v) firalle ve H(Q). (10)

Satz:
Unter den in (3) an die Bilinearformen a(-,-) und b(-, -) gestellten Vorausset-
zungen und mit den obigen Bezeichnungen gilt

Ap — A
A

‘ < Cllup —wlle - (11)

Beweis:

Aus Gleichung (10) ergibt sich fiir alle v € H(2)

a(up,v) = a(up,v) — a(w,v) + Apb(up, v) . (12)



Ziehen wir (2) von (12) ab, so folgt fiir alle v € H(Q)

a(up, —u,v) = a(up —w,v) + Apb(up,v) — Ab(u, v)
= alup —w,v) + (A — N)b(up,v) + Ab(up, — u,v). (13)

Wenn wir in (13) v = u wéhlen, erhalten wir wegen u, — u € H(Q2) und (2)
a(up, —w,u) + (A — A)b(up,u) = 0.

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt sich

[An = ALb(un, u)| = la(un —w,u)] < |Jup — wllal|ulla
und damit wegen ||ul|, = /a(u,u) = A/2/b(u, u)
Ap— A b(u, u)
< -t — . 14
A ‘ — Al/Q‘b(uh’u”Huh wHa ( )

Da die Eigenfunktion u als || - ||, normiert angenommen wurde und wegen
der Konvergenz der finite Elementapproximation gegen die kontinuierliche
Lésung, d.h. u, — u, ist der Bruch auf der rechten Seite von (14) beschrénkt
durch eine positive Konstante C' und wir erhalten (11). O

Im Hinblick auf mogliche Erweiterung in der Anwendung sei an dieser Stelle
hervorgehoben, dass sich die Giiltigkeit des Satzes nicht auf die in (1) dar-
gestellte Klasse von Randeigenwertaufgaben zweiter Ordnung beschrinkt.
Mafigebend ist die schwache Formulierung (2) mit den Eigenschaften (3). Das
im Folgenden vorgestellte adaptive Konzept ist in diesem Sinne erweiterbar,
falls es fiir die gegebenen Bilinearformen a und b zuséatzlich noch gelingt, bei-
spielsweise aus der Fehlergleichung (22), einen elementweisen Fehlerschéitzer
zu entwickeln.

4 Adaptivitatskonzepte und Fehlerschatzer

Das Hauptergebnis aus dem letzten Abschnitt ist Ungleichung (11). Sie be-
sagt, dass der relative Fehler in der Eigenwertapproximation beschrankt ist
durch eine Konstante und den Fehler eines zugehorigen statischen Problems.
Fiir adaptive Eigenwertapproximationen konnen wir also die fiir statische
Probleme entwickelten Fehlerschiatzer oder Fehlerindikatoren verwenden.

Zunichst beschreiben wir, wie in [5], Fehlerschitzer und -indikatoren fiir sta-
tische Probleme. Wollen wir nur ein einziges Eigenpaar approximieren, so
kann dieser Fall direkt auf das statische Problem (10) angewendet werden.
Sind wir aber an der adaptiven Approximation mehrerer Eigenwerte interes-
siert, so ist eine Erweiterung erforderlich. Verwendet werden die entwickelten
Adaptivitatskonzepte dann im dritten Schritt des adaptiven Algorithmus, wie
er in Bild 6.1 dargestellt ist.
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Wir nehmen an, dass eine Approximationsfolge bestehend aus Elementen uy,
aus der finiten Elementmethode fiir die exakte Losung w eines statischen
Problems vorliegt. Dann heifit  Fehlerschitzer fiir ||u, — w||, falls positive
Konstanten £ und K fiir alle u;, existieren, mit

kn < flupn—wl] < Kn. (15)
Damit gilt dann lim 7 = 0. Der Fehlerschitzer heifit asymptotisch exakt,
Up—W
falls mit s > 0 iiberdies gilt
lun —wl] = (1+O(h%))n.

Man spricht von einem Fehlerindikator, falls n beispielsweise aus einer Heu-
ristik entstanden ist, den Fehler ||u; — w]|| akzeptabel annéhert, aber die
Ungleichungen (15) nur ndherungsweise erfiillt.

Bei der finiten Elementmethode ergibt sich der gesamte Fehler haufig aus der
Summation der Fehler je Element 7 der Triangulierung 7', so dass sich der
Fehlerschitzer n oft aus der Summation lokaler elementweiser Fehlerschatzer
n- in folgender Weise zusammensetzt

o= Y on . (16)

TET

Damit ist die Grundlage fiir einen adaptiven Algorithmus geschaffen. Ist
namlich der Fehler in einem Element grof3, angezeigt durch den entspre-
chenden Fehlerschatzer 7, , so wird in dem Bereich schlecht approximiert und
das Element im folgenden Gitter des adaptiven Algorithmus verfeinert. Die
hier verwendete Strategie zur Dreiecksverfeinerung wird aus dem Sofwarepa-
ket PLTMG (vgl. [3]) iibernommen und in Abschnitt 7 genauer beschrieben.
Beim Kreissektor beispielsweise erwarten wir eine starke Verfeinerung auf
Grund der Singularitdt im Bereich der einspringenden Ecke. Damit stellt
sich, in Abhangigkeit davon wo sich das Element im Gebiet {2 befindet, eine
unterschiedliche Elementgrofie ein, die spater im Algorithmus zu etwa gleich
grofien Summanden in (16) fithren wird. Von Goering, Roos und Tobiska [5]
wird in diesem Sinne das folgende Konzept vorgeschlagen:

1. Wahle eine Konstante vy mit 0 <y <1
2. Es sei Npax := maxn, fiir alle Dreiecke 7 € T
3. Verfeinere 7, falls 7, > ¥ 7Nmax -

Tabelle 4.1 Adaptives Konzept 1

Mit dem Parameter v, der a priori gewahlt wird, soll die Sensitivitat der
Verfeinerung festgelegt werden. Bei v = 1 werden nur die Elemente mit
maximalem Fehler verfeinert und bei v = 0 alle Elemente.



Die numerische Praxis zeigt jedoch, dass die Wahl von v problematisch ist.
Wahlt man v zu groff, so werden unter Umstanden im neuen Gitter zu wenig
Elemente unterteilt. Dies fithrt im néachsten Schritt zu einer Rechnung auf
einem vergleichbar groflen Gitter, die im Ergebnis keinen wesentlichen Appro-
ximationszugewinn nach sich zieht und daher unverhaltnismafig Zeit kostet.
Waihlt man v zu klein, so erhdlt man im neuen Gitter eine eher gleichmafige
Unterteilung, also keine echte Adaptivitiat. Erschwerend kommt hinzu, dass
bei konstant gehaltenem ~ in einer Gittersequenz die Anzahl der zu verfei-
nernden Dreiecke stark differiert. Dies liegt daran, dass die Gesamtanzahl der
Dreiecke wachst und auflerdem die Grundtendenz besteht, dass sich die 7, in
ihrer Groflenordnung untereinander annahern, wann dieser Zustand jedoch
eintritt ist a priori nicht feststellbar. Dieses Verhalten spricht fiir ein sich je
Gitter dynamisch anpassendes 7y, dass der Tendenz zur gleichmafiigen Ver-
feinerung entgegenwirkt. Insgesamt besteht der Bedarf an einer moderaten
und kalkulierbaren Gittervergréflerung, die beispielsweise durch Verfeinerung
einer fest vorgegebenen Elementanzahl realisiert werden kann.

Mit dem folgenden Konzept kann man unter Vorgabe von 4, der Minde-
stanzahl zu verfeinernder Elemente, eine entsprechende Gittervergrofierung
je Schritt erreichen.

1. Wahle v = 0.95 und ¢ und berechne 7y, := maxn,
Setze ¢ = 0 (Zahler der zur Verfeinerung markierten Dreiecke)
3. Schleife iiber alle Dreiecke 7
a) Wenn Dreieck 7 noch nicht markiert ist und 7, > ¥ Mmax,
dann markiere Dreieck 7 und setze ¢ := 7+ 1
b) Wenn 7 > § oder 7 > Anzahl der Dreiecke gehe zu 5.
Schleifende
4. Setze v := v — 0.05 und gehe zu 3.
5. Generiere das neue Gitter

N

Tabelle 4.2 Adaptives Konzept 2

Am Beispiel des Autolingsschnittes wird in der folgenden Tabelle 4.9 gezeigt,
wie sich v dynamisch anpasst.

Die tatsachliche Anzahl der zu verfeinernden Dreiecke ist in der Regel al-
lerdings hoher als 0, wie aus Tabelle 4.7 ablesbar ist, da man sonst keine
zulédssige Triangulierung erhalt. Auf zuldssige Triangulierungen wird in Ab-
schnitt 7 im Rahmen der Gitterverfeinerung eingegangen. Je nach Vorgabe
von ¢ und der Gesamtanzahl der auszuwertenden Gitter kann man so die
Groflenordnung der Dimension des fiir das letzte Gitter zu 16senden Systems
steuern (vgl. Tabelle 4.8). Damit ist auch eine bessere Vergleichbarkeit der
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Ergebnisse auf den einzelnen Gittern gegeben. Dies ist dann wichtig, wenn
man bei vorgegebener Dimension des algebraischen Systems Strategien ent-
wickeln mochte, beispielsweise fiir die Gewichtung des lokalen Fehlerschatzers
aus (19).

Die bisher vorgeschlagenen Adaptivitatskonzepte beziehen sich nur auf die
Verbesserung eines einzigen Eigenwertes. Die numerischen Beispiele (vgl. Ta-
belle 4.10) bestatigen auch die Erwartung, dass bei fest vorgegebenem Eigen-
wert im lokalen Fehlerschatzer dieser Eigenwert auch besonders gut approxi-
miert wird.

Man kann also die bei gleichméafliger Verfeinerung vorliegende Tendenz, dass
kleinere Eigenwerte besser approximiert werden als grofiere, mit diesem Ad-
aptivitatskonzept durchbrechen. Die Konsequenz ist aber, dass nicht im Feh-
lerschatzer beriicksichtigte Eigenwerte, ob grofler oder kleiner, auch entspre-
chend schlechter approximiert werden.

Méochten wir nun eine vorgegebene Zahl von Eigenwerten, numeriert mit
j=1,---,n, in einem bestimmten Teil des Spektrums gleichméflig gut ap-
proximieren, so werden wir das bisherige Konzept erweitern miissen. In die
Fehlerschatzer werden die fiir diese Eigenwerte bisher ermittelten Approxima-
tionsinformationen mit integriert werden miisssen. Wir werden dem dadurch
gerecht, dass wir die durch @; gewichtete Summe der relativen Fehler der
Eigenwertapproximationen
n
P

j=1

2

Anj = Aj

Aj

versuchen adaptiv zu verbessern. Um (17) in den adaptiven Prozess einzu-
binden, wenden wir (11) in Verbindung mit (15) und (16) an:

"= N[ " -
~ [ Ang = A ~ "
ij # < chzijuh,j_ijz < ZC;ij;n? (18)
j=1 J j=1 J=1
n n
- Yo (L) - TS gang
3 Witk 4,7 JXIG T
j=1 T€T TeT \ j=1

=iwj

n
— 2
=D, Wil | -
T7eT \j=1

Durch Vorgabe der Gewichte w; kénnen wir so indirekt Einfluss auf die Aus-
gangsgewichtung in (17) nehmen. Wir sind also in der Lage Schwerpunkte zu
setzen, insbesondere wird das Gewicht w; nur dann grofler als Null gesetzt,
wenn ein vorrangiges Interesse an der Verbesserung des j-ten Eigenwertes
besteht.

Der lokale Fehlerschitzer zum Element 7 fiir den j-ten Eigenwert nsz wird
bei mehreren gesuchten Eigenwerten daher ersetzt durch den gewichteten
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lokalen Fehlerschatzer zum Element 7
o=y Wi, (19)
j=1

Wollen wir mehrere Eigenwerte adaptiv gleichmaflig gut approximieren, so
werden wir im Adaptivitdtskonzept 2 in Tabelle 4.2 den elementweisen Feh-
lerschitzer 7, also durch 7). ersetzen. Am Beispiel des Autolangsschnittes in
Tabelle 4.11 stellt sich heraus, dass eine Gleichgewichtung der w; fiir die Ei-
genwerte, an denen Interesse besteht, eine gute Wahl ist, falls a priori keine
Informationen iiber das Approximationsverhalten der Eigenwerte vorliegt.

Wie die Fehlerschatzer beziehungsweise die hier verwendeten Fehlerindikato-
ren 1), » konkret berechnet werden, wird in Abschnitt 5 beschrieben.

4.1 Beispiel: Kreissektor

Am Beispiel des Kreissektors mit dem Startgitter 7; aus Anhang B.1 ver-
anschaulichen wir, dass in Singularitdten an einspringenden Ecken der Ap-
proximationsfehler besonders hoch ist und damit das Gitter dort verstarkt
verfeinert wird. Wir verwenden das Adaptivitatskonzept 2 mit einer garan-
tierten Mindestanzahl zu verfeinernder Elemente von § = 100. Im gewich-
teten Fehlerschitzer (19) wéhlen wir jeweils nur ein von Null verschiedenes
Gewicht w;, um die spezielle Gitterverfeinerung, die sich bei Approximation
der zugehorigen Eigenfunktion u; einstellt, besser herauszustellen. Die Bilder
4.3 - 4.6 zeigen alle das sich nach 8 Adaptionsschritten einstellende Gitter
Ts.

0.8r

06

04r

0.2

-1 . . . . . . )
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Bild 4.3 Gitter T3 (Dimension = 1645) mit 6 = 100 und
w; = 1 zur Approximation von u,
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Den Ausfithrungen in Abschnitt 2.1 und speziell den Bildern A.1.1 und A.1.3
im Anhang entnehmen wir, dass u;, ug & C*(Q) gilt, was hervorgerufen wird
durch die Singularitat der ersten Ableitung im Ursprung. Dementsprechend
stellt sich an der einspringenden Ecke ein grofler Approximationsfehler ein,

auf den der adaptive Algorithmus mit starker Verfeinerung in dem Bereich
reagiert, verdeutlicht in den Bildern 4.3 und 4.4.
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Bild 4.4 Gitter Ty (Dimension = 1649) mit 6 = 100 und
we = 1 zur Approximation von ug
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Bild 4.5 Gitter T3 (Dimension = 1778) mit 6 = 100 und
ws = 1 zur Approximation von us

Fiir die glatteren Eigenfunktionen us,u; € C?(f2) stellen sich in Ty keine
derart lokal extremen Verfeinerungen ein. Dennoch zeigt ein Vergleich der
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Gitter aus den Bildern 4.5 und 4.6 mit den im Anhang dargestellten Eigen-
funktionen in den Bildern A.1.2 und A.1.4, dass sich die Symmetrien der
Eigenfunktionen als Symmetrien in den Gittern widerspiegeln.
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Bild 4.6 Gitter T3 (Dimension = 1818) mit 6 = 100 und
w7 = 1 zur Approximation von uy;

4.2 Beispiel: Autolangsschnitt

Am Beispiel des Autoldngsschnittes mit dem im Anhang B.2 dargestellten
Startgitter 7 bestehend aus 35 Dreiecken demonstrieren wir die Wirkungs-
weise des Adaptivitdatskonzeptes 2. Fiir den gewichteten Fehlerschitzer geben
wir in den Tabellen nur die von Null verschiedenen Gewichte w; zur Appro-
mimation des j-ten Eigenwertes an.

Gitter |wo=1|ws=1|ws=1|ws=1|wg=1|wy;=1|wg=1
T 105 105 105 105 105 105 105
T 420 420 420 420 420 420 420
T 704 648 644 639 587 655 646
T e 718 721 569 625 766 628
T, 692 709 714 608 707 639 662
Ts 715 679 775 744 698 791 690
T 711 739 744 664 703 754 722
T 816 820 767 696 752 812 796
Ty 751 797 776 795 749 813 697
Ty 919 791 790 746 824 768 796

Tabelle 4.7 Anzahlen der zum Gitter 7; neu hinzukommenden Dreiecke
fiir 6 = 150
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Die Tabellen 4.7 und 4.8 verdeutlichen die Wirkungsweise des Parameters ¢,
der die Mindestanzahl zu verfeinernder Dreieckselemente vom Gitter 7; auf
T;.1 angibt. Es stellt sich heraus, dass sich iiber § die Gittervergréflerung
gezielt steuern lasst.

Da Gitter Ty aus 35 und 73 aus 140 Elementen besteht, werden in diesen Git-
tern bei 6 = 150 alle Dreiecke verfeinert. Die Adaptivitdt kommt somit erst
ab T3 zum Einsatz. Vom zweiten bis zum neunten Gitter liegt der Mittelwert
der neu hinzukommenden Dreiecke bei 726, mit einer Standardabweichung
von 68. Wiirde jedes der 150 zur Verfeinerung vorgesehenen Dreiecke regular
in 4 kongruente Teildreiecke zerlegt, wie es die Verfeinerungsregel im Wesent-
lichen vorsieht, so lage der Zuwachs je Gitter bei 450 Dreiecken.

Im Algorithmus kommt es real zu gréfleren Dreiecksanzahlzuwiachsen, da das
Aneinanderstoflen reguldr verfeinerter und nicht verfeinerter Dreiecke kei-
ne zuldssige Triangulierung zur Folge hat. In Abschnitt 7 wird beschrieben,
wie dieses Problem durch irregulire Dreiecke behoben wird. Wir haben im
Adaptivitatskonzept 2 durch den Parameter § also eine steuerbare Gitterver-
groflerung erreicht.

Als Konsequenz der steuerbaren Dreiecksanzahl je Gitter ergibt sich eine ent-
sprechend steuerbare Dimension des zugehorigen Matrixeigenwertproblems,
dargestellt in Tabelle 4.8.

Gitter |[wo =1 |ws3=1|w=1|ws=1|wg=1|wr=1]wg=1

Ty 30 30 30 30 30 30 30
T 94 94 94 94 94 94 94
T, 327 327 327 327 327 327 327
15 693 670 669 661 638 673 664

Ty 1097 | 1048 | 1048 961 964 | 1074 993
T5 1458 | 1420 | 1421 | 1280 | 1336| 1408 | 1340
T4 1831 1779 | 1826 | 1671 1705 | 1815 | 1696
17 2203 | 2162 2211 | 2014| 2069 | 2213 | 2068
T3 2623 | 2587 | 2609 | 2375| 2462 2635| 2474
Ty 3009 | 2997 | 3013| 2781 | 2845 | 3054| 2833
AT 3478 | 3409 | 3420| 3161 | 3269 | 3452| 3244

Tabelle 4.8 Dimensionen im Gitter 7; fiir = 150

Ein weiterer Vorteil der gleichen Groflenordnung in der Dimension im ¢-
ten Gitter liegt in der Vergleichbarkeit der Ergebnisse. Dies nutzen wir bei-
spielsweise bei der Entwicklung von Gewichtungsstrategien des lokalen Feh-
lerschatzers in Tabelle 4.11.

Als Nichstes wird die Wirkung des Parameters v untersucht. 100y gibt an,
wieviel Fehlerprozent beziiglich des Maximalfehlers ein Fehler im Dreieck
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besitzen muss, um noch zur Verfeinerung zugelassen zu werden. Durch die
Startvorgabe v = 0.95 in jedem Gitter 7; und anschliefendes schrittweises
Absenken von v wird sichergestellt, dass mindestens die 6 Dreiecke mit dem
grofiten Fehler verfeinert werden.

Aus Tabelle 4.9 kénnen wir ablesen, dass v von 0.95 auf nahezu 0 absinkt,
falls im Gitter weniger als § Dreiecke vorhanden sind. Mit feiner werdendem
Gitter sinkt v immer weniger. Dies liegt einerseits an der zunehmenden Drei-
ecksanzahl, andererseits aber auch an der zu beobachtenden Tatsache, dass
sich die Fehler der Elemente, auf Grund des adaptiven Prozesses, unterein-
ander angleichen.

Gitter |weo=1|w3=1|wy=1|ws=1|wg=1|wy;=1|wg=1
T 0.00 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.10
T 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.05
T 0.05 0.10 0.10 0.20 0.15 0.10 0.25
Ty 0.05 0.10 0.10 0.20 0.15 0.10 0.25
Ty 0.05 0.15 0.15 0.20 0.20 0.15 0.30
Ts 0.10 0.15 0.20 0.25 0.20 0.20 0.40
T 0.10 0.20 0.25 0.35 0.30 0.25 0.50
T 0.15 0.25 0.35 0.50 0.40 0.30 0.60
Ty 0.25 0.35 0.50 0.55 0.45 0.45 0.55
Ty 0.30 0.45 0.60 0.60 0.45 0.50 0.55
Tio 0.45 0.50 0.50 0.50 0.55 0.60 0.50

Tabelle 4.9 Dynamische Anderung des Parameters ~
im Gitter 7; fiir 6 = 150

Der Hauptgedanke bei der Verwendung des adaptiven Algorithmus besteht
darin, eine vorgegebene Anzahl von Dreieckselementen moglichst optimal
zu nutzen. Dazu sollen sie in ihrer Grofle und Lage so platziert werden,
dass eine moglichst gute Approximation eines oder mehrerer vorher aus-
gewahlter Eigenwerte erreicht wird. Die beiden folgenden Tabellen 4.10 und
4.11 bestatigen, dass genau dieser Effekt beim verwendeten Algorithmus ein-
tritt.

Die relativen Fehler r; fiir die Eigenwerte ); in Tabelle 4.10 beziehen sich auf
die Eigenwertapproximationen des Gitters 73, mit den in Tabelle 4.8 ange-
gebenen Dimensionen. Der bekannte Eigenwert A\; = 0 mit zugehoriger kon-
stanter Eigenfunktion wurde nicht beriicksichtigt. Da die weiteren exakten
Eigenwerte unbekannt sind, wurden stattdessen die bestmoglichen vorhan-
denen Eigenwertapproximationen verwendet (vgl. Anhang A.2).
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Tabelle 4.11 Mittelwerte p; der Fehlerprozente mit Standardabweichungen o;

Tabelle 4.10 Relative Fehler r; fiir A\; im Gitter T fiir § = 150

Gewichtungsstrategie m Oa 145 O
1. |wy =1 1.7410.73 | 1.36 | 0.59
2. w3 =1 1.69 | 0.50 | 1.22 | 0.32
3. lwg=1 1.80 | 0.59 | 1.40 | 0.50
4. lws =1 2.1911.26|1.86 | 1.33
5. |wg=1 1.7410.65 | 1.32 | 0.46
6. |lwy =1 1.690.34 | 1.24 | 0.27
7. lwg=1 2.1510.97|1.90 | 1.01
8. |wy=w3=1 1.5110.441.15]0.38
9. w3 =wy =1 1.5110.421.15]0.38
10. |wg =ws =1 1.5110.58 | 1.22 ] 0.53
11. |ws =wg =1 1.58 10.66 | 1.15 | 0.47
12. lwg=wy =1 1.3810.20 | 1.14 | 0.19
13. |wy =wg =1 1.4610.191.16 | 0.16
4. lwy=w3=ws=1]1.45|042|1.12|0.41
15. lwg=ws=ws=1 (139042 |1.13 | 0.40
16. |wg =ws =wg=1 [1.50|0.57|1.11 | 0.42
17 |ws =wg = w7y =1 | 1.35]0.22 | 1.07 | 0.19
18. |wg=wy =wg=1[1.43|0.17|1.08 | 0.13
19. lwy=---=w5=1]1.39043|1.08 | 0.41
20. w3 ="---=wg=1]1.39]0.42|1.08 | 0.35
2l |wyg=---=wy;=1{1.35]0.27 | 1.05 | 0.21
22. |ws=---=wg=1]1.33]0.25|1.05|0.19
23. |wg=---=wg=1]1.3810.43|1.08 | 0.39
24. w3 =---=wy;=1(1.35]0.26 | 1.04 | 0.21
25. lwg=---=wg=1|1.3510.30| 1.07 | 0.20
26. |wy=---=wy;=1]1.34]0.27|1.02 | 0.24
27. w3 ="---=wg=1{1.35]0.28 | 1.04 | 0.21
28. |wyg=---=wg=1]1.35]0.32|1.02 | 0.23

fiir verschiedene Gewichtungen im lokalen Fehlerschétzer (19)
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Es zeigt sich, dass der relative Fehler fiir den Eigenwert besonders klein wird,
an dem sich auch der lokale Fehlerschatzer orientiert. Die Gewichtungsstrate-
gie in (19) fiir eine gute Appromimation von A; lautet demnach: Setze w; =1
und alle anderen Gewichte gleich Null.

Wollen wir im unteren Bereich des Spektrums, z.B. die Eigenwerte Ao, - - - , Ag,
besonders gut approximieren, so werden wir im lokalen Fehlerschitzer (19)
die Gewichte entsprechend einstellen missen. In Tabelle 4.11 untersuchen wir
verschiedene Gewichtungen. Die Rechnung wurde fiir § = 50 durchgefiihrt.
Dargestellt werden Mittelwerte p; der Fehlerprozente mit zugehorigen Stan-
dardabweichungen o; fiir die Gitter 7; mit ¢ = 4,5, wobei sich u; und o;
durch folgende Formeln berechnen:
2
-100 — ,u) .

1 )\h, Ahj — Aj
?Z ] -100 und O_EZ(‘ ])\j
=2 j=2

Bei verschiedenen Gewichtungen im lokalen Fehlerschitzer stellten sich in 7}
auch verschiedene Dimensionen (Mittelwert von 489) des zu losenden Ma-
trixeigenwertproblems ein. Entsprechendes galt auch fiir das Gitter T5 mit
einem Dimensionsmittelwert von 632. Um Vergleichbarkeit zwischen den Ge-
wichtungsstrategien herzustellen, sind die in Tabelle 4.11 dargestellten p;
und o; deshalb durch lineare Interpolation zwischen dem 4. und 5. Gitter
mit Auswertung an den Mittelwerten 489 und 632 entstanden. Durch die
gleichméfige Gittervergrofferung nach Adaptivitdtskonzept 2 ergaben sich
fiir die Dimensionsmittelwerte geringe Standardabweichungen, so dass wir
durch lineare Interpolation keinen allzugrofien Fehler gemacht haben. Die
Zahlen aus Tabelle 4.11 fithren daher nur zu einer qualitativen Aussage.

Die Gewichtungsstrategien 1. - 7. aus Tabelle 4.11, bei denen nur ein w; von
Null verschieden gewahlt wurde, zeichnen sich durch ein vergleichsweise hohes
1; aus, im Einklang mit Tabelle 4.10, bei der auch nur ein Eigenwert beson-
ders gut approximiert wird und die anderen entsprechend schlechter. Durch
Hinzunahme weiterer Gewichte kann p; dann gesenkt werden, bis schlief3-
lich in der 28. Strategie, bei Beteiligung aller sieben Eigenwerte, u; nahezu
den kleinsten Wert annimmt. Bei den Standardabweichungen stellen wir eine
ahnliche Tendenz fest.

Als Strategie zur gleichméaflig guten Approximation einer fest vorgegebenen
Anzahl von Eigenwerten, im unteren Teil des Spektrums, bietet sich daher
fiir diese Eigenwerte Gleichgewichtung im lokalen Fehlerschatzer an.

Das Ergebnis dieser Strategie ist dadurch erklarbar, dass pro Element die Ap-
proximationsgiite je Eigenwert aufsummiert wird, und am Ende die Elemente
verfeinert werden, die einen schlechten Indikator 7, aufweisen. Unsere An-
nahme die zur Betrachtung von (17) fiihrte, wird also am Beispiel bestétigt.

Diese Strategie sollte angewendet werden, wenn a priori keine Informationen
iiber das Approximationsverhalten der Eigenwerte vorliegen. Sollte sich etwa
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im Verlauf einer Rechnung herausstellen, dass einige Eigenwerte schlechter
approximierbar sind, so kann durch entsprechende Nachregulierung der Ge-
wichte deren Approximationsverhalten verbessert werden.

Um die Wirkungsweise des gewichteten Fehlerschatzers graphisch zu veran-
schaulichen betrachten wir die Bilder 4.12 bis 4.14. In Bild 4.12 wurde nur
der zweite, d.h. ws = 1, und in Bild 4.13 nur der dritte Eigenwert, d.h.
w3 = 1, in den Fehlerschatzer einbezogen. Die besonders starken Verfeine-
rungen liegen in Bild 4.12 an den einspringenden Ecken am oberen Ende
der vorderen Riickenlehne, wahrend in Bild 4.13 zusatzlich verstarkt bei den
einspringenden Ecken in beiden Sitzbereichen verfeinert wurde.
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Bild 4.12 Gitter 77 (Dimension = 2203) fiir den Autoldngsschnitt
mit 6 = 150 und wy, =1
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Bild 4.13 Gitter 77 (Dimension = 2162) fiir den Autoldngsschnitt
mit § = 150 und w3 =1
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In Bild 4.14 wurden dann der zweite und dritte Eigenwert gleichgewichtig
im Fehlerschitzer (wy = ws = 1) beriicksichtigt. Als Konsequenz wurde
in allen Problembereichen verstirkt verfeinert. Auch in anderen Bereichen
wurden die Eigenschaften beider Gitter iibernommen, wenn auch in etwas
abgeschwichter Form. Bild 4.14 kann daher als Uberlagerung der adaptiven
Verfeinerungen der Bilder 4.12 und 4.13 interpretiert werden.
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Bild 4.14 Gitter T; (Dimension = 2155) fiir den Autolingsschnitt
mit 6 =150 und wy = w3 =1

5 Ein Fehlerindikator aus der Fehlergleichung

Wesentlich fiir die praktische Durchfiihrbarkeit eines adaptiven Algorith-
mus ist immer die einfache Berechenbarkeit der lokalen Fehlerschatzer oder
-indikatoren aus (19). Einen solchen Fehlerindikator wollen wir im Folgenden
beziiglich eines festen Eigenwertes mit zugehoriger Eigenfunktion entwickeln.

Wir beginnen unsere Betrachtungen mit der Eigenwertaufgabe in ihrer schwa-
chen Formulierung (2):

Gesucht sind v € H(2) mit u #Z 0 und A € IR mit
a(u,v) = Ab(u,v) firalle ve H(Q),

erfiillen. Wobei wiederum H (Q) = H; () im Falle von Dirichlet beziehungs-
weise H(Q) = H'(Q2) im Falle von Neumann Randbedingungen gelten soll.

Es sei up € V), die finite Elementapproximationen von u und A, die von A.
Sie erfiillen die Gleichung

a(up,v) = Mpb(up,v) fir alle v eV, (20)
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wobei V}, der finite Elementraum ist. Das (20) zugeordnete statische Problem,
d.h. mit fest vorgegebenem u;, und A,

a(w,v) = Mpb(up,v) firalle ve H(Q) (21)

habe die Losung w wie vorher in (10). Den Fehler e := u;, — w wollen wir im
Folgenden in der Energienorm,

lun —wlly =alee) = Y arlee),

T€T

wie es fiir Ungleichung (11) beziehungsweise (18) erforderlich ist, ndherungsweise
bestimmen. Dabei sei a, die Restriktion der Bilinearform a auf das Dreieck
7 der Triangulierung 7T'.

Aus (21) erhalten wir die sogenannte Fehlergleichung
ale,v) = a(up,v) — Mpb(up,v) fiir alle v € H(Q). (22)

Wir behandeln hier den Fall der Bilinearform a, deren Koeffizientenmatrix k
aus (1) die Gestalt ki := ki3 und ko := koo, sowie ko = 0 = ky; besitzt.

Zur Berechnung der lokalen Fehlerindikatoren greifen wir jetzt auf eine Idee
von Bank und Weiser [4] fiir statische Probleme zuriick, die auch in Goering,
Roos und Tobiska [5] diskutiert wird. In [4] werden die Eigenschaften niher
untersucht.

Der Ableitungsterm in der Bilinearform a(up,v) der rechten Seite von (22)
wird iiber jedes Dreieck 7 € T' partiell integriert. Dabei gilt die zweite Gleich-
heit in (23) nur, falls mit der Triangulierung 7" auch der Rand I" exakt wie-
dergegeben wird, wie beispielsweise bei polygonalen Randern. Ist dies nicht
der Fall, so haben wir hier einen zusétzlichen Fehler, der sich auch durch die
folgende Argumentation zieht, aber nicht mehr extra aufgefithrt wird. Wir
erhalten

a(up,v) = / k1 up gy + ko up vy + qupv d(z,y)
Q

= Z k1 unzVe + ko unyvy + quav d(z,y)

TeT VT
= — Z ((kl’LLh,x)z + (kQ’U,h,y)y — quh) v d(x’ y) (23)
TeT V7T
+ Z/ (k1upang + kaungny) v ds .
reT v o1

An dieser Stelle sei bemerkt, dass im Falle konstanter Koeffizienten £; und li-
nearer Ansatzfunktionen im Dreieck 7 die Integranden (kiup ;) und (koup,y )y
in (23) gleich Null sind und falls auch noch ¢ = 0 gilt, das entsprechende In-
tegral verschwindet.
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Wir werden jetzt die Randintegrale der rechten Seite von (23) umschreiben.
Zunachst bezeichnen wir mit E, die Menge aller Dreieckskanten und mit
E, C Ey die Menge der inneren Kanten. Wir weisen jeder Kante € € Ej
eine Normalenrichtung n¢ zu, die mit der dufleren Normalen im Falle einer
Randkante, falls also € € Ey\ F; gilt, iibereinstimmt und sonst im Vorzeichen
beliebig ist.

Bild 5.1 Dreiecke 71" und 70U% mit gemeinsamer Kante e

Es sei € die innere Kante zweier Dreiecke, wie in Bild 5.1 angegeben. Mit 7!
bezeichnen wir das Dreieck, fir das n¢ auflere Normale ist und mit 7OUb dag
Dreieck, fir das n¢ innere Normale ist. Wir definieren nun die Spriinge der
partiellen Ableitungen von u;, auf der Kante ¢ durch

(una) = U9~ il
(U,h,y)6 = uggt—uh,y,

und bemerken, dass die Produkte (us,z) ng und (up,y) ng nicht von der Rich-
tung der Normalen n® = (ng,ns) abhéingen. Damit konnen wir das Randin-
tegral der rechten Seite von (23) umschreiben und erhalten

af(uh; - - Z/ kluh T kZU'h y) - (]Uh) v d(m: y)

T€T

/(kluh 2Ny + Koty yny) vds (24)

_Z/kl Un,z) Mg + k2 (Uny) 1) vds.

e€Fy
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5.1 Neumannsche Randdaten

In diesem Abschnitt wihlen wir speziell H(Q2) := H'(Q) und werden das
Vorangegangene entsprechend spezialisieren. Zu Grunde gelegt wird die Bi-
linearform @ in ihrer geshifteten Form mit ¢ > 0:

a(up,v) = / ki Unzvs + ko upyvy + qupv +cpupv d(z,y).  (25)
Q

Aus (22) erhalten wir nun in Verbindung mit (24) fiir alle v € H(Q)

a(e,v) = (c— An)b(up,v Z/ (k1unz)s + (kotngy)y — qua) vd(z, y)

T€T

/(kluh 2Ny + kaup yny) v ds (26)

_Z/kl Up,z) Ny + k2 (Uny) 1) vds.

eckh

Wir bemerken, dass sich der Shift ¢ in der Fehlergleichung heraussubtrahiert,
d.h. der Faktor ¢ — ) ist gleich dem negativen Eigenwert des ungeshifteten
Problems, da A, Eigenwertndherung aus dem geshifteten Problem ist.

Restringieren wir jetzt Gleichung (26) auf jedes Element 7, so erhalten wir die
elementweise Fehlergleichung. Diese wird nicht in H'(7), sondern naherungsweise
im Vektorraum PJ(7) der quadratischen Polynome auf 7, die in den Ecken
des Dreiecks 7 verschwinden, gelost.

Gesucht ist also der Fehler e, € PY(7), der die folgende Gleichung fiir alle
v € PY(7) erfiillt:

ar(e;, v) = /((q + (= M)p)un — ((krtung)z + (katny)y)) vd(z,y)

+/ (k1unzng + koupyny) v ds (27)
ornr

1
—3 / (k1 (un,z)ng + ko (uny)ny) vds.
or\ornr

Der Sprung der partiellen Ableitungen an einer inneren Kante wird halbiert
und den zugehorigen Dreiecken je zur Halfte zugeordnet.

Wir hoffen, dass der tatsichliche Fehler je Element 7 durch e, gut approxi-
miert wird. Da hier nur eine Fehlernaherung berechnet wird, liegt am Ende
auch nur ein Fehlerindikator und kein Fehlerschétzer vor.
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5.2 Dirichletsche Randdaten

Es wird nun H(Q) := H}(Q) gewihlt. Mit den gleichen Bezeichnungen wie
vorher ergibt sich (26), mit dem Unterschied, dass kein Shift durchgefiihrt
wird, d.h. ¢ = 0 gilt, und dass das Randintegral iiber I auf Grund der
von v erfiillten homogenen Randbedingung verschwindet. Die Fehlergleichung
lautet also

ale,v) = —Mpb(up,v Z/ (k1Ungz)z + (kotny)y — qup) vd(z,y)
T€T
—Z/kl Un,z) Ny + k2 (Uny) 1) vds. (28)
€€k,

Restringieren der Gleichung (28) auf jedes Element 7 ergibt wiederum eine
elementweise Fehlergleichung, die fiir alle v € PY(7) gelost wird

ar(er, v) = / (@ = A p)un = ((krunz)e + (Katiny)y)) v d(z,y) (29)

1
) / (k1 (un,z)ng + ko (uny)ny) vds.
or\ornr

Die Erweiterung auf einen Rand mit gemischten Dirichlet- und Neumann-
Randdaten kann entsprechend durchgefiihrt werden.

5.3 Konkrete Berechnung des Fehlerindikators

Haben wir e, berechnet, so definieren wir den in (16) gesuchten Fehlerindi-
kator 7, fiir das Dreieck 7 durch

nr = a’T(e’T7 e'r)

Um zu zeigen, wie einfach die Berechnung der lokalen Fehlerindikatoren ist,
formulieren wir den Vorgang im Folgenden genauer.

Das Dreieck 7 besitze die Eckpunkte P; = (z;,y;), j = 1,2,3. Da fiir die
Basiselemente v; € PJ(7) die Bedingung v;(P;) = 0 gilt, besitzt der Raum
PY(7) nur noch die Dimension 3, d.h. i = 1,2, 3.

Die gesuchte Fehlerapproximation e, habe die Darstellung

3
€r = E ;U
Jj=1

Dann ergibt sich e, aus der Fehlergleichung (27) beziehungsweise (29) als
Lésung des folgenden linearen positiv definiten 3 x 3 Gleichungssystems

3
ZaT(vj,vi)aj = fr(v), i=1,2,3.
7j=1
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Im Falle neumannscher Randdaten (27) lautet die rechte Seite

fr(v) = /((q +(c=M)p)un = (krung)e + (Katiny)y)) v d(z,y)

T

+/ (krupzng + koupyng) vds
arnr

1
—3 / (1 (un,e)ng + k2(uny)ny) vds
ar\ornr

Wihlt man als Basiselemente v; diejenigen, die in den Seitenmittelpunkten
des Dreiecks 7 umschichtig den Wert eins und sonst den Wert null anneh-
men, so entspricht die Berechnung der Matrixelemente a,(v;,v;) genau der
Berechnung tiblicherweise des rechten unteren 3 x 3 Blocks der Steifigkeitsele-
mentmatrix bei quadratischem Ansatz. Man transformiert also zunéchst das
Dreieck 7 in z,y-Koordinaten auf das Referenzdreieck in &, n-Koordinaten

mittels
T\ _ T T2 —T1 T3 — 1 3
<y>_q)(5’n) B (y1>+(y2—y1 yg—yz><77)

und wahlt dann fiir die transformierten Basisfunktionen die iibliche Darstel-
lung in baryzentrischen Koordinaten

Ll(fﬂ?) =1- 6 - n, LQ(fan) = ga L3(€7 T’) =1,

also

vi(®(&,n) =4L1Ly, v2(P(&,m)) =4LoLs, v3(P(&,7m)) = 4L L3

Die Berechnung der rechten Seite f erfordert die Auswertung von drei Inte-
gralen, in die der berechnete Eigenwert A\, und die zugehorige Eigenfunktion
uy, eingehen.

Bei der Berechnung des Teilintegrals mit dem Integranden
(g + (c = An)p)unv

geht man analog wie bei den oben angefithrten Matrixelementen a,(v;, v;)
vor, wobei man hier die Darstellung von u; in der Form

3
up = E Up i Ly
=1

im Referenzelement zu beriicksichtigen hat. Mit wu,; haben wir dabei die
berechneten Knotenvariablen von uj in P; in lokaler Numerierung bezeichnet.

Die Berechnung des Teilintegrals mit dem Integranden

(k1Une)s + (k2uh,y)y) v
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verlauft wie die des vorhergehenden, mit der Besonderheit, dass bei linea-
rem Ansatzes im Dreieck uy, und u,, konstant sind. Sind auch noch die
Koeffizienten k; und k, konstant, so ist der zweite Integralbeitrag gleich null.

Die beiden Randintegrale

/ (kruneng+kounyng) vds und / (k1 (up,z) ng+ka(uny)ny) vds
ornr o

T\orNI'

lassen sich in gleicher Weise berechnen, mit dem Unterschied, dass fiir Neumann-
Randkanten die partiellen Ableitungen selbst und nicht die Spriinge in den
partiellen Ableitungen eingesetzt werden. Im Falle einer Dirichlet-Randkante
entfallt das Integral. Programmtechnisch lasst sich dieses am einfachsten da-
durch erreichen, dass der Integrand gleich null gesetzt wird.

Wir hatten bereits bemerkt, dass die Produkte (up,;)° ng und (up,y) ng nicht
von der Richtung der Normalen n¢ abhéngen, damit konnen wir bei der
Berechnung 7 als 7' und n¢ als duflere Normale annehmen. Parametri-
sieren wir die Kante € mit dem Anfangs- und Endpunkt P; und P; durch
€(t) = P+ t(P; — P;) mit t € [0,1], so konnen wir direkt gauBische Qua-
draturformeln im Einheitsintervall, wie sie etwa von Schwarz [8] angegeben
werden, verwenden. Eine Arbeitsersparnis ergibt sich noch dadurch, dass nur
eine der gewahlten Basisfunktionen v; auf der aktuell auszuwertenden Kante
von Null verschieden ist.

Haben wir jetzt die Fehlerapproximation e, berechnet, so ergibt sich der
Fehlerindikator im Dreieck 7 aus den berechneten Groflen durch

6 Der ganze adaptive Algorithmus

Einen Uberblick iiber den Ablauf des gesamten adaptiven Algorithmus gibt
Bild 6.1. Bisher haben wir nur den fiir die Adaptivitat mafigeblichen Teil 3
beschrieben.

Um die Teile 0 und 4 realisieren zu konnen, ist eine Datenstruktur festzulegen,
mit der die Gitterinformationen erfasst werden. Im Anschluss daran konnen
auch erst in Teil 1 die Systemmatrizen erstellt werden. Der Eigenwertloser
aus Teil 2 orientiert sich dann an der Speicherstruktur der Systemmatrizen.
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0. Startinformation einlesen, z.B.
Gitter Tj, setze 1 =0

>
Y

Y

1. Berechnung der Systemmatrizen
Ai und Bz

!

2. Losen des Eigenwertproblems

AZ'CE = )\hBZGB
Y
i < imax | . ~ Ausgabe/Ende
nein
ja
Y

3. Berechnung der lokalen Fehler-
indikatoren 7, fir alle 7 € T; und
zu verfeinernde Dreiecke festlegen

!

‘ 4. Neues Gitter T, erstellen ‘

Y

| i=i+1 |

A

Bild 6.1 Schema des adaptiven Algorithmus

7 Gitterverfeinerung

In diesem Abschnitt werden die Regeln, nach denen das neue Gitter 751
erstellt wird, also Schritt 4 aus Bild 6.1, beschrieben. Wir gehen davon aus,
dass eine zuladssige Triangulierung 7; des Gebietes {2 vorliegt, beispielsweise
anfangs gegeben durch ein Startgitter aus Anhang B. Nachdem in Schritt 3
aus Bild 6.1 die Dreiecke markiert wurden, die auf Grund der Ergebnisses des
Fehlerschitzers verfeinert werden sollen, besteht jetzt die Aufgabe darin, mit
diesen Informationen eine neue zuldssige Triangulierung 7;.; herzustellen.
Benutzt werden dabei Verfeinerungsregeln, wie sie von Bank [3] im Software-
paket PLTMG vorgeschlagen werden. Die Wirkungsweise dieser Regeln wird
im Folgenden beschrieben.

Ein, auf Grund des Fehlerschitzers, zur Verfeinerung markiertes Dreieck wird
im Normalfall regular, d.h. in vier kongruente Teildreiecke, wie im Bild 7.1
dargestellt, unterteilt.
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Bild 7.1 Regulédre Unterteilung eines Dreiecks

Der Vorteil dieser Unterteilung besteht darin, dass die Winkel erhalten blei-
ben. Wird also nur regular verfeinert, so werden die Winkel der neuen Trian-
gulierung insbesondere nicht stumpfer als die der vorhergehenden Triangu-
lierung. Man muss damit nur in der Anfangstriangulierung 7} allzu stumpfe
Winkel vermeiden, um die Approximationsgiite der finiten Elementmethode
nicht zu beeintrachtigen.

Auf eine Variante der regularen Unterteilung zur Behandlung stumpfer Win-
kel, wie sie etwa von Leinen in [6] angegeben wird, die jedoch nicht winkeler-
haltend ist, gehen wir hier nicht ein, da wir in den Startgittern im Anhang
B stumpfe Winkel vermeiden.

Im ersten Schritt der Verfeinerung des aktuellen Gitters 7; werden, wie in
Tabelle 7.3 beschrieben, alle Dreiecke 7, fiir die der Fehlerindikator 7, nach
Tabelle 4.2 dies anzeigt, regular unterteilt. Am Ende dieses ersten Verfeine-
rungsschrittes wird in der Regel jedoch keine zulassige Triangulierung stehen.

In einem iterativen Prozess, der durch die Anzahl der Dreiecke von 7; be-
schrankt ist, werden nun im zweiten Schritt alle noch nicht unterteilten Drei-
ecke von T;, die zwei oder drei regular unterteilte Nachbardreiecke besit-
zen, auch regular unterteilt. Dieser Prozess endet entweder mit der Untertei-
lung aller Dreiecke von 7; oder damit, dass Dreiecke von 7; iibrigbleiben, die
hochstens ein regular unterteiltes Nachbardreieck besitzen.

Um eine zulassige Triangulierung 7;.; zu erreichen, werden die eventuell
verbleibenden Dreiecke mit nur einem unterteilten Nachbardreieck in einem
dritten und letzten Schritt irregular in jeweils zwei Teildreiecke, wie in Bild
7.2 angegeben, unterteilt.
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Bild 7.2 Irregulire Unterteilung eines Dreiecks

Die aus einer irregularen Unterteilung hervorgehenden Teildreiecke besitzen
jedoch andere Winkel als das Ausgangsdreieck, insbesondere kénnen bei fort-
gefiithrter irreguldrer Unterteilung die, die Approximationsgiite hemmenden,
stumpfen Winkel erzeugt werden. Deshalb wird die irregulire Unterteilung
nur als Hilfskonstruktion eingesetzt, die gegebenenfalls bei weiterer Verfeine-
rung im zweiten Schritt von Tabelle 7.3 wieder aufgehoben wird.

Liegen bereits in der Triangulierung 7; irregulare Dreiecke vor, so werden
diese erforderlichenfalls wieder (paarweise) zusammengefiigt. Dieser Fall tritt
ein, falls eines der Teildreiecke laut Fehlerindikator 7, zu verfeinern ist oder
eines der Teildreiecke ein reguldr unterteiltes Nachbardreieck besitzt. Das
aus den beiden zusammengefiigten irreguléren Teildreiecken enstehende (ur-
spriingliche) Dreieck wird dann regulér unterteilt, wobei gegebenenfalls schlief3-
lich noch irregulare Unterteilungen der neu erzeugten reguldren Dreiecke er-
forderlich sind, um eine zulassige Triangulierung 7;; zu erhalten. Wir fassen
den Programmablauf in Tabelle 7.3 zusammmen.

‘ Bestimme zu jedem Dreieck die Nachbardreiecke ‘ 0 ‘

Verfeinere Dreiecke nach Fehlerindikator, 1ose dabei 1
gef. irregulare Dreiecke paarweise in regulare auf

Iteration uber alle noch nicht verfeinerten Dreiecke 2
Verfeinere regulare Dreiecke in regulare, falls sie a
mindestens zwei verfeinerte Nachbardreiecke besitzen
Verfeinere irreguldre Dreiecke paarweise in regulédre, falls | b
sie mindestens ein verfeinertes Nachbardreieck besitzen

Verfeinere regulire Dreiecke irregular, falls sie genau 3
ein verfeinertes Nachbardreieck besitzen

Tabelle 7.3 Programmablaufplan zur Gitterverfeinerung



29
A Eigenwerte und Eigenfunktionen

A.1 Membranschwingung im Kreissektor

Fiir den Kreissektor (vgl. Bild 2.1) mit w = 5% und R = 1 werden im

Folgenden die ersten Eigenwerte mit zugehorigen Eigenfunktionen in Polar-
koordinaten dargestellt. J, bezeichnet die Besselfunktion.

0.6

0.4

0.2 0.5

-0.5

0.5

Bild A.1.1
ui(r, @) = J3/5(3.282545586 - r) - sin (%) zu A = 10.775105
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A  FEIGENWERTE UND EIGENFUNKTIONEN

Bild A.1.2

15
us(r, ¢) = Ji5/5(6.380161895 - ) - sin <?¢> zu A5 = 40.706466

AR
i

Bild A.1.3

3
ug(r, ¢) = J35(6.431809016 - r) - sin <?¢> zu A\ = 41.368167



A.1 Membranschwingung im Kreissektor
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Bild A.1.4

18
u7(r, ¢) = Jig/5(7.108560677 - ) - sin (?QS) zu A7 =50.531635
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Eigenwerte

10.775105

A

16.803239

As

23.821170

Aq

31.796830

40.706466

As

41.368167

A7

90.531635

As

53.317024

61.257512

A

66.297381

)\11

72.871865

A12

80.289962

85.364392

)\14

91.702534

Ats

95.277573

Al

98.726272

109.57271

Atg

111.24507

A

112.94985

A2

128.02840

Tabelle A.1.5 Die kleinsten Eigenwerte im Kreissektor
firw=57r/3und R=1
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A.2 Autolangsschnitt

Die in Tabelle A.2.1 angegebenen Eigenwertniherungen A wurden mit der
PDE Toolbox unter MATLAB, d.h. iiber die finite Elementmethode mit
32768 linearen aus dem Startgitter gleichméflig verfeinerten Dreieckselemen-
ten und einem resultierenden Gleichungssystem der Dimension 16769, be-
rechnet.

Eigenwerte
A =0 As = 0.1367| A1 = 0.3454 | Ay = 0.5583
Ao = 0.01263 | A7 = 0.1423 | Ao = 0.3735| \;7 = 0.615
Az = 0.04449 | XAg = 0.1998 | A3 = 0.3848 | \is = 0.6834
Ar = 0.05627 | A9 = 0.2703 | Ay = 03953 | \yg = 0.731
As = 01159 | Ay = 0.2902 | A5 = 0.4656 | Aoy = 0.7658

Tabelle A.2.1 Eigenwertnaherungen fiir den Autolangsschnitt
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B Starttriangulierungen

081
0.6F
041

0.2r

_1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 04 06 0.8 1

5
Bild B.1 Triangulierung Tj des Kreissektors mit R = 1 und w = g

Ist der Rand nicht polygonal, wie im Falle des Kreissektors (Bild 2.1), so
gibt die Triangulierung 7" den Bereich () nicht exakt wieder. Bei Verfeinerung
sind die neuen Randknoten so zu bestimmen, dass sie auf ' liegen. Auf eine
Randapproximation mit geeigneten krummberandeten Elementen wird hier
verzichtet.

15+

10~

Bild B.2 Triangulierung 7 des Autolangsschnittes
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