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Vorwort

Dieser Universitiatsdruck enthilt den Stoff der Vorlesung Analytische Geo-
metrie und Lineare Algebra I (AGLA I), die ich im WS 1999/2000 an der
Universitdt Gottingen gehalten habe. Es werden hier gegeniiber dem Vor-
lesungsmanuskript einige Umstellungen und Verdnderungen vorgenommen,
die sich auch daraus ergeben, dass das Wintersemester nun zwei Wochen
kiirzer und dafiir das Sommersemester zwei Wochen lédnger als damals ist.

Im Wintersemester 2005/06 starte ich einen neuen Lehrveranstaltungsszy-
klus beginnend mit der Vorlesung AGLA I und den zugehdrigen Ubungen.
Der neue Zyklus ist im Rahmen einer umfassenden Studienreform an der
Universitdt Gottingen zu sehen. Das beinhaltet auch eine Reform der Lehre,
die ihren Schwerpunkt in dem Lernerfolg bei den Studierenden sieht.

Zum AGLA-Reformprojekt 05/06 gehort eine elektronische Prisentation
des Lernstoffs in den Vorlesungsstunden. Dabei dient dieser Universitats-
druck als Begleittext zum Vor- und Nacharbeiten. Wesentliches Reform-
element ist die Restrukturierung des Ubungsbetriebes. Es wird ein Aufga-
benpool bereitgestellt mit verschiedenen Aufgabentypen wie Anwendungs-,
Test-, Rechen- und Beweisaufgaben, von denen sich die Studierenden auf
elektronischem Wege Aufgaben aussuchen, um so einen Lernerfolg auch
durch die Methode “learning by doing” erzielen zu kénnen. Falls intensive
Losungsversuche nicht erfolgreich sind, kénnen Hinweise abgerufen werden
und schliellich auch Losungen.

Danken mdochte ich an dieser Stelle den Studierenden und der Assistentin
Charlotte Wahl, die an dem AGLA-Kurs 1999/2000 mit Interesse, vielen
Fragen und Diskussionsbeitrigen teilgenommen haben, dem wissenschaft-
lichen Mitarbeiter Stefan Wiedmann, der 2000 aus dem handgeschriebe-
nen Manuskript eine schéne I¥TEX-Version erstellt hat, dem wissenschaft-
lichen Mitarbeiter Ben Miiller, der die elektronische Prasentation vorberei-
tet und den Aufgabenpool erarbeitet, dem Ministerium fiir Wissenschaft
und Kultur des Landes Niedersachsen fiir die Unterstiitzung des AGLA-
Reformprojektes im Rahmen von ELAN (E-Learning Academic Network)
sowie dem Kollegen Detlev Buchholz von der Fakultét fiir Physik, der etli-
che inhaltliche Tipps fiir diesen Universitéitsdruck gegeben hat.

September 2005 Ina Kersten
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Schreibweisen und Bezeichnungen

Abkiirzende Schreibweisen
A:=B A ist definitionsgemif gleich B

3 es gibt
v fiir alle
== folgt
= genau dann, wenn
\ ohne
O Ende des Beweises

| M| Anzahl der Elemente einer Menge M

m € M m ist Element der Menge M

M C N M ist Teilmenge von N (d.h. m € M = m € N)
a<b a ist kleiner oder gleich b
a<b aistkleiner als b

Standardbezeichnungen

N:={1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen
Z :={0,£1,4+2,+,...} Menge der ganzen Zahlen
Q Menge der rationalen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

C Menge der komplexen Zahlen

& Leere Menge (besitzt kein Element)

K bezeichne einen beliebigen Kérper (sofern nichts anderes gesagt wird)

Das griechische Alphabet

A «a Alpha, B 8 Beta, I' v Gamma, A ¢ Delta, E ¢ Epsilon, Z ¢ Zeta, H n
Eta, © 6 Theta, I ¢« Jota, K k Kappa, A A Lambda, M p My, N v Ny, E £
Xi, O 0 Omikron, Il w Pi, P ¢ Rho, ¥ ¢ ¢ Sigma, T 7 Tau, T v Ypsilon, ®
o Phi, X x Chi, ¥ ¢ Psi, Q w Omega
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Voraussetzungen

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung von be-
stimmten, wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Die wohlunterschiedenen Objekte heiflen Elemente der Menge.
G. CANTOR: Beitrdge zur Begrindung der Mengenlehre 1895

Fiir ein Element m einer Menge M schreiben wir m € M, zum Beispiel
V2 € R, wobei R die Menge der reellen Zahlen bezeichnet und v/2 diejenige
positive reelle Zahl, deren Quadrat gleich 2 ist.
Beispiele fiir verschiedene Schreibweisen von Mengen

e {1,2,3,4,5, ...} =N, Menge der natiirlichen Zahlen

o {22 |2 e N} ={1,4,9,16,25, ...}, Menge der Quadratzahlen in N

e {n € N|n ist einstellige Primzahl} = {2,3,5,7}

o {z R |22+ 1=0} =2, leere Menge, da die Gleichung X2 +1 =0
keine Losung in R hat (vgl. Abschnitt 1.1).

Die reellen Zahlen werden hier als bekannt vorausgesetzt. Geometrisch ge-
sehen sind die reellen Zahlen genau die Punkte der Zahlengeraden.

Abbildung 1: R = R! (1-dimensionaler Raum)

Man kann in R addieren, subtrahieren, multiplizieren und durch jede Zahl
# 0 dividieren. Die Menge R ist damit ein ,, Korper® (vgl. Abschnitt 1.3).

ANALYTISCHE GEOMETRIE UND LINEARE ALGEBRA I, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2005/2006



12 1 Einige Grundbegriffe

Wir betrachten geordnete Paare (x,y) von reellen Zahlen z,y € R. Hierbei
bedeutet ,,geordnet”, dass (z,y) = (2',y’) genau dann gilt, wenn = = 2’
und y = y’. Diese Paare bilden den 2-dimensionalen reellen Raum

R* := {(sc,y) | T,y € [R}

und konnen veranschaulicht werden als Punkte in der Ebene:

{0} xR
(07 y) 7777777777 M

i=(0,1)

|

Abbildung 2: Die Ebene R?

Allgemein definieren wir das kartesische Produkt zweier Mengen A und B
als

AxB:={(a,b)|ac A, be B}
wiederum mit (a,b) = (a’,b’) genau dann, falls a = o’ und b = ¥'. Es ist
also R2 =R x R.
Auch in R? kann man addieren, multiplizieren und durch jede Zahl # 0
dividieren, wie wir im Folgenden sehen werden.

1 Einige Grundbegriffe

Lernziel.

Fertigkeiten: Rechnen mit komplexen Zahlen und Lésen von linearen
Gleichungssystemen mit 2 Unbekannten.

Kenntnisse: R", Gerade, Ebene, Hyperebene, Kérper, Gruppe

1.1 Die komplexen Zahlen

Wir suchen nach einem Bereich, in dem die Gleichung X2 + 1 = 0 lésbar
ist. Da die Zahlengerade durch die reellen Zahlen besetzt ist, weichen wir
in die Ebene aus.

ANALYTISCHE GEOMETRIE UND LINEARE ALGEBRA I, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2005/2006



1.1 Die komplexen Zahlen 13

Wir definieren eine Addition und eine Multiplikation in R? wie folgt:
(@,9) + (" ¢) = (x + 2",y +9/)
(%) (z,y) - (&, y) = (x2’ — yy', 2y’ + 2"y)
Insbesondere gilt:
(2,0) + (2/,0) = (z + 2',0)
(z,0)- (mla 0) = (:L’:E/, 0)

Man kann also die reellen Zahlen R unter Erhalt von Addition und Multi-
plikation mit R x {0} = {(z,0) | z € R} C R? identifizierten.
Setze:

i=01)] = |f=(-10=-1]

Die Gleichung X2 + 1 = 0 hat also in R? eine Lésung, wenn man R? mit
obiger Addition und Multiplikation versieht und R mit R x {0} identifiziert.
Man schreibt dann C statt R? und nennt C den Kdérper der komplexen
Zahlen. Anstatt (z,y) € C schreiben wir auch z € C. Die komplexe Zahl 4
heifit imagindre Einheit.

Eigenschaften der komplexen Zahlen

1. Es ist (z,9) - (1,0) = (z,y), also ist (1,0) = 1 ,neutrales Element*
der Multiplikation.

2. Es ist (z,y) - (ﬁ, ﬁ) = (1,0), falls (z,y) # (0,0), d.h. jedes
Element 0 # z € C besitzt beziiglich der Multiplikation () ein inver-
ses Element 2z~ ! € C.

3. Jedes Element z € C lésst sich eindeutig schreiben als
z=x+y mit z,yeR

denn z = (z,y) = (2,0) + (0,y) = (2,0) + (y,0) - (0,1) = = + yi.
Man sagt hierfiir: ,,C ist ein 2-dimensionaler R-Vektorraum mit Basis
{1,i}*.

Addition und Multiplikation zweier komplexer Zahlen lassen sich nun
auch schreiben als (beachte i2 = —1)

2 = (wtyi) + (@ +yi)=a+a"+ (y+y)i
22 = (z+yi)- (' + i) = a2’ —yy + (xy + 2'y)i
Mit Hilfe dieser Gleichungen lassen sich die folgenden Eigenschaften

einfach nachrechnen:

ANALYTISCHE GEOMETRIE UND LINEARE ALGEBRA I, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2005/2006



14 1 Einige Grundbegriffe

4. zz' = 2’z (Kommutativitéit)
5. 2(2'2") = (22')2" (Assoziativitit)

6. z(2' + 2") = z2/ + 22" (Distributivitét)

Betrag einer komplexen Zahl

Ist 2z = ¢ + yi mit 2,y € R, so nennen wir z := x — yi die zu z konjugiert
komplexe Zahl. Es gilt:

’22:(x+yi)(x—yi):x2+y2‘

Dies ist genau das Quadrat des ,euklidischen Abstands* des Punktes (z,y)
zum Ursprung. Wir definieren deshalb den Betrag einer komplexen Zahl

|z| i = Va2 +y? =2z

Abbildung 3: Die Zahl |z| ist der Abstand von Nullpunkt

Mit Hilfe des Betrages lisst sich das Inverse einer komplexen Zahl z # 0
einfach bestimmen: z - % =1, also z7 ! = ﬁ
In der eindeutigen Darstellung z = = + yi mit z,y € R heifit R(z) := =

Realteil und (z) := y Imagindrteil von z.

Beispiel. 4
Man stelle z = %fgz in der Form z = z+4y¢ mit z,y € R dar. Benutze dabei
die Gleichungen (a — b)(a + b) = a® — b? und 2 = —1. Dann ist

2430 1420 2+Ti—6 §+Z.
fT1-92i 142 144 55
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1.2 Der n-dimensionale Raum R" 15

1.2 Der n-dimensionale Raum R"

Der n-dimensionale Raum R™ besteht aus der Gesamtheit von geordneten n-
Tupeln reeller Zahlen, also R™ := {(x1,...,2,) | zx € Rfir k =1,...,n}.
»Geordnet“ bedeutet dabei, dass (z1,...,2,) = (2),...,2),) genau dann
gilt, wenn x; = 2, ..., x, = a}, ist. Die Elemente des R™ lassen sich
addieren und mit einem Skalar A € R multiplizieren:

(1, @) + (2, 2)) = (v + 2, ..., 20 + 2),)

A (21, xn) = (A1, .0, Amy)

Man kann zeigen, dass es fiir n > 2 keine zu () in 1.1 analoge Multiplika-
tion (z1,...,2y,) - (2],...,2!) gibt, die alle Axiome eines ,, Kérpers® erfiillt
(vgl. 1.4 fiir den Begriff des Kérpers).

Es ist R™ ein ,n-dimensionaler R-Vektorraum®. Die ,,Standardbasis“ besteht
aus den Vektoren: (1,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,...,0,1).

Geraden in der Ebene

Eine Gerade in R? ist gegeben als Losungsmenge einer ,linearen Gleichung
in zwei Unbekannten“. Genauer definieren wir: Eine Teilmenge L von R?
heifit Gerade, wenn es a,b,c € R mit (a,b) # (0,0) so gibt, dass L =
{(z,y) € R? | az + by = ¢} gilt.

Beispiel.
Gegeben seien zwei Geraden im R? durch 4z —y =3 und = +y = 2.
Y dr —y =3
hN
1 .
-1 1 23 7
14
—27 T+y=2
_3/

Abbildung 4: Schnittpunkt der beiden Geraden
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16 1 Einige Grundbegriffe

Wie berechnet man den Schnittpunkt? Man hat das Gleichungssystem

dr—y =3
TH+y=2

zu losen. Als gemeinsame Losung der beiden Gleichungen ergibt sich x = 1,
y = 1, d.h. der Schnittpunkt ist (1,1).

Ebenen im 3-dimensionalen Raum

Eine Teilmenge E von R® heifit Ebene, wenn es aj,as,as,b € R gibt mit
(a1,a2,as3) # (0,0,0) derart, dass gilt:

E = {(xl,ifz,l'g) S |R3 | a1x1 + agxo + azxrs = b}
Hyperebenen im n-dimensionalen Raum
Allgemein definiert man Hyperebenen in R™ durch
E={(x1,...,2,) €ER" | @121 + -+ - + anx, = b}

mit (a1, ...,a,) # (0,...0). Eine Hyperebene in R! ist dann ein Punkt und
in R? eine Gerade!!

1.3 Lineare Gleichungssysteme in zwei Unbekannten

Wir betrachten zwei Geraden in R2

le{(x,y)€R2|ax+by:e} und Lg:{(x,y)e[R2|cx—|—dy:f}

parallel

L L
1 1 Ly =L,

Lo L,

Abbildung 5: Zwei Geraden in R?
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Wie im Beispiel in 1.2 ist das Gleichungssystem
(1) axr +by =e
(2) cx+dy = f

wobei (a,b) # (0,0) und (¢, d) # (0,0) sind, zu 15sen.
Multiplizieren wir (1) mit d und (2) mit —b sowie (1) mit —c und (2) mit
a, so erhalten wir:
adx + bdy = de . —acx — bcy = —ce
sowie
—bcx — bdy = —bf acx + ady = af
Addition ergibt

’(ad—bc)x = de—bf‘ sowie ’(ad—bc)y =af —ce

Wir betrachten die Gleichungssystem (1), (2) gehorige ,,Determinante®

D::det( a b ) = ad — bc
c d

und unterscheiden zwischen den folgenden drei Fallen

FallI) D #0.
Dann hat das Gleichungssystem genau eine Losung (den Schnittpunkt
der Geraden):

p ' Y77

Fall II) D =0 und af — ce # 0 oder de — bf # 0.
Dann hat das Gleichungssystem keine Lisung, und die beiden Gera-
den L, Ly sind parallel, wobei L1 # Lo.

Fall III) D=0 und af —ce =de —bf = 0.
Ist a # 0, so ist ¢ # 0, denn wére ¢ = 0, so wire wegen D = ad—bc = 0
auch d = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung (¢, d) # (0,0). Durch
Multiplikation mit £ geht die Gleichung (2) iiber in

de —bf af —ce
r=—" =

ca cb ce
—T+ —Yy=—-
a a a
und das ist Gleichung (1), da ad = ¢b und af = ce gilt. Es ist also

L1 = Lo.

Ist b # 0, so ist d # 0, denn wére d = 0 , so wire wegen D = ad—bc =
0 auch ¢ = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung (¢, d) # (0,0). Durch
Multiplikation mit % geht die Gleichung (2) in die Gleichung (1) iiber.
Es ist also wiederum L; = Lo.
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1.4 Korper

Wir fithren zunéchst den Begriff einer Abbildung ein. Eine Abbildung einer
Menge M in eine Menge N ist eine Vorschrift f, die jedem Element m € M
genau ein Element f(m) € N zuordnet. Schreibweise:

’f:M—>N, m»—>f(m)‘

Definition.
Ein Korper K ist eine Menge, auf der eine Addition

+:KxK—K, (a,b)—a+b
und eine Multiplikation
- KxK—K, (ab)— ab

gegeben sind derart, dass folgende Regeln gelten:
(A1) (a+b)+c=a+ (b+c) fir alle a,b,c € K (Assoziativgesetz)
(A2) Es gibt ein Element 0 € K so, dass 0+ a = a fiir alle a € K gilt
(A3) Zu jedem a € K gibt es ein Element —a € K mit (—a)+a =0
(Ad) a+b=0b+a fir alle a,b € K (Kommutativgesetz)
(M1) (ab)c = a(be) fiir alle a,b,c € K (Assoziativgesetz)
(M2) Es gibt ein Element 1 € K mit la = ¢ fiir alle a € K und 1 # 0
(M3) Zu jedem a € K, a # 0, gibt es ein Element ¢! € K mit a=la =1
(M4) ab = ba fir alle a,b € K (Kommutativgesetz)
(D) (a+b)c=ac+ be fiir alle a,b,c € K (Distributivgesetz)
Beispiele.

e Q, R, C sind Korper

e Sei K = {0,1}. Setze

04+0=0 0+1=1+0=1
1+1=0 1-0=0-1=0-0=0 1-1=1

Dann ist K ein Korper.

e Die Menge Z der ganzen Zahlen ist kein Koérper, da (M3) nicht gilt,
zum Beispiel ist £ = 57! ¢ Z. Die Axiome (A1) — (A4) sind in Z
alle erfiillt, Z ist beziiglich der Addition eine ,, Gruppe*.
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1.5 Gruppen

Eine Gruppe ist eine Menge, auf der nur eine Verkniipfung definiert ist.
Das kann z.B. eine Addition oder Multiplikation oder die Hintereinander-
ausfiihrung von Drehungen einer Ebene um einen festen Punkt sein. Wir
benutzen daher ein neues Zeichen o fiir die Verkniipfung in einer Gruppe.

Definition.
Fine Menge G heifit Gruppe, falls auf G eine Verkniipfung

0:GxG— G, (a,b)—aod
definiert ist derart, dass die folgenden Regeln gelten:
(G1) (aob)oc=uao(boc) fir alle a,b,c € G (Assoziativgesetz)

(G2) Es gibt ein neutrales Element e € G so, dass eoa = a fiir allea € G
gilt. Man nennt e auch linksneutral.

(G3) Zu jedem a € G gibt es ein inverses Element a=* € G so, dass
1

a~!oa = e gilt. Man nennt a~! auch Linksinverses zu a.
Gilt in einer Gruppe zusétzlich a o b = bo q fiir alle a,b € G, so heiit G
abelsch oder kommutativ. Eine Abbildung f : G — G’ einer Gruppe G
mit Verkniipfung og in eine Gruppe G’ mit Verkniipfung ogs heifit Homo-
morphismus, wenn f(a og b) = f(a) ogs f(b) fiir alle a,b € G gilt.

Beispiele.

e Jeder Korper ist beziiglich Addition eine abelsche Gruppe. Neutrales
Element ist 0, und —a ist invers zu a.

o Ist K ein Korper, so ist K* := K \ {0} = {a € K | a # 0} beziiglich
Multiplikation eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.

Wir kommen nun zu einem ersten mathematischen Beweis. Wir zeigen, dass
in einer Gruppe G jedes neutrale Element auch rechtsneutral ist und dass
alle zu a € G inversen Elemente auch Rechtsinverse zu a sind. Daraus ergibt
sich dann, dass es iiberhaupt nur ein neutrales Element in einer Gruppe gibt
und dass auch das inverse Element eindeutig bestimmt ist.

Satz.
Sei G eine Gruppe mit neutralem FElement e. Dann gelten:

1

1. aca ™ =eundaoe=a firalea e G

2. Es gibt genau ein e € G mit eoa = a Va € G, und zu jedem a € G
gibt es genau ein inverses Element a™! mita loa=ce
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Beweis. 1. Sei (a=)~! ein Inverses von a~!. Dann folgt
-1 _ -1y _ —1y-1 -1 —1

aoa (&)eO(aoa )(G3)((a ) “oa )o(aoca )
N | -1 _ (o -1y-1 -1
o @ Mo oo = (@) e (eoa™)
S N |
= (@) oa
= e
(G3)

Hieraus folgt aoce=ao(a toa)=(aca ) oa=coa=a
und damit Teil 1.

2. Seien e,¢’ € G mit coa =a =¢€' oa Va € G, dann gilt

Ist a='oa =a' oa = e, dann folgt

a = eod = (atoa)od = alo(aod)

Lernerfolgstest.
e Berechnen Sie (3 +1)(3 — 7).
e Warum ist die Gleichung z* = r fiir r < 0 nicht in R lésbar?
e Ist jedes lineare Gleichungssystem mit 2 Unbekannten 16sbar?
Welche geometrische Vorstellung verbinden Sie mit Threr Antwort?
Was konnen Sie iiber Geraden in R® aussagen?
Welche Gleichung erfiillt eine Hyperebene in R* ?
Konstruieren Sie einen Koérper mit 3 Elementen.
Warum gilt in einer Gruppe (a™)™! = a fiir jedes Element a und
~! = ¢ fiir das neutrale Element?
Aufgaben 1-6, im Aufgabenpool Abschnitt 1.

e ® e o o o

1.6 Ubungsaufgaben 1 — 6

Aufgabe 1.
Man stelle die folgenden komplexen Zahlen in der Form x + yi mit z,y € R
dar:

2414 i—1 (1 v@,f 1

45" it1’ TR
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Aufgabe 2.
Man zeichne die folgenden komplexen Zahlen zi, 29, 23, z4 als Punkte der
Ebene

34+iVT 3
z4 = —2— =1

n=1-V3i, z=i+i?+3+i'+i®, 2= T 5

und berechne ihre Betrige.

Aufgabe 3.
Man untersuche das Schnittverhalten der beiden Geraden Ly und Lo , falls

a) Li={(x,y) €eR*|6r+3y=10}, Ly = {(2,y) ER* | Tw —2y = —1}
b) Ly ={(z,y) €R? |4z +6y =8}, Ly = {(z,y) €R? |5z + Py =10}

) Li={(z,y) eR?*|V32-3y=0},Ly={(z,y) eR* |z—VBy=1}.

Aufgabe 4.

Man 16se das lineare Gleichungssystem

(34 5i)z + (4 —Ti)z2 =22+ 95

(2—6i)z1 + (5 — 3i)z2 = 33+ Ti.

(Gesucht sind zwei komplexe Zahlen z1 = x1 + y1 @ und 2o = T3 + Yo ¢ mit
x1,Y1, T2, Y2 € R, welche die beiden Gleichungen erfiillen.)

Aufgabe 5.
Man zeige, dass die Menge G := R\ {—1} beziiglich der durch

aob:=a+b+ab

fiir a,b € G definierten Verkniipfung eine Gruppe ist. Man 16se in G die
Gleichung 50x 06 =17.

Hinweis. Um zu zeigen, dass G eine Gruppe ist, verifiziere man die vier
Bedingungen:

(GO) Sind a,b € G, soist auch aob e G.

(G1) Esist (aob)oc=ao(boc) fiir alle a,b,c € G.

(G2) Es gibt ein Element e € G so, dass eo a = a fiir alle a € G gilt.
(G3) Zujedem a € G gibt es ein Element a=! € G so, dass a toa =e
gilt.

Aufgabe 6.

Es sei G eine nicht leere Menge mit einer Verkniipfung o : G x G — G,
(a,b) — aob, die das Assoziativgesetz (G1) erfiillt. Man zeige, dass G
genau dann eine Gruppe ist, wenn die Gleichungen boz =aund yod =c¢
Losungen in G besitzen, wobei a, b, ¢, d beliebige Elemente aus G sind.
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Vektorraumtheorie

In 1.2 haben wir schon ein Beispiel eines Vektorraumes kennengelernt,
nédmlich den mn-dimensionalen Raum R™. Statt des Korpers R kann man
aber auch einen beliebigen Koérper K zugrunde legen und dann den n-
dimensionalen Raum K™ analog einfithren. Schliellich abstrahiert man auch
davon und fiihrt einen beliebigen K-Vektorraum ein als Menge, die mit ei-
ner Addition und einer Skalarmultiplikation versehen ist, wobei gewisse
Regeln erfiillt sein miissen. Ein Vektorraum besteht dann nicht unbedingt
aus n-Tupeln von Zahlen wie in 1.2, sondern kann z.B. aus , Funktionen“
bestehen, was in Mathematik und Physik hiufig vorkommt.

2 Vektorriaume

Lernziel.

Fertigkeiten: Rechnen mit Vektoren und elementare Beweistechniken
Kenntnisse: Beispiele fiir Vektorrdume, Teilrdume, Erzeugendensys-
tem, Summe und direkte Summe von Vektorrdumen

2.1 Definition und Rechenregeln

Definition.
Ein K -Vektorraum V ist eine abelsche Gruppe beziiglich einer Addition

+:VxV—V, (vw)r—ov+w,
und zusétzlich ist eine Skalarmultiplikation
KxV —V, (\v)— v
gegeben derart, dass die folgenden Regeln gelten:

(SM1) (Apw)v = A(po) fiir alle \,pe K,v eV
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(SM2) lv=vfiralleveV

(D1) Mv+w)= w+Awfiralle e K,v,weV

(D2) A+ p)v= A+ pv firalle \,pe K,veV

Die Elemente eines K-Vektorraumes nennen wir auch Vektoren. Statt K-
Vektorraum sagen wir auch Vektorraum tber K.

Rechenregeln in Vektorrdumen

Sei V ein K-Vektorraum. Das neutrale Element der Addition in V' bezeich-
nen wir mit 0 und nennen diesen Vektor den Nullvektor. Wir schreiben —v
fiir das Inverse von v. Nach 1.5, (G3) und Satz, folgen

wmd ot () =0

fiir alle v € V. Nach 1.5 gilt ferner

’6+v:v:v+6 VUGV‘

Es folgen die Regeln:
1. Fiir das neutrale Element der Addition 0 € K ist (v =0 YveV
2.M0=0 VAeK
3. (-lyw=—v YweVv

Beweis. 1. Es ist Ov = (0 + 0)v = Ov 4 Ov. Addition von —O0v ergibt
0 = Ov.

2. Es ist A0 = A(0 + 0) = A0 + 0. Addition von —A0 ergibt 0 = 0.

3. Esist 0 = 0v = (—1+1)v = (=1)v+1v = (—1)v4wv, also —v = (—1)v.
O

Geometrische Anschauung
Sei V =R" und v = (1,...,2,) € R". Dann ist

0=0v=(0,...,0)
und —v=(-1v=_(-x1,...,—y)

Fiir beliebiges A € R ist Av = (Azy,..., \x,)
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AU

A <0

Abbildung 6: Beispiele fiir Av

Ist w=(2],...,2}),s0ist v—w=v+(—w)=(x; —21,...,2, — )
Beispiel in R?:
v=(2,1),w=(1,2) = v+w=(3,3) und v—w=(1,-1)

v+ w

Abbildung 7: Diagonale des von v und w aufgespannten Parallelogramms

Ist w = Av, so sind v und w ,linear abhiingig®. Ist Av + pw = 0 nur fiir
A = p = 0 moglich, so sind v und w ,linear unabhéngig*.

0 v 0

linear unabhéangig linear abhangig

Abbildung 8: ,linear unabhéingig® und ,linear abhéngig*
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2.2
1

2.

Beispiele fiir Vektorrdume

{0t mit 0+0=0und \0=0 VA€ K ist ein K-Vektorraum.
R™ ist ein R-Vektorraum (vgl. 1.2)

. Analog ist K™ ein K-Vektorraum mit komponentenweiser Addition
und Skalarmultiplikation. Auch ist K = K! ein K-Vektorraum.

. Sei X eine nicht leere Menge, und sei V := {f : X — K} die Menge
aller Abbildungen von X mit Werten in K.
Definiere fiir f,g € V und A € K

(Addition) f+g9g: X — K, x+— f(x) + g(x)
(Skalarmultiplikation) A X — K, x— Af(x)

Dann wird V dadurch zu einem K-Vektorraum.

Das neutrale Element der Addition ist die Nullabbildung, die jedes
Element aus X auf 0 abbildet, X — K, z+—0.
Die zu f € V inverse Abbildung ist —f : X — K, x+— —f(x).

Dass V ein K-Vektorraum ist, zeigt man durch Riickfithrung auf die
entsprechenden Vektorraumeigenschaften von K.

Wir nennen V = {f : X — K} einen Funktionenraum mit Werten
in K und bezeichnen diesen Vektorraum auch als

|Abb(X, K) = {f : X — K}|

Ist allgemeiner W ein K-Vektorraum und

[AbD(X, W) :={f : X — W}

so ist Abb(X, W) analog wie oben ein K-Vektorraum. Speziell nennen
wir fiir X = R™ und W = R™ den Vektorraum {f : R” — R™} den
Raum der vektorwertigen Funktionen in n Verdnderlichen.

R ist ein Q-Vektorraum, wie aus den Korpereigenschaften von R folgt.
Ebenso ist C ein R-Vektorraum und ein Q-Vektorraum.

Allgemein gilt: Ist L ein Korper, der K als ,, Teilkorper® enthélt, so
ist L ein K-Vektorraum.
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2.3 Untervektorraume

Definition.
Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U von V heifit Teilraum oder
Untervektorraum von V', wenn folgendes gilt:

(UV1) U # 2

U enthdlt mindestens ein Element

(UV2) u,velU = ut+vel
U ist abgeschlossen gegeniiber der Addition

(UV3) ueUund N e K = \uelU
U ist abgeschlossen beziiglich der Skalarmultiplikation

Bemerkung.
Ein Teilraum U von V ist selbst ein K-Vektorraum

Beweis. Wir miissen nur priifen, dass 0 € U und dass mit v € U auch
—u € U ist. Alle anderen Vektorraumaxiome sind dann erfiillt, da sie in V'

gelten.
Nach (UV1) gibt es ein u € U und es folgt: 0 = 0u ( € : U
Uv3
Fiir beliebiges u € U gilt: —u=(-1)u € U O

(UV3)

2.4 Beispiele und Gegenbeispiele

1. e {0} ist ein Teilraum von V,da 0+ 0=0und A0 =0 Ve K
e V ist Teilraum von V
2. e Sind Uj, Uz Untervektorrdume von V', dann ist auch

UpNUy:={veV]veU; und v € Uy}

ein Untervektorraum von V.

Allgemein gilt: Ist J eine beliebige Indexmenge und sind Uj;,
J € J Untervektorrdume von V', so ist auch

U= (Uj:={veV|veU,;VjeJ}
jeJ

ein Untervektorraum von V.

Beweis. Liegen u,v in allen Uj, so auch u+wv und Au, da die U;
Untervektorrdume sind. O
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3. Seien a,b € R und (a,b) # (0,0). Dann ist
U:={(z,y) € R? | ax + by = 0}
ein Untervektorraum.
Beweis. (UV1) Esist 0 = (0,0) € U, da a0 + b0 = 0. Insbesondere
ist U # @.
(UV2) Seien (z,y),(2',y’) € U, dann gilt
axr+by=0
ax’ +by =0
Addition ergibt: a(x + ') + b(y + ¢') = 0 und damit ist
(@,9) + (@' y) = (@ +2" sy +y) €U
(UV3) Seien (z,y) € U und A € K, dann gilt
ax+by=0
== Aax + \by =0

und damit ist
Az, y) = Az, y) € U

O

4. Behauptung: U := {(z,y) € R? | 224+y* = 0} ist ein Untervektorraum
von R2.

Beweis. Fiir x,y € R\ 0 ist stets 22 > 0 und y* > 0, also wird die
,nicht lineare* Gleichung 22 +y* = 0 in R? nur von 0 = (0, 0) erfiillt.
Es folgt U = {0} und somit ist U ein Untervektorraum von R%. [

5. Seien U;, Uy Untervektorrdume von V, dann ist
UpUUy:={v eV |veU oderve Us}

im Allgemeinen kein Untervektorraum von V:

Sei V =R?, Uy = {(x,y) | 2z + 3y = 0}, Uz = {(z,y) | 5z + 3y = 0}.
Ui, Us sind Untervektorrdume nach 3.), aber Uy U Us nicht:

Sei (z,y) = (3,—2) und (2/,y') = (—3,5), dann ist (z,y) € Uy und
(«',y") € Us. Es ist (z,y) + (¢/,y') = (0,3), aber (0,3) ¢ U; und
(0,3) ¢ Us also ist (0,3) ¢ Uy UU,. Axiom (UV2) gilt nicht, und
damit ist U; U Uy kein Untervektorraum.
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6. S :={(z,y) € R? | 22 + y? < 1} ist kein Untervektorraum von R?2.

ah
-

Abbildung 9: Kein Untervektorraum

Beweis. Esist u=(3,3) € 9,da (3)? 4 (3)? < 1, aber 2u = (1,1) ¢
S, da 12 + 12 = 2 > 1. Die Regel (UV3) gilt also nicht. O

2.5 Der von einer Teilmenge aufgespannte Teilraum

Sei V ein K-Vektorraum und S C V eine beliebige Teilmenge von V. Dann
ist
Span(S) = m U = {Durchschnitt aller Teilrdume, die S

) enthalten
U Teilraum

von Vmit SCU

ein Untervektorraum von V nach 2. in 2.4. Wir nennen Span(S) den von
S erzeugten oder den von S aufgespannten Untervektorraum von V. Es ist
Span(.S) der kleinste Unterraum von V', der S enthiilt (,kleinste* beziiglich
»CH).

Definition.
a) Seien vq,...,v, € V und Aq,..., A, € K. Dann heifit der Vektor
Vi=A\vr + -+ A\
aus V eine Linearkombination von vy, ..., Un.

b) Sei S C V eine beliebige Teilmenge. Ein Vektor v € V' heifit Line-
arkombination von Vektoren aus S, falls es endlich viele Elemente
v1,...,U, €S gibt so, dass v Linearkombination von vy, ..., v, ist.

Satz.

Seien V' ein K-Vektorraum, S C V und Span(S) der von S erzeugte Un-
tervektorraum von V. Dann besteht Span(S) aus allen v € V, die Linear-
kombinationen von Vektoren aus S sind.
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Beweis. Sei U := {v € V| v ist Linearkombination von Vektoren aus S}.
Zu zeigen: U = Span(95)

C SeivelU
= V=AU1+F+ AUy, mit A, .. A, € K v, 0, €S
== v liegt in jedem Teilraum von V', der vy, ..., v, enthilt
= v € Span(S)

D Da U selbst ein Untervektorraum von V ist, der S enthilt, folgt U 2
Span(S).

Ist insbesondere S = {v1,...,v,} eine endliche Teilmenge von V', so gilt

Span(S) = {Avr + -+ Ao | A1, .., A\ EKFCV

2.6 Erzeugendensysteme

Sei V' ein K-Vektorraum und S C V. Ist Span(S) = V, so heifit S ein
Erzeugendensystem von V.

Ist also S ein Erzeugendensystem, dann gibt es zu jedem v € V' ein m € N
sowie Elemente v1,...,0m € S, A1,..., Am € K, mit v = A\vi+- -+ Ao
Wenn V eine endliche Teilmenge S = {vy,...,v,} als Erzeugendensystem
besitzt, so heifit V' endlich erzeugt. Es ist dann

V:{)\lv1+~-~+)\nvn|)\1,...,)\n€K}

Zum Beispiel

|R? = {A1(1,0) +22(0,1) | Ay, Az € R}

Beispiele.
e Seien V = R?, U; = {0} x R und Uy = R x {0}. Dann sind U; und Us

Teilrdiume von R?, aber U; UU, ist kein Vektorraum, denn (1,0) € Uy,
(0, 1) € Us aber (1,0) + (0, 1) = (17 1) % U UUs.
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Uy = {0} xR

0 UQZ[RX{O}

Abbildung 10: U; U Us ist kein Untervektorraum

Der von S = U; U U, aufgespannte Teilraum von R? ist die Summe

’U1+U2 S:{U1+UQ|U1€U1,U2€U2}‘

Hier gilt zusitzlich noch U; + Uy = R2.

e Sei a,b € R mit a # 0,b # 0, dann bilden v; = (a,0), vy = (0,b) und
vz = (3,5) ein Erzeugendensystem von R2.

Beweis. Sei v € R? beliebig. Nach 1.2 ist v = (z,y) mit 2,y € R. Es

folgt
£ Y
v=(z,y) = E(a,O) + 5(071)) +0(3,5)
= 101 + A2v2 + A3v3
mit)\lzf,)\gz%und)\gzO. O

Man sieht insbesondere, dass vz = (3,5) entbehrlich ist.

e Bilden v; = (1,1), vo = (1, —1) ein Erzeugendensystem von R? ?
Ansatz:

(2,9) = A (1, 1) + Ao (1, —1) = (A1, A1) + (Ao, —A2)
= A1+ A2, A1 — No)

also

M+ ==z _
LA — = Y a =TV
A=A =y 2 2
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Die Vektoren (1,1) und (1,—1) bilden also ein Erzeugendensystem,
da
(Qf,y) = A1(17 1) + )‘2(15 71)

mit Ay = T Ay = 25¥ V (z,y) € R? gilt.

e Bilden v; = (—3,3), v = (1,—1) ein Erzeugendensystem von R? ?
Ansatz:

(2.9) = A1(=3,3) + Aa(1, —1) = (=3A1,3M1) + (A2, —A2)
= (=3A1 4+ A2,3M1 — \2)
also
—3>\1 + )\2 =T
M =X =y

Dieses Gleichungssystem ist aber nicht fiir alle (z,y) € R? lésbar,
denn setze z.B. (x,y) = (0,1), dann ist das System

=3+ X =0 3M — A =0
—
3N — X =1 3N — X =1

nicht 16sbar. Insbesondere ist v = (0, 1) keine Linearkombination von
vy und vg .

2.7 Summen von Vektorriumen
Summen von Teilrdumen

Sind Uj,j € J (Indexmenge) Teilrdume eines K-Vektorraumes V', so heifit
der von der Vereinigung S = e U; erzeugte Teilraum von V die Summe
der U;. Wir schreiben

> Uj

JjeJ
Mit Hilfe des Satzes in 2.5 folgt:

ZUj = Zuj u; € Uj, uj # 0 fiir nur endlich viele 5 € J
jed jeJ

Speziell: Sind Uy, Us Teilrdume von V, so ist

’U1+U2:{U1+’UJ2|U1€U1,U2€U2}‘
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Satz.
Seien Uy, Uy Teilrdume eines K -Vektorraumes V, und sei U = Uy + Us .
Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

1. Ist uy +ug = Gfdr uyp € Uy, us € Uy, dann ist uy = ug = 0

2. Fiir jedes u € U st die Darstellung u = uy + us eindeutig

8. U NUy = {0}

Beweis. 1 =2 Seien u = uy + ug = v} + ub mit uy,u} € Uy, ug,ub € Uy
zwei Darstellungen von u. Zu zeigen: u; = v} und ug = uh. Da

/ /
U + Uy = Uy + Usy

= up —uj +ug —uh =0
—_—— N———
S5 €Uz
1. — —
= up—up =0 und wus—uH=0
= up =uy und up = uh

2=—3 SeiueUlﬂUg.Zuzeigen:u:ﬁ

Es ist u:u+6:6+u =

3=1 Seiu; +us=0. Zuzeigenu1:u2:6

Definition.

e Seien Uy, Uy Teilrdume eines K-Vektorraumes. Dann heifit die Sum-
me Uy + Uy die (innere) direkte Summe von Uy und Us, falls eine
der Bedingungen (und damit alle) aus obigem Satz erfiillt sind. Wir
schreiben dann:

Uy @ Us

ANALYTISCHE GEOMETRIE UND LINEARE ALGEBRA I, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2005/2006



2.8 Ubungsaufgaben 7 — 11 33

e Seien Vi, V4 beliebige K-Vektorrdume. Wir definieren die (duflere)
direkte Summe als

Vi @V i={(v1,v2) | v1 € V1,02 € Va}
mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation.

Beispiel.
Sei V.=R? und U; = {0} x R und U = R x {0}. Dann ist R? = U; @ U,
die innere direkte Summe, da Uy N Uy = {6}
Sei V3 = R und V5 = R. Dann ist R2 = R @ R die dufere direkte Summe.
Analog ist R" = R@ - -- ® R eine dufere direkte Summe.

—_————

n-Stiick

Lernerfolgstest.

e Sei v ein Vektor in R%. Sind v und —v linear abhiingig oder linear
unabhéngig?

e Seien X,Y zwei nichtleere Mengen. Ist die Menge {f : X — Y}
aller Abbildungen von X mit Werten in Y ein K-Vektorraum? Falls
ja, wie sind Addition und Skalarmultiplikation definiert?

e Zeigen Sie, dass V := {f : X — K} mit der in 2.2.4 definierten
Addition und Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum ist.

e Was ist der von Menge in 2.4.6. (vgl. Abbildung 9) aufgespannte
Untervektorraum von R? ?

e Aufgaben 7-11, im Aufgabenpool Abschnitt 2.

2.8 Ubungsaufgaben 7 — 11

Aufgabe 7.
Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K. Man zeige:

a) Wenn fiir A € K und v € V die Gleichung \v = 0 gilt, dann ist A =0
oder v =0.

b) Wenn fiir zwei Untervektorrdume Uy , Us von V auch deren Vereinigung
U1 U Us ein Untervektorraum ist, dann gilt U; C Us oder Uy C U; .

Aufgabe 8.

a) Man untersuche, fiir welche ¢ € R die Menge
Ue:={(x1,22,23) €R® |2y + 20 + 23 =}

ein Untervektorraum von R? ist.
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b) Sei V :={f:R— R} der R-Vektorraum aller Abbildungen von R in R.
Dabei seien f 4+ g und Af fir f,g € V, A € R gegeben durch

f+9:R=>R,z— f(z)+g(z), und A\f:R—>R, x— A f(x).
Man priife, ob U :={ f € V| f(z) = f(—z) V = € R} ein Untervektor-
raum von V ist.

Aufgabe 9.
Man untersuche, welche der folgenden vier Mengen Untervektorrdume von
R? sind:

Ur={(z,9) eR* |y =2?}
Up={(z,9) eR* |z <y}
Us={(z,y) ER* |y =2z}

Uy={(x,y) ER? |2y >0}

Aufgabe 10.
Man stelle den Vektor w € R3 jeweils als Linearkombination der Vektoren
V1, V2, V3 dar:

a) w = (352’1)7 U1 = (150,1>7 V2 = (77371)a v3 = (4a37_1>
b) w=(-8,17,-14), v; =(2,1,0), vo =(3,0,5), vs = (—1,4,-1).

Aufgabe 11.
Seien Uy, . .., U, Untervektorrdume eines K-Vektorraums V. Dann ist auch

U=Ui+-+Up={ui+--+u, |yjeU;firallej=1,...,n}

ein Untervektorraum von V. Man beweise, dass folgende drei Bedingungen
dquivalent sind:

(1) Ist ug + - +u, =0 in U, so folgt u; = 0 fiir jedes j € {1,...,n}.

(2) Fir jedes u € U ist die Darstellung v = uq + --- + u,, mit u; € U;
eindeutig.

(3) Esist U; N (Uiy1 +---+Uy,) = {0} fiir jedes i € {1,...,n —1}.

Man zeige dann anhand eines Gegenbeispiels, dass die obigen Bedingungen
fiir n > 2 im allgemeinen nicht dquivalent sind zu Uy N---NU, = {0}.

Bemerkung.
Aufgabe 11 ist eine Verallgemeinerung des Satzes in 2.7 auf endlich viele
Teilrdume Uy, ...,U, von V.
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3 Basis und Dimension

Lernziel.

Fertigkeiten: Lineare Abhingigkeit testen, Konstruktion von Basen
Kenntnisse: Beweisidee fiir die Existenz einer Basis und wie man zum
Dimensionsbegriff kommt

3.1 Lineare Unabhingigkeit

Definition.
Sei V' ein K-Vektorraum. Dann heiflen vy, ..., v, € V linear unabhdngig,
wenn aus

MU+ AU =0, A, A €K
stets folgt \;y = --- = A, = 0. Andernfalls heiflen vy,...,v,, € V linear
abhdngig.

Eine Teilmenge S C V heifit linear unabhingig, wenn jede endliche Teil-
menge von S aus linear unabhéngigen Vektoren besteht.

Beispiele.

e 0 ist linear abhéngig, da 1 - 0 = 0. Ebenso ist jede Menge, die den
Nullvektor enthilt, linear abhéngig.

e Die beiden Vektoren v; = (—3,3), va = (1, —1) sind linear abhéngig
in R?, denn v; + 3v, =0.

eveVv# 6, ist linear unabhingig, da nach Aufgabe 7a aus \v = 0
folgt, A=10

o Im Gegensatz dazu ist v linear abhingig von v, da 1v + (—=1)v =0
e O ist linear unabhingig

e In K™ sind die Vektoren

e :=(1,0,0,...,0)
es :=(0,1,0,...,0)

linear unabhéngig.
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IRl [R2 €9

Abbildung 11: linear unabhéingige Vektoren

3.2 Kriterium fiir lineare Abhingigkeit

Satz.
Seim € N,m > 1. Dann sind fir vi,...,v,, € V die beiden folgenden
Aussagen dquivalent:

1. v1,...,vy sind linear abhdngig

2. Es gibt (mindestens) ein j mit 1 < j < m so, dass v; Linearkombi-
nation der ibrigen Vektoren vi,...,v;_1,Vj41,...,Um ist.

Beweis. 1 =2 Seien v, ..., v, linear abhéngig.
Dann gibt es A1,..., A\, € K so, dass \jv1 + -+ + A\ v, = 0 gilt und
A;j # 0 fiir mindestens ein j. Es folgt

A1 Aj-1 Aj+1 Am
Uj:_iful_..._ ij_l_ 'Uj_"_l_..._irum
Aj Aj Aj Aj

2 =1 Da die Definition 3.1 der linearen Unabhingigkeit nicht von der
Reihenfolge der Vektoren abhéingt, sei ohne Einschrinkung j = 1. Es
folgt vi = Agug + -+ - + A\ vy, und daher

)\11)17)\2’027"'7>\m1}m:6 mit )\1:1%0
O

3.3 Definition einer Basis und Beispiele

Definition.
Eine Teilmenge B C V heifit Basis eines K-Vektorraumes V', falls gelten:

(B1) B ist linear unabhéngig

(B2) B ist ein Erzeugendensystem von V
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Beispiel.
e & ist eine Basis von {0}

e Esist {e1,...,e,} mit
er =(1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,en, = (0,0,...,0,1)

eine Basis von K. Sie heif3t die Standardbasis des K™.

e B ={(1,1),(1,—1)} ist eine Basis von R?, denn wie bereits in 2.6
gezeigt, ist B ein Erzeugendensystem von R2. Zu zeigen bleibt die
lineare Unabhéngigkeit. Sei also A1, A2 € R mit

(an) = A1(17 1) + )\2(13 71)
=AM+ A2, A1 — o)

Es folgt
M+ X =0
e — =0 — d=0 — M\ =0
A =Xy =0

Diese Rechnung hétten wir uns eigentlich sparen kénnen, denn ein
Erzeugendensystem mit 2 Elementen von R? ist stets eine Basis, wie
wir in 3.11.3 sehen werden.

e Aus dem Beispiel in 2.6 wissen wir, dass B = {(—3,3), (1,—1)} kein
Erzeugendensystem und damit auch keine Basis des R? ist. Die Vekto-
ren v; und v sind wegen vy +3vy = 0 linear abhéngig. Das muss auch
so sein, denn in 3.11.4 werden wir sehen, dass zwei linear unabhéngige
Vektoren in R? stets eine Basis von R? bilden.

3.4 Eindeutigkeit der Basisdarstellung

Satz.

Sei V' ein endlich erzeugter K -Vektorraum, der eine Basis (v1,...,v,) be-
sitzt. Dann ldsst sich jeder Vektor v € V' eindeutig schreiben als Linear-
kombination

(%) v=Av1+ -+ A, mit A, N, EK
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Beweis. Da vq,...,v, ein Erzeugendensystem von V bilden, gibt es Ele-
mente Aq,..., A\, € K mit v = Aoy + -+ A\vp. Sei v = pv1 + - + ppvp
mit p1,..., 4, € K eine weitere Darstellung von v. Es folgt

O=v—v=0\ —p)vr +-+ An — fin)Vn
Da vy, ..., v, auch linear unabhéngig sind, folgt
Aj—pij=0 Vji=1,...,n
alsoAj=p; Vji=1,...,n. O

Besitzt ein Vektorraum V eine Basis B = (vy, ..., v, ), dann kénnen wir also
jeden Vektor v € V eindeutig schreiben als Linearkombination (). Insbe-
sondere gibt es also zu jedem v € V' genau einen Vektor (Aq,...,\,) € K"
mit v = A\jv1 + -+ + Apv,. Wir nennen (Aq, ..., \,) den Koordinatenvektor
von v beziiglich B. Die Reihenfolge der Vektoren vy, ..., v, ist dabei fest
gewdhlt. Wir sprechen dann auch von einer geordneten Basis und schreiben
(v1,...,v,) statt {v1,...,0,}.

Beispiel.
Sei V' = R%. Dann schreiben wir v € R? als v = (z,y
tenvektor zur Standardbasis (eq, e2), denn (z,y) = x(

), also als Koordina-
1,0) +y(0,1).
3.5 Charakterisierende Eigenschaften einer Basis

Definition.
Sei V' ein K-Vektorraum und B C V eine Teilmenge.

e B heifit minimales Erzeugendensystem, falls B ein Erzeugendensys-
tem von V ist, aber jede echte Teilmenge A C B kein Erzeugenden-
system von V mehr ist.

e B heifit maximale linear unabhingige Teilmenge, falls B linear un-
abhéingig ist, aber jede echte Obermenge C' 2 B in V nicht mehr
linear unabhéngig ist.

Satz.
Fiir eine Teilmenge B C'V sind dquivalent

1. B ist eine Basis
2. B ist ein minimales Erzeugendensystem

3. B ist eine mazimale linear unabhdngige Teilmenge
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Beweis. 1 =2 Sei A C B und v € B\ A. Da B linear unabhéngig ist,
gibt es nach Satz 3.2 keine Linearkombination von v mit Elementen
aus (B\{v}) D A. Insbesondere ist A kein Erzeugendensystem von V/

2 =3 Angenommen, B wire nicht linear unabhéngig, dann géibe es nach
Satz 3.2 ein v € B derart, dass v Linearkombination von Vektoren aus
B\ {v} wire und also B\ {v} ein Erzeugendensystem wire im Wider-
spruch zur Voraussetzung 2. Also ist B linear unabhéngig. Nach Satz
3.2 ist B auch maximal, da B Erzeugendensystem ist und sich damit
jedes v ¢ B als Linearkombination von Elementen aus B darstellen
l&sst.

3 =1 Sei B eine maximale linear unabhéngige Teilmenge. Zu zeigen: B
ist ein Erzeugendensystem.

Ist v € B, dann ist v = 1v eine Linearkombination. Sei also v ¢ B.
Dann ist BU{v} nicht linear unabhéngig nach Voraussetzung. Es gibt
also vy, ...,0,m € Bund A\, Aq,..., Ay € K, nicht alle gleich Null, mit

AU+ Av1 A+ A =0

Es ist dabei A # 0, da sonst vy, . .., v, und damit auch B nicht linear
unabhéngig wiren. Es folgt

und damit ist v eine Linearkombination von Elementen aus B.

3.6 Existenzsatz

Lemma.
Sei 'V ein K-Vektorraum und sei M C S C 'V, wobei M linear unabhdngig
und S ein Erzeugendensystem sei. Dann gibt es eine Basis B von V' mit

McBcCS.

Beweis. Wir suchen unter allen Teilmengen X von V mit M C X C S eine
maximal linear unabhéngige. Diese ist nach 3.5 eine Basis. Wenn S endlich
ist, gibt es also sicher eine Basis B von V mit M C B C V. Hat S unendlich
viele Elemente, so ist nicht klar, ob es unter den obigen Mengen X eine ma-
ximale gibt. Die Schwierigkeiten werden durch ein Aziom der Mengenlehre
behoben, das sogenannte Lemma von Zorn, (vgl. z. B. Algebra-Vorlesung
[11, 7.5]). Dies garantiert die Existenz einer Basis Bmit M c BC S. O
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Satz.
Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Beweis. Wahle im Lemma M = @ und S =V. O

3.7 Basiserginzungssatz

Satz.

Sei V' ein K-Vektorraum, M eine linear unabhdingige Teilmenge und E ein
Erzeugendensystem von V. Dann ldsst sich M durch Elemente aus E zu
einer Basis von V erginzen.

Beweis. Wende Lemma 3.6 auf M und S = M U E an. O

Beispiel.
Man finde eine Basis fiir den von

v = (1,0,1), vy = (2,1,0), vy = (1,-1,3)
erzeugten Untervektorraum von R3 und erginze diese zu einer Basis von
R3.

Zunéchst wird nachgepriift, ob die Vektoren vy, vs, vs linear unabhéingig

sind: Der Ansatz (O, 0, O) ; A101 + Aovg + A3vg = (/\1, 0, /\1) + (2)\2, Ao, O) +
(A3, —A3,3A3) = (A1 4+2X2+ A3, A2 — A3, A1 +3)\3) fiihrt zu den Gleichungen
A2 = Az und Ay = —3A3. Setzt man zum Beispiel A3 = 1 ein, so folgt

—3v1 +ve+v3 = (_)"7 also sind vy, v, v3 linear abhéngig.

Wir machen den Ansatz (0,0,0) = pyv1 + p2ve = (p1, 0, 1)+ (2p2, p2,0) =
(1 + 2u2, 2, 1) und erhalten g3 = 0 = po. Also sind vy, vy linear un-
abhéngig und bilden daher eine Basis des von vy, v, vs erzeugten Unter-
vektorraum von R3.

Nun muss {v,ve} zu einer Basis von R? ergéinzt werden. Ein Kandidat fiir
einen weiteren Basisvektor ist e3 = (0,0,1). Sei (21,72, 23) € R® beliebig.
Der Ansatz (l’l, T2, £E3) ; )\1’01 + )\21}2 —+ )\363 = ()\1 + 2)\2, AQ, )\1 + )\3) fiihrt
Zu Ay = To, \1 = 21 — 2x9 und A3 = x3 — 1 + 229. Es ist also B :=
{v1, v2, €3} ein Erzeugendensystem von R3. Speziell fiir 1 = 2 = 23 = 0
folgt Ao = 0 = Ay = A3, also ist B auch linear unabhéingig und damit eine
Basis von R3. (In 3.11 werden wir feststellen, dass jedes Erzeugendensystem
mit drei Elementen eine Basis von R? bildet.)
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3.8 Austauschsatz

Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Nach 3.6 besitzt V' dann eine
endliche Basis B = {v1,...,v,}. Dann gibt es eine konstruktive Methode
um eine Basis B zu finden. Wir wihlen einen Vektor v # 0 aus einem
endlichen Erzeugendensystem S von V. Wir fiigen so lange Vektoren aus S
zu B hinzu, bis die Aufnahme eines jeden weiteren Vektors aus S zu linearer
Abhéngigkeit fithrt. Offensichtlich héngt B dann aber von der konkreten
Wahl der Vektoren ab. Ist aber wenigstens die Anzahl der Elemente in
verschiedenen Basen immer gleich? Auf diese Frage wollen wir im Folgenden
eine Antwort finden.

Satz.
Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis {vi,...,vn}. Istv € V, v # 0, dann
gibt es ein j € {1,...,n} so, dass auch die Vektoren

{’U1,...,”Uj_l,U7’Uj+1,...,Un}

eine Basis von V bilden. Dabei kann man als j jeden Index wdihlen, fir den
Aj # 0 ist in der Basisdarstellung v = \Mvi+- - -+ Avp mit A1,..., A, € K.

Beweis. Da v # 0 gibt es (mindestens) ein j mit A; # 0. Ohne Ein-
schrankung sei j = 1, ansonsten vertauschen wir einfach v; und v;. Zu

zeigen ist nun, dass v, ve, ..., v, eine Basis von V bilden.

Unabhéngigkeit. Sei v 4 pove + - 4 pnpvn = 0 mit p1,..., pn € K.
Setzen wir hierin die obige Basisdarstellung fiir v ein, so folgt

1 A1+ (1 Ae + p2)ve + -+ (1 An + fin)on = 0
Da vq,...,v, linear unabhéngig sind, folgt

A1 =0und i A +u; =0firi =2,...,n
= w3 =0,da)X #0
= o ==, =0.

Also sind v, vs, ..., v, linear unabhingig.

Erzeugendensystem. Da v = A\jv; + -+ + A\yv, und Aq # 0 gilt, folgt

(%) v = i(U—)\gvg — = App)
A1
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Ist w € V beliebig, so ist w = pyvy + -+ + ppvy, mit gy, ..., 0w, € K,

da vy, ..., v, eine Basis bilden. Einsetzen von (x) ergibt
1
w = g (/\(U—)\zvz _"'_)\nvn)) + pova + -+ pnvn
1
_ M e . _ A
- A1”+<’“‘2 N )“2+ +<“" N )””
Damit ist w eine Linearkombination von v, v, ..., v, .

3.9 Folgerung aus dem Austauschsatz

Korollar.

Besitzt V' eine Basis, die aus n Vektoren besteht, dann sind je m Vektoren
aus V. mit m > n linear abhdngig.

Insbesondere gilt: In einem endlich erzeugten K-Vektorraum V haben je
zwei Basen dieselbe Anzahl von Elementen.

Beweis. Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V. Der Beweis wird indirekt
gefiihrt. Annahme: wy, ..., w,, € V mit m > n sind linear unabhéngig.
Wendet man 3.8 mit v = w; an, erhilt man eine neue Basis

{’Ul, . .,Uj_l,wl,vj+1, e ,Un}
Man kann dann wg schreiben als wy = Ajvy + -+ + Aj_1vj-1 + prwy +
Aj41V541 + -+ A, mit Ay, g1 € K. Dabei gibt es einen Index k, fiir den
A # 0 gilt (denn sonst wiire we — pywy = 0im Widerspruch zur Annahme).

Wendet man 3.8 auf die neue Basis mit v = we und j = k an, so bekommt
man eine Basis von V, die wy,ws und nur noch n — 2 Vektoren aus B

enthélt. So fortfahrend erhilt man eine Basis B’ = {wy,...,w,} von V,
in der alle n Vektoren der Basis B ausgetauscht sind gegen Elemente von
{wi, ..., Wn, .., W}

Da m > n ist, kann man w,, als Linearkombination der Elemente von B’
schreiben und erhélt einen Widerspruch zur Annahme.
Die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus der ersten. O

3.10 Dimension eines K-Vektorraums

Definition.

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann heifit die Anzahl der Ele-
mente einer Basis von V' die Dimension von V. Wir schreiben fiir die Di-
mension dimg V' und nennen V einen endlich dimensionalen Vektorraum.
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In diesem Fall schreiben wir auch dimg V' < oo. Ist V nicht endlich erzeugt,
dann schreiben wir dimg V = oo.

Beispiele.
o dimg K™ =n (vgl. 3.3)
e dimg{0} = 0 (eine Basis des Nullvektorraums {0} hat 0 Elemente)
o dimg C =2, denn {1,:} ist eine Basis

e dimg R = oo und dimg € = oo

3.11 Weitere Folgerungen aus dem Austauschsatz
Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann gelten:

1. Weniger als n Vektoren kénnen kein Erzeugendensystem bilden (nach
Satz 3.5)

2. Mehr als n Vektoren sind linear abhéngig (nach 3.9)

3. Jedes Erzeugendensystem mit n Vektoren ist linear unabhéngig und
damit eine Basis (nach 1. und 3.2)

4. Jede linear unabhéngige Teilmenge mit n Vektoren ist auch ein Er-
zeugendensystem und damit ebenfalls eine Basis (nach 3.7 und 3.9)

Haben wir zum Beispiel im R? drei linear unabhiingige Vektoren gefunden,
so wissen wir, dass diese eine Basis bilden. Die zweite Basiseigenschaft
brauchen wir dann nicht mehr nachzuweisen.

3.12 Dimension eines Untervektorraums

Satz.
Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum und sei U C 'V ein Untervek-

torraum von V. Dann ist auch U endlich erzeugt und es g¢ilt dimyg U <
dimg V. Ist dimg U = dimg V, dann ist U = V.

Beweis. Sei M eine Basis von U. Dann besteht M aus linear unabhéngigen
Elementen von V. Diese kann man nach 3.7 zu einer Basis B von V ergéinzen.
Da M C B und B eine endliche Menge ist, ist auch M endlich und also
dimK U < dimK V.

Iss U € V und v € V \ U. Dann ist v keine Linearkombination von
Elementen aus M, also M U {v} linear unabhingig nach 3.2. Es folgt
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V =R"
Us = Ebene durch 0

\ v

0

Abbildung 12: Geraden und Ebenen

3.13 Dimensionssatz

Satz.
Sind Uy, Us Teilrdume eines endlich dimensionalen K -Vektorraumes V', so

gilt

’dimK(Ul + UQ) =dimg Uy + dimg Uy — dimK(U1 N Ug) ‘

Beweis. Wihle Basis {uy, ..., u,} von U NUs. Ergiinze diese mit Elementen
aus Uy zu {uq,...,ur,v1,...,0s}, einer Basis von U; und durch Elemente
aus Us zu {uq, ..., up, w1,...,w}, einer Basis von Uy (vgl. 3.7). Wir zeigen,
dass B := {u1,...,up,v1,...,05,W1,...,ws} eine Basis von Uy + Us ist. Da

B offensichtlich ein Erzeugendensystem von U; 4 Us bildet, miissen wir noch
die lineare Unabhéngigkeit priifen. Sei also

() Awn - Aty + pavr 4 v+ phwn 4w, =0
Es folgt

W= Aup + -+ ANy + 101 + e Vs = —piwy — - — phwe
cUy cU;

also © € Uy N Us.
Insbesondere gibt es ay,...,a, € K mit &« = aju; + ...+ a,u, . Es folgt

U =caju;+-Fapu.+0v+...+00s = Ajug+- -+ Aoty + 101+ - F fgUs

Da {u1,...,up,v1,...,0s} eine Basis von U; bildet, ist die Darstellung von
4 eindeutig, und Koeffizientenvergleich ergibt p; = 0 fiir 1 < ¢ < s. Einge-
setzt in (%) folgt dann

Aug + o4 Aty + plwy + -+ ppwy =0
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Da {u1,...,up,w1,...,w} eine Basis von Us bilden folgt \; = 0 fiir 1 <
i < rund ,u;- =0 fiir 1 < j < ¢. Damit ist B linear unabhéngig und bildet
eine Basis von U; + U,. Es folgt

dimg(Uy +Us)=r+s+t=(r+s)+(r+t)—r
=dimg Uy +dimg Usy — dimK(U1 n U2)

Lernerfolgstest.

e Wie lautet die Bedingung in 3.2.2 fiir m =27

e Wie wird die Existenz einer Basis und der Basiserginzungssatz
bewiesen?

e Referieren Sie, wieso in einem endlich erzeugten K-Vektorraum je
zwei Basen dieselbe Anzahl von Elementen haben.

e Aufgaben 12-19, im Aufgabenpool Abschnitt 3.

3.14 Ubungsaufgaben 12 — 19
Aufgabe 12.

a) Man priife, ob die Vektoren vy = (4,4,4), v2 = (2,4,6) und v = (3,4, 5)
ein Erzeugendensystem von R? bilden.

b) Man untersuche, fiir welche ¢t € R die Vektoren
vy = (1,3,4), ve = (3,¢,11), vz =(—4,—4,0)
linear abhingig in R? sind.

Aufgabe 13.
Man priife, ob die Vektoren v1,vs, v3 linear unabhingig in R* sind, wenn

a) U1 = (17 13 7170)7 V2 = (07 13 1; 72) und V3 = (37 13 7574) )
b) wv;=(1,1,-1,0), vo =(0,1,1,—-2) und vs = (3,—1,—5,4) .

Aufgabe 14.
Man konstruiere eine Basis fiir den von

U1 = (15 _27()’ 1)7 Vg = (0707275)7 U3 = (_2a47273)

erzeugten Untervektorraum von R* und ergéinze diese Basis dann zu einer
Basis von R%.
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Aufgabe 15.

Es sei {v1,v2} eine Basis eines 2-dimensionalen R-Vektorraums V. Man
untersuche, fiir welche Zahlen r,s € R die beiden Vektoren wy; = rvi + vg
und wy = v + svy ebenfalls eine Basis von V bilden.

Aufgabe 16.
Man konstruiere fiir die folgenden R-Vektorrdume jeweils eine Basis:

Ul ={($1,$2,x3) EIR3|331 +.132—Jj320},

UQZ{($1,$2,$37ZL’4) €|R4‘ZL'1 +£L’2+31’3:0, T +(L’2+.’E4:0}

Aufgabe 17.
Es sei t € R. Man bestimme die Dimension des von den Vektoren

U1 :(1,2,t+2), UQZ(—l,t—f—l,t), V3 = (O,t,l)
erzeugten Untervektorraums U; von R3.

Aufgabe 18.

Ist fiir Teilrdume Uy, ..., U, eines K-Vektorraums V eine der Bedingungen
aus Aufgabe 11 erfiillt, so nennt man den Teilraum Uy +- - -4+ U, eine direkte
Summe von Teilrdumen und schreibt daficr U7 & --- ® U,,.

Man nennt zwei Teilrdume U; und U, eines K—Vektorragms V' komple-
mentire Teilrdgume, wenn Uy + Uy = V und U; N Us = {0} gelten (d. h.
wenn V = U; @ Uy gilt).

Man beweise fiir einen n-dimensionalen K-Vektorraum V die folgenden
beiden Aussagen:

a) Ist Uy ein p-dimensionaler Teilraum von V, dann gibt es einen zu U
komplementiren Teilraum U, , und jeder solche Teilraum U; hat die Di-
mension n —p.

b) Es ist V eine direkte Summe von 1-dimensionalen Teilrdumen:
V=U&--&U, mitdmgU, =1 fir i=1,...,n.

Aufgabe 19.
Sei U; der von den Vektoren

vy =(1,0,0,1), v =(-2,-1,1,1), w3=(-3,-2,2,3)
und Us der von den Vektoren
Vg4 = (25 17073)a U5 = (_17 _170a _2)7 Vg = (774707 11)

erzeugte Teilraum von R%. Man berechne die Dimensionen dimgU; ,
dimgUs, , dimR(U1 + UQ) und dimR(Ul N Ug)
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4 Lineare Abbildungen

Lernziel.

Fertigkeiten: Linearitét testen

Kenntnisse: Kriterien fiir Injektivitdt und Surjektivitét linearer Ab-
bildungen, Formel fiir die Dimension von Kern und Bild

4.1 Definitionen
Seien M und N nichtleere Mengen.

1. Eine Abbildung f : M — N, m +— f(m), heifit injektiv, wenn
aus m,m’ € M und f(m) = f(m') stets folgt m = m/.

2. Eine Abbildung f: M — N, m —— f(m), heifit surjektiv, wenn
es zu jedem n € N ein m € M gibt so, dass f(m) = n gilt.

3. Eine Abbildung f : M — N, m —— f(m), heiit bijektiv, wenn sie
injektiv und surjektiv ist.

Seien V, W zwei K-Vektorrdume, und sei f : V — W eine Abbildung.
Dann heifit f eine K-lineare Abbildung oder ein Vektorraumhomomorphis-
mus, falls gelten:

(L1) flv+w)=f(v)+ f(w) fir alle v,w € V
(L2) f(Av)=Af(v) fir alle A € K und allev € V

Eine K-lineare Abbildung f : V' — V nennen wir auch einen Endomor-
phismus von V.

4.2 Beispiele
1. Die Nullabbildung V — W, v — 0, ist K-linear

2. Die komplexe Konjugation f : C — C, z — Z, ist R-linear, aber
nicht C-linear:
Ist z=2+yi, 2 =2’ +y'i € Cmit z,2/,y,y €R, dann ist f(z) =
x — yi und damit

fet+d)=(+2)—(y+y)i=z—yit+a' —yi=f(z)+ f(z)
fz) =Xz —Ayi= ANz —yi) =Af(z) VAER

Damit ist f eine R-lineare Abbildung. Aber f ist nicht C-linear, da
fii) = f(i%) = f(=1) = =1, aber if (i) = i(—i) = —(i1) = 1 # —1
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3. Sei I =[a,b]:={zr € R|a <z <b} ein Intervall in R, und seien

C’(I):={g: I — R| g stetig}
CYI):={g: I — R| g stetig differenzierbar}

Teilraume von Abb(I,R). Die beiden Abbildungen
D:CYI)—C’(I) g+—g ,Ableitung®

7:C%1) — CcM(I) gr— / g(t) dt ,Stammfunktion

sind R-lineare Abbildungen.

4. Sei X eine Menge und K ein Korper, dann ist fiir jedes g € X
die Abbildung F : Abb(X,K) — K, f — f(xo) eine K-lineare
Abbildung. Sie heifit Auswertungsabbildung an der Stelle zg .

4.3 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Satz.
Seien V., W zwei K-Vektorriume, und sei (v1,...,v,) eine Basis von V.
Dann gibt es zu beliebig vorgegebenen Vektoren w1, ..., w, € W genau eine

K-lineare Abbildung f:V — W mit f(v;) = w; fir 1l <i<n.

Beweis. Da (v1,...,v,) eine Basis von V ist, gibt es zu jedem v € V ein-
deutig betimmte Elemente \q,..., A, € K mit v = A\jv; + -+ + A\yv,, vgl.
3.4.

Eindeutigkeit Ist f eine K-lineare Abbildung wie oben, so folgt

f)

Fqvr + -+ Apop)
:L2) Alf(vl) +- )\nf(vn)

- )\1w1++)\nwn

Damit ist aber das Bild von v eindeutig festgelegt.

Existenz Setzen wir f(v) := A\jwy + -+ + A\pwy, so erhalten wir eine K-
lineare Abbildung f: V — W mit f(v;) = w; fir 1 <i < n.

O
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4.4 Eigenschaften von linearen Abbildungen

Seien VW zwei K-Vektorrdume, und sei f : V — W eine K-lineare
Abbildung. Dann gelten

—.

L. f(0) =0, da f(0) = f(00) = 0(0)
2. f(=v) = =f(v), da f(=v) = f(=1v) = (=1)f(v) = = f(v)
3. Ist U ein Teilraum von V, dann ist f(U) := {f(u) | v € U} ein
Teilraum von W, denn
UVl Aus U # @ folgt auch f(U) # @ nach Definition von f(U)

UV2 Seiwy,ws € f(U), also wy = f(u1), we = f(uz) mit uy,us €
U. Dann ist wy + wy = f(uy) + f(uz) = f(us +uz) € f(U).

UV3 Seiw e f(U), A € K und w = f(u) fir ein w € U. Dann ist
Aw = Af(u) = f(Mu) € f(U).

Insbesondere ist

(bild(f) := f(V) = {w € W | v € V mit f(v) = w}]

ein Teilraum von W und heifit das Bild von f.

4. Sei kern(f) := {v € V | f(v) = 0} der Kern von f. Dann ist kern(f)
ein Teilraum von V, denn
UV1 0 € kern(f) nach 1.

UV2 Sind u,v € kern f, dann ist f(u+v) = f(u)+ f(v) =0+0=0
und damit ist auch u + v € kern(f)

UV3 Ist u € kern(f) und A € K, dann ist f(Au) = Af(u) = A0 =0
und deshalb ist mit v auch Au € kern(f).

Satz.
Seien V,W zwei K-Vektorrdume, und sei f : V. — W eine K-lineare
Abbildung, dann gilt:

f:V — W ist injektiv genau dann, wenn kern(f) = {0}

Beweis. => Sei f injektiv. Zu zeigen ist, dass kern(f) = {0} gilt.
Fiir jedes v € kern(f) gilt f(v) =0 = f(0) und also v =0.
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<= Seien v,v’ € V mit f(v) = f(v'). Zu zeigen ist v = v'.
Aus f(v) = f(v) folgt:
0=f(v) = f(v') = f(v—2') und also v — v € kern(f)

Da kern(f) = {0} vorausgesetzt ist, folgt v —v’ = 0 und damit v = v'.
O

Trivialerweise gilt:
f:V — W ist surjektiv genau dann, wenn bild(f) = W.

4.5 Isomorphismen von K-Vektorrdumen

Definition.
Seien V, W zwei K-Vektorrdume und sei f : V — W eine K-lineare Ab-
bildung. Ist f bijektiv, dann nennen wir f einen Isomorphismus.

Ist f: V — W bijektiv, so gibt es eine Umkehrabbildung g : W — V mit

(+) g(fv) =v VeV
(s5) flg(w) =w Ywe W

Oft wird dafiir auch g = f~! geschrieben.

Satz.
Wenn f:V — W ein Isomorphismus ist, dann ist die Umkehrabbildung
g: W — V auch K-linear und damit ebenfalls ein Isomorphismus.

Beweis. Fir w,w’ € W gilt

9(f(g(w)) + f(g(w'))) mnach (xx)
9(f(g(w) +g(w")) da f K-linear
g(w) + g(w")  nach (%)

g(w +w')

Analog gilt firw e W, A e K

g(Zw) = g(Af(g(w))) mnach (xx)
=g(f(A\g(w))) da f K-linear
= Ag(w) nach (%)
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Bemerkung.
Ist V' ein K-Vektorraum, so ist die Menge

Aut(V):={f:V — V| f ist ein Isomorphismus}

eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfithrung fog von Abbildungen,
definiert durch (f o g)(v) := f(g(v)) V v € V. Neutrales Element ist die
Identitéit id : v — v. (Einen Isomorphismus von V' auf V nennt man auch
Automorphismus.)

4.6 Klassifikationssatz fiir endlich dimensionale Vek-
torrdume

Seien V', W zwei K-Vektorrdume. Wir nennen V' isomorph zu W und schrei-
ben dafiir V' ~ W, falls es (mindestens) einen Isomorphismus f: V — W
gibt. Ist V isomorph zu W, dann ist nach Satz 4.5 auch W isomorph zu V.

Satz.
Seien V., W endlich dimensionale K -Vektorrdume. Dann gilt

[dimg V =dimg W| <=

Insbesondere ist jeder n-dimensionale K -Vektorraum isomorph zu K™.

Beweis. Sei B = (vq,...,v,) eine Basis von V.

= Sei C = (wy,...,w,) eine Basis von W. Nach 4.3 gibt es eine K-
lineare Abbildung f: V — W mit f(v;) =w; firi=1,...,n. DaC
ein Erzeugendensystem von W ist, gibt es zu jedem w € W Elemente
Ay An € K so, dass w = M\jwy +- - -+ A\w, gilt. Es folgt w = f(v)
mit v = Ajv; +- -+ Apv,, und also ist f surjektiv. Ist w = 6, so folgt
Al=--=X,=0,alsov = 0, da C linear unabhéngig ist. Nach 4.4
folgt, dass f injektiv ist. Es gilt also V ~ W.

<= Sei f:V — W ein Isomorphismus. Ist w € W, so ist w = f(v) mit
einem v € V, da f surjektiv ist. Es gilt v = A\jv; + -+ + A\yv, mit
A1, ..., Ay € K, da B ein Erzeugendensystem von V' ist. Hieraus folgt
w=f(v) =Af(v1) + -+ A f(vn), und B := (f(v1),..., f(vy)) ist
also ein Erzeugendensystem von W. Ist f(v) = 0, so ist auch v = 0,
da f injektiv ist. Da B linear unabhéingig ist, muss also auch B’ linear
unabhéngig sein. Es folgt dimg W =n = dimg V.

O
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Die Koordinatenabbildung kg

Ist V' ein n-dimensionaler Vektorraum, so erhélt man einen Isomorphismus
kg : V — K™ durch Wahl einer Basis B = (v1,...,v,) wie folgt. Nach 3.4
besitzt jeder Vektor v € V eine eindeutige Darstellung

vV=ANv1 4+ Apv, mit Ay, N, €K

Man setzt kg(v) := (A1,...,A\n) € K™ und nennt kg die Koordinatenabbil-
dung von V beziiglich B.

4.7 Dimensionsformel

Seien V' ein endlich dimensionaler und W ein beliebiger K-Vektorraum.
Dann ist fiir jede K-lineare Abbildung f : V — W der Untervektorraum
bild(f) endlich dimensional, und es gilt die Dimensionsformel

| dimyc V = dimjc kern(f) + dim ¢ bild(f) |

Beweis. Sei M eine Basis von V, dann wird bild(f) von {f(b) | b € M}
erzeugt. Damit ist bild(f) nach 3.5 ein endlich dimensionaler Untervektor-

raum, und die Behauptung ergibt sich aus dem folgenden Lemma. O
Lemma.
Sei {uy,...,u.} eine Basis von kern(f). Wihle vy,...,vs € V so, dass
fv1),..., f(vs) eine Basis von bild(f) bilden. Dann ist

B :={ui,...,up,v1,...,0s}

eine Basis von V.
Beweis. Unabhéngigkeit Sei
6: )\lul + - +>\rur + pavr + - fsUs mit )‘17/1*j € KVZ?]

:f> 6: f(ﬁ) = ,Uflf(vl) +-+ ﬂsf(vs)a da uy,...,u, € kern(f)a
= p1=-=us=0,da f(v1),...f(vs) linear unabhingig sind
. A1 =---=A.-=0,dauq,...,u, linear unabhingig sind

B ist also linear unabhéngig.

Erzeugendensystem Sei v € V, dann gibt es p1,..., us € K mit
f)y=p1f(v1)+ -+ psf(vs), da f(v1),..., f(vs) Basis von bild(f),

= f) = f(prvr + - - - psvs), da f K-linear
= v — pv1 — -+ — psvs € kern(f)
= U — U] — - — JhsUs = AUt + -+ Apup mit Ap, .. A, € K
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da uq,...,u, Basis von kern(f) ist. Damit ist v Linearkombination
der Elemente aus B.
O

4.8 Folgerung aus der Dimensionsformel

Korollar.
Seien V und W zwei endlich dimensionale K -Vektorraume, und es gelte
dimg V = dimg W. Dann sind fir jede K-lineare Abbildung f:V — W
dquivalent

1. f ist injektiv (Monomorphismus)

2. f ist surjektiv (Epimorphismus)

3. f ist bijektiv (Isomorphismus)
Beweis. 1 = 2

f injektiv. = kern(f) = {0} nach Satz 4.4
= dimg bild(f) = dimg V = dimg W

= bild(f) = W nach 3.12
= f surjektiv

2=1
f surjektiv. = dimg bild(f) = dimxg W - dimg V
or.
= dimg kern(f) = 0 nach 4.7
= f injektiv nach Satz 4.4

3 <=1 klar nach Obigem und da “bijektiv = injektiv + surjektiv” gilt.
O

4.9 Beispiele fiir unendlich dimensionale Vektorrdume

Viele Begriffsbildungen fiir endlich-dimensionale Vektorrdume lassen sich
ohne Miihe auf unendlich-dimensionale Vektorraume iibertragen. Allerdings
muss man wachsam sein, denn z.B. lassen sich einige der hier hergeleite-
ten Eigenschaften fiir lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen
Vektorrdumen nicht iibertragen, wie sich im Folgenden zeigt.
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Beispiel.

Eine Folge ist eine Abbildung N — K. Jedem n € N ist also ein a, € K
zugeordnet, wir schreiben (a,)nen oder (a1, as,...). Im Folgenraum V :=
Abb(N, K) ist U := {(bn)nen | b1 = 0} ein echter Teilraum (U C V'), und
dennoch ist V. — U, (a1, as,...) — (0,a1,as,...), ein Isomorphismus.
(Nach 3.12 und 4.6 kann ein endlich dimensionaler K-Vektorraum niemals
zu einem echten Teilraum isomorph sein, denn ist dimg V < cound U C V,
dann ist dimg U < dimg V' und damit V £ U.)

Beispiel.

Sei K = R, [a,b] C R ein Intervall. Sei V := C%Ja,b]) und U := {F €
Cl([a,b]) | F(a) = 0} € V (vgl. 4.2.3). Dann besagt der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung: Die Abbildung

TV U froF mitF(x):/xf(t)dt

ist ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung D:U — V, F+—— F’

Beispiel.
Auch Korollar 4.8 gilt nicht fiir unendlich dimensionale Vektorrdume, das
zeigen die folgenden Abbildungen:

e f1 : Abb(N,K) — Abb(N,K), (a1,as2,...) — (0,a1,a2,...) ist
injektiv, aber nicht surjektiv

e fo:Abb(N,K) — Abb(N,K), (a1,as2,...)— (az,as,...) ist sur-
jektiv, aber nicht injektiv

e D:C'([a,b]) — C°([a,b]) ist surjektiv, aber nicht injektiv
e 7:C%[a,b]) — C*([a,b]) ist injektiv, aber nicht surjektiv

4.10 Rechenregeln fiir lineare Abbildungen

Sei Homg (V,W) := {f : V — W | f ist K-linear} mit K-Vektorrdumen
V und W. Es sei f o g definiert durch (f o g)(v) := f(g(v)) Vv e V.

Satz.
Sind U, V, W drei K-Vektorrdiume, so ist die Verknipfung

HOHIK(U, V) X HOIIIK(VY, W) — HOHlK(U, W)a (ga f) — f °g

assoziativ und bilinear. Letzteres heifit, dass fir f, f1, f2 € Homg (V, W),
9,91, 92 € Homg (U, V) und A € K gilt

folgri+g2)=fogi+foga fodg=A(foyg)
(fi+fa)og=fiog+ faoyg AMog=Afog)
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Beweis. Assoziativitat ist trivial. Fir v € U ist

(fo(g1+g2))(u) = f((g1 + g2)(w)) = f(g1(u) + g2(u))
= f(g1(u)) + f(g2(u))
= (fogi)(u) + (foge)(u) = (fog1+ foge)(u)

Die anderen Eigenschaften folgen analog. O

Lernerfolgstest.

e Welche der folgenden Abbildungen sind R-linear?

f:R? =R, (z,y) — 3z +y

[iR =R (2,y) = (2%,9%)

f:R—=R? =+~ (0,0)

f:R? = R? (z,9) — (2 42,y +2).

e Zeigen Sie, dass die Auswertungsabbildung F': Abb(X, K) — K,
f— f(zo0), eine K-lineare Abbildung ist.

e Sei V ein K-Vektorraum. Mit welchen Verkniipfungen kénnen Sie
die Menge Endk (V') der K-linearen Abbildungen V — V versehen?
(Wir haben schon 3 Verkniipfungen kennengelernt.)

o Ist Homg (V, W) ein Untervektorraum von Abb(V, W) (vgl. 2.2)7
e Wieso ist die Koordinatenabbildung aus 4.6 ein Isomorphismus?
e Aufgaben 20 und 21, im Aufgabenpool Abschnitt 4.

4.11 Ubungsaufgaben 20 und 21

Aufgabe 20.

Sei {v1,...,v,} eine Basis eines K-Vektorraums V, und sei f : V. — W
eine K-lineare Abbildung von V in einen K-Vektorraum W. Dann ist f
eindeutig bestimmt durch die n Vektoren w; = f(v1),...,w, = f(v,) aus
W. Man beweise die folgenden beiden Aussagen:

(a) f ist injektiv <= ws,...,w, sind linear unabhingig in W.

(b) f ist surjektiv <= wj,...,w, bilden ein Erzeugendensystem von W.
(c) f ist bijektiv <= ws,...,w, bilden eine Basis von W.

Aufgabe 21.

Die R-lineare Abbildung f : R® — R? sei definiert durch
f(17070) = (_17173)7 f(07170) = (03673)7 f(07071): (2?4a _3)

Man konstruiere jeweils eine Basis von kern(f) und bild(f).
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Matrizenkalkiil

Eine Matriz ist eine Anordnung von Zahlen oder anderen mathematischen
Objekten in einem rechteckigen Schema, wie zum Beispiel:

6 3 2 13

5 10 11 8
9 6 T 12
4 15 14 1

Diese Matrix taucht als Tafel im Kupferstich Melancholia von A. DURER
aus dem Jahr 1514 auf. Das Besondere an diesem Beispiel ist, dass die
Summe der Zahlen in jeder Zeile und Spalte und in der Diagonalen immer
34 ergibt. Auch weitere Konstellationen ergeben die Summe 34.

In der Linearen Algebra beschéftigt man sich mit der Losbarkeit von linea-
ren Gleichungssystemen. Das sind Gleichungssysteme mit m Gleichungen
und n Unbekannten der Form

a1121 + a12%2 + - + A1 Ty = by

a21%1 + A22%2 + -+ + A2p Ty, = b

Am1%1 + Am2aT2 + -+ + AmpTn = bm

Einem solchen Gleichungssysten kann man folgende “Koeffizientenmatrix”
zuordnen:

ai1 a12 A1n
a21 a22 a2n
Gml Am2 *° Omn

Das Matrizenkalkiil erweist sich als ein konkretes Werkzeug fiir das Auf-
finden von Losungen. Grundsétzliche Bedeutung kommt der Tatsache zu,
dass man lineare Abbildungen durch Matrizen darstellen kann.
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5 Matrizen und lineare Abbildungen

Lernziel.

Fertigkeiten: Matrizenmultiplikation, Darstellung einer linearen Ab-
bildung durch eine Matrix

Kenntnisse: Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Ma-
trizen, Basiswechselph&nomene, inverse Matrix, Rang

5.1 Matrizen

Beispiel.

Sei e; = (1,0), e2 = (0,1) die Standardbasis von R?, und sei f : R> — R?
eine R-lineare Abbildung. Dann ist f durch Angabe von f(e1) und f(es)
eindeutig bestimmt (vgl. Satz 4.3). Es ist

f(e1) = ar1e1 + az1ez = (a11,a91)
f(e2) = ar2e1 + azses = (a12,a22)

mitaij € R fir 1 <17j<2
Benutzen wir die ,,Spaltenschreibweise*

o= o= () = = () mase= (2

Dann wird f beziiglich der Standardbasis beschrieben durch ein rechtecki-

a a . . .
™2 Dies nennen wir eine 2 x 2-Matrix.
az1  a22
Definition.
Sei K ein Korper. Eine m X n-Matriz tiber K ist eine Anordnung von mn
Elementen aus K nach folgendem Schema

ges Schema

a11 a12 o Qln
a21 a22 ctc Q2n
aml Am2 ' Amn

Wir schreiben auch einfach

(aij)i;1...,m oder (ai;)

s

Jj=1,....n
und nennen die waagrecht geschriebenen n-Tupel (ail .. am) die Zeilen
Qa1j
und die senkrecht geschriebenen m-Tupel : die Spalten der Matrix.
Amj
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Es ist dann m die Anzahl der Zeilen und n ist die Anzahl der Spalten. Eine
m X n-Matrix heifit quadratisch, wenn m = n gilt.

Mit M, xn(K) bezeichnen wir die Menge aller m x n-Matrizen iiber K.
Zum Beispiel

o = { (20 0 2)

a1 Ag22 (23

aij; € K fiir jz_—ll’é273}

aip a2 93

. i=1,2,

ngg(K) = as1 Q922 aij € K fir =12
as;  as2

Es ist M,,xn(K) ein mn-dimensionaler K-Vektorraum beziiglich kompo-
nentenweiser Addition und Skalarmultiplikation

(aij) + (bij) := (ai; + i) Aaiz) := (Aaij)

Eine Basis bilden die Matrizen €;;, die am Kreuzungspunkt der i-ten Zeile
mit der j-ten Spalte eine 1 haben und sonst nur aus Nullen bestehen. Zum
Beispiel fiir m = n = 2 bilden

-~ (1 0y - (0 1y o (0 0y . (0 O
cn=\g o) 2= g o) 22=\1 o) 22\ 1

eine Basis von Mayo(K).

5.2 Produkt von Matrizen

Das Produkt A - B zweier Matrizen A, B ist nur definiert, wenn
die Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von B
ist.

Definition.
Sei A = (a;k)i=1,...,m €ine m x n-Matrix und B = (by;)r=1,..,n €ine n x {-
k=1,...n j=1,..0
Matrix. Dann heifit die Matrix C' = (¢;;)i=1,...,m mit
G=1,...¢

Cij = ainbij + @igboj + - + ainbnp;
n
= E @;i1br;
k=1

das Produkt von A € M, 5, (K) und B € M, «¢(K). Es ist C € M,,,»¢(K).
Wir schreiben C' = A - B oder einfach C = AB.
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Bemerkung (Merkregel).
Es ist ¢;; als Produkt der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte von B,
wenn man Zeile und Spalte jeweils als Matrix auffasst:

Cij = ai1bij + aiobaj + -+ 4 inbn;

= (@i, yaim) - | 1| i T
b
j-te

= (i-te Zeile von A)- | Spalte

EMIXn(K) von B
EMHXI(K)
Beispiele.
1.

g g B 1 Zeile mal 1. Spalte, 1. Zeile mal 2. Spalte
2 2 2 73 2 Zeile mal 1. Spalte, 2. Zeile mal 2. Spalte
37

3 Spalten
(34547, 4+6+8 )\ _ (15 18
T \6+10+14, 8+12+16)  \30 36

eilen

2.
S 4\ 3+8, 348, 3+8 11 11 11
5 6 (2 ) 2>: 5412, 5+12, 5+12 | =17 17 17
T8 2 Zeilen 7+16> 7+167 7+ 16 23 23 23
2 Spalten
3.
1 2
35 T\[; 5| _(3+5+7 6+10+14\ _ (15 30
4 6 8 1 9 - \4+64+8, 8+12+16) \18 36
3 Spalten
3 Zeilen
4.

an a2 (1 ayr-1+a12-0 ay
= = = 1. Spalte
<a21 a22> (0> <a12 -1+ a '0> (am) ( palte)
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a;; a2 (0 a;;-0+aiz-1 a2
= = =2 1
(a21 a22> <1) <a12 -0+ ag- 1) <a22> ( Spalte)
Hierdurch wird eine K-lineare Abbildung f : K? — K? definiert

(vgl. 4.3).

5. Produkt von Diagonalmatrizen € M, (K). Eine Matrix der Form

ag 0 -+ 0
0 a9 0

.| € Mpxn(K)
0O 0 - a,

heifit Diagonalmatriz. Die Multiplikation zweier Diagonalmatrizen ist
besonders einfach

aq 0 0 bl 0 0 Clel 0 0
0 a9 0 0 bg 0 0 a2b2 0
0o 0 - ayp 0o 0 - by 0 0 s apby

5.3 Transponierte Matrix
Ist A= (a;j) € Myxn(K), so heifit
A = (aji) S Mnxm(K)

die zu A transponierte Matrixz. Es gelten die Regeln:

1. YA+ B) ='A +'B fiir A, B € M,,,xn(K)

2. (AA) = A(*A) fiir A € K

3. () = A fiir A € M,y (K)

4. Y{AB) = 'B'A fiir A € Myxn(K), B € M,,x¢(K) (vgl. Beispiele 5.2 1.

und 3.).

Wir erhalten !A, indem wir die Zeilen von A als Spalten schreiben. Ist

speziell m = n, so entsteht ‘A durch Spiegelung an der Diagonalen
1 2 3 1 4 7

A=1|4 5 6 — A=[2 5 8

7 8 9 3 6 9
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5.4 Die Matrix M$(f) einer linearen Abbildung f

Seien V', W zwei endlich dimensionale K-Vektorrdume und sei
Homg (V,W) :={f:V — W | f ist K-linear}

Dann ist Homg (V, W) ein Teilraum von Abb(V,W), also insbesondere
selbst ein K-Vektorraum. Sei dimg V = n und dimg W = m. Wir wihlen
eine Basis B = (v1,...,v,) von V und eine Basis C = (wq,...,w;,) von
W. Dann ordnen wir jedem f € Homg (V, W) eine von B und C abhiingige
Matrix M$(f) € Myuxn(K), genannt Darstellungsmatriz, wie folgt zu:

Sei fir j=1,...,n

’f(vj) = a1jwy + Az;Wa + 0 AWy ‘

die gem#B 3.4 eindeutige Basisdarstellung von f(v;) € W. Die Koeffizienten

a1, .., am; € K schreiben wir nun als j-Spalte (j = 1,...,n) der Matrix
a1l a12 G1n
c a1  Aa22 G2n
am1 Am2 Amn
Satz.

Die Abbildung
M% :HOIHK(V, W) —>Mm><n(K)a f'—>M%(f)

ist ein Isomorphismus von K -Vektorrdumen.

Beweis. K-Linearitdt Seien f,g € Homg(V,W) zwei K-lineare Abbil-
dungen und seien fiir j =1,...n

f(Uj) = G1;W1 + a2Wa + -+ QWi

g(vj) = bljwl + szwg —+ -+ bmjwm
die Basisdarstellungen von f(v;) und g(v;). Es folgt

ME(f +9) = (ai; + bij) = (aij) + (bi;) = M(f) + Mg(g)
ME(Af) = (Aaij) = May;) = AME(f) VA€ K

und M% ist damit K-linear.
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Bijektivitit Sei A = (a;;) € My,xn(K). Dann gibt es nach 4.3 genau
eine K-lineare Abbildung

f:V—W, mit f[f(v;)=ajwi+agjws+- -+ apm;wn

fir j = 1,...,n, also mit A = M§(f). Dies zeigt, dass M§ bijektiv

ist.
O
Beispiele.
Sei
[R R, (ey)— (Br—2aty))
1. Sei B=C = {(1,0),(0,1)}, dann ist M§(f) = (? _12> , denn
f(l,O) = (37 1) und f(o? 1) = (_27 1)
2. Ist B=1{(1,0),(0,1)} und € = {(3,1),(—2,1)}, so ist
i = (o 1),
denn £(1,0) = 1(3,1) + 0(=2,1) und £(0,1) = 0(3,1) + 1(=2,1).
3. Sei V ein K-Vektorraum und B = {vy,...,v,} eine Basis von V.

Dann gehort zur Identitat

id:V—V, v+—w

die Matrix
1 0 0
01 0
ME(id) = | . | = E, e M (K),
0 0 1
denn id(v;) =v; = lv; fiir j =1,...,n.

Wir nennen E,, auch Einheitsmatriz in My, x, (K).

5.5 Die Dimension von Homg (V, W)

Satz.
Sind V., W endlich dimensionale Vektorriume, so ist auch Hompg (V, W)
endlich dimensional, und es gilt

dim ¢ Hom e (V, W) = (dim V) - (dimg W) |
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Beweis. Sei dimg V = n und sei dimg W = m. Dann gibt es nach Satz 5.4
einen Isomorphismus Homg (V, W) =~ M,,,xn(K). Aus Satz 4.6 folgt dann
die Behauptung, da dimg M,,xn(K) = mn nach 5.1 gilt. O

Definition.
Sei V' ein K-Vektorraum, dann heif3t

V" i= Homg (V, K) |

der Dualraum von V.

Ist V' endlich dimensional, dann ist auch V* ein endlich dimensionaler K-
Vektorraum, und fiir W = K folgt aus Satz 5.5

dimg V* = dimg Homg (V, K) = (dimg V) (dimg K) = dimg V
———

=1

5.6 Die Darstellungsmatrix MY(f o g)

Satz.
Seien U, V, W endlich dimensionale K -Vektorrdume,

A= (uq,...,u) eine Basis von U
B = (v1,...,v,) eine Basis von V
C = (wy,...,wy) eine Basis von W

Sindg:U —V und f: V — W K-linear, so ist auch
fog:U—W, ur— f(g(u))

K-linear, und es gilt:

MS(f 0 g) = M§(f) - M5(9)

Die Hintereinanderausfiihrung von linearen Abbildungen
entspricht der Multiplikation von Matrizen.

Beweis. Es ist

a1 - Gin bir - bue
Mg(f) =] : N R HO
Am1 o Omn bnl T bnl
C11 C1e
M4(fog) = :
Cm1 o Cmy
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wobei

(1) for) = aipwy + - + apmpwp, firk=1,...,n
(2) g(uj) =bijur + -+ bpjv, fiir j=1,...,¢
3) (f 0 9)(uj) = crjwy + - + Cjwp, fiir j=1,...,¢

Fir j =1,...,¢ gilt ferner:

(fog)(u;) = f(g(uy)) 5 f(brjvr + -+ bpjvn)

= bljf(vl) + -+ bnjf(vn), da f K—linear

5 bij(ariwr + -+ 4 @mawm) + - -+ + bpj(@1pwr + - - + AmpWi,)

= (a11b1j + -+ ainbng) w1 + -+ (amibiy + - + Gnnbng) Wi

C1j Cmj

Koeflizientenvergleich mit (3) ergibt:

Cij :ai1b1j+~-+ambm fﬁrizl,...,m

Nach Definition 5.2 der Matrizenmultiplikation folgt die Behauptung. O

Die Rechenregeln 4.10 fiir lineare Abbildungen iibertragen sich nach 5.4
und Satz 5.6 auf Matrizen.

Rechenregeln fiir Matrizen

Sind A, A" € M, xn(K), B,B" € M, x(K), C € M,xs(K) und X € K, so
gelten:

1. (AB)C = A(BC) (Assoziativitit)
2. ABB4+B')=AB+ AB ' und (A+ A )B=AB+ A'B
3. A(AB) = (AMA)B = \(AB)

4. E,,A = AE, = A (Neutralitiit der Einheitsmatrix) (vgl. 5.4.3.)

5.7 Invertierbare Matrizen

Eine Matrix A € M,,x,,(K) heiit invertierbar, wenn es eine Matrix A=t €
M, xn(K) gibt mit
AT'A=E,
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Wie aus 1. in dem folgenden Satz hervorgeht, bilden die invertierbaren
Matrizen aus M, «,(K) eine multiplikative Gruppe (genannt allgemeine
lineare Gruppe). Die inverse Matriz A~! einer invertierbaren Matrix A
ist also eindeutig bestimmt, und es gilt auch AA~! = E,, nach Satz 1.5.
Ein Homomorphismus G — G’ einer Gruppe G in eine Gruppe G’ heift
Isomorphismus, falls er bijektiv ist.

Satz.

1. Die Menge der invertierbaren Matrizen
GL,(K) :={A € M,,xn(K) | A ist invertierbar}
ist eine Gruppe beziiglich der Matrizenmultiplikation.

2. Ist V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und B eine Basis von V,
dann ist ME(f) invertierbar fiir jedes f € Aut(V'), und die Abbildung

ME : Aut(V) — GL,(K), f+— ME(f)

ein Isomorphismus von Gruppen. (Dabei ist Aut(V') definiert wie in
Bemerkung 4.5.)

Beweis. 1. Es gilt E,A = A und (AB)C = A(BC) fiir alle A,B,C €
M, x»(K) nach den Rechenregeln in 5.6.
Sind A, B € GL,(K), dann ist auch AB € GL,(K), denn B~1A~!
ist ein inverses Element

(B'A"Y)WAB=B'(A'AB=B"'B=E,
Die Matrizenmultiplikation liefert damit eine Verkniipfung
GL,(K) x GL,(K) — GL,(K)
die alle Gruppenaxiome in 1.5 erfiillt.
2. Seien f,g € Aut(V), dann ist Mg ein Homomorphismus, da nach 5.6
MZ(f o g) = ME(f) M (9)

gilt. Speziell fiir g = f~1 folgt ME(f) € GL,(K), da E, = ME(id)
nach 5.4.3 gilt. Nach Satz 5.4 gibt es zu jeder Matrix A € GL,,(K)
genau eine Abbildung f € Homg (V, V) mit ME(f) = A. Es ist aber
dann f € Aut(V), denn die Umkehrabbildung f~' ergibt sich als
Urbild von A~!. Daher ist Mg auch bijektiv.

O
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Beispiel.
Die Matrix

(5 =1\ . . . o1 111
T = (8 1) ist invertierbar mit T’ _13<—8 5)

5 ()R 3)=63) -

Regel: Ist 7= (2%) und det(T) := ad — be # 0, dann folgt

= ()

Ist det(T') = 0, dann gibt es keine inverse Matrix (vgl. 7.6 unten).

denn es ist

Bemerkung.
Ist A € My, x,(K) invertierbar, so ist auch die transponierte Matrix A
invertierbar, und es gilt

() =44

Beweis. Es ist

5.8 Basiswechsel in V

Beispiel.
Sei V = R? und B = {(1,0), (0,1)}. Der Wechsel von B zur Basis
B' = {(5,8),(—1,1)} wird beschrieben durch die Matrix

T:hﬁﬁ@:(?'f)

denn

(5,8) = 5(1,0) + 8(0, 1)
(~1,1) = —1(1,0) + 1(0,1) (vgl. 5.4)

Es ist

1 /1 »
Tlls(_8 QM@@
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Satz.

Sei V ein K -Vektorraum, und seien B = {v1,...,v,} und B' = {v},...,v,,}
zwei Basen von V. Dann ist T := M5, (id) € M,,x,,(K) invertierbar, und
es ist T~ = ME (id).

Beweis. Es ist
ME (id) - MB/(ld) MB,(ld) = B,

Wir nennen T' = M5, (id) die Matriz des Basiswechsels von B nach B’ .

5.9 Basiswechsel und Darstellungsmatrix

Satz.

Seien V., W endlich dimensionale K -Vektorrdiume, B,B’ zwei Basen von V
und C,C’ zwei Basen von W. Ist T := ME, (idy) und S := M, (idw), so
gilt

MS (f) = ST ME(f) T

fiir jede K-lineare Abbildung f:V — W.
Beweis. Nach 5.8 ist S~1 = M (idw ). Es folgt
STIMG() T = (ME (idw) MG(f))ME, (idy)
= M (f) MZ (idv)

= Mg (f)

5.6

Folgerung.
Ist speziell V = W, dann folgt aus dem Satz fiir B=C und B’ =’

Mg (f) =T ME(f) T

Beispiel.
Sei f:R? — R? (w,y) — (32 —2y,z+y) und B = C die Standardbasis,
B ={(5,8),(-1,1)}, ¢’ ={(0,1), (1,1)}. Damit ist

f(5 8) = (—1,13) 14(0,1) —I—(—l)(l,l)
( 71) = (_5’0) 5(0’ 1) + (_5)(171)
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also
) = SNE(T

mit

v = (3 1) Mg - (3 )

=g = (7 g) s o= (T )

(3 (6 )
(5 5)G )-(0 %) o

5.10 Eine geschickte Basiswahl

Satz.

Seien V', W endlich dimensionale K-Vektorrdume, und sei f : V — W
eine K-lineare Abbildung. Dann gibt es Basen B von V und C von W so,
dass gilt

E. 0
ME(F) = |- oo | mit r=dimgbild f
0 : 0

Hierbei ist MG(f) in Blocken dargestellt. E,. ist die (r x r)-Einheitsmatriz,
und 0 ist jeweils die Nullmatrix mit passendem Format.

Beweis. Seien vi,...,v, € V so gewéhlt, dass f(vi) = wy,..., f(vr) =
w, eine Basis von bild f bilden. Ergénze diese Basis zu einer Basis C =
(w1,...,wy) von W. Sei (uy,...,us) eine Basis von kern f. Nach Lemma
4.7 bildet B = (v1,..., vy, u1,...,us) eine Basis von V und M§(f) hat die
angegebene Gestalt. O
Folgerung.

Sei A € My« (K) und r die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spal-
ten von A. Dann gibt es invertierbare Matrizen S € M, xm(K) und T €
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M, xn (K) so, dass gilt
STLAT =

Beweis. Sei B eine Basis von K™ und C eine Basis von K™. Nach 5.4 gibt
es eine K-lineare Abbildung f : K™ — K™ so, dass A = M§(f). Nach
dem Satz gibt es Basen B’ von K™ und C’ von K™ so, dass gilt

E. : 0
MS, (f) = Coee

Mit 7" := ME, (idgn) und S := MS, (idgem ) folgt S~1AT = M, (f) nach 5.8
und 5.9. O

5.11 Die Standardabbildung zu einer Matrix

Sei A = (a;j) € Myxn(K). Dann erhalten wir eine K-lineare Abbildung

X1 T
g: K" — K™

— A -

Ln Ln

genannt Standardabbildung zur Matrix A. Wir benutzen die Spaltenschreib-
weise und erhalten damit beziiglich Matrizenmultiplikation

Z1 a1 ot Q1p Z1

T Gm1 ot Gmn T
1171 + a12T2 + - + A1 Ty
= S mel(K)

Am1T1 + AmaZ2 + - - + AppTn
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Insbesondere gilt fiir den j-ten Standardbasisvektor von K"

0
0
€= |1] «— j-te Zeile
0
0
dass
aij
azj
Aéj = . = j-te Spalte von A fiir j=1,...,n
Qmj

Regel: Die Spalten der Matrix sind die Bilder der Standardbasisvektoren.
Beispiel.

Sei f : K® — K? gegeben durch die Matrix 3) beziiglich den

1 2
4 5 6
Standardbasen von K2 und K3. Dann ist (in Spaltenschreibweise)

1 0 0
1 2 3
o) =G) o) -G o (o) -6)
0 4 0 > 1 6
Insbesondere wird bild(f) von {(}), (%), (})} erzeugt.

Bemerkung.
Es ist A = M%(g), wobei B die Standardbasis von K™ und C die Standard-
basis von K™ ist.

Lemma.
Ist A € M, xn(K) invertierbar, so ist die Standardabbildung K™ — K™,
T — AZ, bijektiv.
x
(Dabei wird der Vektor ¥ = | @ | € K™ als Spalte geschrieben.)

1'71,

Beweis. Ist A7 = 0, so folgt # = E,# = A~ A% = 0. Die Standardabbil-
dung K™ — K™ ist also injektiv und daher nach 4.8 bijektiv. O
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5.12 Faktorisierung einer linearen Abbildung

Jede K-lineare Abbildung eines endlich-dimensionalen K-Vektorraumes in
einen ebensolchen lésst sich iiber die Standardabbildung und die in 4.6
definierte Koordinatenabbildung kg faktorisieren.

Satz.

Sei V' ein K -Vektorraum mit Basis B = {v1,...,v,}, W ein K-Vektorraum
mit Basis C = {w1,...,wn}t und f : V. — W eine K-lineare Abbildung.
Ist g die Standardabbildung zur Matriz M%(f), so ist das Diagramm

kommutativ d.h. es ist

Beweis. Fiur j =1,...,n ist
(gokp)(vj) = g(ks(v;)) nach Def. von o
=g(€) nach Definition von kg, vgl.4.6

= j-te Spalte von M%(f) nach 5.11
Ist

aixr o Qln
M%(f) = : : mit f(v;) = a1 w1 + -+ + amw,, (vgl. 5.4)

Gm1  *° OGmn

dann folgt fir j=1,...,n

(ke o f)(vs) = ke(f(vy)) nach Def. von o
= ke(ayjwy + -+ + Qmjwm) nach 5.4
= ayjke(wy) + - + amjke(wm) da ke K-linear
=a1€1 + -+ amjem nach 4.6

= j-te Spalte von M%(f)

Hierbei bilden €1, ..., e, die Standardbasis des K™. O
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5.13 Rang einer Matrix

Definition.
Der Rang einer Matriz A € My, xn(K) (auch Spaltenrang genannt) ist die
Dimension des von den Spalten von A erzeugten Teilraumes von K™.

Bemerkung.
Fiir die Matrix M§(f) einer K-linearen Abbildung f:V — W gilt

rang M§(f) = dimg bild(f)

Beweis. Nach 5.12 gilt f = kc_l o g o kg, wobei k¢ und ki Isomorphismen
sind und g : K" — K™ die zu M§(f) gehorige Standardabbildung ist. Es
gilt also dimg bild(f) = dimg bild(g). Nach 5.11 wird aber bild(g) von den
Spalten von M$§(f) erzeugt. O

Wir definieren nun: ’rang(f) := dimg bild(f) ‘

5.14 Rang und Invertierbarkeit

Satz.
Sei A € My, xn(K). Dann gilt

’A ist invertierbar —

Beweis. = Sei A invertierbar, dann ist die Standardabbildung

I I
g: K" — K", D —A

Ln Ln

nach Lemma 5.11 bijektiv. Also ist rang A = n, da nach 5.11 bild(g)
von den Spalten von A erzeugt wird.

<= Sei rang A = n. Dann gibt es nach Folgerung 5.10 invertierbare Ma-
trizen S, T € My, x,(K) mit S~*AT = E,, und also mit S~14 = T~ 1.
Sei B := TS~ dann folgt
BA=TS 'A=TT"'=E,

Also ist A invertierbar.
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5.15 Zeilenrang einer Matrix

Definition.
Sei A € My, xn(K). Der Zeilenrang von A ist die Dimension des von den
Zeilen erzeugten Teilraumes von K.

Satz.
Sei A € My, xn(K). Dann gilt

’ Spaltenrang von A‘ = ’ Zeilenrang von A‘

Beweis. Nach Folgerung 5.10 gibt es invertierbare Matrizen R € M,y (K)
und 7' € M« (K) so, dass

E. : 0
RAT = .
0o : 0
Wir zeigen zunichst, dass Spaltenrang von A = Spaltenrang von RAT

gilt. Bezeichnet gp die zur Matrix B gehorige Standardabbildung, so gilt
rang B = dimg bild(gp) =: rang(gp)

nach 5.11 und 5.13. Es sind g7 : K™ — K™ und gr : K™ — K™ Iso-
morphismen nach Lemma 5.11, und gr vermittelt eine injektive K-lineare
Abbildung bild(ga) — K™. Es folgt rang(gr o g4 © gr) = rang(ga) und
daher rang(RAT) = rang A nach 5.11 und 5.6. Nun folgt

Spaltenrang von A = Spaltenrang von RAT (eben gezeigt)
= Spaltenrang von ‘(RAT) (offensichtlich)
= Spaltenrang von ‘T 'A ‘R (nach 5.3)

= Spaltenrang von ‘A (eben gezeigt)

= Zeilenrang von A (nach Definition von ‘A in 5.3 )
O

Lernerfolgstest.

e Welches Format miissen zwei Matrizen A und B haben, damit
man das Produkt AB bilden kann?

e Kann man eine Matrix aus Max3(K) invertieren?

e Seien A, B invertierbare Matrizen in M,, x» (K). Dann ist das Pro-
dukt AB invertierbar. Wie bildet man die inverse Matrix (AB)™" ?
e Aufgaben 22 bis 30, im Aufgabenpool Abschnitt 5.
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5.16 Ubungsaufgaben 22 — 30

Aufgabe 22.
Es sei V der Vektorraum aller 3 x 3-Matrizen iiber einem Koérper K. Man
zeige, dass die Abbildung

f:V =K, a1 @G22 G3 | — ai1 + as + ass,
asi asy ass

K-linear ist, und konstruiere eine Basis von kern(f).

Aufgabe 23.

(a) Seien V und W endlich dimensionale K-Vektorrdume, B = (v1,...,v,)
eine Basis von V und C = (wy, ..., w,,) eine Basis von W und f:V — W
eine K-lineare Abbildung. Man zeige, dass der von den Spalten von M§(f)
erzeugte Teilraum von K™ isomorph zu bild(f) ist.

(b) Sei f: K? — K? die Standardabbildung zur Matrix (3 g _61>

Man bestimme jeweils eine Basis von bild(f) und kern(f).

Aufgabe 24.
Fiir die R-lineare Abbildung

f:RY = R®, (z1,20,23) — (z1 — 0 + 23, =69 + 1223, — 221 + 229 — 223)

berechne man die Matrix Mg(f), falls

(a) B=C=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

(b) B=C={(-1,0,1),(-1,2,1),(-2,0,4)}.

Aufgabe 25.

Eine K-lineare Abbildung f : V — V heifit Projektion, falls f o f = f gilt.

Es sei f: R? — R? eine Projektion, fiir die (1,2) € kern(f) und (1,-1) €
bild(f) gelte. Man berechne die Matrix Mg(f), falls

(a) B=C= {(170)7 (07 1)}
(b) B=C={(1,2),(1,—-1)}.
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Aufgabe 26.
Sei V* = Homg (V, K) der Dualraum von V. Fiir j = 1,...,n sei vj € V*
definiert durch

1, fallsk=3j
vi(vg) =< as j fir k=1,...,n. Man zeige:
J 0, fallsk#j

(a) B* = (vy,...,uv}) ist eine Basis von V*.

(b) Ist f: V — W eine K-lineare Abbildung, so ist die Abbildung
YeW* - V* araof,

ebenfalls K-linear.

(c) Ist A= ME(f), so gilt 'A = ME ('f) fiir die transponierte Matriz 'A.

Aufgabe 27.
Gegeben seien die Basen B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} und

B ={(3,-1,0),(-1,-1,1),(-3,2,-1)}
von R? sowie die R-lineare Abbildung f : R® — R3,
(21,2, 23) — (—bx1 — 1829 — 243, 41 + 1329 + 1623, —221 — 629 — Tx3).
(a) Man berechne die Matrizen M (f) und Mg,/(f) .
(b) Man berechne die Matrizen M, (id) und M (id).
(c) Man verifiziere die Gleichung ME (f) = M5 (id) - ME(f) - ME (id) .

Aufgabe 28.
Gegeben seien die Basen

B ={(17,-25,1),(0,1,0), (16,0,1)} und B = {(1,0,0), (0,1,0), (16,2, 1)}

von R? sowie die Basen C = {(1,0), (0,1)} und C' = {(3,7),(2,5)} von R
Es sei f : R® — R? eine R-lineare Abbildung mit der Matrix

vn= (22 ).

(a) Man berechne die Matrizen S = M, (idge), T := ME (idgs) und
Mg, (f)-
(b) Man verifiziere die Gleichung MS, (f) = S~ - MS(f)-T.
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Aufgabe 29.
Es sei f: R3 — R? eine R-lineare Abbildung mit der Matrix

0 2 -1
ME(H=[-3 -2 4
-2 0 2

beziiglich der Standardbasis B = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} von R3. Man
berechne die Matrix M5 (f) fiir die Basis

B =1{(2,1,2),(1,2,2),(2,2,3)}.

Aufgabe 30.
(a) Sei f:V — V eine K-lineare Abbildung, und seien B, B’ zwei Basen
von V. Man zeige:

ME (f) € GL,(K) <= f ist ein Isomorphismus.

(b) Man zeige: Die Abbildung ME : Aut(V) — GL,(K), f — ME(f), ist
ein Isomorphismus von Gruppen.
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6 Lineare Gleichungssysteme

Lernziel.

Fertigkeiten: Losen von linearen Gleichungssystemen mit dem Gauf3-
schen Algorithmus

Kenntnisse: Losbarkeitskriterien, Aussagen iiber die Losungsmenge
von homogenen und inhomogenen linearen Gleichungssystemen

by
Sei A = (aij) € Mpyxn(K) und b = € K™. Gesucht sind alle
b
T
Vektoren © = | : | € K", fiir die gilt:
T

oder ausfithrlich (gemé8 Definition 5.2 der Matrizenmultiplikation fiir AZ)

anr1 + -+ T, = b

am1T1 + 0+ GpnTn = bm
Wir nennen AZ = b ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n
Unbekannten z1,...,z,.

6.1 Beispiele

1. Das System AZ = 0 heift homogenes lineares Gleichungssystem. Die
Menge der Losungen ist der Kern der Standardabbildung

K'— K™, Z+— AZ
Insbesondere ist A7 = 0 losbar, da 0 € K" stets eine Losung ist.
2. Sei K = R. Das System

\/5961 — 3z = 0
T —\/§$2=1

besitzt keine Losung (vgl. Aufgabe 3c).

6.2 Losbarkeitskriterien

Seien A = (ai;) € Mpypxn(K) und f : K" — K™, & +— AZ , die zu-
gehorige Standardabbildung. Dann gelten
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1. Aquivalent sind

(a) Das System AZ = b ist losbar, d.h. hat mindestens eine Lésung
(b) b € bild(f)
air 0 Qip air o a1 | b
(c) rang | : = rang
Ami G T I
~Rang von A = Rang der um b erweiterten Matrix (A[b).*

. Aquivalent sind

(a) AZ = b ist universell Idsbar, d.h. fiir jedes b € K™ losbar.
(b) f ist surjektiv
(c) rang A =m

. Aquivalent sind

(a) AZ = b ist eindeutig losbar, d.h. hat genau eine Losung

-,

(b) rang A = n = rang (Alb)

. Falls m = n (n Gleichungen und n Unbekannte), dann sind dquivalent

(a) AZ =0 ist eindeutig ldsbar
(b) rang A =mn

In diesem Fall ist #= A~1b die Lésung.

. Ist m < n (weniger Gleichungen als Unbekannte), so hat das homo-

gene System AZ = 0 stets eine Losung # 0 (nicht triviale Losung).

Beweis. zu 1., 2. 1. und 2. gelten, weil bild(f) von den Spalten von A

erzeugt wird (vgl. 5.11) und also

| dimy bild(f) = rang A |

ist (vgl. 5.13).

zu 3. Wenn das System AZ = b 15sbar ist, so gilt

—.

AT = b ist eindeutig lésbar <= kern(f) = {0}

=% 7€ kemn(f) = A(Z+Z) = AT+ AZ = b+0. Damit ist 7= 0,
da wir sonst zwei verschiedene Losungen hitten.
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=% kern(f) = {0} e f injektiv. = Eindeutigkeit
3. folgt nun aus 1. und der Dimensionsformel

n= dim g kern(f) + dimg bild(f) 5y dimg kern(f) + rang A

zu 4. Da m = n ist gilt

rang A = n <= A invertierbar
5.14

zu 5.

m < n = dimg bild(f) <n
= dimg kern f > 0, dan = dim g kern(f) + dimg bild(f)

—> Behauptung folgt nach 6.1 1.

6.3 Die Menge der Losungen

Sei A € Myyn(K) und f: K" — K™, # — AZ. Das System AZ = b
sei 1osbar, und es sei ¥y € K" irgendeine Losung. Dann ist

’fo+kern(f) = {fo+f|f€kernf}‘

die Menge aller Losungen des Systems; sie ist im allgemeinen kein Teilraum
von K™, aber ein sogenannter ,affiner Unterraum®.

Insbesondere ist ein losbares Gleichungssystem Ax = b genau dann eindeu-
tig 16sbar, wenn das zugehdrige homogene System AZ = 0 nur die triviale
Losung © = 0 hat (und in diesem Fall gilt: Anzahl der Gleichungen >
Anzahl der Unbekannten nach 6.2 5.).

Beweis. Ist 1 € K" eine Losung, dann folgt

—

A(#y — @) = Ay — ATy =b—b=0
= T — %y € kern f = ¥y € &y + kern(f)

Ist umgekehrt &1 € &y + kern(f), also &1 = Zo + & mit & € kern(f), dann
gilt B B
AT = A(Zo+7) = ATy + AT =b+0=10
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Beispiel.

Zu 16sen ist das System
—r1 + 229 + xs3 = =2
3r1 + —8x2 + —2z3 = 4
T+ + dzyg = -2

Methode: Es ist
-1 2 1 | -2 Addiere das 3-fache der 1. Zeile

(A]p) = 3 -8 —-2| 4 zur 2. Zeile
1 0 4 | -2 Addiere die 1. Zeile zur 3. Zeile
—1 1] -2
M, = 0 -2 1]-2 Addiere die 2. Zeile zur 3. Zeile
0 2 5| -4
-1 2 1| -2
My=| 0 —2 1]-2
0 0 6] -6
Es folgt
6x3 = —6— 23 =—1
1
= —2m2—1:—2:>:1:2=§
1

6.4 Elementare Umformungen einer Matrix

Sei A € My xn(K). Eine elementare Zeilenumformung von A ist einer der
folgenden Vorgénge:

I) Vertauschung zweier Zeilen

IT) Multiplikation einer Zeile mit einem A € K* = K \ {0}
IIT) Addition des A-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile, A € K
Entsprechend ist eine elementare Spaltenumformung definiert.

Bemerkung.
Elementare Umformungen dndern den Rang einer Matrix nicht (vgl. Auf-
gabe 32a).
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6.5 Elementare Umformungen und die Lésungsmenge

Bemerkung.

Sei A € Myxn(K) und b € K™. Geht die Matrix (A[b) durch elementare
Zeilentransformationen in die Matrix (4’|6’) iiber, so haben die linearen
Gleichungssysteme AZ = bund A'Z =V dieselbe Losungsmenge.

Beweis. Elementare Zeilenumformungen von (A[b) bewirken, dass zwei
Gleichungen vertauscht werden (I), eine Gleichung mit A # 0 multipliziert
wird (II) oder ein Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen addiert wird
(ITI). Die Losungen von AZ = b sind also auch Lésungen von A’ = /.
Da man durch entsprechende elementare Zeilenumformungen der Matrix
(A \l_)" ) wieder zur Matrix (A|l_;) zuriick kommen kann, ergibt die gleiche
Argumentation, dass die Losungen von A'TF = b auch die Losungen des
Systems AZ = b sind. O

Elementare Spaltenumformungen verindern die Lésungsmenge.
Spaltenvertauschungen kann man zur Losung benutzen, muss aber dann
die Unbekannten entsprechend umnummerieren.

6.6 Gauflscher Algorithmus (m = n = rang A)

Sei A € My, xn(K) und rang A = n. In diesem Fall ist das lineare Glei-
chungssystem AZ = b eindeutig l6sbar (vgl. 6.2 4.), und in jeder Spalte von
A gibt es ein Element ungleich Null.

1. Schritt Wir starten mit der Matrix (A|b) und erreichen durch Zeilen-
vertauschungen (falls notig) dass a1 # 0 ist. Addiere das —Z’—i—fache
der ersten Zeile zur i-ten Zeile fiir ¢ = 2,...,n. Wir erhalten eine
Matrix der Form

* A ! /
aip Q2 -0 A1p 1
! ! /
0 aj - ay, | b
A ! /

0 al; a,, | b

2. Schritt Durch eventuelle Zeilenvertauschung mit einer Zeile, die un-
gleich der 1. Zeile ist (beachte: rang A = n), stellen wir sicher, dass

aby # 0 ist. Addieren wir nun das —/-fache der 2. Zeile zur i-ten
22
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Zeile fur jedes i # 2, dann ergibt sich eine Matrix der Form

1 12 //

aj; 0 ayy -+ af, | b
* " " 1/

0 a3 asy -+ ay, | by
1 " 1/

O 0 a33 A a3n b3
1 12 /!

0 0 Apg " Qpp bn

Wir iterieren nun dieses Verfahren. Da rang A = n ist, kénnen wir im k-ten
Schritt stets durch eventuelle Zeilenvertauschung unter den Zeilen &, ..., n
erreichen, dass das Element an der Stelle (k, k) ungleich Null ist. Schliellich
ergibt sich eine Matrix der Form

aj; 0 -+ 0 |07
0 . .
: . . 0 :
o - 0 a;,|0b

Z; -~ Vi=1,...,n

6.7 Verfahren zur Inversion einer Matrix

Sei A € GL,(K). Dann ist rang A = n (vgl. 5.14). Wenden wir die Umfor-
mungen aus 6.6 auf A an und multiplizieren am Schluss die i-te Zeile mit
1/aZ;, so erhalten wir die Einheitsmatrix E,,

219

0
N
0 --- 0 1

Wir erhalten nun A~!, indem wir alle elementaren Umformungen, die A in
FE,, iiberfiihrt haben, in derselben Reihenfolge auf E,, anwenden.

Beispiel.

A= 5 —1\ 2.-%z 5 —1\ Zi+52 5 0 21 1 0 — B
8 1 0o 0 8) 2 \0 1) 7
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1 0\ Z.— 1 Z1+2Z 5 5
Bl 1) ) ()
1z, (L L
—>( % ]53> (vgl. Beispiel in 5.7).
#52: \T13 13

6.8 Gauflscher Algorithmus

Sei A € My, xn(K). Um das System AZ = b zu 16sen, fithren wir solange
elementare Zeilenumformungen der Matrix (A|b) durch, bis die Gestalt

a{ll * e * * e e * bll
0
*
0 0 dy| = % mit a}; # 0 fir i =1,...,¢
0 0 | 0] =« *
erreicht ist. Durch Vertauschung der Spalten ¢ + 1,...,n kénnen wir das

Verfahren fortsetzen, miissen dann aber die Unbekannten entsprechend um-
nummerieren. SchlieBlich erhalten wir eine Matrix der Form

aly ke x|k e e x| B
0

0 - 0 afy|* - o x| W
0 --- --- 010 -~ -0 bgﬂ
- P 2

mit o, 0 firi =1,...,k.
Der Rang von A und dle Losbarkeit des Systems lassen sich nun einfach

ablesen: rang A = k, und A% = b ist losbar genau dann, wenn by | = --- =
b’ =0 (vgl. 6.2 1.).
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Beispiel.
Sei
00 1 N
A=1|1 2 1| undb=1{0
1 2 2 0
Es folgt
) 00 1 12 2]0
A =(1 2 1|0 | Z=Z (1 2 1]o0
1 2 2|0 00 1|1
12 210 1 2 2/0
24 g0 —1]0 | 225, 0 -1 00
00 11 0 1 01
1 2 2]0
Zt% g —1 0]0
0 0 01

-,

Es folgt, dass rang A = 2 und rang(A|b) = 3 ist. Das System ist deshalb
nach 6.2 1. nicht losbar.

Lernerfolgstest.

e Schreiben Sie das folgende Gleichungssystem in der Form
A% = b und diskutieren Sie Losbarkeit, Losungsverfahren
und Loésungsmenge:

211 + 3z - T3 = 6
—4x4 + 4dx3 = 2
611 — bxe 4+ bxry = =2

e Schildern Sie das Prinzip des Gauf}-Algorithmus.
e Aufgaben 31-35, im Aufgabenpool Abschnitt 6

6.9 Ubungsaufgaben 31 — 35

Sofern nicht anders vermerkt, beziehen sich die folgenden Aufgaben auf den
Korper R.

Aufgabe 31.

Problem aus einem Altchinesischen Mathematikbuch:

Wieviele Hahne, Hennen und Kiiken kann man fiir 100 Miinzen kaufen,
wenn man insgesamt 100 Vogel haben will, und ein Hahn 5 Miinzen, eine
Henne 3 Miinzen und drei Kiiken 1 Miinze kosten? Die 100 Miinzen sollen
hierbei vollstdndig verbraucht werden.
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Man stelle ein passendes lineares Gleichungssystem auf und gebe eine Lo-
sung dieses Systems an, die auch das Problem 16st. Man ermittle dann die
Menge aller Losungen des Systems.

Aufgabe 32.
Sei K ein beliebiger Korper. Man zeige:

a) Geht eine Matrix B € M,,,x,(K) durch elementare Umformungen aus
einer Matrix A € My, x,(K) hervor, so gilt rang(B) = rang(A).

b) Jede m x n-Matrix kann durch elementare Umformungen in eine m x n-
Matrix der Form

C11 C12 oo C1p ... Cin
0 C22 ... Cop ... Co2n
C=|10 ... 0 ¢v ... Cm
0 0 0 0
o ... 0 0 ... O
gebracht werden mit ¢;; #0 firi=1,...,r.

c) Es ist rang(C) =r.

Bemerkung. Aufgabe 32 liefert ein Verfahren zur Bestimmung des Ranges
einer Matrix. Man bringt die Matrix durch elementare Umformungen auf
eine Matrix der Gestalt C' und kann dann den Rang direkt ablesen.

Aufgabe 33.
5 1 2 3 4 0 2 1
Esseien A= (-1 1 1 -1 -1 1| sowieb=| 3 |uwndée= {0
3 34 1 2 2 4 3

a) Man bestimme rang(A), rang(A[b) und rang(A|Z) .

b) Man bestimme die Dimension des Lésungsraumes
U:={feRS | AT =0}
und 1ése das homogene Gleichungssystem AZ = 0.

c) Man ermittle jeweils die Losungsmenge der Gleichungssysteme AZ = b
und AZ=¢C.
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Aufgabe 34.

In Abhéngigkeit von ¢ € R bestimme man die Losungsmenge des Glei-
chungssystems

t.’El =+ To —+ T3 — 1

T, +treo+ax3 =1

T1+ a9 +trs=1.

Aufgabe 35.
(a) Fiir zwei Matrizen A, B € M, x,(K) zeige man:

rang(A - B) <rang(A) und rang(A-B) < rang(B).

(b) Man zeige: Sind R € GL,,(K), T € GL,,(K) und A € M;;,xn(K), so
ist

rang(R-A-T) = rang(A).
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7 Die Determinante einer n x n-Matrix

Lernziel.

Fertigkeiten: Berechnung der Determinante einer n x n-Matrix fiir
n < 4 ohne Taschenrechner oder Computer. Losen von linearen Glei-
chugssystemen mit Cramerscher Regel, soweit moglich.

Kenntnisse: Definition und Eigenschaften der Determinante

Beispiele.

a1l a2
1. A= € M2><2(K) = detA:=aj1a02 —ajaa01 € K
a21 a22
2. Sarrussche Regel:
a11 Gl a3
A= |ax ax as| € Msys(K)
aszi asz ass
11022033 + ai12023a31 + a21a32a13
—a13022G31 — A12021033 — 23032411

= detA= e K

0 1 2
A=13 4 5 = detA=30+42-48-24=0
6 7 8

7.1 Definition der Determinante

Die Determinante einer n x n-Matrix wird durch den folgenden Satz defi-
niert.

Satz.
Es gibt genau eine Abbildung

det : Myxn(K) — K, A+r—detd
mit den Eigenschaften:
1. det ist linear in jeder Zeile
2. Ist rang A < n, so ist det A =10
3. detE, =1

Wir nennen det A die Determinante von A € M,,x,,(K) und det die Deter-
mainante.
Der Beweis des Satzes erfolgt in 7.3 und 7.4 unten.
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88 7 Die Determinante einer n x n-Matrix

Bedeutung von 1. Seien z1,..., 2, die Zeilen von A € M,,«,,(K). Dann
lésst sich A schreiben als

21
A= |
Zn
und 1. bedeutet:
21 21 21 21 21

det | z;+ 2zl | =det | z; | +det | 2/ | und det | Az; | = Adet | z;

Zn Zn Zn Zn Zn
firi=1,...,n und A € K. An den mit Punkten versehenen Stellen sind

dabei die Zeilen von A unverandert iibernommen.

7.2 [Eigenschaften der Determinante

Lemma.
Sei det : My, xn(K) — K eine Abbildung mit den Figenschaften 1., 2., 3.
aus 7.1, und seien A, B € M,,x,(K). Dann gelten

a) Geht B aus A durch Addition des \-fachen einer Zeile zu einer anderen

hervor, dann gilt
det B = det A

b) Geht B aus A durch Multiplikation einer Zeile mit A\ € K hervor, dann
gilt

det B = Adet A

¢) Geht B aus A durch Vertauschung zweier Zeilen hervor, dann gilt

det B=—detA
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Beweis. zu a) Ist
21 21
Zi 2
A=|: und B = :
Zj Zj + Az
Zn Zn
dann folgt
21 21
det B = det A+ Adet | : = det A, da rang <n,
7.1 1. N A
Z; Zi
Zn Zn
vgl. 5.15.

zu b) Die Behauptung folgt direkt aus 7.1 1.

zu c) Ist
21 21 21 21
Z; Zj Zi Zj
A= 3 B= ) Al = : 9 Bl = :
Zj Zi zi + Zj Zi + Zj
Zn Zn Zn Zn
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21
Zi + Zj

Zi + 25

Zn

dann folgt det A 5 det Ay, det B 5 det B; und

det A7 + det By ; detC 0

1.1 712

7.3 Beweis der Eindeutigkeitsaussage in 7.1

Seien det, det’ : M,,x,(K) — K zwei Abbildungen mit den Eigenschaften
1., 2., 3. aus 7.1, dann ist det A = det’ A fiir jede Matrix A € M,,x,(K).

Beweis. Ist rang A < n, dann ist nach 7.1.2 det A = det’ A = 0.

Sei rang A = n. Nach 6.6 und 6.7 kénnen wir A durch elementare Zeile-
numformungen in die Einheitsmatrix F, verwandeln. Da det E,, = 1 =
det’ E,, nach 7.1.3 gilt und wir die elementare Zeilenumformungen wieder

riickgéingig machen konnen, folgt mit den Rechenregeln aus 7.2 det A =
det” A. O

7.4 Laplacescher Entwicklungssatz

Definition.
Fir A € M,,x,(K) bezeichne A;; die aus A durch Streichen der i-ten Zeile
und j-ten Spalte entstehende (n — 1) x (n — 1)-Matrix.

Beispiel.
aix @iz ais
A= |aa azx ax
a3l a3z a33

dann folgt

G22  A23 @12 A13 @12 A13
An = Ao = As =
azz ass asz2 ass az2 A23
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= det A = a1 det A11 — agq det A1 + asp det Asq
= 011022033 — 11432023

— (21012033 + Q21032013 + G31012023 — 431022013

Satz.

Es gibt genau eine Abbildung det : My« (K) — K mit den Figenschaften
1, 2, 8 aus 7.1. Man kann det A induktiv durch Entwicklung der j-ten
Spalte berechnen, d.h. es gilt die Formel

(*) det A = Z(—l)”jalj det Ai]‘
i=1
fiir jedes 7 =1,...,n. Ausgeschrieben bedeutet die Formel

det A= (—1)"ay;det Ay + -+ (=1)"a,; det A,;
fiir jedes 3 =1,...,n.
Beweis durch Induktion nach n.
n =1 Setze deta :=a Va € K. Dann die Eigenschaften in 7.1 erfiillt.

n > 1 Wir nehmen an, dass es fiir (n — 1) x (n — 1)-Matrizen eine Deter-
minante gibt. Wir wihlen ein j € {1,...,n} aus und definieren det A
durch () fiir jedes A € M, xn (K).

Zu zeigen: Die so gewonnene Abbildung det hat die Eigenschaften 1,
2, 3 aus 7.1.

zu 1.) det ist linear in jeder Zeile, weil dies fiir jeden Summanden
in der Entwicklungsformel (x) gilt.

zu 2.) Sei A € M;,x,(K) und rang A < n.
Zu zeigen det A = 0. Ist rang A < n dann folgt aus 5.15, dass
Zeilenrang A < n ist. Nach 3.2 gibt es dann eine Zeile z; von A,
die Linearkombination der anderen Zeilen ist, also

zi =Mzt Aic1zic1 + Ai1zipr T+ Anzn

mit Aq,..., A, € K.
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Es folgt:

21
det A=det | z; | «— i-te Zeile

Zn

21

= det /\121 + -+ )\7;_121'_1 + )\i—i-lzi-i-l + -+ )\nzn

Zn

=Mdet | z1 | +---+XN_1det | z;_1 | «— i-te Zeile

Zn Zn

Z1 21
+XNiprdet | zig1 |+ -+ Apdet | 2, | « i-te Zeile

Zn Zn

Die Behauptung ergibt sich nun aus folgender Eigenschaft 2’.

Lemma.
Es gilt 2°: Sind in einer Matriz B € My, (K) zwei Zeilen gleich, so
ist det B = 0.

Beweis. In B = (b;j) seien die k-te und die ¢-te Zeile gleich, und
es sei ohne Einschrénkung k£ < ¢. Mit Ausnahme von det By; und
det By; sind dann nach Induktionsvoraussetzung alle Determinanten
det B;; = 0 (weil die Matrix B;; fiir ¢ # k,{ zwei gleiche Zeilen hat
und also rang B;; < n — 1 gilt). Es folgt
det B = (—1)Fby; det Byj + (—1)“by; det By;
= (=1)7by;((=1)F det By; + (—1)" det By;)
(brj=be;)
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Ist £ = k + 1, so annulieren sich die Summanden in den Klammern,
und es ist det B = 0.

Vergleichen wir nun die beiden Matrizen

2 4
21 2y,
/
z
k+1 . . / /
By = ) und By; = A mit 2z, = 2,
: Zy_q
!/ !
2 2o+t
Zn Zn

dann kénnen wir By; durch {—k —1 Zeilenvertauschungen in By; ver-
wandeln. Nach Induktionsvoraussetzung und 7.2 bewirkt dies gerade

{ — k — 1 Vorzeichenwechsel. Es folgt

(=) det By; + (—=1)“det By; = (—1)*(=1)*"*"! det By; 4 (—1)* det By,
= (1) =1 det By + (—1)" det By;
(=1 + (=1)") det By; =0

und damit det B = 0. O
zu 3.) Fiir die Einheitsmatrix F,, berechnen wir (). Es ergibt sich

det B, = (=1)* 1detE;; = 1
—— “7 Ind. Vor.
=1

7.5 Die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix

Folgerung (aus 7.4).
Ist A € M,,x,(K) eine obere Dreiecksmatriz, das heift

aip aiz2 - QA1in
0
A =
: - an—1,n
0 c 0 Ann
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so ist det A das Produkt der Diagonalelemente

detA=ai1- -ann

Dies gilt insbesondere auch fiir Diagonalmatrizen.

Beweis. Der Beweis ergibt sich durch Induktion nach n und Entwicklung

nach der ersten Spalte. O
Beispiel.
1 2 3 1 2 3 1 2 3
e A=|[2 5 1| =2 Lo 522001 -5
4 9 6 0 1 -6 0 0 -1
Nach 7.2 und 7.5 folgt det A=1-1-(-1) = —1.

e Berechnung von det A durch Entwicklung nach der ersten Spalte

5 1 2 3 2 3
detA—ldet<9 6)—2detA<9 6>—|—4detA<5 1)

=21 -2-(=15) +4-(-13) = -1

o Weitere Moglichkeit der Berechnung von det A. Es ist

1 2 3
detA=det|[{0 1 -5
7.2 0 1 —6

1 -5
7.41~det(1 —6) =-1

7.6 Kriterium fiir invertierbare Matrizen

Sei A € My« (K). Dann sind dquivalent:
i) A ist invertierbar

ii) rangA=n

iii) det A # 0

Beweis. i) < ii) vgl. 5.14

ii) = iii) Ist rang A = n, so kann A wie in 6.6 durch elementare Zei-
lenumformungen in eine Diagonalmatrix iiberfithrt werden mit lau-
ter Diagonalelementen ungleich Null. Nach 7.2 und 7.5 ist damit
det A # 0.

iii) = ii) Dies folgt aus 7.1 2.
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7.7 Determinante der transponierten Matrix

Satz.
Ist A € M, xn(K), so ist
det A = det A

Insbesondere kénnen wir det A auch durch Entwicklung nach der i-ten Zeile
berechnen. FEs gilt

det A = Z(*l)“rjaij det Aij
j=1

fiir jedes i = 1,...,n. Ausgeschrieben bedeutet dies
det A = (—1)"a; det Ay + --- 4 (=1)" " ay, det Ay,
fiir jedesi=1,...,n.

Beweis. Definieren wir Linearitdt in einer Spalte analog wie in 7.1, dann
ist die durch () in 7.4 gegebene Abbildung

det : M xn(K) — K, Ar—detA

auch linear in der j-ten Spalte fiir j = 1,...,n, denn in der Spaltenent-
wicklungsformel 7.4 hdngen die Matrizen Aj1, ..., A, nicht von der j-ten
Spalte ab, da diese gestrichen wurde.

Da die Spalten von A die Zeilen von A sind, folgt, dass die Abbildung

Mpsn(K) — K, Ar— det’A

linear in jeder Zeile ist und damit 1. aus 7.1 erfiillt. Sie erfiillt auch 2., denn
nach 5.15 ist rang A = rang *A. Auch 3. ist erfiillt, da ’F,, = E,,. Da det nach
7.3 durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt ist, folgt det ‘A = det A
fiir alle A € M, xn (K). O

7.8 Multiplikationssatz fiir Determinanten

Satz.
Sind A, B € My xn(K) dann gilt

| det(AB) = (det A) - (det B)|

Insbesondere gilt: Ist A invertierbar, so ist

(det A)~ = det A™!
| |
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Beweis. Ist rang B < n, dann ist det B = 0 nach 7.6, und es ist auch
rang(AB) < n, (denn andernfalls wire AB invertierbar nach 5.14 und
daher auch B, was rang B = n nach 5.14 zur Folge hiitte).
Es folgt 0 = det(AB) = det A-det B.

7.6 N~

=0
Sei B fest gewédhlt mit rang B = n. Dann ist nach 7.6 det B # 0. Wir zeigen
nun, dass die Abbildung

fiMuxn(K) — K, A+ (det B)"'det(AB)

die Eigenschaften 1., 2., 3. aus 7.1 erfiillt. Mit der Eindeutigkeitsaussage aus
7.3 folgt dann det A = f(A) = (det B)~! det(AB) und also die Behauptung.

zu 1.) Fir
21
C:=\|z+2%
Zn
folgt
ZlB ZIB
CB = (z; +2))B| =|2B+zB
znB znB
also

ZlB ZlB
1

det(CB)7:det ziB | +det | 2B

zZn B zZn B

21 21

5:2det zi | B| +det 2 | B

S

Zn Zn
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Durch Division mit (det B)~! folgt hieraus

21 Z1 21
flzitz|=f|z|+f] 4

Z’IL Zn Zn

Analog ergibt sich

Zn Zn

zu 2.) Ist rang A < n, dann ist nach 5.14 auch rang AB < n und damit
det AB = 0 nach 7.6, insbesondere f(A) = 0.

zu 3.)

f(E,) = (det B)~! det(E, B) nach Def. von f
= (det B) 'detB =1

7.9 Kastchenregel

Satz. Sei A € M,«,(K), und sei C € My,_pxn—r(K). Die Nullmatriz 0
und die Matrix B seien von passendem Format. Dann gilt:

det (%%) — (det A) - (det O)

Beweis. Schreibe die Kdstchenmatrix als Matrizenprodukt in der Form

(ore)=(5te) (oren)

Entwicklung des linken Faktors nach der ersten Spalte und des rechten

Faktors nach der letzten Zeile sowie jeweils Induktion ergeben
E.|B\ _ A 0 _
det( 0 C)-detC’ und det< 0 E. . )—detA

und also nach dem Multiplikationssatz 7.8 die Behauptung.
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Bemerkung.

Es gibt noch andere Methoden, die Kédstchenregel zu beweisen, wie z.B. die
Matrizen A und C durch elementare Zeilenumformungen vom Typ 6.4.111
jeweils auf die Gestalt einer oberen Dreiecksmatrix zu bringen und dann
die Regel 7.5 anzuwenden.

7.10 Methode zur Berechnung der inversen Matrix

Satz.
Set A = (aij) € Mpxn(K) und det A # 0 dann gilt

1
det A

wobei B = (b;j) € My, xn(K) mit

bij = (—1)i+j det Aji

Beweis. Wir zeigen AB =det A- E,,. Es ist AB = (¢;;) mit

n n
Cij = Z aikbr; = Z aip(—1)F7 det Ajr (nach Definition von B)
k=1 k=1
=det A" (Entwicklung nach der j-ten Zeile 7.7)

wobei A’ aus A entsteht, indem die j-te durch die i-te Zeile ersetzt wird,
also

detA firi=jy
Cii —
’ 0 fiir ¢ # j, da in A’ zwei Zeilen gleich sind

Beispiel.

5 —1
A—<8 1> = detA=13

Damit ergibt sich fir A~!

Ail _ i det A11 —det A21 . i 1 1
13 \—det Aj2  det Ay / ~ 13\-8 5
vgl. Beispiele in 5.7 und 6.7
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7.11 Cramersche Regel

Ist A eine invertierbare n x n-Matrix, so léasst sich ein lineares Gleichungs-
system AZ = b mit Hilfe der Cramerschen Regel 16sen.

Satz.
Sei A = (a;;) € GLy,(K). Dann ist das lineare Gleichungsystem AT = b fir
jedes be K" eindeutig losbar (vgl. 6.2 und 7.6), und die Losung ist gegeben
durch

) by aix - a
r1 = —— det
det A
bn Gp2 **° QApp
1 a;n b1 a3 - ai
T9 = —— det
det A
an1 bn an3 N )
1 a1 Gin—1 b1
T, = —— det
" det A
Gp1 *** Gpn—1 by
T
Beweis. Sei £ = | : | die Losung des Systems
Tn
airy  + + anxT, = b
an1T1 + + ApnTn = bn
Sind
ail A1n
51 == 9 787L - .
anl Ann

die Spalten von A, dann folgt

181+ -+ 1,8, =0
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und also
8+ -+ a8 —b+ -+ x,5,=0
Insbesondere sind also die Vektoren §7,...,x;8; — b, ..., 5, linear abhéingig
fir i =1,...,n, und damit sind auch die Spalten der Matrix
air - wiay —bi - ai,
Bi =
an1 e TiQpg — bn A ¢ )

linear abhingig fiir ¢ = 1,...,n. Nach 7.6 folgt det B, =0 firi = 1,...,n.
Fir ¢ = 1,...,n erhalten wir

aipr - wiay —bi - ain
0 =det B; = det
Gn1 ot Tilpg — bn ot Opp

a1 - G1—1 b1 a1 - ain
= g;det A — det :
77

an1 et Api—1 bn Ani+1 et Apn

da det linear in der i-ten Spalte ist, und es folgt die Behauptung. O

7.12 Die spezielle lineare Gruppe

Bemerkung.
Die spezielle lineare Gruppe

SL,(K):={A€GL, | det A= 1}

ist eine Untergruppe von GL,,(K), der Gruppe aller invertierbaren n x n-
Matrizen iiber K (vgl. 5.7.1).

Beweis. e Sind A, B € SL,(K), so sind auch AB und A~! € SL,,(K).
Dies folgt aus 7.10.

e Ferner ist SL,,(K) # @, da E,, € SL,,(K)
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7.13 Die Determinante eines Endomorphismus

Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und sei f : V — V eine
K-lineare Abbildung, das heifit ein Endomorphismus von V. Wihle eine
Basis B von V und setze

det f := det ME(f)

Diese Definition ist unabhéngig von der Basiswahl, wie sich gleich zeigt.

Satz.
det f ist unabhdngig von der Wahl der Basis B.

Beweis. Sei B’ eine weitere Basis von V. Dann gilt nach 5.9
ME (f) =T ' ME(f) T mit T = M5, (id). Es folgt

det MB; (f) = det(T~* ME(f) T) = det T -det ME(f)-det T = det ME(f)
' 0

Bemerkung.
Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und sei f : V' — V eine
K-lineare Abbildung dann gilt

’ f ist ein Automorphismus ‘ —

Beweis. Es gilt:

f ist ein Automorphismus
= MAE(f) ist invertierbar (nach 5.7.2)
= det f = det M5 (f) # 0 (nach 7.6)

7.14 Zur Bedeutung der Determinante

Wie wir oben gesehen haben, kann die Determinante recht niitzlich bei der
Losung von linearen Gleichungssystemen sein. Dariiber hinaus spielt sie eine
entscheidende Rolle in der Eigenwerttheorie, die wir im néchsten Kapitel
kennenlernen werden, und dient zur Definition des Begriffs der Orientierung
von R-Vektorrdumen. Ferner kann man mit Hilfe der Determinante den
Flacheninhalt eines Parallelogramms und allgemeiner das Volumen eines
Parallelotops im R™ ausrechnen. Auch in der Analysis begegnet man der
Determinante. Wir gehen hier noch kurz auf die Begriffe Orientierung und
Volumen ein.
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Orientierung von reellen Vektorrdumen

/ ‘ /

Y Y 0 x z

Abbildung 13: 2’ = Az mit z,2’ € R! und det A > 0

In R:

Es sind z und 2’ gleich orientiert, da @’ = Az mit det A\ > 0. (Beachte
dabei, dass A = det A € R gilt.) Es sind y, 3’ gleich orientiert, da y' = Ay
mit det A\ > 0 gilt, und y,z sind nicht gleich orientiert, da y = Ax mit
det A < 0, A € R. Diese Vorstellung von Orientierung in R* kénnen wir auf
einen endlich-dimensionalen R-Vektorraum iibertragen.

Definition.
Sei V ein R-Vektorraum mit dimg V' = n. Dann heiflen zwei Basen B und
B’ von V gleich orientiert, wenn fiir die Matrix des Basiswechsels gilt

det M%, (id) > 0

Wir schreiben dann B ~ B'.

Behauptung ,~“ ist eine Aquivalenzrelation, d.h.
1. B~B
2. B~B = B ~B
3. B~B und B ~B' = B~ B"

Beweis. zu 1.) Es ist MB(id) = E,, nach 5.4.3 und det E,, = 1 > 0 nach
7.1.

zu 2.) Sei T := M5, (id). Dann ist ME (id) = 7! nach 5.8. Ist det T' > 0,

so folgt det T~1 = <7 > 0.

zu 3.) Esist M, (id) M, (id) = MZ,, (id) und damit

5.

det MB, (id) = det M5, (id) det M, (id) > 0

>0 >0
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Eine Aquivalenzklasse von Basen heifit Orientierung von V.

Definition.

V heifit orientierter R- Vektorraum, wenn eine (geordnete) Basis B von V als
positiv orientiert ausgezeichnet ist. Alle Basen, die zu B gleichorientiert sind
(also in der selben Aquivalenzklasse liegen) heifien dann positiv orientiert
und die anderen negativ orientiert. Im R™ sei stets die Standardbasis als
positiv orientiert ausgezeichnet.

Orientierungserhaltende Automorphismen

Sei V' ein endlich n-dimensionaler orientierter R-Vektorraum. Dann heif3t
ein Automorphismus f : V - V orientierungserhaltend, wenn f jede Basis
von V in eine gleichorientierte Basis iiberfiihrt.

Bemerkung.
Es gilt
’ f ist orientierungserhaltend ‘ — |detf >0
Beweis. Sei B = (vy,...,v,) eine Basis von V und sei B = (v},...,v})
mit f(v;) = v} fiir j = 1,...,n, dann ist auch B’ eine Basis von V nach

Aufgabe 20, da f bijektiv ist. Nach 5.4 gilt ME(f) = ME, (id), also
det f =detME(f) >0 <= detMB (id)>0 <= B~B
O

Insbesondere ist f orientierungserhaltend wenn f eine Basis von V' in eine
gleichorientierte Basis iiberfiihrt.

Folgerung.

Sei v1 = (a11,a21,--,an1)s- -, Up = (@1n,a2n, - - ., Any) eine Basis von R™.
Tragen wir v; als j-te Spalte ein, so erhalten wir eine Matrix A = (a;;) €
M, x»(R) mit det A # 0 nach 7.6. Es gilt dann

’B = (vy,...,vy) ~ Standardbasis ‘ =

Beweis. Sei

Z1 Z1
fa:R" — R™, Dl — A
Tn In

die zu A gehorende Standardabbildung. Sie bildet gerade den j-ten Stan-
dardbasisvektor auf die j-te Spalte ab (vgl. 5.11), und es ist det A = det f4.
Die Behauptung folgt nun. O
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Die Determinante als Volumen

Sei V = R", und seien vy, ..., v, Vektoren in V. Dann heifit die Menge

’P(vl,...,vn) ::{)\1U1+-~-+)\nvn|O<)\¢<1fﬁri:1,...,n}‘

das von vy, ..., v, aufgespannte Parallelotop im R™.
Wir definieren das Volumen von P(vy,...,v,) als den Absolutbetrag
| det(vy, ... ,v,)]

(hierbei wird v; wie oben als j-te Spalte einer n x n-Matrix aufgefasst).

Beispiel.
Sei ey, ...,e, die Standardbasis in R™. Dann ist |det E,,| = |1| = 1 das
Volumen des n-dimensionalen , Einheitswiirfels“ P(eq,...,ey).

Flicheninhalt eines Parallelogramms
Sei V = R%. Wir berechnen den Flicheninhalt des Parallelogramms

P(v1,v2) = {\v1 + X2 | 0 < Aq, A < 1}

V1 + U2

V2

U1

Abbildung 14: Parallelogramm
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Es ist
v1 = Aj = A(cos a, sin )
v = vy = p(cos B,sin 9)
Fir 0 < g — a < « folgt

F'=1-0 =1 sin(8—a) = det (COsa sma) >

cos 3 sinpg

mit Hilfe des Additionstheorems sin( — ) = cosasin 8 — sinacos 3. Es
folgt mit h = ph’
Acosa  Asina
_ r_
F = AuF" = det <,ucosﬁ usinﬁ)
Berechnen wir F' als Volumen eines Parallelotops in R?, wie oben fiir jedes
n > 0 angegeben, dann erhalten wir mit v; = (a1, a2) und ve = (b1, ba)

aq bl ay; a
det <a2 b2> det <b1 62>‘ .

_ 1 -3 0
e Berechnen Sie det unddet [1 2 -1
1 2 1 2 1

7.7

F =

Lernerfolgstest.

B|C
e Gilt immer noch eine Késtchenregel, wenn auf die Nullmatrix als
Kastchen verzichtet wird?

e Was ist die Késtchenregel fiir eine Matrix der Form ( 014 >?

e Geben Sie die zu jl 2 inverse Matrix an.

e Auf welchen Typ eines linearen Gleichungssystems ist die Cramer-
sche Regel anwendbar?
e Aufgaben 36-43, im Aufgabenpool Abschnitt 7

7.15 Ubungsaufgaben 36 — 43

Aufgabe 36.
Man priife, ob die folgenden Matrizen iiber R invertierbar sind, und bestim-
me gegebenenfalls die inverse Matrix:

012 3 1 2 -5 4

1 -3 0
1 2 3 4 2 1 -1 0
A‘}§;1’3_2345’O_3012
3456 1 -1 4 —4
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Aufgabe 37.
(a) Man berechne die Determinante der Matrix
3 4 2 1
21 3 5
A= 01 1 2 € Myx4(R).
1 2 40

(b) Man zeige mit Hilfe des LAPLACEschen Entwicklungssatzes, dass fiir
z,y € R gilt:

z y O 1
-y xz -1 22 2
det 0 1 =z - =(z*+y +1)°.
-1 0 y T
Aufgabe 38. .
Gegeben seien iiber R die Matrix A und der Vektor b mit
1 2 3 B 1
A=12 -1 1 und b= |0
3 2 4 1

Zur Losung des linearen Gleichungssystems AT = b benutze man

(a) die CRAMERsche Regel und

(b) den Gaussschen Algorithmus.

(c) Man bestimme die inverse Matrix A~ und verifiziere die Gleichung
A71b =7 fiir die unter (a) und (b) gewonnene Losung .

Aufgabe 39.
Man untersuche, ob die Matrizen

1 1 1 -1 -1 1 d -1 -1
1 1) \-1 —1) -1 —1) " {1 1
eine Basis des R-Vektorraums Mayo(R) bilden.
Aufgabe 40.
In Abhéngigkeit von ¢ € R bestimme man die Losungsmenge des Glei-
chungssystems
1 —xotaxs+(1—t)zy =1
toy — (t+ D)oy — 224 =t
x1+ T2+ (2t + Dag + (1 +t)xy = t2.
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Aufgabe 41.
(a) Man bestimme alle 2 x 2-Matrizen iiber R, die zu sich selbst invers
sind.

(b) Sei A € Maya(K), und sei A? die Nullmatrix. Man zeige, dass fiir jedes
A€ K gilt:

det(A\Ey — A) = \2.
Aufgabe 42.

(a) Seien (z1,y1), (x2,y2) und (x3,y3) drei Eckpunkte eines Parallelo-
gramms P in R2.

Man zeige: Der Fliacheninhalt von P ist gleich dem Betrag der Determinante

1z wn
det | 1 T2 Y2
1 z3 ys3

(b) Man bestimme den Flicheninhalt F; eines Parallelogramms P; in R?,
das die folgenden Eckpunkte besitzt:

(=3,2), (1,4), (—2,-7) fir Py, (1,1), (2,—1), (4,6) fiir Py,
(2,5), (—=1,4), (1,2) fiir Ps und (1,1), (1,0), (2,3) fiir P;.

Aufgabe 43.
(a) Man berechne die Determinante der Matrix

L (V2 0 0
T=—[0 1 1|eMssR)
V2o 1 1

und bestimme die inverse Matrix 7.
(b) Man bestimme alle z € R, fiir die die Matrix
—x x(1+z) 14z

1+z —x z(14+x) | € Msxs3(R)

=7 1
+a(@+1) x(1+z) 14z —x

orthogonal ist, d.h. fiir die !TT = E,, gilt..
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8 Eigenwertprobleme

Lernziel.
Fertigkeiten: Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren
Kenntnisse: Kriterien fiir die Diagonalisierbarkeit von nxn-Matrizen.

Bei der Losung von linearen Gleichungssystemen sind Vektoren ¥ € K™
gesucht, welche die Gleichung AZ = b mit vorgegebenen A € M,,x,(K)
und b € K™ erfiillen. Die nun zu behandelnden Eigenwertprobleme kann
man ebenfalls in der Form einer Matrizengleichung schreiben, und zwar als

AZ = AZ mit vorgegebener Matrix A € M, x, (K) ‘

Hierbei sind Skalare A € K und Vektoren Z # 0 aus K™ gesucht, die diese
Gleichung erfiillen. Eine Losung braucht es nicht zu geben, und wir inter-
essieren uns wiederum fiir Losbarkeitskriterien und im Fall der Losbarkeit
fiir Losungsmethoden.

Eigenwertprobleme treten im Zusammenhang mit der Diagonalisierbarkeit
von n X n-Matrizen auf, wie wir unten prézisieren werden. Auf Eigenwert-
probleme st6ft man hiufig in der Mathematik wie z.B. in Analysis bei der
Losung von Differenzialgleichungen. In den Vorlesungen der Theoretischen
Physik sind die Standardprobleme, bei denen Eingenwertprobleme eine zen-
trale Rolle spielen, a) in der Mechanik: Kreisel (Hauptachsentransforma-
tion des Trigheitstensors) sowie Schwingungsverhalten komplexer Systeme
(Normalschwingungen) und b) in der Quantenmechanik: Bestimmung der
moglichen Messwerte von Observablen (z.B. bei Spinsystemen, wo die Ob-
servablen durch hermitesche Matrizen dargestellt werden).

Auf die Begriffe “Hauptachsentransformation” und “hermitesche Matrizen”
werden wir im néchsten Kapitel noch eingehen.

8.1 Ahnliche Matrizen und Diagonalisierbarkeit

Definition.

1. Zwei Matrizen A, B € M,,»,,(K) heilen dhnlich, (in Zeichen A ~ B),
falls es eine Matrix T € GL,,(K) so gibt, dass gilt:

B=T"1'AT

2. Eine Matrix A € M« (K) heifit diagonalisierbar, falls A &hnlich zu
einer Diagonalmatrix ist.
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3. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Ein Endomorphismus
f:V — V heilt diagonalisierbar, falls es eine Basis B von V gibt
so, dass ME(f) eine Diagonalmatrix ist.

Beispiel.
Die Matrix A = (_172 i) € Msy2(R) ist diagonalisierbar, denn es ist
1 0 1 -2
-1 _ . . . . _
T AT = (O 1) eine Diagonalmatrix fiir T = (2 3).

Die zu A gehoérende Standardabbildung f : R? — R?, & —— AZ, ist
diagonalisierbar, denn es ist

1 0

ME(f) = (0 _1> fiir die Basis B = ((;) , (_§)> von R2.

8.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition.
Sei f : V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V. Ein Element
A € K heifit Eigenwert von f, falls es einen Vektor v £ 0 in V' gibt mit

f(v) =X

Jeder solche Vektor v # 0 heiBt dann Eigenvektor zum Eigenwert .

Beispiel.

Wir betrachten den Koérper € als R-Vektorraum mit Basis B = {1,4}. Die
komplexe Konjugation o : C — C ist eine R-lineare Abbildung, definiert
durch o(1) =1 und o(i) = —i. Der Basisvektor 1 ist dann ein Eigenvektor
zum Eigenwert 1, und der Basisvektor i ist ein Eigenvektor zum Eigenwert
—1.Esist (1) =1-1+0-7und o(i) = 0-1+ (—1) - 4. Hieraus folgt

ME(0) = <(1) 01>, und also ist o diagonalisierbar.

8.3 Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit

Satz.

Sei V' endlich dimensional. Dann ist ein Endomorphismus f : V — V
genau dann diagonalisierbar, wenn V eine Basis B besitzt, die nur aus
FEigenvektoren von f besteht.

Die zugehdrigen Figenwerte stehen dann auf der Diagonalen von Mg(f).
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Beweis. Fiir eine Basis B = (v1,...,v,) von V sind dquivalent:
A 0 - 0
Mg(f) = . mit Ay,..., A\, € K
S 0
0 -+ 0 M\,
<5—_4> f(Uj) = )\j’Uj Vj = ].,...,TL
— v; ist Eigenvektor zum Eigenwert \; Vi =1,...,n O

8.4 Wann sind Eigenvektoren linear unabhingig?

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig:
Satz.

Sei V' ein K-Vektorraum, und sei f : V. — V ein Endomorphismus. Ist
v; Eigenvektor von f zum Eigenwert A\; fir j = 1,...,n und gilt \; # A;
fir alle i # j, so sind vy, ...,v, linear unabhdngig.

Im Foll n = dimg V' besitzt f also hichstens n verschiedene Figenwerte;
und falls f genau n verschiedene Eigenwerte besitzt, ist f diagonalisierbar.

Beweis. Induktion nach n:
n =1 Ist trivial, da v; # 0 nach Definition 8.2
n > 1 Die Behauptung sei richtig fiir k£ < n. Sei
(%) fi1vr + - 1V = 0 mit g, . g € K

Es folgt

0= f(0) = paf (1) + -+ psa f(Vrs)
(1) o AL e AR Uk

Da auflerdem

(2) ] 5 Akt (H1V1 + + o+ A+ k1 V1)
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gilt, ergibt (1) — (2)

0= (A — Xog1)vr + - - 4 e (Ae — Mg 1)Uk
+ L1 (M1 — Akt1) V1
———
0
= (A = A1) == (A — A1) =0

Indvor.

—— — .. = = 0
AiF#EN; fir i#j 1 Hr

j pry1 =0, da v # 0

Ist dimg V' = n und hat f genau n verschiedene Eigenwerte, so besitzt V'
eine Basis, die aus Eigenvektoren besteht, und f ist nach 8.3 diagonalisier-
bar. O

8.5 Einschub iiber Polynome

Sei V := Abb(K, K) der K-Vektorraum aller Abbildungen f : K — K.
Dann sind Addition f + ¢g und Skalarmultiplikation Af fiir f,g € V und
A € K nach 2.2 gegeben durch

(f +9)a) := fla) +g(a) VaeK
(Af)(a) :=Af(a) Vae K

Wir betrachten nun die Menge M = {1,¢,¢? ...} C V mit
t": K — K ar—a"

fir n € N und
1=t K —K a—1

Satz.
Besitzt K unendlich viele Elemente, so ist M = {1,t,t%,...} linear un-
abhdngig in V.

Beweisskizze. Nach 3.1 geniigt es zu zeigen, dass die Abbildungen
1t 62, "

fiir jedes n > 0 linear unabhéngig sind. Fiir n = 0 ist dies sicher richtig.
Wir nehmen an, dass es eine Linearkombination f := Ag+ A\t + -+ + A t"
mit n > 0 und A, # 0 géibe, die f(a) = 0 fiir alle a € K erfiillt. Um diese
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Annahme zum Widerspruch zu fithren, wihlen wir n paarweise verschiedene
Elemente by, ...,b, € K und zeigen, dass f(a) = (a —b1)---(a —by) - An
fir alle a € K\ {b1,...,b,} gilt. Besitzt K unendlich viele Elemente, so
folgt der Widerspruch A,, = 0.

Da f(by) = 0= f(a) gilt, lasst sich f(a) schreiben als f(a) = (a — b1)g(a),
wobei g(a) = 0 fiir alle a € K \ {b1} gilt. (Setze g(a) = (A1 + Aaby + -+ +
)\nb?_l) + oo (Aot + Anb1)a™ 2 + A\pa™ L Fiir n = 1 ist zum Beispiel
(a — bl)g(a) = (CL — bl))\l = a)\1 - b1 )\1 = f(a), da )\0 = _b1>\1 wegen
0= f(bl) = )\0 + )\1[)1 gﬂt.)

Analog ist g(a) = (a — b2)¢'(a), wobei ¢'(a) = 0 fiir alle a € K \ {b1,b2}
gilt. (Dabei hat ¢/(a) die Form ¢'(a) = po+ -+ + fin—3 a" 3 + A\pa™2.) So
fortfahrend erhdlt man f(a) = (a —b1) -+ (a—by) - Ay O

Bemerkung.

Besitzt K nur endlich viele Elemente, so braucht die Menge M nicht mehr
linear unabhingig zu sein. Ist zum Beispiel K = {0, 1} der in 1.4 definierte
Korper mit zwei Elementen, so ist t 4+ t? die Nullabbildung, und also sind
t,t? linear abhiingig.

Besitzt K unendlich viele Elemente, so nennen wir f(¢) := A\g+ At +-- -+
Ant™ mit A, # 0 ein Polynom vom Grad n und koénnen ¢ auch als eine
Unbestimmte auffassen, in die man beliebig Elemente a aus K einsetzen
kann. Wir benutzen dann auch den Buchstaben z statt t. Allgemein wird
der Polynomring in der Algebra-Vorlesung eingefiihrt.

Ist K = R, so erhalten wir fiir f(t) = t? und g(t) = —3t? das folgende Bild.

Abbildung 15: Zwei Parabeln
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8.6 Charakteristisches Polynom

Sei h : V. — V ein Endomorphismus eines n-dimensionalen K-Vektor-
raumes V. Dann ist die Determinante det A definiert durch

det h := det M&(h)

mit irgendeiner Basis B von V. (Die Definition ist davon unabhéngig, welche
Basis wir wéhlen, vgl. 7.12.)

Bemerkung.

Sei g = f — Aid mit A € K, wobei f : V — V ein Endomorphismus von
V ist. Dann folgt ME(g) = ME(f) — AE,, nach Satz 5.4 und Beispiel 5.4.3
und also

det g = det(ME(f) — AE,)

Ersetzen wir hierin A durch eine Unbestimmte x {iber K, so erhalten wir
das charakteristische Polynom von f. Es ist definiert als

xf(x) = det(Mg(f) — xEn)

Allgemein ist das charakteristische Polynom einer Matrix A € M, x,(K)
definiert als

’ xa(z) :=det(A—zE,) ‘

Die Determinante berechnen wir so, wie wir es kennen, wenn statt der
Unbestimmten z ein A € K in dem Ausdruck det(A —zE,,) steht. Es ergibt
sich: det(A — zFE,) = apz"™ + ap_12" 1 + - -+ + a12 + ap mit Koeffizienten
ag, a1, ---,a, € K. Setzen wir x = 0 ein, so sehen wir, dass det A = ag gilt.

Beispiele.
1. A= (n x n)-Nullmatrix = y4(x) = det(—zE,) = (—1)"a"
2. A=E, = xalx) =1 —-2)" = (-1)"(x — )"

3. A= (CCL Z) S M2><2(K) —

_ a—zx b _ 2 B
XA(x)—det< . d—x) =z —(a+d)x+ad—bc
Spur A det A

Allgemein bezeichnet man als Spur einer n x n-Matrix die Summe
ihrer Diagonalelemente.
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Um Eigenwerte ermitteln, braucht man nur die Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms x(z) zu bestimmen, wie aus dem folgenden Satz,
“(iii) = (i)”, hervorgeht.

Satz.
Sei f : V. — V ein Endomorphismus eines endlich dimensionalen K-
Vektorraumes V. Dann sind fir A € K dquivalent:

i) X ist Eigenwert von f
i) V= kern(f — \id) # {0}
iii) x(X) = 0
Beweis. Sei g = f — Aidy, also g(v) = f(v) — Av Vv € V. Dann gilt:
\ Eigenwert von f <= Jv € V' \ {0} mit g(v) = 0 (vgl. Definition 8.2)
= V) = kern(g) # {0}
<= g ist kein Isomorphismus (vgl. Satz 4.4, 4.8)

<= M4(g) ist nicht invertierbar (vgl. Satz 5.7)
= 07:6detMg(g)Szﬁdet(l\/[g(f)—)\En) =xr(A) O

8.7 Eigenridume

Ist f:V — V ein Endomorphismus und X ein Eigenwert von f, so heif3t
der Teilraum

’ Vy :=kern(f — M\idy) ‘

der Eigenraum von f zum Eigenwert A. Es ist also

(V= {veV|f) =i}

und Vj \ {6} ist die Menge aller Eigenvektoren von f zum Eigenwert A.

Bemerkung.
Ist dimg V = n, und sind Aq,..., \x paarweise verschiedene Eigenwerte
von f, so ist die Summe V), 4+ --- 4+ V), direkt (wie aus 8.4 folgt), und es
gilt

dimg V>\1 + -+ dimg V)\k <n

(wie mit Induktion aus 3.12, dem Dimensionssatz 3.13 und der Definition
der (inneren) direkten Summe 2.7 folgt).
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Lemma.

Seidimg V =n und f : V — V ein Endomorphismus. Ist A eine m-fache
Nullstelle des charakteristischen Polynoms x¢(x), so gilt dimg V\ < m fir
den Eigenraum Vy = kern(f — Aidy)

Beweis. Sei (v1,...,vp) eine Basis von V). Ergénze diese zu einer Basis B
von V. Dann gilt

A0 0
A , 0 ..o

ME(f) = (T‘%) mit A=1" € My (K)
: . 0

und also folgt xf(x) 20 det (ME(f) —zE,) 5 (A — )’ p(x) mit passendem
Polynom p. Es folgt £ < m O

8.8 Hauptsatz iiber Diagonalisierbarkeit

In 5.10 haben wir gesehen, dass es zu einem Endomorphismus f:V — V
stets Basen B und C in V so gibt, dass

ME(f) = ( ]f) 8 ) mit 7 = dimg bild f

gilt und also die Matrix M%( f) eine Diagonalmatrix ist. Viel schwieriger
und nicht immer I6sbar ist das Problem, eine Basis B so zu finden, dass
ME(f) eine Diagonalmatrix ist, wie der folgende Hauptsatz zeigt.

Satz.

Sei dimg V =n und f: V. — V ein Endomorphismus. Seien A1, ..., Ag
die verschiedenen Figenwerte von f und Vy, = kern(f — \;id) die zu-
gehorigen Eigenrdume firi=1,... k.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. f ist diagonalisierbar
2. xs(x) =M —2)" - (A —x)™ und dimg Vy, =n,; firi=1,...,k
3 V=Vy,& - dVy,

Beweis. Esist k < n nach 8.7.
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1. = 2. Nach 8.3 besitzt V eine Basis B, die aus Eigenvektoren besteht.

Wir ordnen diese Basis entsprechend den Eigenwerten Aq,
B = (v1,...,v,) und f(v1) = Av,...

)\Qvn1+1, .

()

und

— xs(2) = det(ME(S) — 2Bn) = (A —2)™ -+

...y Ak, also
af(vnl) = /\1Un17f(UTL1+1) ==

, f(Un,) = Avp,, usw. Es folgt

T

A

0
ni

<dimg Vy, firi=1,...,k
0o --- 0
0
0
0 M
A, O 0
0 0 Nk
: . -0
0 - 0 M
(Ap — )"

= dimg V), < n; nach 8.7

Mit (x) folgt dimg Vi, = n; firi=1,...,k.

2. = 3. Da x¢(z) den Grad n hat (vgl. 8.6) und da nach Voraussetzung
Xf(x) = (A —a)™ -

(A — )™ gilt, folgt

’ﬂ:n1+"'+nk‘

Nach 8.7 ist die Summe Vy, + --- + V), direkt

—
2.7, 3.13

dimK(V)\l +---+ V)\k) = dimK V>\1 + - +dimK V)\k_

2:n1+...+nk

=N

und also dimg (Vy, +---+ Vi) = dimg V. Da Vy, +--- + V), ein
Untervektorraum von V ist, folgt Vi, +--- 4+ Vy, =V nach 3.12.

3. = 1. Wir wihlen von jedem V), eine Basis und erhalten dadurch eine
Basis von Eigenvektoren von V' = 1. nach 8.3.

O
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Beispiel.
Sei f : R2 — R? definiert durch

fler)=er und f(ex) =e1+ e

und sei B = (e, e2) die Standardbasis.

— A= ME(f) = (é })

= xs(z) =det(A —zEy) = (101: ! ) =(1-2)?
ﬁ 1 ist zweifacher Eigenwert.

= f ist nicht diagonalisierbar, da dimg V; # 2 gilt:

Es ist e; € kern(f —1id), da f(e1) — ey = 0. Ist A\jeq + Aoes € kern(f — id)
mit A1, A2 € R, so folgt 6 = 6—|— /\Q(f - 1d)(62) = Ageq + Ages — Aoes = Aageq
und also Ay = 0. Es folgt V; :=kern(f —id) = Re; := {Xe; | A € R}, also
dim[R V1 =1.

8.9 Rechenschritte zur Diagonalisierung

Man untersuche, ob
f:R*—R3 (a,bc)r— (—ba+ Tc,6a+ 2b— 6¢, —4a + 6¢)

diagonalisierbar ist und konstruiere gegebenenfalls eine Basis B von R? so,
dass ME(f) eine Diagonalmatrix ist.

1. Schritt Bestimme die Matrix ME,(f) beziiglich der Standardbasis B’
von R3. Es ist

f(l,0,0) = (_5’67 _4) -5 0 7
£(0,1,0) = (0,2,0) — A=ME(f)=|6 2 —6
£(0,0,1) = (7, —6,6) -4 0 6
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2. Schritt Priife, ob das charakteristische Polynom det(A — 2 FEs5) in Line-
arfaktoren zerfillt. (Falls nein = f nicht diagonalisierbar.) Es ist

-5—2 0 7
det(A — zE3) = det 6 2—z —6
—4 0 6—2x
=2-2)((-5—2)(6 —x)+28)
=2-2)(2* —z—2)
=(2-2)*(-1—-2)
Das charakteristische Polynom zerfillt (iiber R) in Linearfaktoren,

und seine Nullstellen sind die Figenwerte von f. Es ist —1 ein einfa-
cher Eigenwert und 2 ein zweifacher Eigenwert von f.

3. Schritt Bestimme zu jedem Eigenwert A die Dimension des Figenraums
Vy = kern(f — Aid). Falls dimg V), = Vielfachheit von A fiir jeden
Eigenwert A gilt = f ist diagonalisierbar. (Andernfalls ist f nicht
diagonalisierbar.) .

A = —1: Bestimme eine Basis von V_; = kern(f + id). Es ist

0 —-5+1 0 7 a —4a+ Tc
0] = 6 241 —6 bl =16a+3b—6¢
0 —4 0 6+1 c —4a + Tc

= —4a+T7c=0, 6a+3b—6c=0
— a=17,b=—6, c=4ist eine Losung # 0
U= (7,—6,4) bildet eine Basis von V_1, also dimgV_; =1

A = 2: Bestimme eine Basis von Vo = kern(f — 2id). Es ist

0 —5—-2 0 7 a —Ta+Tc
0] = 6 2—-2 -6 bl =1 6a—6¢
0 —4 0 6—2 c —4a + 4c

= a = ¢, b beliebig
= v9 = (0,1,0) und v3 = (1,0,1) bilden eine Basis von V;
= dimg Vo =2

Ergebnis f ist diagonalisierbar, und

B= {’Ul = (7, —6,4),’()2 = (0, 1,0),’()3 = (1,0,1)}
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ist eine Basis von R3, die aus Eigenvektoren von f besteht. Es ist

(1) = (-7.6,4) =~ o
f(v2) =(0,2,0) = 20, und ME(f)=10 2 0
flus) =1(2,0,2) = 2vg 0 0 2

8.10 Trigonalisierbarkeit

Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, so heifit ein Endomorphis-
mus f: V — V trigonalisierbar, wenn es eine Basis B von V gibt so, dass
ME(f) eine obere Dreiecksmatrix ist.

Die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix ldsst sich besonders leicht
ermitteln, wie wir in 7.5 festgestellt haben.

Satz.
Sei dimgV = n und f : V. — V ein Endomorphismus. Dann sind
aquivalent

i.) f ist trigonalisierbar
ii.) xp(x) =M —x)---(A\p—x) mit A1, ..., Ay €K

Insbesondere ist im Fall K = C jeder Endomorphismus von V trigonali-
sierbar

Beweis. i.) = ii.) Ist f triagonalisierbar, dann gibt es eine Basis B von

V so, dass
)\1 * *
Mg(f) = mit Ag,..., A\, € K
0 0 M
Es folgt
M —T ok *
0
Xr(x) = det(Mg(f) —xE,) = det
*
0 0 \,—=x
7fs()\1—:10)-~-()\n—9L‘)
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ii.) = i.) Wir zeigen durch Induktion nach n, dass es eine ,, f- invariante
Fahne* gibt, das ist eine Kette von Teilrdumen

(0}=VocWic--CV,=V

mit dimg V; = j und f(V;) € V; Vj = 1,...,n. Hieraus folgt (i),
denn dann gibt es nach dem Basiserginzungssatz 3.7 eine Basis B =

(vi,...,v,) von V so, dass (v1,...,v;) eine Basis von Vj ist fiir jedes
j=1,...,n, und nach 5.4 ist ME(f) eine obere Dreiecksmatrix.
n =1 klar

n > 1 Nach Voraussetzung ist xf(z) = (A —2) - -- (A, —2). Dann ist
A1 eine Nullstelle und also ein Eigenwert von f nach 8.6. Sei w;
Eigenvektor zu Ay, also wy # 0 und f(w;) = Ajw;. Wir ergéinzen

wy zu einer Basis B = (wy,...,w,) von V.
M Jaz - an,
ME (f) "
—t , = .
5 : A
0

mit A = (aij)i,j:27m)n.
Sei U der von (wa, ..., w,) erzeugte Teilraum von V. Wir defi-
nieren zwei K-lineare Abbildungen:

h:U—V:=Kw, wjr—aj,wVj=2,...,n

g:U—U, wjr—agjws+-~+anw,Vj=2,...,n

Es folgt f(u) = h(u) + g(u) Vu € U nach 4.4, und A ist die
Matrix von g beziiglich der Basis (ws,...,w,) von U. Es ist

>\1—=’C‘G12 A1n
0

ww=de| L =@

0
also xg(x) = (A2 — ) - -+ (A, — ) nach Voraussetzung (ii). Wir
wenden die Induktionsvoraussetzung auf U und g an und erhal-

ten eine g-invariante Fahne

{0y=UycUiC--CU,_1=U

ANALYTISCHE GEOMETRIE UND LINEARE ALGEBRA I, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2005/2006



8.11 Ubungsaufgaben 44 — 48 121

Dann ergibt V; := V; +U;_; die gewiinschte f-invariante Fahne,
denn fiir A € K und u € U;_; ist

F(Awr +u) = Awy + f(u)
= AMwi +h(u)+ glu) €V;
—_— =~

ey cU;_1

Nach dem ,,Fundamentalsatz der Algebra® (der in der Funktionentheorie-
Vorlesung gezeigt wird), zerfillt jedes Polynom mit komplexen Koeffizi-
enten iiber C in Linearfaktoren. Hieraus folgt die letzte Behauptung im
Satz. O

Lernerfolgstest.

e Konstruieren Sie eine Matrix A € Max2(R) so, dass es keine Lésung
des Eigenwertproblems AZ = AZ gibt (d.h. dass es nicht A € R und
Z # 0 aus R? so gibt, dass diese Gleichung mit der von Ihnen kon-
struierten Matrix erfiillt ist.)

e Ist die in 8.1 definierte Ahnlichkeit von Matrizen eine Aquivalenz-
relation?

e Wie bestimmt man Eigenwerte?

e Wie lautet der Hauptsatz iiber Diagonalisierbarkeit?

e Aufgaben 44-48, im Aufgabenpool Abschnitt 8.

8.11 Ubungsaufgaben 44 — 48

Aufgabe 44.
Sei K ein Korper, und sei f : V — W eine K-lineare Abbildung eines
K-Vektorraums V in einen K-Vektorraum W. Fiir Vektoren vy, ..., v, aus

V seli wy = f(v1),...,wn = f(vy,). Man beweise die folgende Aussage und
priife, ob auch die umgekehrte Richtung gilt:

Wi, ..., w, linear unabhingig in W = wv1,...,v, linear unabhingig in
V.
Aufgabe 45.

Man zeige, dass die R-lineare Abbildung
R —R3 (a,b,c)— (3a+2b—c,2a+6b—2c,2c),

diagonalisierbar ist, und konstruiere eine Basis B von R® derart, dass die
Matrix M (f) Diagonalgestalt hat.
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Aufgabe 46.
a a4l

Sei f : C2 — C?, (b) — (b)

Standardabbildung. Man bestimme das charakteristische Polynom, Eigen-
werte und Eigenvektoren von f, wenn

0 (3w

Aufgabe 47.
Man bestimme das charakteristische Polynom, Eigenwerte und Eigenvek-
toren von f, wenn

, die zu A € Masyxo(C) gehorende

a) f:R*—R3(a,b,c)— (2a+b,b—c,2b+4c),
b) f:R*—R3 (a,b,c) — (a+2b,a+2b,c),

c) f:R*—R3(a,b,c)— (a,—c,b).
Man entscheide jeweils, ob f diagonalisierbar ist.

Aufgabe 48.

Seien f,g: K™ — K" zwei K-lineare Abbildungen. Wenn es eine Basis B
von K™ gibt, deren Vektoren sowohl Eigenvektoren von f wie auch Eigen-
vektoren von ¢ sind, so sagt man, dass f und g simultan diagonalisierbar
seien. Man zeige:

(a) Wenn f und ¢ simultan diagonalisierbar sind, so gilt fog=go f.

(b) Wenn f genau n verschiedene Eigenwerte besitzt und wenn fog = go f
gilt, dann sind f und g simultan diagonalisierbar.

Bemerkung. Die Umkehrung von 61 (a) gilt tatséchlich nur unter geeigneten
Zusatzvoraussetzungen, wie schon das Beispiel f = idge und ¢ : R2 —
R?, (a,b) — (a + b,b), zeigt.
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Metrische Vektorraume

Zuséatzlich zu Addition und Skalarmultiplikation versehen wir nun einen
K-Vektorraum auch noch mit einer geometrischen Struktur, die es erlaubt
die Lénge eines Vektors und den Winkel zwischen zwei Vektoren zu defi-
nieren. Wir werden uns hier hauptséichlich auf R oder C als Grundkorper
beschranken.

9 Euklidische und unitire Vektorraume

Lernziel.

Fertigkeiten: Konstruktion von Orthonormalbasen

Kenntnisse: Matrix Mg(s) einer Metrik s auf V', Basiswechsel, Ska-
larprodukt, Lingen- und Winkelbegriff, Spektralsatz, Diagonalisier-
barkeit symmetrischer und hermitescher Matrizen

9.1 Involution auf K

Eine Involution auf einem Ko6rper K ist eine Abbildung
K —K, a—ua,

S0, dass fiir alle o, 8 € K gilt

1. a  (“involutorisch”)

Qll
[

2. a+pB=a+p (“additiv?)
3. af=afB (“multiplikativ”)

Beispiele

1. Die Identitdat id : K — K, a —— «, ist eine Involution, bei der
a = « fir alle a € K gilt.
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124 9 Euklidische und unitire Vektorriume

2. Sei K =C={z+vyi|x,y€R}miti> = —1. Dann ist die komplere
Konjugation ~: C — C, x + yi — = — yi, eine Involution.

—Yl|--------= T —yi

Abbildung 16: Komplexe Konjugation

9.2 Metrik auf V

Sei K mit einer Involution ~ versehen. Eine Abbildung
s:VxV—K, (v,w)— (v,w)
heifit Metrik auf V, falls fiir alle u,v,w € V und X € K gilt

<u + 'va> = <uaw> + <U7w>

linear im ersten Argument
(A, w) = Ao, w) } v

2. (v,w) = (w,v) Symmetrieeigenschaft

Behauptung.
Die beiden Eigenschaften 1 und 2 implizieren, dass fiir alle u, v, w € V und
we K gilt

(u, v+ w) = (u,v) + {(u,w)

M e, ) = B, )

} semilinear im zweiten Argument

Beweis. Es ist

(u, v+ w) > (v 4+ w, u) = (v,u) + (w, u)

= (v,u) + (w,u) da~ additiv
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Definition.

Fine Metrik s auf einem K-Vektorraum heiflt symmetrische Bilinearform,
falls ~ die Identitédt ist, d.h. @ = « fiir alle @ € K gilt. Andernfalls heifit s
eine hermitesche Form.

Bemerkung.
Sei 1+ 1 # 0 in K. Dann gehort zu jeder symmetrischen Bilinearfom
s:VxV —K, (vw) — (v,w), eine quadratische Form ¢, das ist die
Abbildung

q:V — K,v+—— q(v) :=s(v,v).

Sie hat die Eigenschaften:
(i) (M) = A2q(v) fiir alle A € K und v € V

(ii) s(v,w) = 3(q(v+w) — q(v) — g(w)) fiir alle v,w € V ,Polarisierung*.

Mit Hilfe einer Metrik s : V xV — K, (v,w) — (v,w) werden wir
spéter den ,, Winkel“ zwischen Vektoren definieren. Die Benutzung der spit-
zen Klammern deutet dies schon an.

9.3 Die zu einer Metrik s gehérende Matrix Mj(s)

Sei K mit einer Involution ~ versehen, und sei B = (vq,...,v,) eine Basis
von V. Dann ordnen wir einer Metrik

s:VxV—K, (w)— (v,w)
folgende Matrix zu

<Ulav1> <1)1,Un>
Mg(s) :=

(on00) o (o)

also Mg(s) = (aij) € Mpxrn(K) mit a;; = (v, v;). Nach 9.2.2 gilt

(2m)

@:aj,»vz',jzl,...,n\

Umgekehrt gilt der

Satz.
Zu jeder Matriz A = (a;j) € Myxn(K) mit der Eigenschaft (2ar) gibt es
genau eine Metrik s mit Mg(s) = A.
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Beweis. Fiir
v=AV1+ -+ vy und w = pavy + -0+ Upvy

mit Ay, ..., Ap, 1, - -, i € K setzen wir

s(v,w) = (v,w) := (A1,..., An) - A-

Nach Definition 5.2 der Matrizenmultiplikation folgt (v;,v;) = a;; , da
0

—~
<o
=
—_
=
(=}
~—
b
—_

= a’ij

0
——
€
gilt. Also ist Mgz(s) = A. Offenbar ist s linear im ersten Argument. Und
s ist durch s(v;,v;) = a;; eindeutig bestimmt, denn ist s’ : V x V — K
eine weitere Metrik mit s'(v;,v;) = a;;, so gilt in Summenschreibweise

Z?:l bj := b1 + -+ + by nach Definition der Matrizenmultiplikation 5.2

I D1 01y T
s(v,w) = A1, )AL D =g, ) :
Hn, 22:1 anj fj.
n n n
=D N D aE | =Y Ny
i=1 j=1 ij=1

= Z )\1 FJ S/('Ui, ’Uj)
i,7=1

= s'(v,w) nach den Regeln 9.2.1 angewandt auf s’.

Zu zeigen bleibt (v, w) = (w,v), vgl. 9.2. Da @;; = a;; nach 2, gilt, folgt
(v,w) = 300051 N g @ = 207 51 Ai iy agi = (w,v).- O
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9.4 Basiswechsel

Satz. Gegeben seien eine Involution ~: K — K, a — @, eine Metrik
s:VxV — K, (v,w) — (v,w), sowie zwei Basen B = (vy,...,v,) und

B = (vi,...,v),) von V. Setzen wir

T:=ME (id)| sogilt |Mg(s)="'TMg(s)T

Dabei ist T = (t;;) fir T = (t;j) .
Beweis. Seien v,w € V und T = (¢;;). Es ist

V=AU 44 AU, d W= p1v1 + -+ fhnUn

un
=) + -+ ant), = frvy + - + By,

mit A;, i, o, 3; € K. Nach 5.12, angewandt auf f = id, gilt kg(v) =

T - kg (v) fiir alle v € V und also

A1 (o7 M1 b1 1B+ tinBn
) =T-1 : und : =T | : = :
. . . 5.12 : 5.2 .

Hieraus folgt

it t1BL+ -+ tinP Br
= z =7 :
Fin tn1 B+ + tunfBn Bn.
und damit gilt
m aq b1
s(v, w) = Ay A)Mp(s) | 2 | =0T My(s) T
Hn Qn Bn
B
= (o1,...,00) "T Mg(s) T | :
Br
By
Andererseits ist s(v, w) = (0,...,an)Mg/(s) | ¢ |.Da dies insbesonde-
Bn
re fiir die Standardbasisvektoren gilt, folgt die Behauptung. O
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Beispiel.
Sei K = R mit Involution id, V = R? und s eine Metrik gegeben durch

’ (v,w) = z1y1 — T2y fiilr v = (z1,22), W = (y1,¥2) € R? ‘

Dann ist s eine symmetrische Bilinearform, und es ist

(v,v) =2t — a3

Hier konnen drei Falle auftreten

(v,v) =0 Zum Beispiel fiir v = ey +eg = (1,1) oder v = ey —eg = (1, —1),
wobei e; = (1,0) und es = (0, 1) ist, gilt (v,v) =0

(v,v) >0 Zum Beispiel fiir v =2e; + e = (2,1) = (v,v) =3
(v,v) <0 Zum Beispiel fiir v = e + 2e2 = (1,2) = (v,v) = =3

Ist r € Rund H, := {v € V | (v,v) = r}, dann beschreibt H, eine Hyperbel
(r #0) bzw. die beiden Winkelhalbierenden (r = 0).

T2

Abbildung 17: Hyperbel

Sei B = {e1,e2} die Standardbasis von V = R2. Dann ist

_ <61,61> <61,€2> _ 1 0
MB(S) - (<€2,61> <62,€2> o 0 —1
Ferner sei B/ = {u1,us} mit u1 := 1(e1 +e2) = (3, 1) und uy := (1,-1).

Dann gilt

M= (5 §) wa T=ngia= (3 )
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und wie im obigen Satz bewiesen

YT My(s) T = <

%
_ <‘1) (1)) — My (s).

Man nennt R?, versehen mit dieser Metrik s, eine hyperbolische Ebene.

[SE R [ Y TSN
— |

N[—=
SN——
7N\
NI NI

I~
—_
SN——

9.5 Skalarprodukt

Sei K = R und ~ die Identitédt, d.h. Xf A fiir alle A € R, oder sei K = C
und ~die komplere Konjugation, d.h. A = x — yi fir A = x +yi € C. Ein
Skalarprodukt auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung

s:VxV—K, (v,w)r— (v,w)
derart, dass fiir alle u,v,w € V und X € K gilt

(utv,w) = (uww) + (Vw) | .
linear im ersten Argument
(M, w) = Ao, w)

2. (v,w) = (w,v) Symmetrieeigenschaft
3. (v,v) >0 firv#0 Eigenschaft “positiv definit”.

Nach 2. ist (v,v) € R, auch wenn K = C ist.

Ein Skalarprodukt ist also eine positiv definite symmetrische Bilinearform
auf V, falls K = R und eine positiv definite hermitesche Form auf V falls
K = C (vgl. Definition 9.2). (Die Metrik s oben im Beispiel in 9.4 ist kein
Skalarprodukt, da sie nicht positiv definit ist.)

Ein K-Vektorraum, der mit einem Skalarprodukt versehen ist, heifit eukli-
disch, falls K = R, und unitdr, falls K = C.

Hinweis.

In der Theoretischen Physik ist die Konvention genau umgekehrt: Skalar-
produkte sind im zweiten Argument linear und im ersten Argument semi-
linear, zum Beispiel ist auf V := {f : [0,1] — C | f stetig } durch

(f.q) = /0 F@g(a) da fir fg eV
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ein Skalarprodukt nach Konvention der Physik und durch

(f.9) = /0 f(e)g(@) da fiir f.g eV

ein Skalarprodukt nach Konvention der Mathematik gegeben.

Die Begriffe “Skalarprodukt” und “Skalarmultiplikation” diirfen nicht ver-
wechselt werden!

9.6 Standardskalarprodukt
Fiir v = (a1, ..., a,), w = (B1,...,0,) aus K" setzen wir
<’U,’LU> = alBl + -+ aan
insbesondere
<U7 ’LU> =1+ anfy
falls K = R. Es ist _
B
(v,w>=(a1,...,o¢n)-
B
und die zugehorige Matrix beziiglich der Standardbasis ist die Einheitsma-

trix.

Beispiel.
Sei K=R, V =R? und v = (a,b) € R% Dann ist

(v,0) = (a,b) (b) BRI

Abbildung 18: Lénge des Vektors v

Wir nennen deshalb ||v|| := 1/ (v, v) die Linge oder Norm von v. Es ist ||v]|
der Abstand zwischen (a,b) und (0,0).

ANALYTISCHE GEOMETRIE UND LINEARE ALGEBRA I, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2005/2006



9.7 Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 131

9.7 Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Sei V ein euklidischer oder unitérer K-Vektorraum mit Skalarprodukt ( , )
wie in 9.5. In Anlehnung an das obige Beispiel definieren wir

[l := /{v,v)
und nennen ||v|| die Linge oder Norm von wv.

Satz.
Firv,w eV und A € K gelten

i) [vl* = (v,v) >0, falls v #£0
i) [[Avll = [A]- o]l
iii) |(v,w)| < ||v]| - |Jw|| Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
w) [(v,w)| = |v| - |lw|]| < v,w sind linear abhingig
v) |lv+w| < |lv]| +|lw]] Dreiecksungleichung
Beweis. 1) folgt nach Definition der Norm und 9.5.3

s 2 — )\ — 2 — 2 2
i) A 5 {(Av, Av) = A, 0) = [AF{v,v) = [AP[|v]]

iii) Fiir w = 0 ist die Behauptung trivial. Sei w # 0. Setze

Dabei ist (w,w) = ||w||?> > 0 in R. Es folgt

0 < (v — Aw,v — Aw) nach 9.5 3.
= {(v,v) — Mo, w) — Mw,v) + A\ w, w)

= (v,v) — Mo, w), da (w,v) = (v, w) = Mw,w) = Mw,w)

(v, w)

- ||w]|? - (v, w) nach i) und Definition von A
w

Multiplikation der Ungleichung mit [jw||* > 0 ergibt
0 < olPflwl? = (v,w){v,w) = [lo|*w]?* = [(v,w)|* nach 1.1 falls

K=C
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iv) Fiir w = 0 ist die Behauptung trivial. Sei w # 0.

»=>* Sei [{(v,w)| = |[v|| - ||w]||- Analog wie in iii) berechnen wir

o, w)
0 o= =) = ol - o)

— ”,UH2 _ |<U7w>‘2
[[w]?
=0

Insbesondere ist 0 = (v — Aw, v — Aw) und damit folgt v —Aw = 0
nach 9.5.3.

»w<e=* Ist v = pw mit p € K, dann folgt

[{v, w)| = [(pw, w)| = |p||(w, w)| 5 |ellwl] - [Jel]
Andererseits gilt  ||v|| = ||pw]| 5 || [Jw]]
Es folgt die Behauptung.

v) Mit der Bezeichnung #(z) fiir den Realteil einer komplexen Zahl z aus
1.1 erhalten wir

v+ w||? = (v +w, v+ w) nach i)
= (v,v) + (v,w) + (w,v) + (w, w) nach 9.2
0] + (v, w) + (v, w) + ||w||> nach 9.5

= |

[l + 2R (v, w)) + [[wl?, da (2 +yi) + (2 — yi) = 22
< ol® + 2[(v, w)| + [[wl?, da R(z) < |2|
s [ +2[jv]l - wll + [lw]®

= (lvll + Jw])

9.8 Winkel

Sei K = R und V ein euklidischer Vektorraum. Dann ist der Winkel ¢ =
< (v, w) fiir v, w # 0 definiert durch

cosgo:MundOggpéﬁ
[[v]l - [|lw]|
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Da nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

W) _,

g 2
S ol el =

gilt und
cos : [0,7] — [-1,1]

bijektiv ist, ist ¢ dadurch wohldefiniert.
Es gilt also

[(v,0) = [|o] - ]| cos o |

und (v, w) = 0, falls ¢ = 7, also falls v und w senkrecht aufeinander stehen.
In diesem Fall schreiben wir v_Lw. Zum Beispiel ist fiir das Standardskalar-

produkt
0
10(%) =0
also (1,0)L(0,1).

Definieren wir allgemein in einem euklidischen oder unitéren K-Vektorraum
V, dass v,w € V orthogonal sind oder senkrecht aufeinander stehen, wenn
(v,w) = 0 gilt (in Zeichen vlw), so erhalten wir aus 9.7 v) ein Analogon
zum Satz des Pythagoras

viw = o +wl® = | + vl

Man kann sich von der Vorstellung leiten lassen, dass auch in einem belie-
bigen mit einer Metrik (, ) versehenen Vektorraum (v, v) die Linge von v
festlegt und (v, w) den Winkel zwischen v und w definiert. Es gibt dann
insbesondere Vektoren der Linge 0, und v und w stehen senkrecht aufein-
ander, wenn (v, w) = 0.

9.9 Orthonormalbasen

Sei K =R oder K = C, und sei V ein euklidischer oder unitérer Vektorraum
wie in 9.5. Ist V' endlich dimensional, so besitzt V eine Orthonormalbasis,
d.h. eine Basis (u1,...,u,) mit |lu;|| =1 fir alle j = 1,...,n und u; Ly,
fiir alle 7 # j.

Satz (Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren).

Wihle eine Basis (v1,...,v,) von V. Setze
U1
Uy ‘=
[[val
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Dann ist ||ui|| = 1. Setze
u/
/ 2
Uy = vg — (U2, u1)uy und ug 1= ——
[[ual
Setze
u/
/ 3
wy = vy — (v, u1)u1 — (vs, uz)ug und uz = oA
3
Uu.S.W.
Dann ist (uy,...,u,) eine Orthonormalbasis von V.
Beweis. durch Induktion nach n = dimg V'
n =1 klar
n > 1 Sei k < n und Uy der von vy, ..., v erzeugte Teilraum von V. Nach
Induktionsvoraussetzung hat Uy eine Orthonormalbasis (ug, ..., ug).
Setze
/ —
U1 = Vk+1 — (kg 1, ur)ur — -+ — (Vkg1, up)Ug

. = u’
dann ist uj ; # 0, da vy 1 ¢ Ug. Setze upy1 = ﬁ Es folgt

1

<Uk+17uj> = 7 <Uk+1 - <Uk+17u1>ul — = <Uk+17uk>uk7uj>
K|
1
= (k15 15) — (U1, wn) (s wg) — -+ — (Uir, wg) (g, ug))
[
1
= m(@mhug‘) = (Vky1, ) (ug, ug)
k41
=0 Vj=1,...,k
da s linear im ersten Argument ist, uq,...,u; paarweise orthogonal
sind und (uj,u;) =1 ist. O

9.10 Selbstadjungierte Endomorphismen
Sei K =R oder C, und sei

—_— a falls a € R
" lz—vyifallsa =z +yi e Cmit z,y €R

Sei V ein euklidischer oder unitérer K-Vektorraum (vgl. 9.5).
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Definition.
Ein Endomorphismus f : V — V heifit selbstadjungiert (bzgl. {, }), falls

(f),w) = (v, f(w)) Yv,weV

Bemerkung.
Wenn B = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis von V und A = ME(f) ist,

so gilt
’ f selbstadjungiert ‘<:>

Beweis. Es gilt:

’f selbstadjungiert <= (f(v;),vk) = (vj, f(vk)) Vi, k=1,...,n

Da B orthonormal ist, gilt fiir ME(f) =: (a;;) nach Definition 5.4:

(f(vj), o) = ar(vi, vk) + - + ang(Vn, vk) = ag;

<’Uj7f('vk)> :ﬂ@j,vﬁ —+ .- +m<v‘j’vn> :%7

9.11 Spektralsatz

Satz.

Sei f : V. — V ein selbstadjungierter Endomorphismus eines n-dimen-
sionalen euklidischen oder unitdren K-Vektorraumes V.. Dann besitzt V' eine
Orthonormalbasis, die aus Eigenvektoren von f besteht. Die Figenwerte von
f sind sdmtlich reell.

Beweis mit Fundamentalsatz der Algebra.
Ist A Eigenwert von f, also f(v) = Av fiir einen Vektor v # 0, so folgt

(f(v),v} = <)‘U’U> = >‘<va>

(v, f(0)) = (v, Av) = Av, v)
Da f selbstadjungiert ist, gilt (f(v),v) = (v, f(v)), und da (v,v) # 0 ist
(vgl. 9.5), folgt A = X und also A € R. Die Eigenwerte von f sind somit
sdmtlich reell.
Wir zeigen nun durch Induktion nach n = dimg V', dass V' eine Orthonor-
malbasis besitzt, die aus lauter Eigenvektoren von f besteht.
n=1: Dann wird V von einem Vektor v # 0 erzeugt, also V = Kv :=
{av | @ € K}. Da f(v) € Kuv gilt, gibt es ein A € K so, dass f(v) = Av ist.
Setzen wir 4 = po mit p = ﬁ7 so gilt f(u) = Auund ||ul| = 1. Also ist u ein
normierter Eigenvektor von f, und {u} ist die gesuchte Orthonormalbasis
von V.

ANALYTISCHE GEOMETRIE UND LINEARE ALGEBRA I, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2005/2006



136 9 Euklidische und unitire Vektorriume

n > 1: Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, dass das charakteris-
tische Polynom xs(x) eine Nullstelle A € C hat. Daher ist A Eigenwert von
f nach Satz 8.6, falls V' unitéir und also K = C ist. Wie oben gezeigt, ist A
reell.

Ist V' euklidisch und also K = R, so argumentieren wir wie folgt, um einen
Eigenwert von f zu erhalten: Nach 9.9 besitzt V' eine Orthonormalbasis
B. Es ist A := ME(f) € M,xn(R). Da f selbstadjungiert ist, gilt ‘A = A
nach 9.10. Sei g : C* — C™ die durch A definierte Standardabbildung
(vgl. 5.11). Dann gilt A = M&(g) fiir die Standardbasis C von €", und nach
Bemerkung 9.10 folgt, dass g selbstadjungiert beziiglich des Standardskalar-
produktes von C" ist. Analog wie oben erhalten wir einen reellen Eigenwert
Avon g. Nun ist A Nullstelle von x4(z) = det(A—zE,) = x(z), und damit
ist A auch ein Eigenwert von f.

Wie im Fall n = 1 gesehen, kénnen wir zum Eigenwert A einen Eigenvektor
wvon f mit |ju|| =1 wihlen. Setze U = Ku, und

Ut ={veV|{vw) =0VweU}.

Dann induziert f eine selbstadjungierte Abbildung f| . : U+ — U™,
v +— f(v), denn fiir jedes v € U~ gilt

<f(v)’u> f selbsta:djungiert <,U’ f(u» - <U7\)\EUL'/> v €:UL 0
€

und also f(v) € U*. Nun zeigen wir, dass dimgx U+ = n — 1 gilt, um dann
die Induktionsvoraussetzung auf f|;;+ anwenden zu kénnen.
Da (, ) positiv definit ist, gilt U N U+ = {0}, und wir erhalten

n > dimg (U + U™) =, dimy U + dimg Ut =1+ dimg U+

Insbesondere ist dimyg U+ < n. Wir erginzen den Eigenvektor u von f zu
einer Basis von V und konstruieren dann wie in 9.9 eine Orthonormalba-
sis {u,uz, ..., u,} von V. Da us, ..., u, linear unabhiingig sind und in U+
liegen, folgt dimy U+ = n — 1. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt U+
eine Orthornormalbasis, die aus lauter Eigenvektoren besteht. Diese Ba-
sis ergibt zusammen mit u die gesuchte Orthonormalbasis von V, die aus
Eigenvektoren von f besteht. O

Anwendungen des Spektralsatzes sind neue Aussagen iiber die Diagona-
lisierbarkeit von Matrizen und die Hauptachsentransformation. Bevor wir

darauf eingehen, rechnen wir noch ein Beispiel zum Spektralsatz.
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Beispiel.
Sei f: R® — R®, (a,b,c) — (a — 2¢,0,—2a + 4c), und sei R mit
dem Standardskalarprodukt versehen. Zeige, dass f selbstadjungiert ist,
und konstruiere eine Orthonormalbasis von R3, die aus Eigenvektoren von
f besteht.

e Esist f selbstadjungiert, denn es ist

f(1,0,0) = (1,0,-2) L0 o
£(0,1,0) = (0,0,0) also A:==ME(f)=[0 0 o0
£(0,0,1) = (-2,0,4) -2 0 4

eine symmetrische Matrix, vgl. 9.10.

e Wir zerlegen das charakteristische Polynom det(A — xFs5) in Linear-
faktoren. Es ist

-z 0 -2
det(A — xE3) = det 0 —z 0 =1-2)(—z)(4—2x)+4x
-2 0 4—=2

= 2% 4+ 522 = 2%(5 — x)
= 5 ist ein einfacher und 0 ist zweifacher Eigenwert von f.
e Bestimme jeweils eine Basis der Eigenrdume

Vs = kern(f —5id) und Vp =kern f

A =5: Es ist
0 1-5 0 —2 a —4a — 2¢
0] = 0 -5 0 b = —5b
0 -2 0 4-5 c —2a —c¢

—c=-2aund b=0

also bildet v; = (1,0, —2) eine Basis von Vj

A =0: Es ist
0 1 0 -2 a a—2c
0l=10 0 O b| = 0
0 -2 0 4 c —2a + 4c¢

= a = 2c und b ist beliebig

also bilden v = (0,1,0) und v3 = (2,0, 1) eine Basis von V = kern f

ANALYTISCHE GEOMETRIE UND LINEARE ALGEBRA I, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2005/2006



138 9 Euklidische und unitire Vektorriume

e Fiir die Basis B = (v1, v2,v3) von R? gilt
f(v1) = (5,0,-10) = 5v;
f(v2) =(0,0,0) = Ovq und  ME(f) =
f('U3) = (0707 0) = OUS

O O Ot
o O O
o O O

—> B ist Basis aus Eigenvektoren von f. Es gilt

(v1,02) =1-040-1—-2-0=0= vy Luy

VoL V5 nach 9.11
<U1,U3>:1'2+O'072'1:O:>’01J_’l)3

<’02,’U3>:0-2+1-0+0~120202Jﬂ)3

und
Jor] = V/(v1,01) = VI+4=V5
[v2]l = V/(v2,02) = 1
lvs|l = \/m =5
— u = 2(1,0,-2), uz=(0,1,0), uz= 2=(2,0,1)

bilden eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

9.12 Hermitesche und symmetrische Matrizen
Definition.

a) Eine Matrix A € M,,x,(R) heifit symmetrisch, falls 'A = A gilt.
b) Eine Matrix T' € GL,(R) heifit orthogonal, falls *T'T = E,, gilt.
c¢) Eine Matrix A € M,,»,(C) heifit hermitesch, falls A = A gilt.
d) Eine Matrix T € GL,(C) heifit unitdr, falls *TT = E,, gilt.

Korollar.

a) Sei A € My, xn(R) symmetrisch Dann gibt es eine orthogonale Matriz
T € GL,(R) so, dass

M 0O -0
'TAT = 0

SO

0 0 M\,
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b) Sei A € My, xn(C) hermitesch. Dann gibt es eine unitire Matriz T €
GL,(C) so, dass

M 0 - 0
tpAT = | ©

: " .0

0 -« 0 M\,

mit A1,..., A\, € R gilt.

In beiden Fillen sind Ay,..., N\, die Eigenwerte (mit Vielfachheiten) der
Standardabbildung f : K" — K" | & — AT .

Beweis. Sei s das Standardskalarprodukt (vgl. 9.6) und B die Standardba-
sis von V := K". Dann ist A = ME(f) (vgl. 5.11), und f ist selbstadjungiert
nach Bemerkung 9.10. Nach dem Spektralsatz 9.11 besitzt V eine Ortho-
normalbasis B’, die aus Eigenvektoren von f besteht. Es folgt

A 0 - 0
ME() =[O T T ] = AT mit T o= ME dy)
830 |0
0 -+ 0 M\,
wobei A1, ..., A\, die Eigenwerte von f sind. Da B, B’ Orthonormalbasen

— Mg (s) = En = My(s) = B, = "TE,T — 'T = T ', Es folgt die
Behauptung im Fall K = R. Falls K = C ist, folgt

M O - 0

0 T VAT — TAT — 'SAS mit S = T
o

0 0 A,

9.13 Hauptachsentransformation

Zu einer symmetrischen Matrix A € M, «,(R) gehort eine quadratische
Form (vgl. Bem. 9.2 und 9.3)

X X1
q:ang)l}{ H(Ila"'axn)A = Q(f)

T Ln
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Es gilt dann (%) = aj12? + -+ apnx? + 2 > a;jz;w; (nach 5.2).
1<i<j<n

Die Hauptachsentransformation & —— SZ ist eine Koordinatentransforma-

tion mit einer orthogonalen Matrix S so, dass die “gemischten Glieder”,

das sind die Glieder hinter dem Summenzeichen, wegfallen:

Satz.

Sei A € My xn(R) symmetrisch, und sei f : R" — R", & — AZ, die zu
A gehdrende Standardabbildung und B die Standardbasis von R™. Dann gibt
es beziiglich des Standardskalarprodukts eine Orthonormalbasis C von R™,
die aus lauter Eigenvektoren von f besteht und folgendes bewirkt:

1. Die Matriz S := M%(id) ist orthogonal, also gilt 'S = ME(id) = S~ 1.
2. Sind A1, ..., A\ die zu C gehorenden Eigenwerte und ist
R" — R", ¥+ ST =:¢

die zu S gehdrende Standardabbildung, so gibt es eine quadratische
Form qc : R™ — R mit der Eigenschaft:

9(@) = qe(F) = My? + -+ Ay2

Beweis. Da A = ME(f) symmetrisch ist, besitzt R™ nach 9.10, 9.11 eine
Orthonormalbasis C, die aus Eigenvektoren von f besteht. Es ist M§(f) =
T~LAT mit T = M (id) nach 5.9. Bezeichnet s’ das Standardskalarprodukt
von R™; so gilt

E, = M(s) = T My(s) T ="'TT

=E,
da B, C orthonormal beziiglich s’ sind. Also ist T orthogonal. Es folgt S :=
Mg (id) = T—! =T und damit 1. Weiterhin folgt £ = S~ = T und also

I Y1
Q@) = (z1,...,20) A | | =,....u)'T-A-T
In Yn
Y1
=Wy ME(N) | 1 | = 2@
Yn
A 0

=M+ A2, daMS(f) =

%
Y
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Geometrische Interpretation fiir n = 2. Ist Ay > 0 und Ay # 0, so

5 - L —_1 .
setze @ = = und = Nouk und es folgt

2 2
Y1 Y1 Y2
= — :I: —
e (y2) a2 32
Betrachte die ,, Kurve®

G e () =)

Im Fall ,,+“ ist F' eine Ellipse und im Fall ,—* eine Hyperbel.

Beispiel.

= O
ON=

Man fiihre die Hauptachsentransformation von A = ( ) durch:

e Die Eigenwerte von

xr X
e ) @)=

sind A\; = % und Ay = —%.

voFrol8
N————

e Dazu gehoren die normierten Eigenvektoren

o= (1) w75 (V)

Sei C = (w1, ws) und B die Standardbasis von R?, dann folgt

()= (§5) (1) - (3:3) () =

= O

Y1 At 0 ([ 2 s Y Y5
qc (y2> (y1,92) (0 )\2) (yz) 1Y] + A2y3 9 9
wobei
Y\ _¢ T1 . By i 1 -1
<y2) ='T (172> mit T = Mg (id) = 7 (1 1 )
also

() =v (o)) -7m(ahs)
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Probe:
1/1 1\/0 3\ /1 -1 1/ 1N/1 -1
t — - 2 — = 2
= ()96 )0 A0
B 1/1 0Y_(3 0\_ (M 0
2\0 -1/ (0 -1/ 7\0 X
Es folgt
2 2
_ n 2|91 Y2 _
X_{(y2>GIR . 1}

Insbesondere ist X eine Hyperbel.

Lernerfolgstest.

e Die in 9.1 auf einem Kérper K definierte Involution ist stets bi-
jektiv. Warum?

e Verifizieren Sie die Eigenschaften (i) und (ii) in Bemerkung 9.2.
e Diskutieren Sie den Spektralsatz 9.11 am Beispiel des Null-Endo-
morphismus f : R* — R™, v — 0.

e Aufgaben 49-62, im Aufgabenpool Abschnitt 9.

9.14 Ubungsaufgaben 49 — 62

Aufgabe 49.
Fiir v = (71,72, 73,74), w = (Y1, Y2,Y3,y4) aus R* sei

(v,w) := 3x1y1 + 3z1Y2 + 3x2y1 + 4w3ys + 424Y3 .

Hierdurch ist eine symmetrische Bilinearform s : R* x R* — R, (v,w)
(v, w), definiert. Man bestimme die Matrizen Mg(s) und Mp/(s) beziiglich
der Basen

B = {(]"07 070)7 (O? 17 070)7 (O? 07 1)0)7 (O? 0? 051)} und
B’ ={(1,0,0,0), (-1,1,0,0), (0,0, 3, %), (0,0,5,—3)} von R*.

DRI
Aufgabe 50.
Sei V ein euklidischer R-Vektorraum. Man zeige, dass fiir u,v,w € V die
folgenden drei Aussagen gelten, und fertige zu (c) eine Skizze an:

(@) [[v—wl|?®=|v|?+ ||w]?® - 2(v, w) (“Kosinussatz”)
(®) |lv+w|?+[v—w|?* = 2 ||v||*+2 |Jw]|? ( “Parallelogrammgleichung”)

(©) (w—w)L(v—w) = [u—w|®+[v—w|*=u-v|.
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Aufgabe 51.
Es sei R3 mit dem Standardskalarprodukt versehen, und es seien

(1 0 —1) (—1 1 —1) (—1 1 —1)
V=\—"7%=Y, %= V=\T""F7=r5 T =) B=\T"7%=s 55 ~=]>
AT T eve) P T a3 2 a6 P T \aBT 20 o6

_ 3
undm-(0,0,m .
Man berechne den Abstand ||v;—v,|| fir i, j € {1,2,3,4}, i < j. Sodann zei-

ge man, dass vy, v, v3, vy ein regelméfBiges Tetraeder mit dem Mittelpunkt
0 bilden. Man ermittle, welche Winkel vy, vo, v3, v4 miteinander bilden.

Aufgabe 52.

Es sei V := R* mit dem Standardskalarprodukt versehen, und es sei U
der von den Vektoren (2,1,0,3), (4,2,1,-1), (1,0,2,—13) erzeugte Un-
tervektorraum von V. Man bestimme eine Basis des zu U orthogonalen
Untervektorraums U+ :={v € V|v LuVYu € U}.

Aufgabe 53.

Sei V' ein euklidischer oder unitdrer K-Vektorraum. Fiir v,w € V, v # 0,
zeige man: Es gibt genau einen Vektor v € V und genau ein A € K derart,
dass gilt: w = Av+u und u L v. Hierbei ist A = <<17f§>> . Man fertige vor der
Beweisfithrung eine Skizze an.

(A heifit die orthogonale Projektion von w auf die Gerade Kv.)

Aufgabe 54.
Es seien R? und R* jeweils mit dem Standardskalarprodukt versehen.

%) zu einer Orthonormalbasis von R3.
1
2 )

(a) Man ergéinze u; = (31, 3,
(b) Man ergiinze u; = (%7 %’

%),ug = (—%, %, —%, %) zu einer Orthonor-
malbasis von R*.

Aufgabe 55.

Es sei R* mit dem Standardskalarprodukt versehen, und es sei U der von
den Vektoren v; = (—3,-3,3,3), vo = (—5,-5,7,7) und vz = (4,-2,0,6)
erzeugte Teilraum von R*. Man benutze das SCHMIDTsche Orthonormali-
sierungsverfahren zur Konstruktion einer Orthonormalbasis von U.

Aufgabe 56.
(a) Man zeige: Vektoren vy # 0, ...,v, # 0 in einem euklidischen R-
Vektorraum mit der Eigenschaft v; Lv; V4 # j sind linear unabhéngig, und
fiir jeden Vektor v aus dem von vy, ..., v, erzeugten Teilraum gilt:
o) )
<’U171)1> <'Un7'Un>
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(b) Es sei R? versehen mit dem Standardskalarprodukt. Man konstruiere

mit Hilfe des ScHMIDTschen Orthonormalisierungsverfahrens eine Ortho-
normalbasis fiir den Teilraum U = { (z1,22,73) € R® | 21 + 222+ 323 =0}
und bestimme eine Basis von U-~.

Aufgabe 57.
Es sei R? mit dem Standardskalarprodukt versehen, und es sei

f:R® —R3, (a,b,¢) — (3a — ¢,2b, —a + 3c¢)
(a) Man zeige, dass f selbstadjungiert ist.

(b) Man konstruiere eine Orthonormalbasis von R?, die aus Eigenvektoren
von f besteht.

Aufgabe 58.
Es sei R? mit dem Standardskalarprodukt versehen, und es sei

f:R*—R3, (a,b,c) — (4a — 2b, —2a + 3b + 2¢, 2b + 2¢)
(a) Man zeige, dass f selbstadjungiert ist.

(b) Man konstruiere eine Orthonormalbasis von R?, die aus Eigenvektoren
von f besteht.

Aufgabe 59.
Essei A = (a b

b a) € May«2(R). Man fithre die Hauptachsentransformation
von A durch.

Aufgabe 60.

89 —48
; _ 1
ESSGIA—25 48 61

formation von A durch und fertige eine Skizze an.

€ May2(R). Man fiihre die Hauptachsentrans-

Aufgabe 61.
16 12

i -1
Es sei A = 5(12 9
mation von A durch und fertige eine Skizze an.

) € Msy2(R). Man fithre die Hauptachsentransfor-

Aufgabe 62.
11 —5V3

3 — 1
Es sei A = i6 (5\/?—) 1

transformation von A durch und fertige eine Skizze an.

) € Msyx2(R). Man fithre die Hauptachsen-
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10 Orthogonale und unitire Abbildungen

Lernziel.

Fertigkeiten: Drehungen und Spiegelungen zu beschreiben
Kenntnisse: Matrizengruppen GL,,, Oy, Uy, SLy,, SO, SU,,
Eigenschaften orthogonaler und unitdrer Endomorphismen

10.1 Metrische Abbildungen

Sei zundchst K ein beliebiger Korper. Gegeben seien K-Vektorrdume V'
und W, die beziiglich derselben Involution™: K — K, a —— @, jeweils
mit einer Metrik sy : V XV — K auf V und sy : W x W — K auf W
(geméf 9.2) ausgestattet seien.

Definition.

1. Eine K-lineare Abbildung f : V' — W heift metrisch oder Metrik
erhaltend, falls gilt:

’sv(v,v’) =sw(f(w), f(W") Vv,0" €V

2. Eine K-lineare Abbildung f : V. — W heifit Isometrie, falls f me-
trisch und bijektiv ist. Wir nennen V und W isometrisch, wenn es
eine Isometrie f: V — W gibt.

10.2 Die Matrix M2(f) einer Isometrie f

Satz.

Seien s : VxV — K, (v,w) — (v,w), eine Metrik, f : V — V ein
Automorphismus, B = (vi,...,v,) eine Basis von V und T := ME(f).
Dann gilt

f ist eine Isometrie <= "T' Myz(s)T = My(s)

Beweis. Da f ein Automorphismus ist, ist B’ := (f(v1),..., f(vn)) eine
Basis von V nach Aufgabe 20. Dann gilt ME(f) = M, (id) nach 5.4 und
also "T'Mgz(s)T = My, (s) nach 9.3 und 9.4. Nun folgt

f ist eine Isometrie <= Mpg(s) = Mg/ (s) <= "T'Mg(s) T = Mg(s).

O
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146 10 Orthogonale und unitire Abbildungen

10.3 Lineare Gruppen

Wir stellen zunéchst den Begriff einer Untergruppe bereit. Eine Teilmenge
H einer Gruppe G heifit Untergruppe von G, falls e € H und aob € H
sowie a~! € H fiir alle a,b € H gilt.

Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, und sei s : V x V — K,
(v,w) — (v, w), eine Metrik auf V. Nach Satz 5.7 ist die Abbildung
Mg s Aut(V) — GL,(K), fr— Mg(f)

fiir jede Basis B von V ein Isomorphismus von Gruppen. Im Hinblick auf
10.2 betrachten wir in Aut(V) die Untergruppe Aut(V, s) aller Isometrien
f:V — V, und in GL,(K) die Unterguppe

GL,(K.s) = {T € GL,(K) | 'T My(s)T = Mg(s)}

Dann erhalten wir nach 10.2 einen Isomorphismus von Gruppen
ME : Aut(V,s) == GL,(K,s), f+— MB(f)
Beispiele.

1. Definiert man eine Metrik s : R* x R* — R durch die Matrix (vgl.

Satz 9.3)
100 0
01 0 0
Esi=1g 0 1 o0
00 0 —1

so ist s eine symmetrische Bilinearform, die nicht positiv definit ist.
Es ist s(Z,7) = 71y1 + T2y2 + 23y3 — c?24y4 die in der Physik wich-
tige Lorentzform (aufgefasst als “Raum-Zeit”). Die Zeiteinheit ist so
gewdhlt, dass ¢ = 1 fiir die Lichtgeschwindigkeit ¢ gilt. Die Gruppe
GL4(R, s) ist die Lorentzgruppe

0371([R) = {T S GLn([R) | tTEgJT = E371}

2. Sei V euklidischer R-Vektorraum und B = (ug,...,u,) eine Ortho-
normalbasis von V' (vgl. 9.9). Dann ist Mz(s) = E,, , und die Gruppe
GL,, (R, s) ist die orthogonale Gruppe

]on([R) .= {T € GL,(R) | 'TT = E,} \
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Sehr wichtig ist auch noch die folgende Untergruppe von O, (R), die
spezielle orthogonale Gruppe genannt wird,

SOW(R) := {T € On(R) | detT =1} |

3. Analog: Sei V unitérer C-Vektorraum und B = (uq, ..., u,) eine Or-
thonormalbasis von V. Dann ist GL,,(C, s) die unitdre Gruppe

U.(€) = {T € GL,(C) | 'IT = E,} |

und die spezielle unitire Gruppe ist definiert als

SUL(C) :={T € Uy (C) | det T =1} |

In Ubereinstimmung mit Definition 9.12 wird eine Matrix aus O, (R) ortho-
gonal und eine Matrix aus U, (C) unitir genannt. Fiir eine unitdre Matrix
T gilt

|det T|? = (det T)-(detT) = (det'T)-(det T') = det(*T-T) = det E, =1

1.1 8
und also | det T'| = 1. Fiir eine orthogonale Matrix T gilt analog det T' = +1.
10.4 Bestimmung der orthogonalen 2 x 2-Matrizen
Wir gehen hierbei von einem beliebigen Grundkérper K aus und nennen

eine Matrix T' € Max2(K) orthogonal, falls *T'T = E, gilt. Seien a,b € K
mit a® + b%> = 1. Dann sind die Matrizen

a —b a b
T—(b a)undS—<b —a)
orthogonal denn:

ar= (5 (5 M= (0 9)
ss=(3 %) (0 )= Y)

ANALYTISCHE GEOMETRIE UND LINEARE ALGEBRA I, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2005/2006

und



148 10 Orthogonale und unitire Abbildungen

Satz.
Fiir Matrizen T € Mayo(K) gilt

T orttogonat ] = |7 = (") otert= (5 1)) mita 2 =1

Beweis. <= siehe oben

:>EsistT:(a b
c d

tpp (@ €\ (@ b\  [(a*+c* ab+ed) (1 0
“\b d)\c d)  \ab+ecd b +d*) \0 1

alsoa? +c2=1,0>+d?>=1und ab+ cd = 0.

) mit a,b,¢c,d € K und

1. Falla#O.Dannistb:—%:>1:b2+d2:g—z(02+a2):>

—_———

1

—c falls d =
d+a)d—a)=0=d=da=b=4{ ¢ 0071
cfalls d = —a

2. Fall ¢ =0. Dannist ?=1=c=4+1=d=0,daab+cd=0

O

10.5 Orthogonale und unitire Endomorphismen

Sei V' ein K-Vektorraum, der mit einer Metrik (, ) versehen sei, und sei
f V. — V eine metrische Abbildung. Ist (, ) eine symmetrische Bi-
linearform, so nennt man f auch eine orthogonale Abbildung oder einen
orthogonalen Endomorphismus. Ist V ein unitérer C-Vektorraum und (, )
ein Sklarprodukt auf V' (vgl. 9.5), so nennt man f auch eine unitire Ab-
bildung oder einen unitdren Endomorphismus. Die Sprechweisen sind aber
nicht einheitlich in der Literatur.

Bemerkung.

Seien V ein euklischer oder unitérer K-Vektorraum, f : V' — V ein ortho-
gonaler oder unitdrer Endomorphismus und ||v|| := /{(v,v) die Linge von
v eV (vgl. 9.7). Dann gelten:

1. |If ()] = ||v|| fiir alle v € V

2. f ist injektiv. Insbesondere ist f eine Isometrie, wenn V endlich-
dimensional ist.
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3. Ist A € K Eigenwert von f, so gilt [A| =1

Beweis. 1. folgt nach Voraussetzung iiber f.

Zu 2.: Ist f(v) = f(v/), so folgt 0= [|0]| = || £ (v) = f()]| = |l f(v =) =
|lv = v'|] und also v = v" nach 9.5.3. Aus 4.8 folgt nun 2.

Zu 3.: Ist v Eigenvektor zu A, so folgt ||v|| = || f(v)|| = || v|| = |All|v|| und
also |\ =1, da v # 0. O

Satz.
Sei V' ein euklidischer oder unitdrer K- Vektorraum.
Jede Abbildung f :V — V, die das Skalarprodukt erhdlt, fiir die also

(v w) = {f(v), f(w)) Yv,weV
gilt, ist K-linear (und daher orthogonal oder unitér ).

Beweis.

1. Setze z := f(v+w) — f(v) — f(w). Zu zeigen z = 0.
Fiir alle u € V gilt

Es sei U der von der Menge {f(u) | u € V} erzeugte Teilraum von
V. Dann ist (z,2’) = 0 fiir alle 2/ € U nach 9.5 Da z € U ist, folgt
insbesondere (z,z) = 0 und also z = 0 nach 9.5.3.

2. Setze analog z := f(A\) — Af(v) fiir A € K. Fiir alle u € V gilt

(2, f(w)) = (f(Mv) = Af(v), f(u))
= (f(A), f(w)) = A(f(v), f(u))
= (A, u) — (Mw,u) =0

Wie in 1. folgt nun z = 0.
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150 10 Orthogonale und unitire Abbildungen

10.6 Orthogonale und unitire Matrizen

Wie in 9.12 definiert, heifit eine Matrix 7' € GL,(R) orthogonal, wenn
'TT = E,, und eine Matrix T € GL, (C) unitir, wenn 'TT = E,, gilt.

Satz.

Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer bzw. unitirer K-Vektorraum,
B eine Orthonormalbasis von V und f : V. — V ein Endomorphismus.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

1. Der Endomorphismus f ist orthogonal bzw. unitdr.

2. Der Endomorphismus f ist eine Isometrie.

3. Die Matriz MB(f) ist orthogonal bzw. unitdr.
Beweis. 1. = 2. Dies gilt nach Bemerkung 10.5.2.

2. = 3. Dies gilt nach Satz 10.2, da Mgz(s) = E, fiir jede Orthonormal-
basis B von V gilt.

3. = 1. Sei T := ME(f) orthogonal bzw. unitir. Dann ist ME(f) €
GL,(K), und nach 5.7 folgt f € Aut(V). Da Mgz(s) = E, und
'TT = E, (mit T =T, falls K = R) gelten, ergibt 10.2 “<=", dass f
eine Isometrie und insbesondere orthogonal bzw. unitar ist
O

Beispiel.
Ist dimg V' = 2, so entsprechen die orthogonalen Abbildungen f:V — V
bijektiv den Matrizen der Form

@ b oder @ b mit a,b € Rund a® +b%> =1
b a b —a

Drehung, det()=1 Spiegelung, det()=-—1

(vgl. 10.4 und 10.7, 10.8 unten)

10.7 Spiegelungen

Sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, und sei v # 0 in V fest
gewdhlt. Eine Spiegelung beziiglich v ist ein Endomorphismus o : V — V
mit den Eigenschaften

1. o(v) = —v
2. Es gibt einen (n — 1)-dimensionalen Untervektorraum U von V' so,
dass o(u) = u fiir alle u € U gilt.
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Satz. Sei ||v]| = 1. Dann ist die Abbildung

IU:VHV, w»—>w72<w,v>v‘

eine Spiegelung beztiglich v und eine Isometrie. Ferner gilt 0 o o = id.

Beweis. Wir ergénzen v zu einer Orthonormalbasis vg,...,v, (vgl. 9.9).
Sei U der von vy, ...,v, aufgespannte Untervektorraum von V. Dann ist
dimgrU = n — 1, und es ist U = (Rv)t = {u € V | (u,v) = 0}. Es folgt
o(u) = u fiir alle w € U. Und es gilt o(v) = —v, da ||v| = 1 ist. Damit
sind die Eigenschaften 1. und 2. erfiillt. Ferner erhélt o das Skalarprodukt,
denn fiir alle w,w’ € V gilt (vgl. 9.2 und beachte (v,v) = 1):
(o(w),o(w")) = (w—2(w,v)v, W — 2w, v)v)
= (w,w') = 2(w’, v)(w,v) = 2(w, v){v,w’) + 4w, v) (W', v)
= <’LU, wl>
Also ist o eine R-lineare Abbildung nach Satz 10.5 und daher orthogonal.
Nach 10.6 ist o eine Isometrie. Es ist
o(o(w)) = o(w — 2(w, v)v)
=o(w) — 2{w,v) o(v) da o R-linear
=w — 2(w,v)v + 2(w, v)v, da o(v) = —v
=w YweV
O

Beispiel: Sei V =R? und (, ) das Standardskalarprodukt. Dann ist U =
(Rv)* eine Gerade. Fiir ||v|| = 1ist w — (w,v)v die orthogonale Projektion
von w auf Rv (vgl. Aufgabe 53).

Abbildung 19: orthogonale Projektion von w auf Rv
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Sei nun V euklidisch und dimg V' = 2. Es sei B = (u1, u2) eine Orthonor-
malbasis von V und f:V — V orthogonal.

Behauptung.

a b
Ist ME(f) = b
eines v € V mit ||v]| =1, und es gilt f(w) = w — 2(w,v)v fiir alle w € V.

Beweis. 1. Fall a=1= b=0.
Fiir die Spiegelung o : V — V, w — w — 2(w, ug)us beziiglich us
gilt o(u1) = uy und o(ug) = —ug, also

mit a® + b2 =1, so ist f eine Spiegelung beziiglich

ME(o) = <(1) 01> = ME(f) = o = f nach 10.3
2. Fall a #1 = a= —1oder |a| <1,daa?+b* = 1. Setze v = au; +Buz
mita:\/lg—“undﬁzg—s.Esfolgt
1—a b2 1—a b2
_ 2 2 _ o _
o)== ==+ 1m =5ty
=1

—
B (1—a)2+b2_1—2a+a2—|—b2_1
- 2(1—a) 2 —2a B

Seio:V — V, wr— w— 2(w,v)v, die Spiegelung an der Geraden
(Rv)+. Mit Hilfe von (u1,v) = o und (ug,v) = 3 ergibt sich

o(ur) = u; — 2a(auy + Puz) = ug — 20U — 2aBus
= (1 —14 a)us + bus = auy + bus

und
o(u2) = uz — 28(cuy + Puz) = us — 26%us — 2aBuy

b2 1—a—0b?
=(1- u2+bu1:a7u2+bu1
1-a 1-a

2 _
=4 au2+bu1, da 1 —b* = a?
l1-a

_ —a(l—a)
1-a

ug + buy = buy; — aus

— ME(0) = <Z _ba) = ME(f) = o = f nach 10.3
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10.8 Drehungen von R?

Wir versehen R? mit dem Standardskalarprodukt, und es sei B die Stan-
dardbasis von R2. Sei f : R? — R? eine orthogonale, orientierungserhal-
tende Abbildung. Dann ist det f > 0 nach Bemerkung 7.14, und also gilt

ME(f) = (Z _ab) mit a2 + b2 = 1 nach 10.4 und 10.6.

Es gibt nun genau ein ¢ € [0, 27| mit

a=cose und b=siny,

D <Cf)s<p —sin <p)
sinp  cosp
beschreibt per Standardabbildung eine Drehung von R? um 0 mit dem

Drehwinkel ¢ (gegen die Uhrzeigersinn), wie man sieht, wenn man v € R?

7 COS Qv : .
. ) mit 7 € RT und 0 < a < 27 schreibt.
rsin o

und die Matrix

in Polarkoordinaten v = (

Abbildung 20: Polarkoordinaten

Es ist
yo (CosP sing) (rcosa)  [r(cosy cosca — sinp sin «)
T \sing  cosy rsina ) \r(sing cosa + cosp sina)

_ <7“ CQS(O‘ + 90)) nach Additionstheoremen
rsin(a + ¢)

Ergebnis: Die Drehungen von R? um den Nullpunkt sind die orthogona-
len Abbildungen f : R? — R? mit det f = 1. Fiir A € May»(R) gilt

A beschreibt eine Drehung per Standardabbildung ‘ = ’ A € S02(R) ‘
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10.9 Fixpunkte orthogonaler Abbildungen

Sei V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, und sei B eine Ortho-
normalbasis von V' (vgl. 9.9).

Lemma.

Sei n = dimg V ungerade und f : V. — V orthogonal. Ist A :== ME(f) in
SO, (R), dann ist det(A — E,) = 0. Insbesondere besitzt f den Eigenwert
1, und f hat einen Fixpunkt vy # 0.

Beweis. Es ist

det(A — E,) = det'A det(A — E,,), weil 1 = det A = det A

Vor.

= det(*A(A — E,)), weil det multiplikativ nach 7.8

= det(E,, — 'A), weil A orthogonal nach 10.6

= det((E,, — A))), da Transponieren additiv und ‘E, = E,,
= det(—(A — E,)) nach 7.7
= (—1)"det(A — E,) durch n-maliges Anwenden von 7.2b)
= —det(A — E,) € R, da n ungerade

Hieraus folgt det(A — E,) = 0. Also hat f den Eigenwert 1 nach 8.6, und

es gibt einen Vektor vy # 0 mit f(v1) = v1 nach 8.2. Insbesondere ist vy
ein Figenvektor zum Figenwert 1. O

10.10 Drehungen von R3

Wir versehen R™ mit dem Standardskalarprodukt. Fiir v,w € R™ sei ||v—wl|
der Abstand zwischen v und w.

Definition.
Eine Bewegung von R™ ist eine Abbildung f : R® — R so, dass

[v—wl =f(v) = f(w)] Yv,weR"
gilt, und also eine abstandserhaltende Abbildung.

Lemma.
Jede Bewegung von R™, die den Nullpunkt festlisst, ist orthogonal.

Beweis. Sei f eine Bewegung von R” mit f(0) = 0. Dann gilt
o= wll? = (v —w,0—w) = (0,0} + (w,w) - 2(v,w)
= [[v]]* + w]]* = 2{v, w)

<o
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und analog

1£() = F@)II* = [IF )7 + If @) = 2(f (v), f(w))
= [1£(v) = FOI? + 1 f(w) = FOI = 2(f (v), f(w))
= [l = 0|* + lw = 0]|* = 2(f(v), f(w)), da f Bewegung
= [[ol® + [wll* = 2(f (v), f (w))
Da [jv —w]|* = || f(v) — f(w)||* gilt, folgt (v,w) = (f(v), f(w)) Yv,w € R",
und nach Satz 10.5 ist f dann auch R-linear. O

Sei nun n = 3 und f : R?> — R? eine Drehung um den Nullpunkt. Dann
ist f eine abstandserhaltende Abbildung, die 0 festlisst, und also nach dem
Lemma eine orthogonale Abbildung. Ferner lisst f einen Vektor vy # 0
fest. Dieser definiert die Drehachse, und auf der Ebene U senkrecht zu vy
wirkt f wie eine Drehung.

U

Abbildung 21: Untervektorraum U

Satz.
Die Drehungen von R? um den Nullpunkt sind die orthogonalen Abbildungen
f:R3 — R3 mit det f = 1. Fiir A € M3x3(R) gilt

’A beschreibt eine Drehung per Standardabbildung ‘ — ’ A € S03(R) ‘

Beweis. Sei B' die Standardbasis von R?, und sei R® mit dem Standard-
skalarprodukt versehen. Es ist dann B’ eine Orthonormalbasis von R3.

»= Ist f: R? — R? eine Drehung um den Nullpunkt
— f ist orthogonal (nach dem Lemma oben)
— A:=ME (f) € 03(R) (nach 10.6)
= det A = +1 (vgl.10.3.2)
= det A =1, da f = id fiir den Drehwinkel 0 gilt und die Determi-
nante stetig vom Drehwinkel abhéngt.
— A=ME (f) € SO3(R)
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=% Sei A € SO3(R), und sei f : R* — R3 die zu A gehérende Standard-
abbildung. Dann gilt A = Mg: (f), und f ist orthogonal nach 10.6.
Da f R-linear ist, gilt f(0) = 0. Nach 10.9 hat f auch einen Fixpunkt
vy # 0 in R3, also f(vg) = vo. Sei U := (Rug)* die Ebene durch 0,
die senkrecht zu vy ist. Dann ist U ein f-invarianter Untervektorraum
von R3, d.h. f(u) € U Yu € U, denn fiir ulvy gilt

0= (uv0) = ((w): f(e0)) = {f(w).v0) also f(w)Lug Vu € U

Wir zeigen nun, dass f|y : U — U wie eine Drehung wirkt. Dies
erreichen wir durch geeigneten Basiswechsel. Wir konstruieren eine
Orthonormalbasis B von R? so, dass die Matrix C' := ME(f) die Form

1 0 0
C=1|0 cosp —sing
0 singp cosyp

hat und also eine Drehung von R® mit Drehwinkel ¢ per Standar-
dabbildung zu C beschreibt, wobei e; = (1,0,0) auf der Drehachse
liegt.

Konstruktion von B: Sei vy := ¢y = [[v1]] = 1. Wir wihlen
geméB 9.9 eine Orthonormalbasis D := {va,vs} von U. Dann ist B :=
{v1,v2,v3} ist eine Orthonormalbasis von R?, da vy LU.

Es ist f(v1) = v1, da mit vg auch vy ein Fixpunkt ist. Da f(u) € U
fiir alle u € U gilt, gibt es A2, A3, 2, 3 € R mit

f(v2) = Aava + Agvs
f(v3) = pavs + p3vs

Daher gilt
1 0 0 \
C:=ME(f)=(0 X po| und D:=ME(f|y) = (/\2 #2>
5.4 5.4 3 M3
0 A3 pus

und aus 10.6 folgt, dass C' und D orthogonal sind. Da A = Mg:(f)
gilt, ist A = T~1CT mit T = M5, (id). Es folgt

1 = detA =detC =1-detD
) 7.8 7.4

Vor
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also C' € SO3(R) und D € SO2(R). Nach 10.8 ist daher

D= (cpsgo —sin <p>
sing  cos¢
Mit C beschreibt auch A = T-'CT eine Drehung von R um 0 per
Standardabbildung. Der Vektor v; liegt auf der Drehachse, der Dreh-

winkel ¢ wird auf der zu v; senkrechten Ebene U gemessen und zwar
gegen den Uhrzeigersinn, wenn man von v; aus auf die Ebene U sieht.

O

Im Hinblick auf 10.8 und Satz 10.9 nennt man die Gruppen SO2(R) und
SO3(R) auch Drehgruppen.

Lernerfolgstest.

e Ist die Umkehrabbildung einer Isometrie eine metrische Abbil-
dung?

e Wieso ist die in 10.3 definierte Menge Aut(V, s) eine Untergruppe
von Aut(V) ?

e Was ist die inverse Matrix 7! einer unitéiren Matrix T' ?

e Wieso ist die in 10.3 definierte Menge GL,, (K, s) eine Untergruppe
von GL,(K) ?

e Welche Aussage konnen Sie iiber die Determinante einer orthogo-
nalen Matrix sowie einer unitdren Matrix machen?

e Die Matrix § = (CS)SQD Sl @ ) beschreibt per Standardabbil-
sinp —cos

dung eine Spiegelung von R%. An welcher Geraden wird gespiegelt?
Machen Sie sich die geometrische Bedeutung klar.
e Aufgaben 63-68, im Aufgabenpool Abschnitt 10.

10.11 Ubungsaufgaben 63 — 68

Aufgabe 63.
Sei A € Myy2(R) eine Matrix mit lauter positiven Eintridgen, und sei f :
R? — R? die zugehorige Standardabbildung. Man zeige:

()
(b)

f hat zwei verschiedene reelle Eigenwerte.
Der groflere Eigenwert besitzt einen Eigenvektor, der im ersten Qua-

dranten liegt und der kleinere einen Eigenvektor, der im zweiten Qua-
dranten liegt.
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158 10 Orthogonale und unitire Abbildungen

Aufgabe 64.

Man bringe die reelle Drehmatrix (C.OS s 90) in May2(C) auf Diago-
singp  cosp

nalgestalt.

Aufgabe 65.

Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und f:V — V
eine orthogonale Abbildung mit Determinante det(f) = —1. Man zeige,
dass —1 Eigenwert von f ist.

Definition.
Eine symmetrische Matrix A € M,,«,,(R) heifit positiv definit, wenn

H1
(Mh"'a/j/n)A >0
[in

fiir jeden Vektor (pi1, ..., pn) # 0 aus R™ gilt.

Aufgabe 66.

Sei V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, und sei f : V — V
selbstadjungiert. Man zeige, dass folgende Bedingungen &quivalent sind.
(a) Alle Eigenwerte von f sind > 0.

(b)  Fiir jeden Vektor v # 0 aus V ist (f(v),v) > 0.

(c) Die Matrix ME(f) ist positiv definit.

Aufgabe 67.
Man untersuche, welche der folgenden reellen Matrizen positiv definit sind.

1 -1 0
A:G f) B:(l1 _21> C:(g f) D=[-1 0 1
0 1 2
Aufgabe 68.
Sei V ein 2-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Dann ist eine Spiegelung
von V eine orthogonale Abbildung V' — V, deren Determinante gleich —1
ist.
Man zeige, dass eine R-lineare Abbildung f : V — V genau dann eine

Spiegelung ist, wenn f die Eigenwerte 1 und —1 hat und die zugehorigen
Eigenvektoren senkrecht aufeinander stehen.
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Dieser Universitatsdruck wendet sich an Studierende des ersten
Semesters, die einen Studienabschluss in Mathematik, Physik
oder fiir das Lehramt an Gymnasien mit Mathematik als einem
der Unterrichtsfacher anstreben. Er enthalt mathematische Grund-

lagen aus linearer Algebra und Geometrie, die im gesamten
weiteren Studium gebraucht werden. Insbesondere wird in die
Theorie von Vektorraumen, Matrizen, Determinanten, linearen
Gleichungssystemen, Eigenwertproblemen und Vektorraumen
mit geometrischer Struktur eingefiihrt.
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