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Vorwort

Die Mafitheorie entstand aus dem Bediirfnis, Flidchen oder Volumina von Korpern
prézise messen zu koénnen, die komplizierter aufgebaut sind als einfache Grund-
gebilde wie Quader oder Kugeln, deren Inhalte sich mit elementargeometrischen
Uberlegungen oder durch Symmetriebetrachtungen leicht erschlieBen lassen. Der Leit-
gedanke ist stets, allgemeinere Korper durch einfache Systeme wie Quader geeignet
zu approximieren und diese Approximation sukzessive zu verfeinern. Schnell wird
klar, dass nicht jeder beliebigen Menge ein sinnvoller Inhalt zugeordnet werden kann.
Dies fiihrt auf den Begriff des Mafiraums, ein System von geeigneten Mengen mit ei-
ner Funktion, welche diesen Volumina zuordnet. Gewichtet man die Volumenbildung
iiber solchen Mengensystemen geméfl dieser Funktionen, so fiihrt dies auf die Idee
des Lebesgue-Integrals, eine Art Mittelung dieser Funktion. Analog wird das allge-
meine Maflintegral konstruiert, welches geeigneten Mengensystemen {iber allgemeinen
Grundrdumen einen Inhalt zuordnet. Hieraus ergibt sich sofort ein grundlegender Zu-
sammenhang zur Wahrscheinlichkeitstheorie: Erwartungswerte von Zufallsvariablen
konnen als Mittelungen dieser Funktionen verstanden werden, wobei die Volumen-
messung der Wahrscheinlichkeit eines durch die Zufallsvariable induzierten Ereignis-
ses entspricht.

Dieses Skript hat zum Ziel, die notwendigen Begriffe und Techniken der Maf}- und
Integrationstheorie bereitzustellen, um insbesondere die Grundlagen fiir eine moder-
ne Wahrscheinlichkeitstheorie zu legen. Dabei konnen viele vor allem auch fiir die
Analysis wichtige Aspekte aus Platzgriinden nicht behandelt werden. Es wurde je-
doch insbesondere Wert auf den Zusammenhang und die Unterschiede von Lebesgue-
und Riemann-Integral gelegt. Insbesondere das Riemann-Integral, welches lange Zeit
als iiberholt betrachtet wurde, bildet die Grundlage fiir moderne Integrationstheorien
der stochastischen Analysis und hat hierdurch eine Renaissance erfahren.

Dieses Skript ist fiir einen zweistiindigen Kurs konzipiert. Die mit % gekennzeich-
neten Abschnitte gehen iiber den Stoff einer zweistiindigen Vorlesung hinaus und
sind fiir das weitere Verstdndnis nicht notwendig.

Ich mochte mich an dieser Stelle sehr herzlich bei meiner Kollegin Prof. Anja
Sturm fiir wertvolle Hinweise und Korrekturen und bei Alexander Hartmann, Ben-
jamin Heuer und Achim Wiibker fiir die ausgezeichnete Hilfe bei der Ausarbeitung
dieses Skripts bedanken.

Gottingen, August 2010 Axel Munk
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Motivation

Die Begriffe Fliche und Volumen sind jedem von uns vertraut und wir gehen im
Alltag intuitiv damit um. Aufgrund dieser Vertrautheit entstand eine prézise und
allgemeine Definition erst verhéltnisméflig spiéit, etwa zu Beginn des 20. Jahrhunderts.
An eine sinnvolle Verwendung des Begriffs Volumen stellen wir zunéchst folgende
Forderungen:

F1 Einem Gebilde wird eine nichtnegative Zahl zugeordnet: sein Volumen.
F2 Zwei kongruente Gebilde haben das gleiche Volumen.

F3 Besteht ein Gebilde aus mehreren disjunkten Einzelgebilden, so ist das Volumen
des Gebildes gleich der Summe der Volumina der Einzelgebilde.

Formal fassen wir die Gebilde als Teilmengen des R™ auf und bezeichnen die
Potenzmenge mit Z(R") := {A Menge | A € R™}. Forderung [F'1| bedeutet, dass wir
eine Funktion

t: P(R™) — [0,00] :=[0,00) U {0}
A 1(A)

suchen, die einer Teilmenge A € R™ ihr Volumen ¢(A) zuordnet. Um die zweite
Forderung zu formalisieren, miissen wir den Begriff der Kongruenz definieren.

Definition 0.1 (Kongruenz). Wir bezeichnen zwei Mengen A, B € Z(R™) als kon-
gruent (engl.: congruent), falls es eine orthogonale Matrix U € R™*™ und v € R”
gibt, sodass mit

UA)+v:={Uz+v|ze A}

gilt:
B=U(A)+w.

Die orthogonale Matrix U bewirkt dabei eine Drehung oder eine Spiegelung, der
Vektor v eine Verschiebung der Menge A. Zusammen bewegen sie die Menge A durch
den Raum R".

Mit dieser Definition kénnen wir [F'2| fiir die Funktion ¢: #(R™) — [0, o] formu-
lieren:

t(A) = 1(B), falls A und B kongruent sind.

5



6 Motivation

Diese Eigenschaft heiflit naheliegenderweise Bewegungsinvarianz. Fiir die Formali-
sierung der dritten Forderung erinnern wir daran, dass zwei Teilmengen A und B
disjunkt heiflen, wenn A N B = J gilt. Damit erhalten wir eine weitere Forderung
an unsere Funktion, die paarweise Additivitdt:

(AU B) =(A) +(B), falls Aund B disjunkt sind.

Mittels eines Induktionsargumentes kann man aus dieser direkt die endliche Additi-
vitit folgern, wodurch [F3] erfiillt ist:

k k
L (U AZ) = Zl 1(4;), falls die A; paarweise disjunkt sind.

i=1

Formal geniigt die Nullfunktion ¢ = 0 all unseren Anforderungen. Um diese auszu-
schlieflen, fiigen wir eine letzte Forderung, die Normiertheit, hinzu: Das Einheitsin-
tervall [0, 1] soll die Lénge 1 haben, das Einheitsquadrat [0, 1]? die Fliche 1 und so
weiter:

¢([0,1]™) =1 fiir alle n € N.

Das Inhaltsproblem

Aus dieser Formalisierung ergibt sich das sogenannte Inhaltsproblem: Gesucht ist
eine Funktion ¢: Z(R™) — [0, 0], welche endlich additiv, bewegungsinvariant und
normiert ist. Es stellt sich heraus, dass dieses Problem fiir n € {1, 2} nicht eindeutig
l6sbar und fiir n > 3 gar vollig unlésbar ist. Unsere scheinbar banalen Forderungen
an die Funktion ¢ fiihren also zu iiberraschend tiefen Schwierigkeiten. Die Ursache
hierfiir liegt darin, dass wir [F1]- [F3] fiir alle Teilmengen des R™ fordern. Der folgende
Satz unterstreicht, wie bereits das Verhalten von Teilmengen im R unserer Intuition
zuwider laufen kann.

Satz 0.2 (Banach-Tarsky-Paradoxon, 1924). Seien A und B beschrinkte Teilmengen
des R und das Innere von A sowie das Innere von B nicht leer, so gibt es ein m e N
und paarweise disjunkte Mengen A; € R? fiir alle i € {1,...,m} sowie paarweise
disjunkte Mengen B; € R? fiir alle i € {1,...,m}, sodass gilt:

m

A=U&,B=6&
=1

i=1 i
und A; ist kongruent zu B; fir alleie {1,...,m}.

Anschaulich bedeutet dies, dass es zum Beispiel moéglich ist, eine Kugel vom Ra-
dius 1 so in endlich viele Stiicke zu zerlegen und wieder zusammenzusetzen, dass
1000 Kugeln vom Radius 1000 entstehen. Die einzelnen Teile sind zwar nicht kon-
struktiv bestimmbar, doch ihre Existenz kann aus dem Auswahlaxiom abgeleitet
werden. Fiir eine weiterfiihrende Diskussion und einen Beweis vergleiche [11], Seite
27. Vorkenntnisse in Algebra sind hierfiir hilfreich.
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Das Mafproblem

Obwohl bereits das Inhaltsproblem unl6sbar ist, wollen wir unsere Forderungen noch
ver-schérfen. Es wird sich herausstellen, dass diese Verscharfung nicht zu einer echten
Einschrinkung fiihrt, fiir den Aufbau einer starken Theorie jedoch unabdingbar ist.

Betrachten wir eine krummlinig begrenzte Fliche im R?. Um den Flicheninhalt zu
bestimmen, kénnen wir die Fldche durch disjunkte Rechtecke approximieren. Geméfl
unserer Intuition sollte eine Verfeinerung durch immer mehr und immer kleinere
Rechtecke die gesuchte Fliche immer besser approximieren und im Grenzwert genau
den gesuchten Fliacheninhalt ergeben. Fiir die Formalisierung erweitern wir dazu die
endliche Additivitat zu einer abzéhlbaren Additivitéit, der sogenannten o-Additivitdt.
Wir gelangen zu folgender Fragestellung;:

Problem 0.3 (Mafiproblem). Gesucht ist eine ,Mafifunktion® p: Z(R™) — [0, 0]
mit folgenden Eigenschaften:

M1 o-Additivitit: Seien A; € 2(R™) fiir alle i € N paarweise disjunkt, so gilt:

p (U Ai) = > u(A).

ieN ieN
M2 Bewegungsinvarianz: Sind A, B € &(R™) kongruent, so ist u(A) = p(B).
M3 Normiertheit: u([0,1]™) = 1 fiir alle n € N.
Satz 0.4. Das Mafproblem[0.3 ist fiir alle n € N unlésbar.

Beweis. Wir beginnen mit dem eindimensionalen Fall n = 1 und fithren einen Wider-
spruchsbeweis. Sei u: Z(R) — [0, 0] eine Funktion mit den Eigenschaften—
Wir betrachten die Quotientengruppe R/Q := {[z] | z € R} der Aquivalenzklassen [z]
beziiglich der Aquivalenzrelation

r~y:or—yeQ

und ein Représentantensystem R der Nebenklassen, von dem wir ohne Einschriankung
R < [0,1] annehmen kénnen. Die Existenz von R ist durch das Auswahlaxiom
gewahrleistet. Wir erhalten die abz#hlbare disjunkte Vereinigung

R = U(q+R).

q€Q
Ist u(R) = 0, so folgt aus der o-Additivitit und der Bewegungsinvarianz:

p(R) = > u(g+R) =0.
q€Q
Da aus der o-Additivitit pu(A) < p(B) fiir alle A € B folgt, gilt u([0,1]) = 0 im
Widerspruch zu (M3]). Ist hingegen u(R) > 0, so ist mit der Translationsinvarianz
von p

w= > plg+R)<pu([0,2]) < u([0,1]) + u([1,2]) =2,
qeQn[0,1]
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sodass wir wiederum einen Widerspruch erhalten. Den Fall n > 1 beweist man vollig
analog mit Hilfe der Quotientengruppe R™/Q™.

Um den Begriff des Volumens dennoch mathematisch sinnvoll zu formalisieren,
er6ffnen sich uns prinzipiell drei Moglichkeiten:

1. Zum Beweis der Unlosbarkeit des Mafiproblems haben wir das Auswahlaxiom
verwendet. Daher konnte man das Auswahlaxiom als Axiom der Mengenlehre
ablehnen. Aber das Auswahlaxiom sowie die dquivalenten Aussagen des Wohl-
ordnungssatzes und des Zornschen Lemmas besitzen in der Mathematik eine
bedeutende Stellung und erlauben es, viele Beweise sehr einfach zu fiithren.
Deshalb erscheint eine Ablehnung des Auswahlaxioms nicht sinnvoll.

2. Abstriche bei den Forderungen an unsere Volumenfunktion wéren denkbar. Be-
wegungsinvarianz und Additivitit sind jedoch so elementar fiir unsere Vorstel-
lung eines Volumens, dass wir daran festhalten werden. Die Normiertheit dient
lediglich dazu, die unliebsame Nullfunktion als Volumenfunktion auszuschlie-
Ben. Die Festlegung irgendeines anderen Volumens a > 0 fiir den Einheitswiirfel
macht die Probleme jedoch auch nicht losbar.

3. Es bleibt schliefflich, den Definitionsbereich einzuschranken. Wir wissen, auf-
grund der Uberlegungen in diesem Abschnitt, dass es uns nicht gelingen wird,
ein Maf} auf der ganzen Potenzmenge zu finden. Wir werden jedoch sehen, dass
das Mengensystem, auf dem wir ein Maf} erhalten, grofl genug sein wird, um
alle verniinftigen Mengen zu enthalten.



Kapitel 1

Maf3iraume

1.1 Allgemeine Mafirdume

Notation 1.1. Sind zwei Mengen A und B disjunkt, so schreiben wir fiir ihre Verei-
nigung auch A+ B := A v B. Ist I eine Indexmenge und sind die Mengen {A;},;
paarweise disjunkt, so schreiben wir analog >}, ; A; := [J,c; Ai-

Definition 1.2. Sei Q # ¢ eine Menge. Wir bezeichnen o € £(Q) als o-Algebra
(engl.: o-algebra, o-field) iiber Q, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Qe .
2. Esist A € & genau dann, wenn A€ € 7.

3. Gilt 4,, € & fiir alle n € N, so folgt |, .y An € .

neN

Definition 1.3 (Kolmogorov-Axiome, 1933). Sei & eine o-Algebra. P: o/ — R heifit
Wahrscheinlichkeitsmafs (W-MaB, engl.: probability measure) auf <, falls folgende
Bedingungen erfiillt sind:

1. Fur alle A € o gilt P(A) > 0 (Nichtnegativitét).
2. P(©2) =1 (Normierung).

3. Sei {Ay},, oy ein paarweise disjunkte Familie von Elementen von 7, das heifit
fir alle ¢ # j;4,j € N gilt A; n A; = &, dann gilt

P <Z An> = Y\ P(A,) (o-Additivitat).
neN neN

Bemerkung 1.4. Falls wir in Definition auf die Normierung von P verzichten, so
heiBt P Maf (vgl. Definition [1.25)).
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Definition 1.5. Seien ) # J eine Menge, &7 eine o-Algebra auf  und P ein
Wahrscheinlichkeitsmafl auf 7. (€2, 27) heit Messraum (engl.: measurable space).
(Q, o, P) heiBt Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum, engl.: probability space).

Definition 1.6. Ein Mengensystem M heifit n-stabil (engl.: closed under countable
intersection), wenn es abgeschlossen beziiglich endlicher Schnitte ist, also falls gilt:

A BeM = AnBelM.

Ein Mengensystem M heifit U-stabil (engl.: closed under countable union), wenn es
abgeschlossen beziiglich endlicher Vereinigungen ist, also falls gilt:

A BeM=AuBeM.

Definition 1.7. Sei Q # J eine Menge. & € () heifit Algebra oder \-System
(engl.: algebra), falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Qe ..
2. Es ist A € o) genau dann, wenn A€ € o).
3. & ist u-stabil.

Eine Algebra unterscheidet sich also dadurch von einer o-Algebra, dass sie nur
beziiglich endlicher, nicht aber abzihlbarer, Vereinigungen abgeschlossen sein muss.

Bemerkung 1.8. Folgende Implikationen ergeben sich leicht aus der Definition einer
Algebra:

1. o ist Algebra = @ € .

2. g ist n-stabil.

3. & ist o-Algebra = & ist Algebra.

4. Die Umkehrung von [3] gilt im Allgemeinen nicht. )

Gegenbeispiel: Q =N, o = {4 € Q| A endlich oder A%ndlich}. [Ubung]

Definition 1.9. Sei Q # ¢ eine Menge. Wir bezeichnen ¥ € () als Dynkin-
System (engl.: Dynkin system), falls

1. Qe 2,

2. D,Ee 9, DC E= FE\De 2,

3. D, € Z fiir alle n € N paarweise disjunkt = > D, € 2.

neN
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Lemma 1.10.

1. Jede o-Algebra ist ein Dynkin-System.

2. Umkehrung: Jedes n-stabile Dynkin-System ist eine o-Algebra.
Beweis.

1. Sei & eine o-Algebra. Dann ist 2 € &/ und &/ ist abgeschlossen beziiglich
abzahlbarer Vereinigungen, insbesondere auch Vereinigungen disjunkter Men-

gen.
Seien nun D, F € & mit D € F. Da & nach Bemerkung n-stabil ist, gilt:

E\D=EnDcd.

2. Sei Z ein n-stabiles Dynkin-System. Es bleibt zu zeigen, dass 2 abgeschlossen
ist beziiglich abzéhlbarer Vereinigungen. Seien D1, Da, ... € 2. Dann gilt:

ve
UDn=D1+Z(DnﬂDTﬁ"‘ﬁD%_1)€9-

neN n=2 . .
in 2 paarweise disjunkt

Lemma 1.11. Seien Q # J eine Menge, I # & eine Indexmenge und <; eine
o-Algebra tiber Q) fiir alle i € I. Dann ist auch

ﬂszf,;z{Aeszf,;fﬂralleieI}

i€l

eine o-Algebra iber . Diese Aussage gilt analog auch fir Algebren und Dynkin-
Systeme. [Ubung]

Satz 1.12. Fiir eine Menge Q) # & sei M € P(Q). Dann sind

o(M) := ﬂ {o-Algebra | M € o/ < P(Q)},

a(M) :=(){ah Algebra| M < o < P(Q)},

(M) := ﬂ {2 Dynkin-System | M <€ 9 < P(Q)}
wiederum o-Algebra, Algebra beziehungsweise Dynkin-System tiber ).
Beweis. Fiir o(M) wende Lemma auf folgende Indexmenge an:

I:={g/o-Algebra| M € o/ € 2 (Q)}.

Wihle analog Indexmengen fiir a(M) und §(M).
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Definition 1.13. In Satz heifit M Erzeuger (engl.: generator) oder Erzeugen-
densystem, o(M), a(M) und 6(M) heiBen die von M erzeugte o-Algebra, Algebra
beziehungsweise von M erzeugtes Dynkin-System.

Bemerkung 1.14. Aus der Definition folgt direkt, dass o(M) die , kleinste* o-Algebra
ist, welche M enthélt. Das heif3t:

o o-Algebra mit M € o7 € Z(Q) = o(M) € .

Wir sagen auch: (M) ist minimal. Analog sind a(M) und §(M) die kleinste Algebra
beziehungweise das kleinste Dynkin-System, welche M enthalten.

Definition 1.15. Sei &/ eine o-Algebra. Gibt es ein abzihlbares Mengensystem
M € & mit o(M) = &, so heifit &7 abzihlbar erzeugt (engl.: countably generated).
Entsprechend definieren wir abzihlbar erzeugte Algebren und Dynkin-Systeme.

Beispiel 1.16. Sei M := {{w} |w € ©}. Dann sind

1. o

(M) ={Ac Q| A abzihlbar oder A€ abzihlbar},
2. «of

3. 8(M) = o(M).
[Ubung] (Tipp: M U {J} ist n-stabil, Lemma

M) ={A < Q| A endlich oder A¢ endlich},

Regeln 1.17. Sei Q # & eine Menge und seien M, My, My € P (). Dann gilt:
1. M <Co(M),

M, € My = o(M,) € o(My),

o(M) = o(o(M)),

a(M)co(M),6(M) € o(M),

AR R

My € o(Mz), Mz € o(My) = o(My) = o(Ma).
Beweis.
1. Diese Aussage folgt direkt aus der Definition von o(M).

2. Sei My € M,. Dann gilt o(M3) 2 My 2 M;. Aus der Minimalitéit von o(M;)
folgt somit o(M;) S o(Ms).

3. (M) ist bereits eine o-Algebra und auBerdem minimal.

4. Nach Bemerkung und Lemma ist o(M) auch eine Algebra und ein
Dynkin-System. Aus der Minimalitit von (M) und §(M) folgt somit die Be-
hauptung.
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5. Aus M, < o(Ms) folgt mit 2] und [3], dass o(M;) S o(o(Ma)) = (M) und
umgekehrt.

Lemma 1.18. Ist M € 2(Q) n-stabil, so gilt
(M) =o(M).

Beweis. Mit Lemma und Regel bleibt zu zeigen, dass (M) n-stabil ist.
Seien A € §(M) und P4 := {B<Q|BnAe§(M)}. Dann ist M € Py fiir alle
Ae M, da M n-stabil ist. Es gilt:

e QnA=AedM).

e Seien D, E € 94 mit D € E. Dann ist (E\D)n A = (En A)\(D n A) € §(M),
da (D n A) € (E n A) und beide Schnitte in §(M) liegen.

e Seien D1, Do, ... € P4 paarweise disjunkt. Dann ist

(Z Dn> nA= Y (DynA)ed(M).

neN neN

Folglich ist 24 ein Dynkin-System {iber 2. Daraus folgt mit der Minimalitdt von
0(M), dass 6(M) S P4 fiir alle A € M. AuBerdem gilt fiir alle B € 6(M) und A € M,
dass B n A € §(M) und ebenso natiirlich A n B € §(M). Somit ist M € Pp fiir alle
B e §(M). Das wiederum impliziert, dass 6(M) € P fiir alle B € 6(M). Folglich ist
0(M) n-stabil.

Notation 1.19. Seien z := (21,...,7%),y := (Y1,...,yx) € R¥. Schreibe # < y oder
x <y, falls x; < y; beziehungsweise x; < y; fir alle i € {1,... k}.
Seien z,y € R*¥ mit 2 < y. Analog zu Intervallen in R schreibe

&
(z,y] :== >< (w4, 4]

fiir Quader im R*. Entsprechend definieren wir (z,vy), [z,y) und [z, y].

Definition 1.20 (Borel-o-Algebra). Fiir jedes k € N bezeichnen wir das System der
k-dimensionalen offenen Mengen mit 6% := {A Menge | A € R* offen}. #* := o(0*%)
heifit o-Algebra der Borel-Mengen oder Borel-o-Algebra (engl.: Borel o-algebra).

Bemerkung 1.21. Sei k € N. Wir werden spiiter sehen, dass sich auf %* ein Ma8
mit den im MafBproblem [0.3] geforderten Eigenschaften definieren lisst. Aus der
Unlésbarkeit des Mafiproblems folgt somit %% # Z(RF).
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Satz 1.22. Weitere Erzeuger von B* sind:

AR {A C RF abgeschlo&sen}7
gk = {(z,y] |x,yeRk,x <y},
Iy = {(z,y) |J;,y€]Rk,x <y},
/J,f = {(—oo,m] | T € Rk}.

Beweis. Es reicht, folgende Inklusionen zu zeigen:

1
2
3
4
)

. % o(0F) = B,

i < a(ah),
Ik co( 75),
Iy S o(IF),
o* c o( ).

Mit den Regeln und folgt dann die Behauptung.

1.
2.
3.

Sei A€ &7*. Dann ist A° € 0% und somit ist /% < o(OF).

Esist #F c @* c o(a").

Zur Erlauterung der Grundidee des folgenden Beweises betrachten wir Abbil-
dung Um den Quader ((xl, x2), (Y1, yg)] im R2 aus Elementen von jf’f zZu

konstruieren, betrachten wir den Quader ((—o0,—00), (y1,¥2)| und schneiden
die beiden Quader ((—o0, —o0), (z1,y2)] und ((—00, —00), (y1,x2)] weg.

Fiir den allgemeinen Fall betrachten wir x = (21,...,21),y = (y1,...,ys) € RF
mit z < y. Fiir alle me {1,...,k} definiere
m m m . m T, fallsn=m
2= (0 zgY) mit 2 = ,
Ym, fallsn #m

sowie I, := (—o0,2™] € ZF fiir alle m € {1,...,k}. Dann gilt:

k
(z,y] = (—oo,y]\ U I, € 0(/f) fiir alle (x,y] € k.

Folglich ist % € o(_#k).

. Seien z,y € R* wie oben. Definiere die Folge (y™)nen mit

y" = (max {z1,y1 = Yn}, ... max{zg, yx — 1/"}) e "
Somit gilt

U @™ = () € o).

n=1

Folglich ist . < o(.#F).
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Yo |--rmmrmmmreme e

T |owomerreeeeenes |

: : >
x1 [*A1

Abbildung 1.1: Der Quader ((a:l,xg), (yl,yg)] im R2

5. Sei A€ 0. Wir definieren den offenen Wiirfel mit Kantenléinge 2r und Mittel-
punkt ¢ als
B2q) = {o e B*[Jo =gl <7}.

Da A offen ist, gibt es fiir alle a € A ein ¢, € Q" und r, € Qmit a € BY (qq) S A.
Somit gilt:

Bq) Brlg)c A
%) sonst '

A= U B(gq,7) mit B(g,r) :={

(g,r)eQk xQ

Folglich ist 0% C o(.7F).

Im Folgenden beschiftigen wir uns mit der Frage, ob eine auf einem Mengensystem
M gegebene Mengenfunktion p: M — [0, 0] immer geeignet auf die von M erzeugte
o-Algebra o(M) fortgesetzt werden kann. Dabei interessiert uns insbesondere, ob
eine solche Fortsetzung eindeutig ist.

Betrachten wir zum Beispiel die borelsche o-Algebra %* mit der Menge der halb-
offenen Quader .#* als Erzeuger und die Volumenbildung als Mengenfunktion, so
ermoglicht eine solche Fortsetzung eine Approximation komplizierter Mengen durch
Quader.
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Bemerkung 1.23. Wir kénnen Definition auf metrische Rdume verallgemeinern.
Sei (£, d) ein metrischer Raum. Wir bezeichnen die vom System der offenen Mengen
erzeugte o-Algebra als Borel-o-Algebra. Ist der metrische Raum (2, d) separabel, so
wird die Borel-o-Algebra durch das System der offenen Bille erzeugt. [Ubung]

Zur Erinnerung: Ein metrischer Raum heift separabel, falls er eine abzéhlbare
dichte Teilmenge besitzt.

Definition 1.24. Sei M € #() ein Mengensystem. p: M — [0, 0] heifit Mengen-
funktion (engl.: set function). p heifit auBerdem

1. stetig (engl.: continuous) oder atomfrei, falls u({a}) = 0 fiir alle {a} € M mit
a €,

2. endlich (engl.: finite), falls u(A) < oo fiir alle A e M,

3. o-endlich (engl.: o-finite), falls es Ay € Ay € ... € M gibt, sodass | ;o Ai = Q2
und p(A4;) < oo fiir alle i € N,

4. endlich-additiv (engl.: finitely additive), falls aus Aj,..., A, € M paarweise
disjunkt und »1" | A; € M folgt, dass pn (31 A;) = D7 p(A),

5. o-additiv (engl.: o-additive), falls aus Aq, As,... € M paarweise disjunkt und
Dien Ai € M folgt, dass o (Do Ai) = Dien (A7)

Definition 1.25. Sei M < () ein Mengensystem. pu: M — [0,00] heifit Maf
(engl.: measure), falls M o-Algebra, p o-additiv und p(¥) = 0. Ist p ein MaB,
so heifit (2, M, u) Mafraum (engl.: measure space). Ein Mafiraum (€, M, ) heifit
o-endlich (engl.: o-finite) oder o-kompakt, falls p o-endlich ist.
Beispiel 1.26. Sei (9, o7) ein Messraum.

1. Fiir w € Q heifit
1 wed

0 sonst

dw: o — {0,1}, Al—»{
Dirac-Maf oder Einpunktverteilung in w.

2. pu: o/ > Nu {0} mit A |A] heiit Zihlmaf.
3. Seien p,, Mafle auf (€, &) fiir alle n € N und sei (b,,)nen eine Folge nichtnega-

tiver Zahlen. Dann ist

neN

ebenfalls ein Maf.

4. Seien beispielsweise ji,, := 0, und b, > 0 fiir alle n € N mit > b, = 1.
Bi= 2 en bndw, heift diskretes auf {wi,ws, ...} konzentriertes Wahrscheinlich-
keitsmaf.
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5. In 4} seien w, := n fiir alle n € Ny und b,, := %e‘A mit dem sogenannten

Intensitdtsparameter A > 0.
)\n
p: P(No) = [0,0), o> Y e Pa(n)
neNg n

heiflit Poisson-Maf. Hierbei definieren wir fiir A € 22(Q) die Indikatorfunktion

1 weAd

0 sonst

14:Q—{0,1}, uw—»{

Regeln 1.27. Seien (Q, o7, u) ein Mafraum und A, B, Ay, Ay, ... € &. Dann gilt:
1. A< B = pu(A) < u(B) (Monotonie),
2. Ac B, p(A) < oo = u(B\A) = u(B) — pu(4),
3.t (Uieny Ai) < Dien 1(A;) (o-Subadditivitit),
4. Ap /A= p(A) = limy, o p(A,) (Stetigkeit von unten),
5 An VA, u(Ar) < oo = p(A) =lim, o u(A,) (Stetigkeit von oben).
Hierbei bedeutet A, /* A, dass A, S Apy1 fir alle n € N und U A,=A

neN

und A, \J A, dass A, 2 Apy1 fir alle n € N und ﬂ A, = A.

neN
Beweis. [1} und [2} folgen direkt aus der o-Additivitét von p.

Bl Seien By := Ay und B,, i= A, n A n--- n AS_; fiir alle n > 1. Dann sind
B, B, ... paarweise disjunkt in <7 und es gilt:

i=1

woraus folgt: Y.y Bi = [J,eny Ai- Da p monoton ist, gilt:

t (U Ai) =p (Z Bi) = Z w(B;) < Z 1(A;).
i€N i€N

3

A; fiir alle n € N,
1

%

€N €N

@ Wiéhle By, Bs, ... wie oben. Es gilt:
p(A) = p (U Ai) = p (Z Bi) = lim p (Zl Bi)

ieN ieN
= lim < Ai> = lim u(A,).
n—od im1 n—xL

s
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B [Ubung]

Bemerkung 1.28. In Regel kann auf p(A;) < oo nicht verzichtet werden.
[Ubung]

Lemma 1.29. Seien % eine Algebra und p: <y — [0,00) eine additive Mengen-
funktion. Sei pu ferner stetig von unten an allen A € oy oder stetig von oben an .
Dann st u o-additiv.

Beweis. Seien (A, )nen eine Folge disjunkter Mengen in «% und A := Y, A, € %%.

Definiere

neN
By =Y 4; C,:=AB,
i=1

fiir alle n € N.
Sei zun#chst u stetig von unten. Da B,, A, folgt:

p(A) = lim p(Bn) = lim 37 p(Ai) = ) p(Aq).
i=1

n— 4
€N

Sei nun p stetig von oben an . Da p additiv ist, gilt fiir alle n € N:

Da C,, \\ & und p endlich ist, folgt:

p(A) = Tim p(Co) + Tim 37 u(A) = D) u(As).

n—w 4
i=1 €N

Satz 1.30 (Eindeutigkeitssatz). Sei Q eine Menge. Sei M S P(Q) ein n-stabiles
Mengensystem. Definiere die o-Algebra &7 = (M) auf Q. Seien u1,pe Mafle auf
(Q, ), welche eingeschrinkt auf M o-endlich sind. Auflerdem gelte

w1 (A) = pa(A) fir alle Ae M. (1.1)
Dann ist py = po auf ganz < .
Beweis. Sei B € M mit puy(B) = p2(B) < 0. Das Mengensystem
I :={Aed | (BnA)=pu(Bn A)}
ist ein Dynkin-System, denn:

o 11(BnQ)=p1(B) = ua(B) = p2(B n Q) impliziert, dass Q € Zp.
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e Seien D, F € Y mit D € E. Dann ist
i ((E\D) n B) = ju(E 0 B) = (D 0 B) = pa(E n B) — p2(D n B)
= 12 ((E\D) n B).
Folglich ist E\D € 95.

e Seien Dy, Do, ... € P paarweise disjunkt. Dann ist

fi1 ((%Dn) A B) = <%(Dn A B)) = %ul(Dn A B)
= > 12(Du n B) = 1z (Z(Dn rwB)) = li ((Z Dn> mB) .

neN neN neN
Folglich ist die Vereinigung der D,, in Zp.

Da M n-stabil ist und (L)) gilt, folgt M € P = (M) € Zp. Mit Lemma [1.1g]
folgt:
o =o(M)=5§M)C Zs. (1.2)

Da p1 und pg o-endlich auf M sind und wegen (|1.1)) gibt es eine Folge (A, )nen in M
mit 4, / Q und p1(A,) = pa(4,) < o fir alle n € N. Wegen (1.2)) gilt & € P4,
fiir alle n € N und mit der Stetigkeit von unten folgt

w1 (A) = lim p(An A,) = lim pe(An A,) = pe(A) fir alle A e o

Korollar 1.31.

1. Seien Py, P, Wahrscheinlichkeitsmafe auf 8% mit Py ((—o0,z]) = P ((—o0, z])
fiir alle x € RE. Dann ist P, = P;.

2. Es gibt nur (hochstens) ein Map \F auf B* mit

(y; — ;) fiir alle (x,y] € F*.

=

)‘k ((.Z’, y]) =

i=1

Nachdem wir die Eindeutigkeit der Fortsetzung eines Mafles gewéhrleistet haben,
interessiert uns nun die Existenz einer solchen Fortsetzung. Wir werden insbesondere
die als Semiringe bezeichneten Mengensysteme kennenlernen und zeigen, dass auf
Semiringen S definierte Mengenfunktionen mit bestimmten Eigenschaften sich immer
zu Maflen auf den erzeugten o-Algebren o(S) fortsetzen lassen.
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Definition 1.32. Sei Q # ¢J eine Menge. S © () heiit Semiring (engl.: semi-
ring), falls

1. ges,
2. S ist n-stabil,

3. fir A,B € S mit A € B gibt es paarweise disjunkte Mengen C1,...,C, € S
mit B\A = Z?:l Cz

Beispiel 1.33.
1. Sei Q := R*. Dann ist S := {(z,y] | z,y € RF, 2 < y} ein Semiring.
2. Seien (4, 24 ), (Qa, 9%) Messriaume. S := {A; x Ay | A1 € @A, Az € o} ist ein
Semiring iiber  := Q1 x Qy (der Semiring der Rechtecke).

Definition 1.34. Sei Q # & eine Menge. Eine Mengenfunktion p*: Z2(Q) — [0, 0]
heifit duferes Maf$ (engl.: outer measure, exterior measure), falls gilt:

L w*(@) =0,
2. AC B = u*(A) < u*(B),

3. p* (UneN Ap) < ZneN w*(Ap).

Satz 1.35. Sei Q # J eine Menge. Fir M € Z(QY) mit & € M sei p: M — [0, 0]
mit u(F) =0 eine Mengenfunktion. Fir A € Q sei

(Ap)nen Folge in M mit A C U Am} .

meN

/ﬂ@Fm%ZMM)

neN

Solche (A )nen heifen Uberdeckungsfolgen. Falls keine Uberdeckungsfolge existiert,
setze p*(A) := 0. Dann ist p* ein duferes Mafs, das von p induzierte dufiere Maf.

Beweis.
1. Offensichtlich gilt: p*() = 0.

2. Sei A € B € Q. Dann iiberdeckt jede Uberdeckungsfolge von B auch A. Folglich
ist pu* monoton.

3. Subadditivitdt: Ohne Einschrinkung sei p*(A,) < o fir alle n € N. Dann
gibt es fiir alle & > 0 und fiir alle n € N eine Folge (B, x)ken in M, sodass
Ap S Ukeny Bk und Xy (B k) < ¥ (Ay) + ¢/o fiir alle n € N.

Die Doppelfolge (B, k)n ken ist eine Uberdeckungsfolge in M fiir J,, oy An-
Somit gilt:

,u* (U An) < Z Z N(Bn,k) < Z N*(An) +e.

neN neN keN neN
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Satz 1.36 (Carathéodory). Sei u*: 2(Q) — [0, 0] ein dufleres Maf.

A (p*):={AC Q| u*(An E)+ u*(A° n E) = u*(E) fir alle E € Q}

sei das System der p*-messbaren Mengen. Dann gilt:

1. o (u*) ist eine o-Algebra iber Q (die o-Algebra der u*-messbaren Mengen).

2. Die Einschrinkung von p* auf o (u*) ist ein Maf.

Beweis.

1.

DaEnQ=Fund En Q¢ = fiir alle E € Q, ist Q € &/ (u*).
Ist A€ o/ (u*), so ist wegen der Symmetrie der Gleichung

p*(E) = p*(An E) + p*(A° 0 E) (1.3)

in A und A€ auch A° e & (u*).

Seien A, B € & (p*). Dann gilt (1.3)) fiir alle E € Q. Da sowohl BN E < Q
als auch B¢ n E € (), kénnen wir E in ([1.3) jeweils durch diese Mengen
ersetzen und erhalten folgende beiden Gleichungen:

W BNE)=p*(AnBnE)+u*(A°nBnE),
p* (BN E)=up*(AnB°nE)+ u*(A°n B°n E).

Diese wiederum eingesetzt in (|1.3|) mit B statt A ergibt:
p*(E) = p*(AnBNE)+u*(A°nBNE)+u* (AnB°nE)+u*(A°nB°nE).
Ersetzen wir hierin E durch E n (A u B) € €, so erhalten wir:

p*(En(AuB)) = p*(AnNBnE)+p*(A°nBAE)+p*(AnB°nE). (1.4)

Zusammen mit der vorhergehenden Gleichung ergibt sich:

p*(E) = p*(En (Au B)) + p*(En (Au B)°).

Folglich ist A U B € & (p*).

Seien nun A}, A5, ... € o/ (u*). Definiere die Mengen A := |,y A sowie
B, :=J! | A} fiir alle n € N. Wir definieren induktiv A; := A} € o/ (u*)

und
n—1 ¢ n—1 ¢
Ay = AN (U Az) = ((A;L)C v Ai> € of (u*).
1=1 1=1
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Nach Konstruktion gilt A = >, A, und B,, = > A; fiir alle n € N.
Aus (1.4)) ergibt sich induktiv fiir alle £ €  und fiir alle n € N:

n

p*(E 0 By) = > p*(E n Ay).

i=1
Nach dem bisher Gezeigten gilt B,, € &7 (u*) fiir alle n € N und
EnB.2FEnA® also p*(EnBS)=u*(EnA9

fiir alle £ € . Folglich gilt fiir alle n € N:

1H(E) = (B 0 By) + u*(E n BS) 2 ) (B 0 A) + p* (B n A%,
=1

Mit der o-Subadditivitit von p* folgt:

pH(E) = Y (B 0 Ay) + p*(E 0 A% = p*(E n A) + p* (B 0 A°).
€N

Wenden wir aulerdem die o-Subadditivitéit auf die Mengenfolge
EnAEnA O, O,...
an, so ergibt sich sogar Gleichheit:

pH(E) = Y p*(E 0 A;) + p* (B A°) = p*(E n A) + p*(E 0 A%). (1.5)
€N

Also ist A € & (p*) und &7 (u*) eine o-Algebra.
2. Wiéhlen wir in (1.5) E = A, so ergibt sich:
pE(4) = 3 (4.
ieN
Folglich ist die Einschrinkung des duBeren Mafles p* auf o/ (u*) o-additiv und

somit ein Maf.

Satz 1.37 (Mafifortsetzungssatz). Seien S € Z(Q) ein Semiring und p: S — [0, ]
eine Mengenfunktion mit

1. u(Q) =0,
2. w ist endlich additiv,

3. w ist o-subadditiv auf S, das heifst fir eine Folge (Ap)nen in S mit |, .y An €S

ist H (UneN A”) < ZneN A”
Dann gibt es ein Maf i auf o(S) mit p(A) = p(A) fir alle A€ S.

neN
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Beweis. Wir zeigen zuniichst die Monotonie von p. Seien A, B € S mit A € B. Da
S ein Semiring ist, gibt es disjunkte Mengen Cj,...,C, € S mit ».\_, C; = B\A. Es
folgt:
B=A+) C;
i=1

Da p additiv und nichtnegativ ist, gilt:
u(B) = p(A) + D p(Cy) = plA).
i=1

Sei nun p* das von p induzierte Mafl und <7 (u*) die o-Algebra der p*-messbaren
Mengen (siche Satz [1.36). Wir zeigen nun, dass S € &7 (u*) ist. Seien A € S und
E € Q. p* ist aufgefasst als dufleres Mafl o-subadditiv und daher gilt:

p*(E) < p*(An E) + p*(A° 0 E).

AuBlerdem gibt es nach Definition von p* fiir alle ¢ > 0 eine Folge (A, )nen in S mit
E < ey An und

DAy < p*(E) +e. (1.6)
neN
Da S ein Semiring ist, gilt: B, := An A, € S fiir alle n € N. Aulerdem gibt es fiir
jedes n € N paarweise disjunkte Mengen C), 1,...,Cy m, €S mit

Ap N A¢ = A\B,, = nf Chi.
1=1

Fiir alle n € N folgt:
Ap=Bn+ Y, Ci (1.7)
i=1
Es gilt:
AnEC U B,,

neN
Mn

AnEc ] Cui

neNi=1
Mit der o-Subadditivitit von p* und der Additivitdt von p und (L.7)) sowie (1.6
folgt:

ez

p*(ANE)+p*(A°n E) < Y u(Bn) + Y, D) #(Chsi)

neN neNi=1

- (H(Bn) £ u(on,») = 3 l4n) < p(B) +=.

neN neN
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Folglich gilt:
p*(An E) 4+ p*(A° 0 E) = p*(E)

und somit S € & (p*). Da o7 (u*) eine o-Algebra ist, gilt: o(S) € o7 (u*).
Definiere fi := ,u*|o(5). Es bleibt zu zeigen:
[i(A) = p(A)

fiir alle A € S. Nach Definition von p* gilt:

fiir alle A € S. AuBerdem gilt fiir alle Folgen (A )nen in S mit A € oy An wegen
der Monotonie und der o-Subadditivitdt von u:

pw(A) < p (U An) < Z p(Ar).

neN neN

Es folgt:

H(A) < in { S il(An)

neN

Ay eSfiralleneNund Ac | J An} = 1" (A) = a(A).
neN

Somit folgt: fi(A) = u(A) fiir alle A€ S.

Bemerkung 1.38. Nach Satz ist die Fortsetzung auf o(S) eindeutig, falls das
MaB p o-endlich ist.

Abschlieflend wollen wir noch einen wichtigen Begriff einfiihren.

Definition 1.39. Sei (2,7, 1) ein Mafiraum. Wir bezeichnen eine Menge S € o
als Trager (engl.: support) von p, falls p(S¢) = 0. Ist (2,d) ein metrischer Raum
und &7 die Borel-o-Algebra (siche Bemerkung , so heiflt S topologischer Trager
(engl.: topological support) von g, falls S die kleinste abgeschlossene Menge mit der
obigen Eigenschaft ist, das heifit, falls S abgeschlossen ist, ;1(S¢) = 0 gilt und fiir alle
abgeschlossenen Teilmengen 7' € S aus p(7°¢) = 0 stets T = S folgt. Hierbei sollte
beachtet werden, dass nach Definition der Borel-o-Algebra die offene Menge T°¢ stets
messbar ist.

Satz 1.40. Seien (Q,d) ein separabler metrischer Raum, ausgestattet mit der Borel-
o-Algebra, und p ein Maf$ auf diesem Raum. Dann existiert ein eindeutiger topolo-
gischer Trager von u. [Ubung]

1.2 Mafle auf %"

Im Folgenden werden wir uns mit MaBen auf der Borel-o-Algebra %* beschiiftigen
und Verteilungen kennenlernen. Wir beginnen mit dem eindimensionalen Fall £ = 1
und werden spéter auf beliebige k& € N verallgemeinern.
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Definition 1.41. Eine monoton wachsende, rechtsstetige Funktion G: R — R heifit
mafdefinierend. G heifit Verteilungsfunktion (engl.: distribution function), wenn au-
Berdem gilt:

lim G(z)=1 und lim G(z) =

T r—>—0
Notation 1.42. Sei A € RF eine Menge. Wir bezeichnen den Abschluss von A in R*
mit A und das Innere von A mit A°.

Satz 1.43. Sei G eine mafdefinierende Funktion. Dann existiert genau ein Mafl ug
auf B mit

pc((a,b]) = G(b) — G(a)  fiir alle (a,b] € I (1.8)
Falls G eine Verteilungsfunktion ist, so ist ug ein Wahrscheinlichkeitsmaj$ und heifit
das Lebesgue-Stieltjes-Mafl zu G.

Beweis. Da G monoton wachsend ist, definiert Gleichung auf dem Semiring
#1 eine nichtnegative, endlich-additive Mengenfunktion mit pug (&) = 0. Es bleibt,
zu zeigen, dass pug o-subadditiv auf #1 ist.

Sei (Ay)neny mit A, := (2, y,] fiir alle n € N eine Folge in .#! mit

A= (z,y] = UAnefl.
neN

Da G rechtsstetig ist, gibt es fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 mit 6 < y — x, sodass

0 < pe((z,z +6]) = Gz + 8) — G(z) < %

Sei A" := (x + 0,y]. Es gilt:

Ho(A) < pa(4) + 5. (1.9)

Analog gibt es fiir alle n € N ein §,, > 0, sodass mit A/, := (z,, y, + d,] gilt:

g
2n+1'

pa(Ay) < pa(An) +

(1.10)

Da {(Zn,Yn + 6n)},ey €ine offene Uberdeckung des kompakten Intervalls [z + 6, y]
ist, gibt es nach dem Satz von Heine-Borel ein m € N, sodass gilt:

A c m+§y§0

Damit kénnen wir die endliche Subadditivitét von ug ausnutzen und mit der Mono-
tonie von G ergibt sich:

G <n©1 AL) Z waa) & D ha(A

n=1 neN

bJ\(W
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Lisst man € gegen null gehen, folgt mit (1.9))
pa(A) = pa (U An) < Z pe(An).
neN neN

Da .#! n-stabil ist und pq eingeschrénkt auf I' o-endlich ist, folgt die Eindeutigkeit
von p¢ aus Satz [1.30]

Satz 1.44. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafs. Dann ist F(z) := P((—o0,]) eine
Verteilungsfunktion. Zu jeder Verteilungsfunktion I existiert genau ein Wahrschein-
lichkeitsmaf auf #* mit P((a,b]) = F(b) — F(a) und umgekehrt.

Beweis. Betrachte die Abbildung

¢: {F | F Verteilungsfunktion} — {P: 2" — [0,1] | P Wahrscheinlichkeitsmaf}
F PF>

wobei Pr das zu F' gehorige Mafl nach Satz sei. Beachte, dass Pr ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf ist, da F' eine Verteilungsfunktion ist. Des Weiteren definiere die
Abbildung

¢: {P: %' —[0,1] | P Wahrscheinlichkeitsmaf} — {F | F Verteilungsfunktion}
P~ Fp,

wobei
Fp:R—[0,1], z+~— P((—oo,x]).

Da P ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, ist dies in der Tat eine Verteilungsfunktion:
e Seien a,b € R mit a < b. Dann gilt:
Fp(b) — Fp(a) = P((—oo,b]) — P((—oo,a])
= P((—0,b]\(—0,a]) = P((a,b]) = 0.
Es folgt also Fp(a) < Fp(b). Somit ist Fp monoton steigend.

e Seien z € R und (z,,)nen eine Folge in R mit z,, \, . Da P endlich ist, folgt
mit der Stetigkeit von oben (Regeln [1.27)):

lim Fp(z,) = lim P((=00,a,]) = P (ﬂ(_oo,xn]>

neN

= P((—w,z]) = Fp(z).

Folglich ist Fp rechtsstetig.
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e Sei (z,,)nen eine Folge in R mit lim,_, x, = . Fiir alle n € N definieren wir
Yn := min{zg | k = n}. Dann gilt y,, <z, fir alle n € N, y,, / 00 und mit der
Stetigkeit von unten von P sowie der Monotonie von Fp folgt:

1> lim Fp(z,) = lim Fp(y,) = lim P((—o0,y,])

=P <U (—oo,yn]> = P(R) =1.

neN
Somit gilt: lim, . Fp(z) = 1.

e Sei (z,,)nen eine Folge in R mit lim,— x, = —oo. Fiir alle n € N definiere
Yn 1= max {zy | k = n}. Dann gilt y,, > x, fir alle n € N, y,, \, —00 und mit
der Stetigkeit von oben von P sowie der Monotonie von Fp folgt:

0< lim Fp(z,) < lim Fp(y,) = lim P((—00,y,])

=P (ﬂ(—oo,yn]) = P(&) = 0.
neN
Somit gilt: lim,_, o, Fp(z) = 0.

Um die Aussage des Satzes zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass ¥ und ¢ zu-
einander invers sind. Sei ) ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf %!. Fiir alle (a,b] € #*
gilt:

¥ (¢(Q)) ((a,0]) = Pr ((a,0]) = Fq(b) — Fo(a)
= Q((_Ooa b]) - Q((_Ooa a]) = Q((a7 b])

Nach Bemerkung ist somit ¢(¢(Q)) = Q.

Sei nun G eine Verteilungsfunktion. Fiir alle z € R gilt:

$(V(G))(x) = Fp(2) = Po((—0,2]) = G(z) — lim G(y) = G().

Yy—>—0
Folglich ist ¢(¢(G)) = G. Somit sind 1) und ¢ zueinander invers.

Bemerkung 1.45.
1. Das zu G(z) = = gehorige MaB A ((x,y]) := y — « heifit Borel-Lebesque-Ma.

2. Sei G definiert wie in Satz Dann gilt pg({z}) = G(z) — G(z—), wobei
G(z—) := limy_,; y<z G(y) der linksseitige Limes ist. Folglich ist G genau dann
stetig, wenn ug stetig ist.

3. pe in Satz [I.43]ist ein Borel-Map, das heifit ein MaB auf der Borel-o-Algebra,
mit pg(K) < oo fiir alle kompakten Teilmengen K. Ferner ist pg o-endlich.
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Beispiel 1.46.

1. Die Verteilungsfunktion der Normalverteilung mit Parameter (u,02) € R x R
ist
I 1 ) .
G(z) i = — exp | —=—=(t —p)° | dt. [Ubung]
202

2o J_op

2. Sei Aljq,5) das standardisierte Lebesgue-Maf auf [a,b]. Die zugehorige Vertei-
lungsfunktion ist die Gleichverteilung auf dem Intervall [a, b]:

0 r<a
Gz):=5(rx—a)/(b—a) a<z<b.
1 x>b

3. Die Verteilungsfunktion des Dirac-Mafes d,, bei xq ist

Gla) = {O T < xg

1 2>z

4. Die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung mit Parametern p € [0, 1] und
n € N ist

6@)i= 33 (1) = 1)

Das zugehorige Maf ist
B, ,:= Zn} " p*(1 —p)" ko
P k
k=0
Fiir n = 1 ergibt sich als Spezialfall die Bernoulli-Verteilung.

5. Die Verteilungsfunktion der Bernoulli- Verteilung mit Parameter p ist

0 x <0
Gz):=41-p 0<z<1.
1 z=1

Das zugehorige MaB ist B(p) := B, = (1 — p)do + pdi.

6. Die Verteilungsfunktion der hypergeometrischen Verteilung mit Parametern
N, M,neN, wobei M < N und n < N, ist

n M\ (N—-M
oy 0T,

o ()
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7. Die Verteilungsfunktion der Gammaverteilung mit Parametern p,b > 0 ist

T bp B B
Gla) ::fﬁk@ﬁ Lo~ (8)

wobel

I(x) := f et ar
0

die Gammafunktion ist.

8. Die Verteilungsfunktion der Betaverteilung mit Parametern p,q > 0 ist

¢ 1 p—1 q—1
Gz) = LL St =0 a0t

wobel

B(p,q) := E((I;?)_I;(;])) = L 1=ttt

die Betafunktion ist.

9. Die Verteilungsfunktion der Cauchy-Verteilung mit Parameter A\ > 0 ist

r 1 1 ..
Gz) = LL Ewdt. [(Tbung]

10. Die empirische Verteilungsfunktion zu n Beobachtungen x4, ..., x, ist
1 n
Fo(t) i= = Y L_oo ().
niz
Das zugehorige Maf3 heif3t empirisches Maf und ist definiert als

fin (A) = % Z T (x).

Bemerkung 1.47. Die Beobachtungen z1, ..., z, sind Werte von Zufallsvariablen X;
(siehe Definition . Folglich ist auch die empirische Verteilungsfunktion F;, ei-
ne Zufallsgrofle, da sie von den Zufallsgréflen x; abhéngt. Es handelt sich also um
eine ,zufilllige* Verteilungsfunktion. Im néchsten Kapitel erfahren wir mehr iiber
Zufallsvariablen.

Im Folgenden werden wir uns mit der Konstruktion von MaBen auf %* in hoheren
Dimensionen beschéftigen.

Definition 1.48. G: R¥ — R heifit mafdefinierende Funktion, falls gilt:

1. G ist rechtsstetig, das heiBt fiir alle z = (2!,...,2F) € R¥ existiert fiir jede
Folge (7 )neny mit o, = (z},...,28) € RF und x7 \, 27 fiir alle j € {1,..., k}

der Grenzwert G(x) = lim,_,., G(z,).
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2. Verallgemeinerte Monotonie: Fiir alle a,b € RF mit a < b gilt:

ALG:= Y (=1)F G (e bray ) 2 0.
ee{0,1}"

3. G heifdt k-dimensionale Verteilungsfunktion, falls auflerdem gilt:

lim G(z) =0 fur alleie {1,...,k} und lim G(z) =1.

XT;—>—0C X1 —0,...,Tp—>0

Satz 1.49. Sei G eine mafdefinierende Funktion. Dann gibt es genau ein Maf$ pg
auf B* mit
/Lg((&, b]) = AZG

fiir alle (a,b] € F*. Dieses heifit Lebesgue-Stieltjes-MaB zu G.

Beweis. Wir zeigen, dass die obige Vorschrift eine o-additive Mengenfunktion auf
#* definiert. Sei zunichst & = (a,b] € #*, das heifit es gibt ein i € {1,...,k} mit
a; = b;. Dann gilt:

b k—e1——¢ ey 1—¢ e 1—¢
AG = Z (=1)F =t ’“G(blla1 Y, bR ’“)
ee{0,1}*
k—e1——€i_1—€ig1——€k g1, 1—¢ ek 1—e
= Z (—1)k—= 1€t KG(bTay . ag, . bRa )
ee{0,1}*,e,=0
Y (rpFETEemEe G (050l a, L Bl
ce{0,1}F e;=1
=0.

Somit definiert AYG eine Mengenfunktion.

Wir zeigen nun die Additivitit von pug auf #*. Hierfiir zeigen wir die Additivitit
zunéchst fiir spezielle, sogenannte regulire, Zerlegungen von Quadern. Eine regulire
Zerlegung von (a,b] erhilt man durch Zerlegen der Kanten K; := (a;,b;] in n; Teil-
intervalle n,j = (ti,j—hti,j] fiir JjE {1, R ,’I’LZ‘} mit a; = ti,O < ti,1 < e < ti,m =b;.
Dies liefert uns eine Zerlegung des Quaders (a, b] in Hle n; Teilquader der Form

k
By, = X Tij,
i=1
mit 1 < j; < n; fir alle i € {1,...,k}. Sei (a,b] regulér zerlegt. Es ist zu zeigen:

MG((a7b]): Z /’[’G(lex“wjk)'

J1seeadk
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Es gilt:
Z I’LG(Bj17~--7jk)
J1y--dk
k—gy—i— 1— 1—
=) ) (nFeTTee (t‘i:,ljrltl,jflv“-ati’fjk—ltk,jik)
J1yeJk e€{0,1}F
k—ey—— - 1—
S ) L S SAE (tijjl_ltwlel,...,tifjk_ltwik) .
eef{0,1}* Jiseesdie
Betrachte ein c € {1,...,k}, ein . € {0,1} und ein m. € {1,...,n.}, sodass

(tijjlfltlffl...,tfc U O tl‘fk)

1,51 c,me—1%c,me kyjrk—1"k,ji

fiir alle j; € {1,...,n;} mit i # ¢ kein Eckpunkt des Quaders (a, b] ist. Das heifit, es
gilt:

eetess ¢ {aebe
Ohne Einschrénkung seien ¢ = 1, &1 = 0 und 1 ,,,, # by. Folglich ist m; < n;. In der
obigen Summe entspricht dies einem Summanden

1 \k—e2—-—eg £2 1—eo £k l—eyg
Z (=1) Z G(t17m17t2,j2—1t2,j2 gt ) -
€€{0,1}*,e,=0 J2seedk

Wegen m; + 1 < np erhalten wir auflerdem einen Summanden:

by 1— 1—ey,
D G A G(tlx(mﬁl)fl’té?jz—ltmfz’"'vt?fjk—ltk,jik)'

e€{0,1}F e1=1 J25Jk

Je zwei solcher Summanden heben sich gegenseitig weg. Da dieser Effekt immer dann
auftritt, wenn fiir ein ¢ € {0,1}" der Punkt

€1 l1—e1 £k 1—ep
(tl,jl—ltl,jl s g —1th g, )

kein Eckpunkt des Quaders (a, b] ist, bleiben nur die Summanden, welche Eckpunkte
beinhalten, iibrig. Wir erhalten:

IS 1— 1—
Y #6Bj )= Y (FYFETTE Y G(t?jl—ltl,jflv'-atifjk—ltk,jik>

J1edk eef{0,1}* J1yek
_ k—e1——ep e11.1—e1 erpnl—eg
= > (-1 G (ai'b} ', a*b, )
ee{0,1}F

=HG ((a7 b])

Sei nun (a,b] = Uzzl(ap,b”] eine Zerlegung in Quader A, = szl I; . Fiir jeden
Index i € {1,...,k} definiere I; := UZ:1 I; p. Wir konnen paarweise disjunkte Teil-

intervalle T 1, ..., T, der I; , auswihlen, sodass die Menge der Randpunkte dieser
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Teilintervalle der Menge der Randpunkte der I; ;, entspricht und dass gilt:

Lz
L={JT,
p=1
Die Quader Bj, . j, = szl T;,j, bilden somit eine regulire Zerlegung von (a,b].
AuBerdem gilt fiir alle pe {1,...,n}:
Ap = U Bj,....jw
Bjy,....i,EAp

Somit wird auch jedes A, regulér zerlegt und es gilt:

n

po((ab]) = > peBi.) =, O,  ka(Bi. )= na(Ap).

J1,--Jk Pille,m,jkgAp p=1

Folglich ist u additiv auf .#*. Insbesondere folgt aus (a, b] U _, A, mit A, e I

und n € N, dass gilt:
o) < 3 na(4y)
p=1

weil wir durch Ergénzen von (a,b] um Quader Qg, ¢ € {1,...,7} die Gleichheit
vy, =4
q=1 p=1

erreichen und die Additivitéit von pug ausnutzen kénnen:
pe((a,0]) < pa((a,0]) + D n6(Qq) = o ((a,b] v U Q )
q=1 q=1
n
= ka (U )
p=1
Wir zeigen nun, dass pg auf #* o-subadditiv ist. Sei (a,b] S U;f;l(ap, bP]. Es ist

Zu zeigen:
< Sl )

(4,). (1.11)

||Mz

Sei € > 0. Fiir § > 0 definiere
B:={zeRF|z;e(a;+0,b] firalleie {1,...,k}}.

Da G rechtsstetig ist, konnen wir ¢ so klein wihlen, dass ug(B) > ua ((a, b]) —¢ gilt.
Beachte, dass gilt:

B={reR|ze[a;+60b]firalleie{l,...,k}} S (a,0]
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Ferner erhalten wir fiir jedes p € N eine Menge
B, :={zeRF | 2; € (af,bF + 0,] fiir alle i € {1,...,k}}
mit 6, > 0 und

1(By) < pc((a”,07]) + 5.

Beachte, dass gilt:
(a”, 0] < By = {x e R¥ | z; € (a0 +0,) fir allei € {1,...,k}}.

’L’l

Somit gilt:
(a,b] € U (a?,bP] < U B,.

Nach dem Satz von Heine-Borel ist B kompakt. Somit gibt es ein N € N mit

Bc

Cz

Mit (1.11)) erhalten wir:

N [es}
pe((ab]) —e < pa(B) < Y. pa(B Z ((a?,b7])

Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt die o-Subadditivitit von pug auf #*. Da #* ein
Semiring ist und ,ug((a, b]) < oo fiir beschrinkte Quader (a, b] gilt, gibt es nach dem
MafBfortsetzungssatz (Satz[1.37) genau ein Mafl auf %%, welches ug fortsetzt.

Das Rechnen mit verallgemeinerter Monotonie erfordert oft viel Kombinatorik.
Das folgende Lemma soll das Arbeiten mit verallgemeinerter Monotonie vereinfachen.

Lemma 1.50. Sei
G: {(a,b] C R* ‘ae Ry {—oo})k,be]Rk} - R
eine endlich-additive Mengenfunktion. Definiere die Funktion
Fg:R—>R, z~ G((—mw,xz]).
Dann gilt fiir alle a,b e RF mit a < b:

AbFg = G((a,b)]).
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Beweis. Zunichst betrachten wir eine fiir die Rechnung giinstige Zerlegung der auf-
tretenden Mengen. Definiere zu ¢ € {0,1}* die Menge:

(—o0,b5al "] S (—oo,b].

g et

X =

R, :=
1

.
Il

AuBerdem definiere zu & € {0,1}* und i € {1,..., k} das Intervall:

o5 = (_w7ai] falls (S,L =0
o (ai7 b’L] falls (51 = 1 ’

Nun kénnen wir die Quader, in die wir R, zerlegen wollen, definieren:

k
Z5 = >< 28,0
i=1
Wir zeigen nun:
R. =) Zs.
o<e

Sei zuniichst = € R.. Dann gilt fiir alle i € {1,...,k}: z; € (—o0,b5'a; =']. Also gilt
fiir alle ¢ € {1,...,k} entweder z; € (—o0,a;] oder x; € (a;,b;]. Folglich gibt es ein
0 € {0, l}k mit x € Zs. Da aus §; = 1 z; € (a;,b;] und somit ¢; = 1 folgt, gilt stets
0 < e. Somit gilt:

R.c | %

o<e

und aus §; = 1 folgt stets ¢; = 1 und somit ebenso z; € (a;,b;] S (—00,bi a; "]
Also gilt € R, und wir erhalten:

Ist umgekehrt § < e und = € Zs, so gilt, falls 6; = 0: x; € (=0, a;] S (—o0, b5 al '],

R. 2 UZ(s.

0<e

Es bleibt die Disjunktheit der Vereinigung zu zeigen. Seien &', 62 € {0, 1}k verschie-
den. Dann gibt es ein i € {1,...,k} mit §] # 2. Ohne Einschrinkung kénnen wir
5} = 0 und 6? = 1 annehmen und aus (—o0,a;] N (—a;, b;] = & folgt die geforderte
Disjunktheit.

Nun zeigen wir noch

Z(—l)k*“*'"*g’“ _J0 fallsé#(1,...,1)
|1 fallss=(1,...,1)°

e=d

Sei 6 =(1,...,1). Es folgt:
D N A R

> e=(1,.,1)
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Sei 6 # (1,...,1) mit §; = O fiir ein ¢ € {1,...,k}. Wir definieren die Vektoren

0" :=(01,-.,0i—1,0i41,.-.,0k) sowie & := (1,...,8i—1,Ei+1,---,Ek). Bs gilt:
Z (_1)16*51*"'*% _ Z (_1)](}7517"-Ei71707€i+17"-78k
e=d e=0,6;,=0
+ Z (_1)k—51—~~~ai_1—1—ei+1—~~-—ak
e=d,e,=1
_ Z (_1)k—5'1—~~~—5§€_1 _ Z (_l)k—s’l—~~—s§€_1 -0
e'=¢ e'=¢’

Mit diesen Voriiberlegungen erhalten wir:

AjFg = 3, (FD)MTITR R e b )

ee{1,0}"

= Y CDVRTURGRY
ee{1,0}*

- 3 o (ga)
ce{1,0}* d<e

2 NN TG

ee{1,0}* d=<e

S Sz

5e{0,1}* =0

= > G(Zs) Y ()T = G(Z,. ) = G((a,b]).

5e{0,1}* ez

Bemerkung 1.51. Beachte, dass die in Lemma [1.50]an die Mengenfunktion G gestell-
ten Voraussetzungen im Allgemeinen von Maflen nicht erfiillt werden, jedoch von
endlichen Maflen und somit auch von Wahrscheinlichkeitsmaflen.

Satz 1.52. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafs. Dann ist F(x) := P((—0,z]) eine
Verteilungsfunktion. Zu jeder Verteilungsfunktion F existiert genau ein Wahrschein-
lichkeitsmaf auf %% mit P((a,b]) = ALF und umgekehrt.

Beweis. Betrachte die Abbildung
Y: {F | F Verteilungsfunktion} — {P: %" — [0,1] | P Wahrscheinlichkeitsmaf }
F PF7

wobei Pp das zu F gehorige Mafl nach Satz [[.49] sei. Beachte, dass Pp ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf ist, da F' eine Verteilungsfunktion ist. Des Weiteren definiere die
Abbildung
¢: {P: B —[0,1] | P Wahrscheinlichkeitsmaﬁ} — {F'| F Verteilungsfunktion}
P Fp,
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wobei
Fp:RF > 0,1], z— P((—0,z]).

Fp ist in der Tat eine Verteilungsfunktion, denn es gilt:

e Seien a,b € RF mit a < b. Da P ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, kénnen wir
Lemma [[.50] anwenden und erhalten:

AbFp = P((a,b]) 20

e Seien z = (z! z*) € und (7,)nen eine Folge in R¥| sodass fiir alle
jedl,... . k} gllt asn = ( . n) und zd N\, 27. Da P endhch ist, folgt mit

der Stetlgkelt von oben (R geln

lim Fp(z,) = lim P((~00,a,]) = P (ﬂ(_oo,xn]>

neN

= P((—mw,z]) = Fp(x).

Folglich ist Fp rechtsstetig.

e Sei (Tp)neny = ((:10711, e ,xﬁ))neN eine Folge in R¥ mit lim,, ., /), = oo fiir alle
je{l,....k}. Zune Nund j € {1,...,k} definiere yJ := min{xi ‘ k> n}
Dann ist y, < x, fiir alle n € N, yJ 7 oo fiir alle j € {1,...,k} und mit der

Stetigkeit von unten von P folgt:

1> nll_r)lip((_oo,xn]) = nh_I;@aP((_wvyn]) =P (U(_Oovyn]> = P(Rk) =

neN

Somit gilt: limy,, o0 4p e Fp(z) = 1.

o Sei (zn)nen = ((3,...,25)), o eine Folge in R* und sei lim,, .. ), = —o0

fiir ein j € {1,...,k}. Fiir alle n € N definiere y} := max {xfc ‘ k> n} Es gilt
y) > xl fiir alle n € N, yJ \, —o0 und mit der Stetigkeit von oben von P folgt:

0< lim P((—o0,z,]) < lim P(R7™! x (—o0,yl] x RF7)

n—xL n—o
(ﬂ R x (=0, 7] x R’H‘) _ P(@) -0,
neN
Somit gilt lim, ;. Fp(x) = 0 fiir alle j € {1,...,k}.

Um die Aussage des Satzes zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass ¥ und ¢ zu-
einander invers sind. Sei @ ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf %*. Fiir alle (a,b] € #*
gilt:

'(/J((é(Q)) ((a’7 b]): PFQ ((a? b]): AZFQ = Q((—(X), b]) - Q((—(X),CL]) = Q((aab])
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Nach Bemerkung ist somit w((b(Q)) = Q.

Sei nun G eine Verteilungsfunktion. Fiir alle z € R gilt:
V(@) (x) = Fpe () = Po((-0,2]) = G(z) - lim G(y) = G(x).

Folglich ist ¢(¢(G)) = (. Somit sind ¥ und ¢ zueinander invers.
Lemma 1.53. Seien G;: R — R Verteilungsfunktionen fir alle i € {1,...,k}. Dann
181

G® (x HG () (1.12)

eine k-dimensionale Verteilungsfunktion. Auﬂerdem gilt:

k
ALGW = TT(Gi(bi) = Gi(a))  fiir alle a,be R* mit a <b. (1.13)

i=1
Beweis. Wir zeigen zunichst induktiv die Giiltigkeit von (1.13)). Fiir k£ = 1 gilt:
MG = 3 (TG (1 ar ™) = G () = GP(a1) = Ga(by) = Ga(a).
616{0,1}

Folglich ist die Behauptung fiir k¥ = 1 erfiillt. Sein nun die Behauptung gezeigt fiir
ein kK € N. In k + 1 Dimensionen gilt:

AZG(k-s-l)

= Z (_1)k+1—51—~~—ak+1G(k+1) (bila%—slw. bilfll 11€+51k+1)

ee{0,1}F+!

=Y DTG (el e Gl (ans)
€€{0,1}F*1 ep 4 1=0

Y YRGB 0 e] b ) Gra (bi).

ee{0,1} ey i =1

Mit der Induktionsvoraussetzung folgt:

k
ALGHRY =(=Grpa(ari)) [ [ (G Gj(a;))
j=1
k
+ Grg1(brt1) H Gj(a;))
j=1
k41

= | [ (G;(b;) — Gj(ay)).

j=1

Damit ist ( - ) bewiesen.
Wir priifen nun, ob G := G*) aus - die Eigenschaften einer k-dimensionalen
Verteilungsfunktion erfiillt.
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e Rechtsstetigkeit: Sei (,,)neny eine Folge in RF mit z, \, € R* das heifit
2l N\ 2! fiir alle i € {1,...,k}. Es gilt:

k k
- Ey = i (2t = i )
Jug, Glon) = fim Glo,.oon) = i | [ Gitan) =] Jim Gt

Hierbei existieren die Limiten, da 0 < G; < 1 fiir alle 4 € {1,...,k} gilt. Mit
der Rechtsstetigkeit der G; folgt:

Also ist G rechtsstetig.

o Verallgemeinerte Monotonie: Seien a,b € R* mit a < b. Da alle G; isoton sind,

gilt mit -
ALG = H i(a:)) = 0.

e Dalimy, o, Gi(x;) =1 fiir alle i € {1,...,k}, gilt mit (1.13):
k k
2, Gl = Jim, (HG ) =Lt Gt =111 =
e Dalim,, ,_o Gj(x;) = 0 fiir alle j € {1,...,k}, gilt mit (1.13):

k
hkaG( (U xl>=xli)mLG x;j HG x;) =0

x
J i#£]

fiir alle j € {1,...,k}.

Folglich ist G eine k-dimensionale Verteilungsfunktion.

Beispiel 1.54.
1. Falls in Lemma m G; = idg fiir alle i € {1,...,k}, so definiert

k
= H z;
i=1
das Borel-Lebesgue-Maf \F in RF mit

k
N((a,0]) = AYG = [[(bi —ai)  fiir alle a,b e R¥ mit a <b.

i=1
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2. Die k-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswert p € RF und positiv
definiter und symmetrischer Kovarianzmatrix ¥ € R*** (siche Definition [3.17)
ist gegeben durch

el I =

Dies ist eine k-dimensionale Verteilungsfunktion. [Ubung]*Beachte, dass aus
der positiven Definitheit von ¥ die Existenz ihrer Inversen folgt.

(det 2)7% exp (—;(y —w)'E Ty — u)) dy.

Tipp: Wenden Sie den Transformationssatz fiir mehrdimensionale Riemann-
Integrale an und verwenden Sie die Hauptachsentransformation UXU? = D
mit einer orthogonalen Matrix U und einer Diagonalmatrix D.

3. Die Verteilungsfunktion F' der Cantor-Verteilung iiber dem Intervall (0, 1) defi-
niert man iterativ, und zwar im ersten Schritt tiber (1/3,2/3), im zweiten Schritt
iiber (1/9,2/9) und (7/9,8/9) und allgemein im k-ten Schritt iiber den mittleren
Dritteln der verbliebenen 2¢~1 Intervalle. Den Funktionswert wihlen wir dabei
iiber jedem dieser offenen Intervalle konstant gleich dem arithmetischen Mittel
der Funktionswerte iiber den unmittelbar benachbarten Intervallen, tiber de-
nen I bereits erklért ist. Wegen F'(0) = 0 und F'(1) = 1 ergibt sich im ersten
Schritt (siehe Abbildung

1 1 2
und im zweiten Schritt (siehe Abbildung

Flz) = {1/4 fir Yo <z <29

34 fir o < x < 89

k—1 k—1 k—1
51‘ 1 . 5z‘ 1 51‘ 2
F(I):ZE_'_? fir IE(Z231+3/€’Z231+3/€>7
1 =1 =1

wobei (d1,...,0;-1) alle (k — 1)-Tupel mit den Komponenten ¢; € {0,1} fiir
i € {1,...,k —1} durchlduft. Dies definiert F fiir k& — oo bereits auf einer
dichten Teilmenge des Intervalls (0,1). Durch rechtsstetiges (sogar stetiges)
Fortsetzen erhilt man die Cantor-Verteilung. Dies ist eine Verteilungsfunktion.
[Ubung]

Eine alternative Definition der Cantor-Verteilung lautet folgendermaflen: Sei
z €[0,1]. Wir kénnen z in der 3-adischen Darstellung schreiben als

e
z = Z 237"
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Damit diese Darstellung eindeutig wird, fordern wir aulerdem, dass im Fall
z # 0 fiir alle n € N ein & > n mit z; # 0 existiert. Anschaulich verbietet man,
dass die Darstellung abbricht, da zum Beispiel gilt:

oL
D237 =1
i=1

Mit dieser Forderung folgt fiir alle z € [0,1] direkt zo = 0. Fordert man statt-
dessen, dass es fiir alle n € N ein k£ > n mit 2z, # 2 gibt, so ist die 3-adische
Darstellung ebenfalls eindeutig. Fiir die folgende Definition ist es egal, auf wel-
che Weise man die Darstellung eindeutig macht, weshalb wir annehmen, die
Darstellung erfiille die erste Forderung. Definiere nun zu z € [0, 1]

=inf{keN|z, =1},
also die Stelle in der 3-adischen Darstellung von z, an der das erste Mal eine 1

als Ziffer auftritt. Tritt keine 1 auf, so gilt: k., = 00. Nun ldsst sich die Cantor-
Verteilung folgendermaflen definieren:

C:[0,1] » zr—>1+Z 21+1.
Die Menge {z € [0,1] | k, = oo} heifit Cantor-Menge.

Dass die beiden Definitionen dquivalent sind, resultiert daraus, dass fiir alle
ke N und z; € {0,2} mit ¢ < k sowie z;, = 1 gilt:

M(z1,...,2) = {i 237
- k2l g
(Z 3w23i+3k>’

und dass fiir alle z € M (21, ..., 2x) gilt:

zi € {0,1,2} fiir alle ¢ > k}

k—1 2 1 k—1 2 1 k—1
T 1
Clz)=1 Z ol Z 9itT T3~ Z 22+1 F(2).
=0 =1 =1

Wenn p ein Mafl auf einer o-Algebra o7 ist, so liegt es intuitiv nahe, dass je-

de Teilmenge einer pu-Nullmenge ebenfalls eine p-Nullmenge sein sollte. Wegen der
Monotonie von g wird es natiirlich nicht vorkommen, dass einer solchen Teilmenge
ein Maf3 grofler null zugeordnet wird. Es ist aber durchaus mdoglich, dass nicht jede
Teilmenge einer p-Nullmenge in &7 enthalten ist und folglich gar nicht gemessen wer-
den kann. Es stellt sich jedoch heraus, dass wir jeden Mafiraum problemlos mittels
Erginzung der o-Algebra um diese Teilmengen vervollstdndigen kénnen.
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1!! IA

:

0 T A A A
Abbildung 1.2: erste Iteration der Abbildung 1.3: zweite Iteration der
Cantor-Verteilung Cantor-Verteilung
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Abbildung 1.4: vierte Iteration der Cantor-Verteilung
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Definition 1.55. Ein Mafraum (9, o7, i) heifit vollstindig (engl.: complete), falls
fiir alle p-Nullmengen A € o7 gilt:

BC A= Bed.

Lemma 1.56. Sei (2, o7, u) ein Mafraum. Das System
o, ={ACQ]esgibt E,F e mit ECACF und n(F\E) =0}
ist eine o-Algebra o C o, und
fi: o), — [0, 0]
A sup{u(B)|Be o,Bc A}

ist ein Maf$ auf 7, welches p fortsetzt. Der Mafiraum (82, <7, fi) ist vollstindig und
heifst Vervollstindigung von (2, o7, ).

Beweis. Fiir o7, gilt:

e Fiir alle Ae o gilt AC AC A mit pu(A\A) = 0. Somit ist &/ C &7, und da &/
eine o-Algebra ist, folgt Q2 € «7,.

e Seien E,F € & mit u(F\E) = 0 und sei A € o/, mit E € A C F. Da & eine
o-Algebra ist, gilt F¢, F¢ € o/ sowie F¢ € A° € E°. Wegen

WENF®) = p((NEN\Q\F)) = w(F\E) =0
folgt: A° € 7,.

e Scien A1, As,... € &), E,,F, € &, sodass E,, € A, € F,, und p(F,\E,) =0
fir alle n € N. Definiere A := |, .y An B = Upeny En und F = |, o Fr-
Dann sind, da & eine o-Algebra ist, £, F € o/ mit E € A € F und da p ein
Ma8 ist, folgt pu(F\E) < 3, oy #(FR\Ey) = 0. Also ist A € 7,.

Folglich ist ., eine o-Algebra iiber ). Fiir fi gilt:
e Sei A € o/. Wegen der Monotonie des Mafles p gilt:
i(A) = sup {u(B) | Be o, B € A} = ju(A).

Damit folgt insbesondere ji(&) = 0.

e Seien A, B € o7, mit A € B. Dann ist
{w(C)|Cew,Cc Ay c{ulC)|Ceo,C < B}
und es folgt:
fi(A) = sup{u(C) | Ce o/,Cc A} <sup{u(C) |C e &, C < B} = i(B).

Also ist i monoton.
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e Seien nun Ay, Ay, ... € &, paarweise disjunkt. Weiterhin seien E,,, F}, € &/ mit

E, € A, € F, und u(F,\E,) = 0 fir alle n € N. Definiere A := Y]
E:=% Epund F:=J

neN A"’

nen Fn- Beachte, dass somit aus der Monotonie von

g und fi|s = p bereits fi(A) = p(E) und a(A,) = p(E,) fir alle n € N folgt.
Es gilt:

Folglich ist i o-additiv.

Somit haben wir gezeigt, dass fi ein Ma8 ist, welches p auf <7, fortsetzt. Sei nun
N € 4, eine fi-Nullmenge. Seien A € N und E,F € & mit F € N ¢ F und
u(F\E) = 0. Nach dem bisher Gezeigten ist F' eine ji-Nullmenge mit & € A € F
und p(F\&) = 0, also gilt A € o7,. Somit ist (€2, <7, i) eine Vervollstandigung von

(o, ).

Bemerkung 1.57. Der Mafiraum (R*, 2% \F) ist nicht vollstéindig. Die Fortsetzung
von A\F auf die Vervollstindigung von (RF, %% A*) heifit Lebesgue-Map. Die Ver-
vollstandigung von %* heift o-Algebra der Lebesque-Mengen.

Ubungsaufgaben:

Ubung 1: Beweisen Sie Punkt 4] von Bemerkung

Ubung 2: Beweisen Sie Lemma

Ubung 3: Beweisen Sie Beispiel

Ubung 4: Beweisen Sie Punkt [5| der Regeln

Ubung 5: Beweisen Sie Bemerkung m

Ubung 6: Zeigen Sie, dass es sich bei der k-dimensionalen Normalverteilung um
eine k-dimensionale Verteilungsfunktion handelt (siehe [1.54).

Ubung 7: Zeigen Sie, dass es sich bei Cantor-Verteilung um eine Verteilungsfunkti-
on handelt (siehe [1.54)).

Ubung 8: Beweisen Sie das Approzimationslemma: Sei (2, .7, 1) ein endlicher MaB-

raum und % eine Algebra mit o(e%) = o7. Sei AA B := (A\B) u (B\A)
die symmetrische Differenz von A und B. Dann gibt es zu jedem A € o/
und € > 0 ein Ag € & mit u(A A Ap) <e.

Tipp: Fiir den Nachweis, dass eine Eigenschaft FE fiir jede Menge A einer
o-Algebra o7 iiber € gilt, bilde man das Mengensystem M aller Teilmen-
gen von €, fiir welche F erfiillt ist und zeige:

(a) M enthélt einen Erzeuger von &7,
(b) M ist eine o-Algebra.
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Lernziel-Kontrolle:

Frage 1: Was sind o-Algebren und welchen Zweck erfiillen sie?

Frage 2: Was ist das Mafiproblem und welche Paradoxien koénnen sich aus diesem
ergeben?

Frage 3: Was ist ein Dynkin-System und warum wird dieser Begriff eingefiihrt?
Frage 4: Was besagt der Satz von Carathéodory?

Frage 5: Was ist ein dufleres Mafl und auf welchen Mengen kann es definiert werden?
Frage 6: Was besagt der Mafifortsetzungssatz?

Frage 7: Welcher Zusammenhang besteht zwischen Wahrscheinlichkeitsmafien und
Verteilungsfunktionen auf R', welcher auf R*?

Frage 8: Kennen Sie Beispiele von Verteilungsfunktionen und den zugehorigen Ma-
Ben?

Frage 9: Welche Eigenschaften muss eine mafidefinierende Funktion auf R¥ erfiillen?

Frage 10: Wie und weshalb vervollstdndigt man Mafirdume?



Kapitel 2

Messbare Abbildungen und
Zufallsvariablen

Im Folgenden betrachten wir Abbildungen zwischen Mafirdumen. Insbesondere wer-
den wir Zufallsvariablen kennen lernen.

Regeln 2.1. Seien Q und ' Mengen und f: Q — Q' eine Abbildung. Diese induziert
eine Urabbildung

1 2Q) - 2(0)
A {weQ] flw)ed}.

Seien J eine Indexmenge und A; c Q' fiir alle j € J. Die folgenden Rechenregeln
bilden das Fundament dieses Abschnitts:

1 (ﬂ A}) = () r 1Ay, (2.1)

jed jed
FHA) = (F1AN)", (2.2)
= (U A;) =), (2.3)
jeJ jed
Beweis.
1. Es gilt:

(o)

f(w)eﬂA;}={weQ|f(w)eA;VjeJ}

jeJ

= ﬂ{w€Q|f(w)eA;~} = ﬂfﬁl(A;')'

jeJ jeJ

45
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2 [HA®) = {we Q] fw) € A} = {we Q| f(w) € A} = (FH(A))",
3. Die Behauptung folgt aus den ersten beiden Aussagen mit

45 = (ﬂAgc>c.

JjeJ jeJ

Lemma 2.2. Sei f: Q — Q' eine Abbildung. Dann gilt:

1. Ist &' eine o-Algebra iiber ', so ist
fH ) ={f 1 (A)e 2(Q)|A e}
eine o-Algebra tiber 2.

2. Ist & eine o-Algebra iiber 2, so ist
oy ={A e 2() | 1A e o}
eine o-Algebra iiber €.

Beweis. Wir priifen mithilfe der Regeln 2.1 ob die Eigenschaften einer o-Algebra
erfiillt sind.
1. eDaQed und f71(Q)=Q,ist Qe f ().
e Sei A € f~1(/’). Dann gibt es A’ € &' mit A = f~1(A’). Da auch
A e o' ist und fH(A") = (f71(A"))" = A° gilt, folgt A° e f~1(=").
e Seien Ay, As,... € f7(</’). Dann gibt es Mengen A, A},... € &' mit
A, = f71(A]) fiir alle n € N. Es gilt:

U A= £y = 5 (U A;> e N ().
neN neN neN
2. eDaQed und f7H(Y) =Q,ist QO € o.

e Sei A’ € ;. Dannist f~1(A’) € & und somit f~1(A’¢) = (f’l(A'))c €.
Folglich ist A" € <7;.

e Seien Af, Ay, ... € ;. Dann sind f1(A)), f1(A)),... € &. Es gilt:

! (U A;> =Urieq.

neN neN

Folglich ist
LJ<A% Eeﬁﬁ.

neN
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Bemerkung 2.3. Seien (Q,.47), (), &’) Messrdume und f: Q — Q' eine Abbildung.
f():={f(A)e (V)| Ae &} ist im Allgemeinen keine o-Algebra iiber .

Definition 2.4. Seien (2, ), (€, &') Messrdume. Eine Abbildung f: Q — Q' heifit
(o, o")-messbar (engl.: measurable), falls f=1(«’) € &.

Bemerkung 2.5.

e Eine Abbildung ist genau dann messbar, wenn die Urbilder messbarer Mengen
messbar sind. Dies verhiilt sich analog zu stetigen Abbildungen (Urbilder offener
Mengen sind offen).

o oy ist die grofite o-Algebra, sodass f gerade noch (o7, o7y )-messbar ist. Folglich
ist f genau dann (o7, &/’)-messbar, wenn o/’ C /.

e Die Borel-o-Algebra (vgl. Bemerkung|1.23)) ist die kleinste o-Algebra, beziiglich
welcher alle reellwertigen, stetigen Funktionen messbar sind.
Lemma 2.6. Seien (Q, o), (Q, /') Messriume. Sei M' € P(Q) mit c(M') = o".
Dann ist f: Q — Q' genau dann (<7, ")-messbar, wenn f~1(M') C o .
Beweis. Sei f (o, a/")-messbar, also f~!(«/’') € /. Da M € &/, folgt insbesondere
(M) co.

Sei nun f~!'(M’) € /. Nach der Definition von &/ ist M’ < ;. Da <7 eine
o-Algebra ist, folgt: o(M’) € o/;. Mit Bemerkung folgt die Behauptung.
Beispiel 2.7. Betrachte eine Abbildung f:  — R* zwischen den Messriumen (2, .<7)
und (R*, %*). Diese ist genau dann (.7, #*)-messbar, wenn f~1(.#%) C & ist.
Bemerkung 2.8. Lemma[2.6 besagt, dass es fiir die Messbarkeit beziiglich <7/ ausrei-
chend ist, Messbarkeit beziiglich eines Erzeugers von <7’ zu zeigen.

Lemma 2.9. Sei (Q,.7) ein Messraum.

1. Seien f;: Q@ = R fir alle j € {1,...,k} und f := (f1,..., fr). So ist f genau
dann (o , B*)-messbar, wenn f; (o, B')-messbar ist fir alle j € {1,...,k}.

2. Sei f: R¥ — R” stetig. Dann ist f Borel-messbar, das heifit (%%, B™)-messbar.
3. 14 ist genau dann (<, B')-messbar, wenn A€ o .

4. Seien (1, 24), (2, ) und (Qs, of3) Messriume und seien f1: 1 — Qg sowie
f2: Qo — Qg (A, 9b)-messbar beziehungsweise (s, of3)-messbar. Dann ist
fao f1 (A, o5)-messbar.

f1
(, ) —— (2, Sa)

m lh

(3, o73)
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Beweis.

1. Sei f (&, %"*)-messbar. Dann ist f~1(#*) € /. Insbesondere enthilt %*
Mengen der Form

M;((a,b]) := {xERk|xi€(a,b]} mit a,be R;a < bjie{l,... k}.

Es gilt:

S (M@, b)) = ST ®) a0 f7 (@) e 0 £ (R)
=Qn-nfi ((ab]) N0 Q
= fifl ((avb])

Folglich ist f7'(#1) € o/. Also ist f; fiir alle i € {1,...,k} (/, %")-messbar.

Sei nun f;*(#1) € & fiir i € {1,...,k}. Betrachte einen Quader (z,y] € .#*.

Es ist
k

f_l(($7y]) = ﬂ fiil((xi’yi])'

i=1
Da fiir alle i € {1,...,k} fi_1 ((:El,yl]) € o gilt und auflerdem .o/ N-stabil ist,
folgt: f—1 ((x,y]) € /. Somit ist f~1(F*) c .

2. Sei f stetig. Dann sind Urbilder offener Mengen offen und es gilt f~!(0") < 0*.
Also ist f (%%, %™)-messbar.

3. 1 4 hat nur die Urbilder &, A, A¢ und 2. Folglich ist 14 genau dann messbar,
wenn {(J, A, A%, Q} € o/, was genau dann erfiillt ist, wenn A € <.

4. Seien f1, f» messbar und A € @%. Dann ist (fao f1)"H(A) = f; ' (f5, '(A)) € 2.

Definition 2.10. Seien  eine Menge, J eine Indexmenge und (2, .%7);ec; eine
Familie von Messraumen sowie (f;) e eine Familie von Abbildungen mit f;: Q — €,
fiir alle j € J. Dann heifit

o(filiel) =0 (U f{l(%j))

JeJ
die von (f;)jes erzeugte o-Algebra.
Lemma 2.11. Seien Q eine Menge, (Qo, ) ein Messraum, f: Qo — Q, J ei-
ne Indexmenge und (8,9 )c; eine Familie von Messrdumen sowie (f;)jes eine

Familie von Abbildungen mit f;: Q — Q; fir alle j € J. Dann ist f genau dann
(o, 0 (f;]j € J))-messbar, wenn f; o f fir alle j € J (A, o;)-messbar ist.
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Definition 2.12. Seien (2, ;) jeq1,... ny Messrdume und Q := X;LZI (2. Definiere
fir alle j € {1,...,n} die Projektion auf €2;:
Tt Q= Q) wew;.

Die von den Projektionen erzeugte o-Algebra

Q) ;= o(m,...,m)
j=1

heifit Produkt-o-Algebra.

Satz 2.13. Fir alle i € {1,...,n} sei M; ein Erzeuger der o-Algebra <; auf Q;,
welcher eine Folge (Nf)keN von Mengen mit Nik /" Q; enthdlt. Dann erzeugt das
Mengensystem

i=1

N; € M; fiir alleie{l,...,n}}

die o-Algebra o := Q) ;.

Beweis. Wir zeigen zunichst & € o(E). Fiir j € {1,...,n} sei mj: X|_, Q; — Q;
die Projektion auf die j-te Komponente. Es gilt

j—1 n
O(Trj):{ﬂ—j_l(A)|Ae$Z{j}:{XQiXAX X Q; Ae.;z{j}.
i=1 i=jt1

Weiterhin gilt fiir alle N € M;

j—1 n Jj—1 n
<>< NFxNx X Nf) Ve ()( Qi x Nx X Qz> =7r;1(N)ea(E).

i=1 i=j+1 i=1 i=j+1

Aus Lemma folgt somit die (o(E), o7;)-Messbarkeit von w;, also o(m;) € o(E).
Nach Definition der Produkt-o-Algebra folgt &/ € o(F).

Nun zeigen wir o(E) € «7. Es reicht F € & zu zeigen. Sei Ny x --- x N,, € E.
Es gilt

X Ni=(m {(Ni) ea(m,...,m) = .
i=1 i=1

Somit folgt o(F) € & und insgesamt o(F) = o/ wie gewiinscht.

Beispiel 2.14. Wihle in Satz fir alle i € {1,...,n} (Q, o) := (R, B') sowie

M; := #1. Dann gilt:

,«n:{xm
i=1

Ni € jl} .
Da #" ein Erzeuger fiir " ist, gilt somit:

B =R B
i=1
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Definition 2.15. Seien (2, o) ein Messraum, 0y € Q mit Qp # . Man erhilt die
natiirliche Einbettung
t: Q> Q, wew.

Dann heifit
o) =1"HF)={QnA|Ae o}
die Spur-o-Algebra (engl.: trace o-field, trace o-algebra).

Die folgende Definition erméglicht es uns, ein Mafl mittels einer messbaren Ab-
bildung von einem Mafiraum auf einen Messraum zu transportieren.

Definition 2.16. Sei (92,.¢7, u) ein Mafiraum und (', «7’) ein Messraum. Betrachte
eine (&, &7')-messbare Abbildung f: Q — Q. Dann definiert
pl e’ — [0, 0]
Ao p(f7H(AY)

ein Maf auf (', %7’) und wird Bildmafl (engl.: pushforward measure) von p unter f
genannt.

Definition 2.17. Sei (92, <7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir bezeichnen eine
(o, B*)-messbare Abbildung X : Q — R¥ als Zufallsvariable (engl.: random varia-
ble), falls k = 1. Fiir & > 1 heilt X Zufallsvektor (engl.: random vector). Das Maf
PX heifit Verteilung (engl.: distribution) von X.

Satz 2.18. Zu jeder k-dimensionalen Verteilungsfunktion F existiert ein RF-wertiger
Zufallsvektor X mit Fx = F, wobei

Fx:RF - [0,1], z+ P ((—o0,z])
die Verteilungsfunktion von X bezeichnet.

Beweis. Wihle X = idgr: (R*, % up) — (R*, %*), wobei pup das zu F gehorige
Lebesgue-Stieltjes-Mafl aus Satz ist.

Notation 2.19. Falls Fx die Verteilungsfunktion von X mit Verteilung PX ist, so
schreiben wir X ~ Fx oder X ~ PX.

Bemerkung 2.20. Die Konstruktion in Satz hat primér theoretische Bedeutung.

Andere Konstruktionen sind oft niitzlicher.

Beispiel 2.21. Sei F' eine eindimensionale Verteilungsfunktion mit Verteilung P. De-
finiere die linksstetige verallgemeinerte Inverse von F,

F1.00,1] >R, toinf{zeR|F(z)>t}.

Dann ist F~1(t) < x genau dann, wenn ¢ < F(z). Damit ist F~! messbar und es gilt
fiir alle x € R:
P({te[0,1]| F '(t) < z}) = F(a).

Also liefert auch diese Konstruktion eine Zufallsvariable, wie sie in Satz[2.18] gesucht
wird. In hoheren Dimensionen ist diese Konstruktion aufwéndiger.
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Bemerkung 2.22 (stochastische Modellbildung). Anhand des folgenden einfachen Bei-
spiels wollen wir die Situation zusammenfassen. Fiir p € [0,1] und n € N sowie

X:(Q,) — ({o,...,n},@({0,~-7n}))

erkléren wir die Verteilung von X als Binomialverteilung mit Parametern (n, p) (ver-

gleiche Beispiel [1.46)), das heifit:

n

n _
PY¥:=B,,= )] <k>p’“(1 —p)" *d.

k=0

Somit ist X ~ B, , und wir bestimmen Wahrscheinlichkeiten mittels

P(X7(1R)) = PUX = 1) = PX() = ()b =

Die Existenz dieser Zufallsvariablen X als messbare Abbildung von einem geeigneten
abstrakten Raum (Q,.#) in ({0,...,n}, 2({0,...,n})) ist hier trivial — wiihle zum
Beispiel (Q, ) = ({0,...,n}, 2({0,...,n})) — und durch die Endlichkeit des Wer-
tebereiches stets gewéhrleistet. Fiir das Beispiel der multivariaten Normalverteilung
(vergleiche Beispiel konnen wir Satz bemiihen. Die zugehorige Verteilungs-
funktion hatten wir in Beispiel angegeben. Hieriiber kénnten wir mit Beispiel
[2:27] analog argumentieren. Beachte, dass in der stochastischen Modellbildung der
Grundraum (£, &) meistens keine Rolle spielt. Er wird deshalb oft unterdriickt. Das
heifit, wir setzen stillschweigend voraus, dass auf einem geeigneten Raum eine Zu-
fallsvariable X mit Verteilung PX existiert (und verweisen dabei gedanklich auf Satz
2.18)).

Man kénnte nun den Eindruck gewinnen, hier werde ein Formalismus entwickelt,
nur um ihn dann wieder zu vergessen. In komplizierteren Situationen — wenn X
beispielsweise Werte in Funktionenrdumen annimmt (stochastische Prozesse) — kann
diesem Vorgehen aber durchaus eine wichtige Bedeutung zukommen.

Definition 2.23. Sei X = (Xy,..., X}) ein Zufallsvektor. Fiir j € {1,...,k} heift
PXi Marginalverteilung (engl.: marginal distribution) von X.

Beispiel 2.24. Seien (Q;, o) fur i € {1,2,3} Messrdume, f;: Q; — Q;4q fiir i e {1,2}
messbar und p ein Mafl auf ;. Das Bilden von Bildmaflen ist in folgendem Sinne

transitiv:
Mf20f1 — (Mfl)f2~

Betrachten wir zum Beispiel einen Zufallsvektor X = (Xi,..., X)) und die Pro-
jektionen r;: RF — R auf die j-te Koordinate, so folgt aus X; = m; o X fiir die
Marginalverteilung PXi:

PXj — P7rjoX — (PX)T(J'-
Somit erhalten wir die Marginalverteilung als Bildmaf$i von P unter 7;. Den zugrun-
deliegenden Wahrscheinlichkeitsraum (€2, <7, P) benétigen wir hierfiir also nicht.
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Beispiel 2.25. Fiir a € R* betrachte die Translation

Ta: (Rkﬂ@ka)‘k) - (Rk7%k7)\k)

=T+ a.

Diese ist stetig und somit messbar. Fiir alle (z,y] € #* gilt:

AP (Ta_1 (((E, y])) = )\k((x —a,y — a])

Da o(.#*%) = %", folgt aus der Eindeutigkeit der Fortsetzung
()\k)Ta — )\k.

Das Borel-Lebesgue-Maf ist also translationsinvariant.

Bemerkung 2.26. Das Borel-Lebesgue-MaBl \* auf (R¥, %) ist durch seine Transla-
tionsinvarianz und Normierung, also

(Ao =AF und  AR((0,17%) =1,
bereits festgelegt.
Definition 2.27. Definiere R := R U {—00, c0}.
# = {B<R|BnRe 3"}

heifit o-Algebra der R-Borel-Mengen. Wir erhalten:
F = B u{BuU{w}|BeB'}u{Bu{—w}|BeB'}u{BU{-w,xn}|BeB'}.
Definition 2.28. Sei (€2, &) ein Messraum. Eine (d,@l)—messbare Funktion heift
messbar numerisch (measurable numeric).

Um mit messbaren numerischen Funktionen sinnvoll rechnen zu kénnen, setzen
wir
Notation 2.29. Seien f,g:  — R Abbildungen. Schreibe:

{f>a}:={weQ|fw)>a},
{f =g} ={we|flw) =g(w)}

sowie analog fiir &hnliche Mengen.
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Satz 2.30. Sei f: (Q,/) — (R, A) eine Abbildung. f ist genau dann messbar nu-
merisch, wenn {f < a} € & fir alle a € R.
Beweis. Mit Lemma [2.0] bleibt zu zeigen, dass das Mengensystem
~ {[-o,a] |ae R}
ein Erzeuger von % ist. Es gilt:
(a,b] = [0, b]\[—0, a].

Somit ist .#! € (M), also auch &' € o(M). Auerdem gilt:

{o} = (|[~®,n]° wnd {—o0} = [][—o0,—n].

neN neN
Folglich ist o(M) = #.

Lemma 2.31. Sei f: (Q,4/) — (R, %) eine Abbildung. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

~

f ist messbar numerisch,

{f =z a}ed fir alleaeR,
{f >a} e firalleacR,
{f <a}ed firalleacR,

{f <a} ed fir alle aeR.

Beweis. Mit Satz bleibt zu zeigen, dass die letzten vier Aussagen &dquivalent
sind. Fiir alle a € R gilt:

Ueap=JUzat i}, (f<a)={f>a),

neN

{f<at=J{f<a=tm}, {fza}={f<a).

neN

Da o/ eine o-Algebra ist, folgt die Behauptung.

Lemma 2.32. Seien f,g: (2, %) — (R, %) messbar numerisch. Dann sind die Men-
gen

{f<gb {f<gb {f=9}{f#g}
messbar, das heifit in <.

Beweis. Mengen der Form {f < a} sind Urbilder von Mengen der Form [0, a) € £.

o {f<yg}l= UqEQ({f<q}m{q<g}) € o/, da Q dicht in R liegt.
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e {f<gl={9<fled.
e {f=gl={f<gini{y<fled.
e {f#gt={f=9g}ed.

Lemma 2.33. Seien f,g: (Q,4) — (R, %) messbar numerisch.

1. Dann sind auch
f+g9. f—gundf-g

messbar numerisch. Hierbei setzen wir voraus, dass Konstellationen wie (00—o0)
nicht auftreten.

2. Ferner ist .
(f,9): Q2> R, we (flw),gw))
(o , B ® PB)-messbar.
[Ubung]

Lemma 2.34. Scien f, f1, fa,...: (,%7) — (R, %) messbare numerische Funktio-
nen. Dann sind auch folgende Funktionen messbar numerisch:

1. SUP,eN f’ru infneN f’rw
2. limsup, ey frn = infpen Supys, fi, iminf,en fr, = sup,ey infrzn fi,

3. [T =max{f,0} (Positivteil), f~ = —min{f,0} (Negativteil), |f]|.
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Bewess.
1. Da fiir alle n € N f,, messbar numerisch ist, gilt fiir alle a € R:

{sugfnﬁa} = ﬂ {fn<a}ed.

ne neN

Folglich ist sup,,cy fr messbar numerisch. Mit Lemma ist dann auch

inf f, = —sup(—fn)
neN neN

messbar numerisch.

2. Wie gerade gezeigt wurde, ist sup,,¢y fr messbar numerisch und damit natiirlich
auch supy”_ f5. Folglich sind auch inf ey supy,.,, fr und sup,,cy infg>, fr mess-
bar numerisch.

3. Da f messbar numerisch ist, gilt fiir alle a € R:
{f"<a} ={max{f,0} <a}={f<a}n{0<a}e.

Folglich ist f* messbar numerisch. Mit Lemma ist dann auch f~ = ft—f
und somit auch |f| = f* + f~ messbar numerisch.
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Ubungsaufgaben:

Ubung 1: Beweisen Sie Lemmam
Ubung 2: Beweisen Sie Lemmam

Ubung 3: Sei (0, d) ein separabler metrischer Raum und sei (£2,.27) ein Messraum.
Sei ferner f: Q x© — R. Fiir alle 6 € © sei w — f(w, ) (<7, Z)-messbar.
Fiir alle w € Q sei 0 — f(w,0) stetig. Dann ist w — supgeg f(w, 0)
(4, %B)-messbar.

Ubung 4: Sei f: R — R differenzierbar. Beweisen oder widerlegen Sie: Die Ablei-
tung f’: R — R ist borel-messbar.

Ubung 5: Beweisen oder widerlegen Sie: Eine monotone Funktion f: R — R ist
borel-messbar.

Lernziel-Kontrolle:

Frage 1: Wann ist eine Abbildung messbar?
Frage 2: Kennen Sie Beispiele fiir nicht messbare Abbildungen?

Frage 3: Welcher Zusammenhang besteht zwischen Messbarkeit und Stetigkeit einer
Abbildung?

Frage 4: Was ist eine Zufallsvariable und was ist deren Verteilung?
Frage 5: Was ist ein Bildmaf?
Frage 6: Wie lauten die Rechenregeln fiir messbare numerische Funktionen?

Frage 7: Seien (€1,.24) und (o, o%) Messrdume. Unter welchen Bedingungen an
<7, und % sind sdmtliche Abbildungen f: Q; — 5 messbar?

Frage 8: Wie ist eine Produkt-o-Algebra definiert und wie erhélt man einen Erzeu-
ger?



Kapitel 3

Das Maflintegral

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit dem Begriff des Maflintegrals. Unser Ziel
ist es, fiir messbare Funktionen f: 2 — R Integrale zu definieren. Hierbei werden
wir uns mehrfach des Prinzips der algebraischen Induktion bedienen, welches den
Aufbau des allgemeinen Maflintegrals bestimmt. Viele Beweise von Aussagen iiber
das Maflintegral verlaufen nach diesem Prinzip:

1. Betrachte zunéichst nur Elementarfunktionen, das heifit bestimmte Treppen-
funktionen, und weise die Aussage fiir diese nach.

2. Betrachte dann nichtnegative Funktionen, die sich durch Elementarfunktionen
approximieren lassen, und weise die Aussage auch fiir diese nach.

3. Betrachte abschliefend allgemeine messbare Funktionen und zerlege diese in
ihren Positiv- und Negativteil: f = f* — f~.

Im Folgenden sei (2, &7, 1) ein MafBraum.
Definition 3.1. & := {f: Q@ > R| f >0, f messbar, |f(2)] < oo} heifit die Menge
der Elementarfunktionen (engl.: simple functions) iiber 2. Ist es notwendig, zwischen

Elementarfunktionen auf verschiedenen Grundrdumen zu unterscheiden, so schreiben
wir &(Q) fiir die Elementarfunktionen auf .

Definition 3.2. Seien f € & und g, ...,a, € [0,0). Sind 44, ..., A, € o paarweise
disjunkt mit >7_, A; = Q, so heifit

f= Z ajla,
j=1
Normaldarstellung von f.

o7
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Bemerkung 3.3. Die folgende Form einer Normaldarstellung existiert fiir jedes f € &.
Seien f(2) = {a1,...,a,} € [0,00) und A; := f~1({a;}) fiiralle j € {1,...,n}. Dann

ist
n
= Z ajlla,
j=1
eine Normaldarstellung von f.

Lemma 3.4. Fliir zwei verschiedene Normaldarstellungen
f=> aila =) Bilp, (3.1)

qgilt:
Z aip(A Z Bj w(B

Beweis. BEsist Q=" A; = Z] 1 Bj. Falls p1(A; n Bj) # 0, so gilt: A; n Bj # .
Mit . 3.1) folgt:
Q= 6j~ (32)

Mit pu(A;) = 3550, (A 0 Bj) und (3.2) folgt:

n m

Z%M ZZ%NA n Bj) ZZ (A; n By) Zﬂj,u(B])
i=li=1 i=1

= i=175=1

Wir definieren nun den Begriff des Maflintegrals fiir Elementarfunktionen.

Definition 3.5. Sei f =}, a;14, € &.

=deur=§laju(f4)

heifit das p-Integral (engl.: p-integral) von f.
Regeln 3.6 (Eigenschaften des p-Integrals). Seien f,g € &. Dann gilt:
1. §1adp = p(A) fir alle Ae o (Inhaltstreue).
2. Yafdp=al fdu fir ale a =0 (Homogenitit).
3. S f+gdu=1Sfdu+gdu (Additivitit).
4. Falls f < g, soist § fdu < {gdu (Monotonie).

Beweis.
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1. Fir alle A € & ist 14 = 1-14 4+ 0 14c eine Normaldarstellung. Mit der
Definition des Integrals folgt:

J]lAdu=1-u(A)+O-u(Ac).

2. Fiir alle « = 0 gilt:
l[afdu—Zaaj,u _QZ%# —al[fd,u.
Jj=1

3. Schreibe f und ¢ in Normaldarstellung:

n m
fZZOéi]lA“ 9= ZﬁjﬂBj-
i=1 j=1
Dann hat f + g die Normaldarstellung

f+g= Z(ai + Bi)14,nB;-

.3

Folglich gilt:

u(f +9) =D (e + Bj)u(Ai 0 By) Z ai(As) + 3 Bin(B;) = n(f) + ulg).

(2]
4. Sei f < g. Dann ist wegen
f :Zai]lAiﬁBj) g:Z/BJ]lAlﬁB]
,J ]

a; < B fiuralleie {1,...,n},je{l,...,m} mit A; n B; # . Folglich ist

= Zaiﬂ(Ai N Bj) < ZﬂjM(Ai N Bj) = u(g).

2%} ,J

Beispiel 3.7.

1. Erwartungswert: Sei (2, 7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei X : Q — [0, o0)
eine Zufallsvariable mit X () = {z1,...,2,} (also X € &) und A; := X (z;)
fiir alle j € {1,...,n}. Dann existiert der Erwartungswert von X und betrigt

=deP=ixj Zx] = ;).
j=1
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2. Summation ist Integration: Seien Q = {1,...,n}, X(i) := x; € R fiir alle i € Q
und g =" §; ein Z&hlmaB. Dann gilt:

Wir wollen nun den Integralbegriff auf geeignete Funktionen ausweiten.

Definition 3.8. -
£F = {f: Q—>R|f =>0,f messbar}

heifit der Raum der nichinegativen, messbaren, numerischen Funktionen.

Satz 3.9. Sei f € &*. Dann gibt es eine isotone Folge (up)nen in &, welche punkt-
weise aufsteigend gegen f konvergiert. Wir schreiben in diesem Fall: u,, /' f.

Beweis. Wir wollen die Identitét idjg ) durch Elementarfunktionen isoton appro-
ximieren. Dazu definieren wir

0 z<0
an: R - R, x> i dfr < o < (G+1)/2n fiir alle j € {0,...,n-2" — 1} .
n rT=n

Dann ist a;, € & und a,(x) / « und fiir alle x € [0,00). Sei u, := a, o f fiir alle
n € N. Es gilt:

up — f = (anof)—=(ido f) = (an —id) o f.
Da (o, —id) /7 0, gilt: u,, /' f. Auf kompakten Teilmengen, oder falls f beschrinkt
ist, ist diese Konvergenz sogar gleichméfig.

Lemma 3.10. Seien (uy,)nen eine isotone Folge in & und v € & mit v < limy, o Uy, .
Dann gilt:
J’Ud/,b < lim | up, dp.

n—o

Beweis. Da v € &, schreibe v = Z;nzl a;jla;. Seien c€ (0,1) und B,, := {u, > cv}
fiir alle n € N. Dann gilt wegen der Regeln und :

w(ug) = cp(vlp,) fir alle n e N. (3.3)
Nach Definition von B, gilt: B,, ,/* Q, also auch A;nB,, /" A, furallej e {1,...,m}.
Mit der Stetigkeit von unten folgt:

m m
p(v) = 35 aju(4y) = lim > a;u(A; 0 By) = lim p(vlp,).
j=1 j=1 )

Mit (3.3) folgt:
lim p(u,) = cp(v) fir alle ¢ € (0,1).

n—%L
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Korollar 3.11. Seien (un)nen und (vn)nen monoton steigende Folgen in &, sodass
gilt:
lim u, = lim v,.
Dann folgt:
lim | w,dp = lim Jvn dp.

Beweis. Fiir alle k € N gilt:

v < lim u,, wui < lim v,.

Mit Lemma [3.10] folgt:

ka dp < lim fun du, fuk dp < lim | v, dp.
n—oL n—ao0
Durch Limesbildung fiir £ — oo folgt die Behauptung.
Wir weiten nun den Begriff des Integrals auf Funktionen in &* aus.

Definition 3.12. Seien f € &* und (uy,)nen eine Folge in & mit w,, / f.

()= [ api= tim [

heifit das u-Integral von f.
Bemerkung 3.13.
1. Wegen Satz [3.9| und Korollar ist u(f) wohldefiniert.

2. Alle Eigenschaften des u-Integrals auf & (siehe Regeln [3.6|) iibertragen sich auf
das p-Integral auf &£*. Fiir f,g € &* mit u,, /" f und v,, " g gilt beispielsweise:

p(f +9) = lim pun +v,) = lim pun) + lim p(on) = p(f) + u(g)-

3. Fir f e &* gilt:

n2"—1 . . .
. J J J+1
=1 =p| =< +n- > .
fdp nlg( > 2nu<2n f < ) n-u(f n))

Jj=0

Satz 3.14 (Beppo Levi, Monotone Konvergenz). Sei (f,)nen €ine isotone Folge in
&*. Dann gilt:

J lim f,dy = lim an du.
n—w n—w
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Beweis. Esist f:=lim, . fn = fm fiir alle m € N. Folglich ist

limsup p(f,) < p(f). (3.4)

n—xL

Wir wollen nun f in geeigneter Weise durch Treppenfunktionen anndhern. Fiir alle
n € N sel (up, i )ken eine Folge in &, sodass fiir k — oo gilt: u, 5~ fr,. Weiterhin sei
Vg 1= sup {u1 g; Uz k; - .. ; Uk} flr alle k € N. Da (vg)gen in & isoton ist mit v < fi
fiir alle k € N, gilt:

klim vg < f. (3.5)

—> A

Andererseits ist u, 1, < vy fiir alle n < k. Folglich gilt fiir alle n € N:

lim up = fr < lim vy.
k—oo ’ k— o0

o0
und somit
< lim wvg.
k—w
Mit (3.5) folgt Gleichheit:
f= klim V-
c— 0

Da (vg)ken in & isoton und das Integral wohldefiniert ist, folgt mit (3.4)):

M(f) = k]im‘u(vk) < hnni)lilfﬂ(fn) < U(f)

—> A

Korollar 3.15. Sei (f,)nen eine isotone Folge in &*. Dann gilt:

| S han=% [ fuan

neN neN

Beweis. Sei (ug)geny mit uy := ZZ:1 fn fiir alle k € N. (ug)pen ist eine isotone Folge
in &. Mit dem Satz {iber die monotone Konvergenz folgt:

JZ fndp = J lim ugdp = lim Jukdu
k—oc k—oc

neN
k k
=,}:n;f§1fndﬂ=£:ﬂ;§jfndﬂ=

D jfndu.

neN

Wir erweitern nun den Begriff des Integrals auf allgemeine messbare numerische
Funktionen.
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Definition 3.16. Eine messbare Abbildung f: Q — R heifit p-integrierbar, falls

Jf+du<oo und Jf_du<oo.

u()i= [ aui= [ o= [ 1 an

heifit p-Integral von f. Wir schreiben auch

f fdp= [ flwu(dw).
Q

Definition 3.17. Sei (Q, <7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei X: Q — R
eine Zufallsvariable, das heifit (7, %)-messbar. Unter der Annahme, dass die hier
auftretenden Integrale existieren, definieren wir den Erwartungswert (engl.: expected
value, expectation value, mean) von X als

EX := JXdP

und die Varianz (engl.: variance) von X als
Var(X) := E((X - EX)?).

ox := 4/ Var(X) heiBt Streuung oder Standardabweichung (engl.: standard deviation)
von X. Sei Y: Q — R eine weitere Zufallsvariable auf (2, o7, P). Wir definieren die
Kovarianz von X und Y als

Cov(X,Y) := E((X —EX)(Y — EY)).

Analog definieren wir fiir einen Zufallsvektor X = (X1, ..., Xy) den Erwartungswert-
vektor als
EX := (EX.,...,EX)).

Etwas genauer definieren wir X; := m; o X, wobei 7; : RF - R die Projektion auf die
i-te Koordinate ist, und erhalten:

Weiterhin definieren wir die Kovarianzmatriz von X als

k
ig=1

Cov(X) := (Cov(X;, X;))
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Bemerkung 3.18.

1.
2.

[ heiBt quasi-integrierbar, falls § f* du < oo oder { f~dp < .

Sei X eine quasi-integrierbare Zufallsvariable. Ist { X~ dP = o0, so schreiben
wir fiir den Erwartungswert: EX = —o0. Analog schreiben wir EX = oo, falls
X+ dP = .

. Sei (Q, 7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine Zufallsvariable.

Dann existiert der Erwartungswert EX, falls X+ und X~ P-integrierbar sind,
das heifit falls E | X| < oo.

Die Eigenschaften des p-Integrals (sieche Regeln iibertragen sich auf das
p-Integral fiir messbare numerische Funktionen. Beachte, dass nun auch fiir
a < 0 gilt:

fafduzajfdu.

Beispiel 3.19. Es gelten die folgenden Aussagen. [Ubung]

1.

Fiir w € Q sei 6, das Dirac-MaB. Eine Abbildung f:  — R ist genau dann
d.-integrierbar, wenn | f(w)| < oo. In diesem Fall gilt: § f dd,, = f(w).

. Seien (p,,)nen eine Folge von MaBen, p:= Y, _ i, und f: Q — R messbar. So

ist f genau dann p-integrierbar, wenn >, {|f| du, < c0. In diesem Fall ist

Jran=% [ .

neN

Der Beweis ldsst sich mit algebraischer Induktion fithren.

. Sei (Q,47) = (N, Z(N)) und p das Z&hlmafBl. Sei ferner (a,)nen eine reelle

Folge. Betrachte die Abbildung f: N — R mit f(n) := a, fiir alle n € N. f ist
genau dann p-integrierbar, wenn » _ |a,| < 00. In diesem Fall ist

de,u=2an.

neN

. Seien (z,, k)n ken eine nichtnegative Doppelfolge und (zx)ken eine nichtnegative

Folge mit z,, ; / z}. Dann gilt:

lim Z Tk = Z Tp-
n—o0
keN

keN

. Seien Q := {wy,ws,...} abzdhlbar, o := Z() und (p;):en eine nichtnegative

Folge mit »}, p; = 1. Dann ist

pP:= Zpi(;wi

€N
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ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf <7.

Sei X: Q — R eine Zufallsvariable. So existiert der Erwartungswert EX genau
dann, wenn X P-integrierbar ist, das heifit wenn

[ x1ap = 31X @l < 0
1eN

In diesem Fall ist
EX = Z X(w;)p
ieN

Wir erinnern uns, dass fiir eine messbare Abbildung f: (2, o, u) — (', &) das
BildmaB definiert ist als u/(A’) = po f~1(A’) fiir alle A’ € o7".

Satz 3.20 (Transformationssatz fiir Integrale). Betrachte einen Mafraum (Q, o, ),
einen Messraum (', /") sowie eine messbare Abbildung f: Q — Q.

1. Sei h: Q' — R in &* Dann gilt:

fhduf = fhofdu. (3.6)

2. Eine messbare Abbildung h: ' — R ist genau dann uf -integrierbar, wenn ho f
w-integrierbar ist. In diesem Fall gilt (@

Bewets.
1. Wir fithren den Beweis mittels algebraischer Induktion.

e Sei zunéchst h = Z?:1 a;l 4, € & mit A € o/'. Dann gilt:

Z apd ( Z o (f A' )
= Y (L) = u (Z O‘j]lfl(A;)) = p(ho f).
j=1

j=1
Hierbei gilt die letzte Gleichheit, da f(x) € A’ genau dann erfiillt ist, wenn
T € f_l(A;-) gilt.
e Sei nun h € &*. Sei (up)nen eine Folge in &(£2) mit w, " h. Dann ist
(un, © f)nen eine Folge in &(2). Aus u,, /" h folgt: u, o f /7 ho f. Mit der
Definition des Integrals und dem bereits Gezeigten ergibt sich:

ph(h) = lim pf (u,) = lim p(un o f) = p(ho f).

n—>a
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2. Aus dem ersten Teil des Beweises wissen wir:
p (W) = p(h* o f), p/ (h7) = p(h™ o f).
Auflerdem gilt:
(hof)' =h'of, (hof) =h of.

h ist genau dann puf-integrierbar, wenn
pH (W) = p((ho f)T) <o, p(h7)=p((hof)") <o,

was genau dann der Fall ist, wenn h o f p-integrierbar ist.

Beispiel 3.21 (Erwartungswert). Sei in Satz O =R, f:=X: Q- Reine Zu-
fallsvariable und h := idg die Identitdt auf R. Dann ist X genau dann P-integrierbar,
wenn idg PX-integrierbar ist. In diesem Fall gilt:

EX = J XdP = J idg o X dP = J idg dP¥ = J t PX(de).
Q Q R R
Hieraus wird ersichtlich, dass EX nicht vom zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeits-
raum abhingt, sondern nur vom Bildmafi PX. Zur Veranschaulichung werden wir
nun den zweifachen Wiirfelwurf betrachten und den Erwartungswert der Augensum-

me auf zwei verschiedene Weisen bestimmen: Seien also € := {1,...,6}° und P die
Gleichverteilung auf Q, also P({(i,)}) = /36 fiir alle 4,5 € {1,...,6}. Sei ferner
X: Qo :=1{2,...,12}, (i,j)—i+]

e Dann ergibt sich direkt aus der Definition des Erwartungswertes:

EX = Z i+ P({(i,5)}) =T

(i,5)eQ

e Nun bestimmen wir den Erwartungswert iiber das Bildmafl. Wir berechnen
PX({x}) fiir alle z € Q' und erhalten Tabelle

|2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
PX({x}) | Y36 236 3/36 436 536 Gb6 536 436 36 236 Lo

Tabelle 3.1: Wahrscheinlichkeiten der Augensummen beim zweifachen Miinzwurf

Dies lésst sich zu folgender Formel zusammenfassen:
1
PX({z}) = %(6 —lz—7])  firaleze Q.

Nach dem Transformationssatz fiir Integrale erhalten wir:

12
t
EX=| tPXd) =) —(6—-[t=7]) =T7.
o (dt) ;:236( | )
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e Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit Mittelwert p € R und Varianz

o2 > 0, das heifit

Dann gilt:

s 8]
EX=J x
—ao0

t
1 (w—p)?
PX((—oo,t]) = J e da
—oo N 2o
1 _%,u—u)? q
-—e o2 dx
\2mo
]. (z—p L ]_ (z—p)?
e I dac+f (x —p) - e TSt da
2o . 2ro
1 i N [ 1 _%,(wuﬂ]x
e o x e -
2mo \2mo —

e Sei X eine Cauchy-verteilte Zufallsvariable mit Zentrum t € R und Skalenpa-
rameter s > 0, das heifit

PX((—OO t])—ft 1 — a
Ve 2 —t)2
Dann gilt:
o 1 5 +
Lo d

J_% (CE T 82+ (x— t)2) v

o 1 s
- - d

J;) - §2 + (z —1)? .

1 [~ 1
= 2 —1) — . - d
QL (z =) v 52+ x —1t)? f 2+ (z—t)2 (m—t) *
1 (" 1 s t
- 2 —1) - — . de 4 2

2J; SR Sy i PR

1 * 1
= EJ *dZ-l—E

2w 52+t22 2

S t
=%[log(z)]g2+t2+§ 0,

wobei wir 2z = s% + (x — t)?

substituiert haben. Analog gilt:

) dz = —

Is's)

|

1
T 24 (x—t)?

(-

o0

Folglich existiert EX nicht.
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Ubungsaufgaben:

Ubung 1: Beweisen Sie die fiinf Teilaussagen aus Beispiel

Lernziel-Kontrolle:

Frage 1: Was verbirgt sich hinter dem Begriff der algebraischen Induktion?

Frage 2: Uberlegen Sie sich eine Darstellung einer Elementarfunktion, welche nicht
die Normaldarstellung ist.

Frage 3: Was besagt der Satz von der monotonen Konvergenz?

Frage 4: Geben Sie ein Beispiel fiir eine messbare, aber nicht (quasi-)integrierbare
Funktion an.

Frage 5: Was besagt der Transformationssatz fiir Integrale und worin liegt seine
besondere Bedeutung fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie?



Kapitel 4

Konvergenzsitze

4.1 Fast iiberall bestehende Eigenschaften

Fiir viele Belange in der Maftheorie, beispielsweise die Integration, ist das Verhalten
von Funktionen auf Nullmengen irrelevant. Zum Beispiel #ndert sich das Integral
iiber eine Funktion nicht, wenn wir diese auf einer Nullmenge abéndern.

Im Folgenden betrachten wir nur vollstandige Maflrdume.

Definition 4.1. Sei (2, <7, 1) ein Mafiraum. Weiterhin sei E eine Aussage, sodass
fiir alle w € €2 definitiert ist, ob E fiir w zutrifft oder nicht. Wir sagen: E' gilt p-fast-
dberall (engl.: u-almost-everywhere), falls es eine p-Nullmenge N gibt, sodass E fiir
jedes w € N¢ zutrifft. Wir schreiben E [p].

Beispiel 4.2.

1. Seien (2,47, ) ein MaBraum und f,g: Q — R. Es ist f = g [u] genau dann,
wenn es eine u -Nullmenge N gibt, sodass f(w) = g(w) fiir alle w € N€. Sind f
und g auBerdem messbar, so ist genau dann f = g [u], wenn u({f # g}) = 0.

2. Betrachte (Q, &) := (R, %) und die Funktion f: R — [0,0), x — 2. Dann ist
f# 0 [A], aber f =0 [do].

Satz 4.3. Seien (Q, .o, 1) ein Mafraum und f,g: Q — R messbar numerische Funk-
tionen mit f = g [u]. f ist genau dann p-integrierbar, wenn g p-integrierbar ist und

es gilt:
J fdp= fg dp.

Beweis. Aus {fT #gT}u{f~ #9 } ={f # g} € & erhalten wir f+ = g* [u] und
f~ = ¢ [©]. Wir kénnen daher ohne Einschrinkung f > 0 und g > 0 annehmen.
Sei hy i=n-1jzq € & Dann ist p(hy) = n- p({f # g}) = 0. Wegen h,, /" h mit
h:=00-Ts.4 folgt, dass u(h) = 0. Es gilt: ¢ < f+hund f < g+h. Wegen pu(h) =0
folgt die Behauptung.
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Satz 4.4 (Markov-Ungleichung). Seien (Q, .7, 1) ein Mafraum und f: Q — R inte-
grierbar mit f =0 und t > 0. Dann gilt:

1 1
utrz ) < g ] sansgfran

Beweis. Es gilt:
f

o+ | =

1
L=y < 5 Aypzy <
Mittels Integration folgt die Behauptung.

Korollar 4.5. Seien (2, </, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, t > 0, ¢ > 0 und
X: Q — R eine Zufallsvariable.

1. Es gilt:
1
P(|X| Zt) < ¥E|X|

2. Es gilt die Tschebyschev-Ungleichung:
1
P(|X —EX| > ¢) < 5 Var(X).
€
Seien (2,97, 1) ein Mafraum und f: Q — R integrierbar. Dann gilt:

3. Falls f =0, so ist genau dann § f dp =0, wenn f =0 [u].
4. Esist u(|f| = ) = 0. Das heift, |f] < oo [u].
Beweis.
1. Die Behauptung folgt aus der Markov-Ungleichung (Satz mit f:=|X]|.
2. Dies folgt ebenso aus der Markov-Ungleichung mit f := | X — EX |2 und ¢ := 2.
3. Sei zunichst f = 0 [u]. Wegen Satz ist f integrierbar und es gilt:

de,u=de,u=O. (4.1)
Gelte nun (4.1). Es gilt:

1
{f>0}=7EeJN{f>n}.
Mit Satz [44] folgt:

u({f>0})<2u<{f>i}>sanfd;Fo.

neN neN
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4. Fir alle n € N gilt nach der Markov-Ungleichung:

p(l1£1 = o2}) < iA1= n)) < 5 [ 17] dp

Damit gilt:
. 1
1({|f] = o}) sgn%ﬁﬁﬂ du = 0.

4.2 Konvergenzsitze

Satz 4.6 (Lemma von Fatou). Seien (2, o7, ji) ein Mafraum und (f,)nen eine Folge
nichitnegativer messbar numerischer Funktionen f,: Q — R. Dann gilt:

Jlim inf f,, dp < liminf J fndu.

Beweis. Fiir n € N definiere g, := infgs, fr. Somit ist (g,)nen eine isotone Folge
und es gilt: liminf, o f, = lim,—4 g,. Mit g, < f, fiir alle n € N und dem Satz
iiber monotone Konvergenz folgt:

1 (ligigf fn) = lim yi(gn) < liminf p(f).

Satz 4.7 (Dominierte Konvergenz, Satz von Lebesgue). Seien (2, <7, pn) ein Maf-

raum und f, f1, f2,...: @ — R messbar numerisch mit f = lim, o fn [p]. Gibt
es eine integrierbare Funktion g: Q — R mit |f,| < g [u] fir alle n € N, so ist f

integrierbar und es gilt:
deu = lnglCandM

Sofern p-fast-iiberall eine Majorante g existiert, konnen wir also Limesbildung
(punktweise Konvergenz) mit Integration vertauschen.

Beweis. Definiere

Ni={f# 1im fu} v |J{lful > g} vlg =0} e a.

neN

Dies ist nach Voraussetzung eine p-Nullmenge. Fiir alle n € N gilt [f, - Ine¢| < g
sowie |f - 1ne| < g. Folglich sind f := f-1yne und f, := f, - Ly fiir alle n € N
integrierbar. Es gilt:

F= lim f, = liminf f,, ‘fn‘ <§i=g-Lye <.
n—oL n—o0
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Somit sind (§ + fn)neN und (g — fn)neN nichtnegative Folgen in &* und es folgt mit
dem Lemma von Fatou (Satz einerseits:

(@ + f) = p(iminf(7 + £)) <lminfu(g + fn) = w(g) +liminf u(f,)

n—w

und wir erhalten:

p(f) < liminf po(fy).

n—%L

Andererseits gilt:

w(G— F) = p(iminf(g — £,)) < liminf u(§ — fn) = p(§) — limsup p(f)

n—9w0 n—w —

und wir erhalten:

u(f) = limsup u( fr)-
n—C
Diese beiden Abschitzungen ergeben:

lim p(fn) = lim u(fn) = p(f) = pu(f).

Korollar 4.8.

1. Seien (2, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, X1, Xs,...: Q@ - R Zu-
fallsvariablen mit | X,| < c€ R fir alle n € N und lim,, o X, = X [P]. Dann
ist EX = lim,, o EX,,.

2. Seien (Q, <, 1) ein Mafraum, U € R offen und f: U x Q — R eine Abbildung
mit folgenden Figenschaften:

(a) Die Abbildungen w — f(t,w) sind fir alle t € U u-integrierbar.
(b) Die Abbildungen t — f(t,w) sind fiir alle w € Q differenzierbar.

(c) Es gibt eine p-integrierbare Abbildung h: Q — R mit |(%f(t,w)| < h(w)
fiir alle (t,w) € U x Q.

Dann ist die Abbildung
o:U—->R
t | 1(tw) (@)

differenzierbar und es gilt:

d

0
G010 = | 5160 ).
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3. Seien (X, k)nken eine reelle Doppelfolge und (Xi)ken eine reelle Folge, sodass
fiir alle k € N gilt: limy, o, Xy 1 = X Sei auflerdem (Yy;)ren €ine nichinegative
Folge mit 3 . Yi < 00 und sup,,ey | Xn k| < Yy fir alle k € N. Dann gilt:

nlgan Xng =Y, Xx.

keN keN

[Ubung]

Lemma 4.9 (Lemma von Pratt). Sei (Q, o7, u) ein Mafsraum. Seien (fn)nen, (Gn)nen
und (hp)nen p-fast-iberall konvergente Folgen von integrierbaren Funktionen auf €.
Seien f und h integrierbare Funktionen mit limy, o, f, = f und lim, . h, = h
w-fast-tiberall. Weiterhin sei g messbar mit lim,_, o, g, = g u-fast-iiberall. Es gelte:

o <gn <hy[p] firaleneN (4.2)

sowie limy, o § fr dp = § f dp und limy, - § hy, dp = { hdp. Dann ist g integrierbar
und es gilt:
lim | g,dp = Jgdu.

n—ow

[Ubung]

Satz 4.10 (Egorov). Seien (Q, 47, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X, X1, Xo, ...
Zufallsvariablen mit lim,,_,, X,, = X [P]. Dann gibt es fiir allee > 0 ein A € & mit
P(A®) 2 1—¢€ und

lim sup | X, (w) — X(w)| =0.

Nn—o%0 ,e A

[Ubung]
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Ubungsaufgaben:

Ubung 1: Beweisen Sie Korollar
Ubung 2: Beweisen Sie den Satz von Egorov (Satz [4.10)).

Lernziel-Kontrolle:

Frage 1: Was besagt der Begriff der p-fast-iiberall bestehenden Gleichheit und was
ist seine Bedeutung fiir das u-Integral?

Frage 2: Was besagt der Satz von der dominierten Konvergenz und wie beweist man
ihn?

Frage 3: Kennen Sie ein Beispiel fiir eine Funktionenfolge (f,,)nen, fiir welche gilt:
lim | f,d\ # f lim f,d\?
n—o n—x0

Frage 4: Was besagt die Markov-Ungleichung?



Kapitel 5

Lebesgue vs. Riemann

In diesem Kapitel werden wir uns dem Vergleich zwischen Lebesgue- und Riemann-
Integral widmen. Um das Riemann-Integral definieren zu kénnen, bendtigen wir die
folgenden Begriffe.

Definition 5.1. Eine Zerlegung (engl.: decomposition) eines Intervalls [a,b] mit
a < b e R ist eine Menge Z := {:ci}fzo mit a = 9 < 1 < ++» < ) = b Wir
schreiben |Z| := max?_ |z; — x;,_1|. Eine Zerlegung Z’' mit Z S Z’ bezeichnen wir
als Verfeinerung (engl.: refinement) von Z.

Sei f: [a,b] — R eine Funktion. Die Untersumme von f beziiglich Z (engl.: lower
sum) ist definiert als

k

U(f,Z):=, _inf f(a)(@i—2i1).

= vz

Die Obersumme von f beziiglich Z (engl.: upper sum) ist definiert als

k

o(f,2) = Z sup  f(z)(x; — xi-1).

i=1 ze[mi_1,25)

Die Untersumme von f ist definiert als U(f) := sup, U(f, Z), die Obersumme
von f als O(f) := infz O(f, Z).

Definition 5.2. Sei [a,b] mit a < b € R ein Intervall. Wir bezeichnen eine Funktion
f:[a,b] = R als Riemann-integrierbar (engl.: Riemann integrable), falls O(f) =
U(f). Das eigentliche Riemann-Integral (engl.: proper Riemann integral) von f ist
definiert als

b
j f(z)dz = O(f) = U().

Der néchste Satz ermoglicht eine einfachere Berechnung des eigentlichen Riemann-
Integrals.
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Satz 5.3. Seien [a,b] mit a < b € R ein Intervall und f: [a,b] - R Riemann-
integrierbar. Dann gilt fiir jede Folge von Verfeinerungen Zog S Z1 S Zy S --- mit
limk_,r |Zk| =0:

b
J f(z)dx = hm U(f,Zy) = hm O(f7 Zy)-

k—ow

Beweis. Nach Definition gilt bereits limy_,., U(f, Zr) < U(f). Aus limy_,o. | Zx| =0
folgt:

U 2k = [a. ). (5.1)

keN
Sei nun Z := {x;}; , eine Zerlegung von [a,b]. Definiere ; := inf, e[y, ».1 f(®).
Aus (5.1) folgt, dass es fiir alle ¢ > 0 ein N € N gibt, sodass es zu jedem z; € Z ein
Uity € Zn = {y;}5_ gibt mit y;(;)_1 < 2 <y und:

Yith-1 — Y| < P

Ma-

= inf f(z) (@i —2i-1) inf  f(z)(y; —yj-1)
izlme[ri_l,xi) j=1 Ze[yj 1,95)
n 3 (%)
= 2 inf f@)(x; —xiq) — inf  f(x)(yi —vi-1)
= zE[xi—1,25) I=j(im1)+1 z€[yi—1,y1)
n J(i)—
<] inf  flz)(@; —@i1) — inf  f(z)(y — yi-1)
i1 zE[@i—1,T5) I=j(i—1)+1 z€[zi—1,2;
n n c
< inf f <e.
i:zl xe[m’lﬁl,xi) f( )(yj( ; :L’E[:vllnl ;) ’I'L’)/Z‘

Somit folgt limy . U(f, Zx) = U(f,Z) — ¢ fiir alle € > 0 und alle Zerlegungen Z.
Also folgt limg_, U(f, Zy) = sup, U(f, Z) und damit

lim U(f, Z) =supU(f. Z f fa

Definition 5.4. Seien (ap)neny und (b,)nen reelle Folgen mit a, < b, fir alle
n € N und lim,_,, a, = —o0 sowie lim, ,,, b, = +00. f: R — R heiflit Riemann-
integrierbar, falls fiir alle reellen Folgen (¢p)neny und (dp)neny mit ¢, < d, fiir alle
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n € N und lim,_,, ¢, = —o0 sowie lim,_, d,, = 00 gilt:
b, dn
lim f(z)dx = lim flx)dx e R.
n—ow an n—ox% n

Dies gewiihrleistet die Wohldefiniertheit des Grenzwertes. Wir definieren das unei-
gentliche Riemann-Integral (engl.: improper Riemann integral) von f als

+o0 bn,
f(x)dx := lim f(x)dx.

—w =% Ja,
*Lemma 5.5. In der obigen Definition des uneigentlichen Riemann-Integrals reicht
es, monotone reelle Folgen zu betrachten. f: R — R ist also genau dann Riemann-
integrierbar, wenn fiir jede monoton wachsende reelle Folge (b, )nen und jede monoton
fallende reelle Folge (ay)nen mit lim,—, . a, = —oo, lim,,_,-, b, = o0 und b, —a, =0
fir alle n € N die Folge (Ry,)nen mit Ry, := SZ: f(z) dx konvergiert und der Grenzwert
unabhdingig von (ap)nen und (bp)nen ist.

Beweis. Ist f Riemann-integrierbar, so folgt die Konvergenz und Wohldefiniertheit
der Folge (R, )nen direkt aus der Definition.

Sei nun f nicht Riemann-integrierbar. Existieren Folgen (ay, )nen, (bn)nen, (€n)nen
und (dp, )neny mit limy, o @, = —00 = limy, o ¢y, limy, o by, = 00 = limy,_, o d,, sSOWie
an < by, und ¢, < d, fir alle n € N, sodass gilt:

b, dn,

lim f@)dx = a # ¢c= lim f(z)de,

n—oo an n—x Cn
so konnen wir mit Hilfe eines Reifiverschlussverfahrens Folgen (z,)nen und (yn)nen
mit Top = An, Toni1 = Cp, Yon = bp und ysp41 := d, konstruieren. Es sind
lim,,_,» &, = —00, lim,,_,, y, = o0 und z,, < y,, aber die Folge (ng f(z)dz) eny Kon-
vergiert nicht. Somit finden wir immer Folgen (e;,)pneny und (f1,)neny mit e, < f,, fiir al-
leneN, lim, e, = —00 und lim, . f, = 00, sodass (R, )nen := (Sg: f(z)dz)
nicht konvergiert. Es treten folgende Félle auf:

neN

1. liminf,,_,, R, = limsup,,_,., R, € {—0, +0},
2. liminf,,_,, R, # limsup,,_,,, Rn.

In beiden Fillen kénnen wir Teilfolgen (R!,)neny und (R )nen von (R, )neny wihlen, bei
denen man iiber immer grofere Intervalle integriert, mit lim,, o, R}, = liminf,,,, R,
und lim,_,. R} = limsup,, ,, R,. Zu diesen Teilfolgen gehdren wiederum monotone
Folgen, welche durch die Integrationsgrenzen bestimmt sind. Wir finden also antitone
reelle Folgen (€] )neny und (€/)peny mit lim, o, e), = lim, ,, e? = —oo und isotone
reelle Folgen (f!)neny und (f/)neny mit lim, o f, = lim,—o f7 = o0 und €], < f},
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sowie e/ < f/ und

fl
lim f(z)dz = lim R, = liminf R,
I
lim f(z)dz = lim R} = limsup R,,.
no% Jon n—oL n—C

n

Da die Folgen (R}, )nen und (R”) e nicht gegen den gleichen Grenzwert konvergieren,
folgt die Behauptung.

*Lemma 5.6. Eine Funktion f: R — [0,00) ist genau dann Riemann-integrierbar,
wenn die Folge (Ry)neny mit R, := Sin f(x) dx konvergiert. Dies ist genau dann der
Fall, wenn sie beschrinkt ist.

Beweis. Aus f = 0 folgt, dass (R, )nen eine isotone Folge ist. Somit konvergiert sie
genau dann, wenn sie auflerdem beschrénkt ist.

Ist f Riemann-integrierbar, so folgt mit lim, ., n = oo, lim,_,,, —n = —o0 und
n > —n fiir alle n € N die Konvergenz von (Rj,),en direkt aus der Definition des
uneigentlichen Riemann-Integrals.

Sei nun (R, )nen konvergent. Seien (ap)neny und (by,)nen monotone reelle Folgen
mit lim,,_,o b, = o0, lim,_,+ a, = —o0 und b, = a,. Ohne Einschrinkung kénnen
wir a,, < 0 und b, > 0 fiir alle n € N vorraussetzen. Somit gibt es fiir alle n € N
ein k, € N mit b,, € [kn, kn +1). Da (by,)neny monoton steigend ist, ist auch (ky)nen
monoton steigend und es gilt:

J:" flz)de < Job” Flz)de < Lknﬂf(a:) dz.

Durch Grenzwertbildung erhélt man:

kn n bn
lim . f(z)dz = lim . flr)dz < lim . f(z)dz nlgglc f( ) da
kn+1
= lim f(z)dz
n—>x0 0
Analog ergibt sich:
0 0 0
Jom | f( )de < lim N flw)dr < lim wf(x)daf

Mit Lemma [5.5] folgt die Behauptung.

Definition 5.7. Sei (2, ., u) ein Mafiraum. Sei A € o mit A # Zundseit: A — Q
die Einbettung (vgl. 2.15). AuBerdem sei pa := p|,(,) die Einschrénkung von p auf
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die durch A gegebene Spur-o-Algebra. Weiterhin sei f: A — R messbar numerisch

sowie p4-integrierbar.
J fdp = ff pa
A

Im Spezialfall des Lebesgue-Mafles u = A erhalten wir auf diese Weise fiir eine
Menge B € % das Lebesgue-Integral von f iiber B:

JB fl@)dx = fR f(@) Ap(dx).

Lemma 5.8. Unter den Voraussetzungen von Definition[5.7 gilt:

heiflt p-Integral von f iiber A.

JdeAB = JRf-ILBd)\.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch algebraische Induktion. Sei zunéchst f € &
mit der Normaldarstellung f = > ; o; - 14,. Dann ist B = >, | A;. Folglich ist
0-1pe+ > a;-1a, eine Normaldarstellung von 15 - f und es gilt:

J fdig = Z aidg(4A;) = 0- \N(B°) + Z @iM(4;) = ij -1 dA.
i=1 =1

Somit gilt die Aussage fiir Elementarfunktionen. Seien nun f € &* und (up)n.n €ine
monoton gegen f steigende Folge in &. Dann ist (u, - 15),en eine monoton gegen
f - 1p steigende Folge in & und es gilt:

n—aoo

f fdig = hm und)\B— hm un-ﬂBdA=f f-1pdA.
R

Sei nun f Ap-integrierbar. Es gilt:

J’deAB=J’Bf+dAB—JBf_d)\B=J’f+-]13d/\—J’f_-]13d/\
=J(f-113)+d/\—f(f-]13)*d>\=f f-1pdA.
R

Satz 5.9. Sei [a,b] mit a < b € R ein Intervall. Jede ([a,b] n B, PB)-messbare
Riemann-integrierbare Funktion f: [a,b] — R ist auch Lebesgue-integrierbar und die
Integrale stimmen tberein.

Beweis. Sei Z := {x;}_, eine Zerlegung von [a,b]. Fiir alle j € {1,...,n} definiere

Aji=[zj_1,x5), 7;:= inf f(z), J;:= sup f(x)
‘TEAj IEAj
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sowie die Funktionen

n n
Uy = 2 vila,, oz:= Z 5j]lAj.

Jj=1 Jj=1

Diese Funktionen sind messbar, da A; fiir alle j € {1,...,n} abgeschlossen ist, und
sogar Lebesgue-integrierbar, da f beschréankt ist, und somit gilt |y;| < oo und |d;| < oo
fir alle j € {1,...,n}. Es gilt:

U(fa Z) = JUZ d)‘[a,b]a O(fa Z) = JOZ dA[a,b]-

Sei Zyp € Z1 € Zy € --- eine Folge von Verfeinerungen mit lim,, |Z,| = 0.
Dann ist (uz, )neny monoton wachsend und (o0z, )ney monoton fallend. Somit ist die
Folge (07, — uz,)nen = 0 monoton fallend. Also existiert der punktweise Limes
q :=lim,,— (0z, — uz,). Nach dem Lemma von Fatou (Satz gilt:

ogquhﬂgnm@q}%—ua¢mﬂ=hm@umﬁzJ—U@Z—n»=0

Folglich ist ¢ = 0 [A[q5]- Da uz, < f < oz, ist, gilt:

lim g, = lim oz, = f [Aayl-

Aus der Definition des Riemann-Integrals, der Beschrénktheit von f und dem Satz
itber dominierte Konvergenz folgt:

b
L f(x) dx = nh—{ralo U(f, Zn) = 7}£IEILJUZ" d)\[a,b] = J’fd)‘[a,b]~

Dass die Umkehrung im Allgemeinen nicht zutrifft, sehen wir an folgendem Bei-
spiel.

Beispiel 5.10 (Dirichletsche Sprungfunktion). Betrachte die Funktion

f:10,1] = [0,1]
xH{lxe@mmﬂ

0 sonst
Diese ist nicht Riemann-integrierbar, da O(f) = 1, aber U(f) = 0. Sie ist jedoch

Lebesgue-integrierbar, da f = 0 [Ap 17], und es gilt: § f dAp 1 = 0.

Satz 5.11. Sei f: R — [0,00) Borel-messbar und Riemann-integrierbar auf jedem
kompakten Intervall. f ist genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn das uneigentliche
Riemann-Integral von f existiert. In diesem Fall stimmen die Integrale tberein.
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Beweis. Nach Lemma ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn die Folge
(", flx) da:)nEN konvergiert. Es gilt: f -1, / f. Somit ist wegen Satz
J - 1[_n.n) Lebesgue-integrierbar und mit dem Satz {iber die monotone Konvergenz
(Satz [3.14) folgt:

n

lim fl)dr = lim | f -1, ,jd\ = ffd/\ < .
now J_, n—x

Beispiel 5.12. Betrachte die Sinc-Funktion

fiR—>R
sin(x) z#0
T ® .
1 z=0
Diese ist zwar Riemann-integrierbar mit SfL f(z)dxz = m, aber nicht Lebesgue-

integrierbar. [Ubung]

Lemma 5.13. Seien [a,b] mit a < b € R ein Intervall und f: [a,b] — R eine
Funktion. Dann ist die Menge

Cy:={ze[a,b]| f ist stetig an =}
eine Borel-Menge. [Ubung]

Satz 5.14. Sei [a,b] mit a < b € R ein Intervall. Eine Funktion f: [a,b] — R
ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn sie beschrinkt und auflerdem A, p)-fast-
iberall stetig ist.

Beweis. Fiir eine Zerlegung Z := {x;};_, von [a,b] definieren wir die Funktionen
uz und oz wie im Beweis von Satz [5.9] Sei Zy € Z; € Z; € --- eine Folge von
Verfeinerungen mit lim, ., |Z,| = 0. Dann ist (uz, )ney monoton wachsend und

(07, )nen monoton fallend. Da (uz, )nen und (o0z, )nen sich gegenseitig beschrinken,
konvergieren sie punktweise gegen Grenzfunktionen u beziehungsweise o.

Wir zeigen zunéchst, dass fiir jedes x € [a,b] mit x ¢ Z, fiir alle n € N gilt, dass
f genau dann stetig an x ist, wenn u(x) = f(z) = o(x) ist.

Sei f stetig an x. Dann gibt es fiir alle e = I/m > 0 ein § > 0, sodass aus |y — z| < §
folgt: |f(y) — f(x)] < Ym. Wéhle N,,, € N mit |Zyn,, | < 0. Selen zj,zx4+1 € Zn,,,
sodass x € (zg, zk+1) € (x — d, 2 + 6). Somit gilt:

|02y, (x) = f(2)] = [Sup )f(y) — f(z)| < %’
rane () =10 =] 18 10— ] < 7
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Folglich ist |0z, () —uz, ()| < Z.Fiir m — oo erhalten wir: u(z) = f(z) = o(x).
Sei nun u(x) = o(z). Dann gibt es fiir alle € > 0 ein N, € N mit

ozy. (¥) = f(x) <&, f(2) —uzy (z) <e

Seien zy, zp+1 € Zn, mit x € (2zg, 2x4+1). Wahle 6 > 0, sodass (r—3,x+9) S (2k, 2k+1)-
Fiir alle y € (z — 6,2 + §) gilt somit:

flyy< sup  fw)<  sup  f(w) =ozy (¥) <e+ f(a),

we(x—8,z+75) WE[2k,Zk+1)
fly)> inf - fw)> inf  f(w) =uzy (z)> f(z) —e
we(x—08,2+6) WE[Zk,2k+1)

Folglich ist |f(y) — f(z)]| < e.

Sei f Riemann-integrierbar. Nach Satz [5.3] folgt:

f")‘[mb] = Jj flz)da = fu/\[a,b]

und somit:
fo—u/\[a,b] =0.

Wegen o —u = 0 folgt A[qp-fast-iiberall: o = u. Nach dem oben Gezeigten ist
die Funktion f A[q p)-fast-iiberall stetig. Angenommen, f wére unbeschrinkt. Dann
gibe es ein x € [a,b], sodass fiir jedes offene Intervall A € [a,b] mit z € A gilt:
sup,ea |f(y)| = co. Wir betrachten nun eine Folge von Zerlegungen Z; € Z < ---
mit lim, e [Z,| = 0 und = ¢ Z, fiir alle n € N. Somit gilt: U(f, Z,,) = —oo fiir
alle n € N oder O(f, Z,,) = oo fiir alle n € N. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass f
Riemann-integrierbar ist.

Sei nun f beschrinkt und A, yj-fast-iiberall stetig. Dann ist u = f = 0 A[4 y)-fast-
iiberall. Da die o-Algebra der Lebesgue-Mengen (siche Bemerkung vollstandig
ist, ist f somit messbar und als beschriinkte Funktion auf [a, b] Lebesgue-integrierbar.

Es folgt:
JO/\[a,b] = Jf)‘[a,b] = JU)‘[a,b]'

Da dies unabhéingig von der gewéhlten Zerlegung gilt, ist f Riemann-integrierbar.
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Ubungsaufgaben:

Ubung 1: Beweisen Sie Beispiel

Ubung 2: Beweisen Sie Lemma

Lernziel-Kontrolle:

Frage 1:

Frage 2:

Frage 3:

Frage 4:

Frage 5:

Warum verwendet man nicht immer das Lebesgue-Integral anstelle des
Riemann-Integrals?

Was ist anschaulich der Unterschied zwischen den beiden Integralbegriffen
und wo liegt die besondere Stéirke in der Definition des Lebesgue-Integrals?

Kennen Sie ein Beispiel fiir eine nicht Riemann-integrierbare Funktion?
(Etwas schwieriger: Finden Sie eine Funktion, welche weder Riemann-,
noch Lebesgue-integrierbar ist.)

Sei f: R — R eine stetige Funktion, sodass fiir alle reellen Folgen (ay,)nen
und (by, ) pen mit lim,, - a,, = —o0 sowie lim,,_,, b,, = 00 die durch die In-
tegrale SZL f(x) dx gegebene Folge konvergiert. Ist f uneigentlich Riemann-
integrierbar?

Sei f: R — R eine stetige Funktion. Es gebe Folgen (ay,)neny und (by,)nen
mit lim,_, a, = —00 sowie lim,_,. b, = 00, sodass die durch SZ: flz)dx
gegebene Folge divergiert. Lassen sich immer entsprechende Folgen fin-
den, sodass die Integralfolgen konvergieren, aber verschiedene Grenzwerte
auftreten?






Kapitel 6

LP-Raume

Definition 6.1. Seien (2,4, ) ein Mafiraum, p > 0 und f: Q@ — R messbar. f
heifit p-fach p-integrierbar, falls gilt:

Jlflp dp < oo.

Die Menge dieser Funktionen bezeichnen wir mit LP(2, o7, 1) oder kurz L.
Lemma 6.2. LP ist ein R-Vektorraum.

Beweis. Es ist Abgeschlossenheit beziiglich skalarer Multiplikation und Addition zu
zeigen. Seien f € LP und « € R. Dann gilt:

[t an=1ap [ 1117 au <o

Also ist LP abgeschlossen beziiglich skalarer Multiplikation. Seien f,g € LP. Dann
gilt:

J 17408 du< [+ 19" s < [ @max (171 1gl))” oo
< [0 41l d = 2117 i+ [ 216l dn < co
Also ist LP abgeschlossen beziiglich Addition.
Definition 6.3. L*(Q, o/, u) := {f: @ — R messbar | f ist beschrinkt [u]}.

Lemma 6.4. L% ist ein R-Vektorraum.

Beweis. Es ist Abgeschlossenheit beziiglich skalarer Multiplikation und Addition zu
zeigen. Seien f,g € L™ mit |f| < m € R [p] und |g| < n € R [u] sowie a € R. Dann
ist

laf| <lalm  [u].
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Also ist L™ abgeschlossen beziiglich skalarer Multiplikation. Auflerdem ist
[f +gl<m+n [u]
Also ist L” abgeschlossen beziiglich Addition.

Notation 6.5. Seien 0 < p < oo und f € LP. Wir schreiben:

i1, = ([ du)’l’

I£1l :=inf{ke [0, 0] |u(|f| >k:) :0}.

| fIl., heiBt auch p-essentielles Supremum von f.

sowie

Lemma 6.6 (Young-Ungleichung). Seien p,q € (1,0) mit Yp+1q =1 und z,y = 0.
Dann gilt:

Gleichheit gilt genau dann, wenn xP = y?.

Beweis. Wegen x > 0, y > 0 gibt es s,t € R mit

() v ()
r=exp| -], y=exp|—|.
p q

Da die Exponentialfunktion auf R konvex ist, gilt:

s t s t 1 1 1 1
xy=exp|—)-exp|—)=exp| =+ -] <=-exp(s)+—-exp(t) = - -2+ = -y
p q p q p q p q
(6.1)
Da die Exponentialfunktion sogar strikt konvex ist, gilt in (6.1)) Gleichheit genau

dann, wenn s = t ist, also wenn zP = y9 ist.

Satz 6.7 (Holder-Ungleichung). Seien p,q € (1,00) mit Y/p+ Vg = 1 und f € LP,
g € LY messbar numerisch. Dann gilt:

Ifglly < 1£1, - lgly-

Gleichheit ist genau dann erfillt, wenn gilt:

P _ lgl®

m = m []. (6.2)



Beweis. Wir verwenden die Young-Ungleichung (Lemma mit = 1= £- und

Y= Tl

q

1 L d
vy = fIl gl _ 1 1S +,.|9| . (6.3)

AL, el T IR T a gl
Nun integrieren wir beziiglich u:

Ll |£9lly <fl 71 gl

i 1= <
1AL, gl 1AL, - gl
Damit folgt die Ungleichung. Gleichheit: [Ubung]

=1. (6.4)

11
e,
p Il a lalg P oq

Bemerkung 6.8. Der Spezialfall p = ¢ = 2 in der Holder-Ungleichung ist genau die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung in L?2.

Lemma 6.9. Seien f € L' und g € L* messbar numerisch. Dann gilt:
Ifaly < If0y - llgl. - [Ubung]
Satz 6.10 (Minkowski-Ungleichung). Seien p € [1,00] und f,g € LP. Es gilt:

If +gl, < 171, + 19l -

Beweis. Sei zunéchst p € (1,00). Dann gibt es ¢ € (1,00) mit !/p + 1/g = 1. Folglich
gilt: (p—1)-¢=pund Yg=1—1p. Wegen | f + g[, < [[f] + |g]l, konnen wir ohne
Einschrankung f > 0 und g > 0 annehmen. Mit der Holder-Ungleichung gilt:

f(f+g)”dﬂ = ff-(f+g)”’1du+Jg-(f+g)p’1du

<l - [F + 937, + gl - (£ + 977,

= (I£1, + lgl,) (J(f v du>é

= (Il + lgl,) ( [r+ar du)

— (I£1, +lgl,) ( [r+ar du> ( [+ g)pdu>_; |

Damit folgt der Satz fiir p € (1, ). Aus der Dreiecksungleichung fiir den Betrag folgt
durch p-Integration die Behauptung fiir p = 1. Fiir p = oo gilt fiir alle € > 0 nach
Definition des p-essentiellen Supremums sowie der Dreiecksungleichung des Betrages:

€ €
p(f + 90> 170 + ol +€) <o (191> 1+ 5) + e (o] > ol + 5) =0
Somit gilt:
IF + gl <Iflc + gl +e
fiir alle € > 0. Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Bemerkung 6.11. Sei p € [1,00]. Fiir f,g € LP gelten nach dem bisher gezeigten
folgende Aussagen:

L fll, =0,
2. |oll,, = 0,
3. Jafl, = laf - [ f], fir alle a € R,

B~

N+ gl < 11 + gl
Folglich ist (L, || p) ein halbnormierter R-Vektorraum.

Definition 6.12. Sei p € [1, 00]. Wir definieren die Relation ~ auf LP folgenderma-
Ben:

f~g:=|f—gl,=0.

Dass es sich dabei um eine Aquivalenzrelation handelt, folgt direkt aus Bemerkung
Fiir die Menge der Aquivalenzklassen schreiben wir:

LP=LP/ .
Lemma 6.13. (7, ||||p) ist ein normierter R-Vektorraum. [Ubung]

Definition 6.14. Sei p € [1,0]. Eine Folge (fn)nen in ZP konvergiert im p-ten
Mittel (engl.: converges in p-th order mean) gegen f € ZP, falls

Tim [, — fl, = 0.

Wir schreiben: f, 4N f.

Beispiel 6.15. An folgendem Beispiel wollen wir erldutern, dass Konvergenz im p-ten
Mittel im Allgemeinen nicht hinreichend fiir punktweise Konvergenz ist. Betrachte
den Mafiraum ([0, 1), %[o,1), A). Zu jedem n € N gibt es genau ein Paar (ky, j,) € N2
mit 0 < j, < 2F» und n = 2 + j,. Beachte, dass aus n — oo folgt: k, — oo.
Definiere

Ay = Ag, gi= e 27, G + 1) - 275) € By

Fiir jedes n € N erhilt man eine messbare Abbildung f, := 14, . Es gilt:
Jf}jd)\ = and)\ =97k 127,

Es folgt: f, o 0. Fiir alle k € N gilt:

2k_1

DT Ary=1[0,1).
=0

Somit gibt es fiir alle w € [0,1) und alle k € N ein 0 < j < 2% mit w € Ay, ;. Aufierdem
gilt fiir alle 0 <4 < 2% mit i # j: w ¢ Ay ;. Also konvergiert f,, nirgendwo punktweise.
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Definition 6.16. Sei X € .Z? eine Zufallsvariable und sei k£ € N. Dann heiflen
o my := EXF das k-te Moment (engl.: k-th moment),
e E|X|" das k-te absolute Moment (engl.: k-th absolute moment),
o BE(X —m;)F das k-te zentrierte Moment (engl.: k-th central moment),

e E|X —m4|" das k-te absolute zentrierte Moment (engl.: k-th absolute central
moment).

Wir kennen das erste Moment bereits als Erwartungswert von X und das zweite
zentrierte Moment als die Varianz von X.

Lemma 6.17. Seien p ein endliches Maf$ und 1 < r < s. Dann gilt: £° € £". Ist
w auferdem ein Wahrscheinlichkeitsmafs, X eine Zufallsvariable und E | X|* < o0, so
ist E|X|" < 0.

Beweis. Seien f: ) — R messbar und w € Q. Aus |f(w)| < 1 folgt |f(w)]" < 1, aus
|f(w)] > 1 folgt |f(w)|” < |f(w)|’. Somit gilt fiir alle w € Q: |f(w)]" < 1+ |f(w)]’.
Sei f e Z°. Es gilt:

J11 i [0 die = @) + 112 < o

Daraus folgt: f e Z".

Bemerkung 6.18. Im néchsten Abschnitt werden wir Jensens Ungleichung (Satz
kennenlernen. Wenden wir diese auf die Funktion ¢: 2 ~ 22 an, sehen wir, dass fiir
jede Zufallsvariable X mit EX? < oo gilt: E|X| < c0. Damit ist EX? < o0 genau
dann, wenn Var(X) < oo.

Beispiel 6.19 (Korrelationskoeffizient). Seien X,Y Zufallsvariablen mit endlicher Va-
rianz.

_ Cov(X,Y)
pry Var(X)Var(Y)
mit Cov(X,Y) := E((X — EX)(Y — EY)) heiBt Korrelationskoeffizient von X und

Y. Gilt px,v =0, so heilen X und Y wunkorreliert Es ist |pxy| < 1. pxy = 1 gilt
genau dann, wenn es ein a > 0 gibt, sodass

X—-EX=a-(Y-EY) [P]
px,y = —1 gilt genau dann, wenn es ein a < 0 gibt, sodass
X—-EX=a-(Y-EY) [P]

[Ubung]
Damit ist px,y ein MaB fiir die lineare Abhéngigkeit von Zufallsvariablen.
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6.1 Konvexe Funktionen und Jensens Ungleichung

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis von Jensens Ungleichung (Satz [6.29)). Hierfiir
wollen wir zunéchst genauer auf konvexe Funktionen eingehen.

Definition 6.20. Eine Teilmenge A € R* heiBt konver (engl.: convex), falls fiir je
zwei Elemente x,y € A die Verbindungsstrecke zwischen z und y ganz in A liegt, das
heiflt, falls fiir alle A € [0, 1] gilt: Az + (1 — \)y € A. Eine Funktion ¢: R¥ — R heifit
konvez, falls die Menge

Ky :={(z,y) e RF xR|y > ¢(x)} < RFF!

konvex ist.

Satz 6.21. Eine Funktion ¢: RF — R U {0} ist genau dann konvex, wenn fiir je
zwei Elemente x,y € R¥ und alle X € [0,1] gilt:

oAz + (1 = Ny) < Ap(x) + (1 — N)o(y). (6.5)

Beweis. Sei zunéichst ¢ konvex. Betrachten wir Punkte der Form (x, gb(:z:)) € Ky, so
liefert die Konvexitéit von K, fiir alle z,y € RF und X € [0, 1]:

(Ao + (1= Ny, (A + (1= Ny) ) < A@,6(@)) + (1= ) (v 6(y)-

Somit gilt insbesondere (6.5]).
Ist ¢ nicht konvex, dann gibt es (a,b), (¢,d) € Ky und A € [0, 1] mit

Ala,b) + (1 = A)(c,d) ¢ K.
Nach Definition von Ky folgt:
Ap(a) + (1 = N)p(c) < Ab+ (1= N)d < ¢(Aa+ (1= N)c),

im Widerspruch zu .
Lemma 6.22. Sei ¢: R¥ — R U {00} konvez. Dann ist ¢~ 1(R) konvex.
Beweis. Seien z,y € ¢~ (R) sowie A € [0,1]. Nach Satz gilt:

(M + (1= N)y) < A(@) + (1 = \o(y) < .
Also ist Az + (1 — Ny € ¢~ L(R).

Satz 6.23. Sei ¢p: RF — R U {0} konvez. Setze M := (qﬁ_l(R))o. Dann ist ¢|nm
stetig.
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Beweis. Sei A C RF offen. Eine Funktion f: A — R ist genau dann stetig, wenn sie
in jeder Komponente stetig ist, das heifit, wenn fiir alle s € {1,...,k} und alle z; e R
mit j € {1,...,k}\ {¢} die Funktion

g: An ({o} x o x {mim} x Rx {mipq} x -« x {ag}) > R, @0 f(21,...,25)

stetig ist. g ist zudem automatisch konvex, wenn bereits f konvex ist, denn mit Satz

gilt fiir alle X € [0, 1]:

g()\a +(1- )\)b) = f(xl, ces T, Aa 4+ (L= A)b, x4, ... ,a:k)

< Af(xh sy Li—1, Gy Tjg 1, - - - 7l'k) + (1 - A)f(xla o ami—lab7xi+17 o ,.Z‘k;)
= Ag(a) + (1 = A)g(b).
Somit lasst sich der mehrdimensionale Fall auf den eindimensionalen Fall £k = 1

zuriickfithren. Wir zeigen eine etwas stérkere Eigenschaft, ndmlich dass fiir eine offene
Menge A C R eine konvexe Funktion ¢: A — R in jedem Punkt zumindest einseitig
differenzierbar ist. Sei a € A. Da A offen ist, gibt es ein § > 0 mit (a —d,a + ) € A.
Definiere B := (a—46,a) U (a, a+6). Fiir jede Stelle x € B betrachten wir die Steigung
der Sekante durch die Punkte (z,v(x)), (a,%(a)). Wir erhalten die Funktion:

¥(@) = ()

a—x

s:B->R, z+—

Wir zeigen nun, dass diese Funktion monoton wéchst. Seien x,y € B mit x < y. Es
treten drei dhnlich behandelbare Fille auf:

e Gilt x < y < a, so gibt es wegen des Zwischenwertsatzes ein A € (0,1) mit
y = Az + (1 — A)a. Da ¢ konvex ist, folgt mit Satz

d(y) =Yz + (1= Na) < M(z) + (1= N(a).

Wir multiplizieren diese Ungleichung zunéchst mit (—1) und addieren v (a). Es
ergibt sich die dquivalente Ungleichung:

U(a) = d(y) = ¥(a) = Mp(x) = (1= Np(a) = A(v(a) — o(z)).

Division durch A(a — x) > 0 liefert:

9(@) ~ 9(y) _ Y(a) = 9()

Ma—2z) = a-=x

Insgesamt erhalten wir:

~Yla) —Ply)  pla) —Y(y)
a—vy a—Az+(1—XNa
_ Y@ =9y) _ Y(a) —y(x)
Ma—z) = a—x

= s(x).
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e Gilt ¢« < z < y, so erhalten wir ein A € (0,1) mit x = Aa + (1 — \)y. Da ¢
konvex ist, folgt mit Satz [6.21}

P(z) < Mpla) + (1 =Ny (y).
Durch Umformen erhalten wir die Ungleichung:
P(a) = (@) = (1= X)(d(a) —U(y))-
Division durch (1 — A)(a — y) < 0 liefert nun:

bla) — d(x) _ wla) —(y)
C-Na-9) S a—y

Insgesamt erhalten wir:
_Y(a) =) Pla) —¥(x)
a—x a—Xda+(1-Ny
_ Pla) —¢(z) _ (a) —9(y)
I-=Ma-y) = a-y

= 5(y)-

e Gilt x < a < y, so erhalten wir ein A € (0,1) mit a = Az+ (1—\)y. Insbesondere
folgt:

_a—\x
YT
und wir erhalten den Zusammenhang:
1-A 1—A - A
Y (a—y)=— 3 (a—al_;c)=a—x. (6.6)

Da 1) konvex ist, folgt mit Satz
Y(a) < Ap(x) + (1= Ao (y).
Durch Umformen erhalten wir die Ungleichung;:
(1= (¥(a) = ¥(y) < =A(¥(a) = ¥(z)).
Division durch (1 — A)(a — y) < 0 liefert nun:

Y(a) —9(y)  ¥la) —9(z)
a-y T -1P(a-y)
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Somit ist die Funktion s monoton wachsend. Insbesondere ist ihre Einschrinkung
5_ := 8|(a—s,q) monoton wachsend und nach oben beschrénkt. Aus der Analysis ist
bekannt, dass in diesem Fall der Grenzwert lim,_,, s_(x) existiert. Entsprechend ist
die Funktion s, := s|(4,q+5) monoton wachsend und nach unten beschrénkt, somit
existiert der Grenzwert lim,_,, s (2). Nach Definition von s gilt also:

lim s_(x) = lim la) = ¥(z) < lim ¥la) = ¥(z) = lim sy (x).
T—a x,a a—x zN\a a—x r—a

Insbesondere folgt die Stetigkeit von 1 an a, denn es gilt:
lim ¢(a) — ¢¥(z) = lim s_(x) - lim(a—xz) =0
z,a r—a z,a

sowie analog:
lim ¥(a) — ¥(z) = lim s_(z) - lim (e —x) = 0.
lim (a) ~ ¥(a) = lim 5 (@) lim(a o)
Insgesamt folgt:
lim f(z) = f(a).
Dies zeigt die Stetigkeit von f an a.

Bemerkung 6.24. Der Beweis des Satzes zeigt auBlerdem, dass wir auf sinnvolle
Weise Tangenten an eine konvexe Funktion ¥: A — R anlegen konnen. Achtung:
A < R muss hierfiir offen sein. Hierzu kénnen wir fiir eine Stelle a € A jede affine
Gerade durch (a,(a)) benutzen, deren Steigung m die folgende Bedingung erfiillt:

o G0 =) _ (@) = ()
x,a a—x N\ya a—x

Im Allgemeinen k-dimensionalen Fall erhalten wir entsprechend durch Betrachtung
der partiellen Ableitungen Bedingungen, welche die Konstruktion von Tangentialhy-
perebenen erméglichen.

Satz 6.25. Sei ¢: R — Ru{oo} eine Funktion, sodass die Menge M := ¢~ 1(R) offen
und ¢|pr zweimal differenzierbar ist. Ist ¢"(x) = 0 fiir alle x € M, so ist ¢ konver.

Beweis. Wir fiihren einen indirekten Beweis. Sei ¢ nicht konvex. Dann gibt es nach
Satz x,y € M mit z <y und X € (0, 1), sodass gilt:

p(Az + (1= N)y) > Ap(z) + (1= N)o(y).
Durch Subtraktion von ¢(z) und Multiplikation mit ((1— \)(y — a:))_1 > 0 erhalten

wir:
60 + (1= W) ~6(s) _ oly) - 9(x)
Az +(1=Ny) —z y—z
sowie durch Subtraktion von ¢(y) und Multiplikation mit (—A(y — ac))_1 <0:

o(y) —o(Ar+ (1= Ny) _ 6(y) — é(x)
y— (Az+ (1= Ny) y—z
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Da ¢ stetig auf [z,y] und differenzierbar auf (z,y) ist, folgt mit dem Mittelwertsatz,
dass es Zwischenstellen £ € ((z, Az + (1 — A)y) und n € (Az + (1 — \)y,y) gibt mit

oy O+ (1= N)y) - ()
9O = ()\x—i—(l—)\)y)—x ’
_ 6(y) — (A + (1= A)y)
y— ()\:z:+(1—/\)y) ’

¢’ (n)

Insbesondere gilt: £ < n und ¢'(£) > ¢'(n). Daraus folgt:
¢'(n) — ¢'(8)
n—=¢

Da ¢’ stetig auf [¢, 7] und differenzierbar auf (&, n) ist, folgt mit dem Mittelwertsatz,
dass es eine Zwischenstelle ¢ € (£,7) gibt mit ¢”(¢) < 0.

< 0.

Lemma 6.26. Der Abschluss einer konvexen Menge ist konvez.

Beweis. Sei A eine konvexe Menge. Zu z,y € A gibt es Folgen (2,,)neny und (¥n)nen
in A mit lim,,_,, , = z und lim,, o, ¥y, = y. Aus der Konvexitit von A folgt fiir alle
neNund A€ [0,1]: z, := Az, + (1 — A)yn € A. Somit ist (2z,,)nen eine konvergente
Folge in A und es folgt:

Az + (1 =Ny = lim z, € A.

n—o

Lemma 6.27 (Seperating Hyperplane Theorem). Sei A € R* konvex und b € A
Dann gibt es ein n € R*\ {0}, sodass die affine Hyperebene

Hy(b) = {z e R [{z — b,n) = 0}

durch b mit Normalenvektor n die Mengen A und {b} voneinander trennt in dem
Sinne, dass gilt:
Ac HY(b):={zeR"|{x—b,n)>0}

sowie

{b} € H, (b) == {z e R¥ | <z — b,n) < 0}.
[Ubung)

Bemerkung 6.28. Bemerkung [6.24] lisst vermuten, dass wir Lemma [6.27] sogar noch
verbessern konnen. In der Tat kann man mittels Tangentialhyperebenen sogar Punkte
im Rand von A von A trennen. Es geht sogar noch allgemeiner: Zwei konvexe Mengen
A, B € R* lassen sich genau dann durch eine Hyperebene trennen, wenn A°nB° = (¥
ist. Siehe hierzu [7].
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Satz 6.29 (Jensens Ungleichung). Sei (0, &7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Au-
Berdem sei ¢: R — R v {0} eine konvere Funktion. Definiere M := (qﬁ’l(R))o.
Weiterhin seien f,¢o f € L1(Q, o/, P) mit f(Q) € M. Dann gilt:

J¢ofdP2¢<deP>.

Beweis. Bevor wir den eigentlichen Beweis angehen, ist eine Voriiberlegung nétig.
Betrachte die Menge der durch ¢ majorisierten affinen Funktionen

F:={L|L: R — Rist affin und L(z) < ¢(z) fir alle z € R}.
Wir {iberzeugen uns von der Giiltigkeit der folgenden Gleichung.

¢(x) = sup L(x) fiir alle z € M. (6.7)
LeF

Fiir alle z € M gilt nach Definition von F: ¢(x) > L(z) fiir alle L € F. Somit ist
¢(x) = suppep L(z). Seien & € M und & > 0. Setze b := (x, ¢(z) —¢). Wir zeigen nun:
b¢ K. Angenommen, es wiirde b € K 4 gelten. Dann gébe es eine Folge ((z;, yj))jeN
in Ky mit lim;_,, «; =  und lim;_, . y; = ¢(x) — €. Nach Definition von Ky gilt
fur alle j € N: y; > ¢(z;). Nach Satz ist ¢ an x stetig. Somit erhalten wir den
folgenden Widerspruch:

bx) — e = lim y; > lim 6(z;) = 6(a).

J—oL0 J—0

Also ist b ¢ K,. Nach Lemma erhalten wir eine Hyperebene H,,(b) (in diesem
Fall eine Gerade), welche K, und {b} voneinander trennt. Beachte, dass es sich bei
H,(b) um den Graphen einer affinen Funktion L’ handelt, da ¢ in einer Umgebung
von z € M endlich ist. Da K, € H,F(b), ist ¢ eine Majorante von L’. Somit folgt:
Supr,p L(z) = L'(z) = ¢(x) — . Also ist supy,,,r L(x) = ¢(x). Insgesamt erhalten
wir .

Wir zeigen nun Jensens Ungleichung. Fiir alle L' € F gilt: L' o f < sup;cp Lo f.
Mit der Monotonie des Integrals (siehe die Regeln sowie Bemerkung folgt:

JL'OfdPs fsupLOfdP.
LeF

Mit (6.7) und f(Q2) € M folgt:

¢of=supLof.
LeF

Insgesamt folgt:

suprOfdPsfsupLofszfgﬁofdP.
LeF LeF
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Auflerdem gilt fiir jede affine Funktion L mit L(z) = ma + a:

JLofszmJ,fdP—l—ajldP:L<J,fdP>.
Wir erhalten:

Joorar = [Losar=spr([rar)=o(]rar)

Beispiel 6.30. Sei X eine Zufallsvariable. Da die Exponentialfunktion konvex ist,

folgt aus Satz mit ¢ = exp:
E(expoX) = exp(EX).

6.2 *Vollstindigkeit der Z7-Riume

Satz 6.31 (Fischer, Riesz). Sei p € [1,00]. Dann ist (£7, HHp) ein Banachraum,
also ein vollstindiger normierter Vektorraum.

Beweis. Nach Lemmal|6.13|ist nur noch die Vollstédndigkeit zu zeigen. Wir betrachten
zundchst den Fall p = o0. Sei ( fn)neN eine Cauchyfolge in Z*. Nach Definition
des p-essentiellen Supremums findet man fiir alle n € N eine Funktion f, in der
Aquivalenzklasse von f,,, fiir die das p-essentielle Supremum gleich dem Supremum
ist. Aus

hm an fml. =0

folgt limy, m—so0 | fn(w) — fm(w)| = 0 fiir alle w € Q. Somit liegt punktweise Konver-
genz auf ganz Q vor. Sei f := lim, 4 fn, € Z*. Fiir alle ¢ > 0 withle N(¢) € N,
sodass | fn(w) — fm(w)| < /2 fir alle n,m > N(eg) und alle w € Q. Wéhle auflerdem
fiir jedes w €  ein ny, > N(e) mit |f(w) — fn, ()| < /2. Es gilt:

If = ful = sup |f(w) = falw)] < ilelg(lf(W) — fao @) + [ fr, (W) = fa(w)]) <€
fiir alle n > N(g). Somit gilt:
nh—r}; Hf - fn”x: =0

Sei nun p < o0 und sei auBerdem (f,)nen eine Cauchyfolge in £P, das heiflt
limy, oo [ fr = fin], = 0. Obwohl die Folge (fn(w))neN fiir kein w € 2 konvergent
sein muss, kénnen wir jedoch eine Teilfolge von (f,)nen konstruieren, welche u-fast-
iiberall punktweise konvergiert. Da ( fn)neN eine Cauchyfolge ist, konnen wir eine
Teilfolge (fr(k))ken finden, sodass | f,,, — H (1/2)¥ fiir alle m > n(k). Definiere

die Folge (g )ren durch

k
k= a5 ngen) = fa)]
j=1
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fiir alle k£ € N. Es gilt:

k
|fn Z n(j+1) J)|
i=1 P

p k\ P
< (Wraol + 3 oy —fnmnp) < (ol + 2 (3)) <
j=1

Beachte, dass (gr)ren isoton ist. Definiere g := limg_,, gx. Nach dem Satz iiber die
monotone Konvergenz folgt mit der obigen Abschéitzung:

Jgpd,uthm g dp = hmf dp < oo.

Somit ist g € £P. Insbesondere ist gP p-fast-iiberall beschrankt und folglich konver-

giert die Reihe
D g+ @) = fay(@)]-
jeN

p

gl = lgkly =

fiir u-fast-alle w € Q. Damit konvergiert auch die Reihe

Fa@ @) + D (Fa+1) @) = fu (@)

JjeN
fiir p-fast-alle w € Q. Beachte, dass die k-te Partialsumme dieser Reihe f,,(41)(w)

entspricht. Folglich ist ( In(k) (w)) reny Konvergent fiir p-fast-alle w € Q. Sei A € o die
Menge der Punkte, an welchen Konvergenz vorliegt. Definiere

limy o frory(w) fallswe A

0 sonst

f:Q—-R, wl—>{

Als Grenzwert messbarer Funktionen ist f messbar. Es bleibt zu zeigen: f, £, f.
Fiir alle € > 0 sei r € N grofl genug, sodass fir alle s,t = n(r) gilt:

Ifs = fill, <e.

Somit gilt fiir alle k& = r und m > n(r):
| fm = Fatw]l, <€
Mit dem Lemma von Fatou (Satz erhalten wir:

J|f — fml” du = Jlilgf_l)iyf | fury = fn|” A < li]?iiyr}ff \fue) = frn|” dpp <P

fiir alle m > n(r). Somit ist f — f,, € £P fur alle m > n(r). Folglich ist auch
f=Ff—fm+ fm €L und es gilt:

T f ~ ful, =
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Bemerkung 6.32. Ein Paar von Zahlen p,q > 1 mit !/p + /¢ = 1 nennen wir auch
duale Zahlen, da .£P den Dualraum von .#7 darstellt. Siehe hierzu [9], Seiten 230 f.

Beispiel 6.33. Betrachte den Mafiraum (N, Z(N), ) mit dem Z&hlmaf ;1. Da zu jeder
Abbildung f: N — R genau eine Folge (x;);eny mit f(¢) = x; gehort, gilt:

PP [P — P = {x = (Z;)ien ‘ ||33||p < oo}.

Auflerdem gilt:

lelp = 3 lzal” o

neN
Nach Satz[6.31] ist [P ein Banachraum.

o, = sup|z,].
neN

Ubungsaufgaben:

Ubung 1: Beweisen Sie in der Holder-Ungleichung (Satz(6.7)) den Fall der Gleichheit.
Ubung 2: Beweisen Sie Lemma

Ubung 3: Beweisen Sie Lemma

Ubung 4: Beweisen Sie Beispiel

Ubung 5: Zeigen Sie Jensens Ungleichung fiir k-dimensionale Zufallsvektoren. Sei
dazu ¢: R* — R konvex und sei X = (X1, ..., X}) ein Zufallsvektor mit
Werten in M := (qb*l(R))o, sodass EX und E(¢ o X) existieren. Dann
gilt:
E(6 0 X) > 9(EX).

Ubung 6: Zeigen Sie, dass fiir eine positive Zufallsvariable X mit EX < oo und
E(logoX) < oo gilt:
E(logoX) < log(EX).

Lernziel-Kontrolle:
Frage 1: Was besagt die Holder-Ungleichung?

Frage 2: Welche Beziehung besteht zwischen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und
der Holder-Ungleichung?

Frage 3: Impliziert fast-iiberall bestehende Konvergenz LP-Konvergenz oder umge-
kehrt?

Frage 4: Fiir welche p ist L? ein Hilbertraum?

Frage 5: Folgt aus p’ < p immer LP C L¥'? Was heiBt dies fiir die Existenz der
Momente von Zufallsvariablen?

Frage 6: Was besagt Jensens Ungleichung und wie ist die Beweisidee?



Kapitel 7

Mafle mit Dichten

7.1 Der Satz von Radon-Nikodym

Viele Mafle und Verteilungen kénnen durch Integrale beziiglich Standardmaflen wie
beispielsweise dem Lebesgue-Maf iiber Funktionen einfach beschrieben werden. Der
Satz von Radon-Nikodym gibt Aufschluss dariiber, wann dies moglich ist.

Definition 7.1. Seien (2,7, 1) ein MaBraum und f:  — R messbar numerisch
mit f = 0. Dann heifit
v: o — [0,0), AHJ fdu
A

das Mafl mit Dichte f beziiglich v (engl.: measure with densitiy f with respect to p).
Wir schreiben: v = fpu.
Bemerkung 7.2.
1. v ist ein Maf} auf .7, denn
o V() = ngd,uz().
e v>0,da f>=0.

o Fiir {4; }jeN C &/ paarweise disjunkt gilt nach dem Satz iiber monotone

Konvergenz:
V(ZAJ):f fdﬂ=l[2]1AJ'fdM
=N 2jen Aj jEN
-y jnAj Fap =Y v(4y).
jeN jeN

2. Gilt u(f) =1, so ist v ein Wahrscheinlichkeitsmafl.

99
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3. Im Spezialfall (2, o7, p) = (R¥, 2%, \F) heifit f die Lebesgue-Dichte von v. Gilt
insbesondere v = PX fiir einen Zufallsvektor X € R*, so heiit f Wahrschein-
lichkeitsdichte von X beziiglich \F.

Satz 7.3. Seien f,g € &* und v := fu. Dann ist g genau dann v-integrierbar, wenn
g - f w-integrierbar ist. In diesem Fall gilt:

J.gdl/ = fg - fdp.

Beweis. Sei zunéichst g € & und g = > | a;1 4, eine Normaldarstellung. Es gilt:

fng:iaiV(Ai) =i_zn:10%iff']l,4idu=Jf'i_zn:1%‘]1Aidﬂ= ff-gdu.

Seien nun g € &* und (uk)ken €ine monoton gegen g steigende Folge in &. Dann ist
(f -uk)ken eine monoton gegen f- g steigende Folge und mit dem Satz iiber monotone
Konvergenz folgt:

Jgdy: lim fukdl/= lim Jf-ukdu= Jf'gd,“-
k—x0 k—oo

Beispiel 7.4.

e Seien ) := {wi,wy, ...} abzdhlbar, u = >, 0., das ZahlmaB, f: Q@ — R mit
f=0und Y}, f(w;) = 1. Dann ist P := fu ein diskretes Wahrscheinlichkeits-
maf} mit ,,Z&hldichte“ f beziiglich des Zdhlmafles.

e Sei in Definition = X das Lebesgue-Maf} auf (R, %). Dann ist

p:R->R, z— %e—%f
Y8

die Normalverteilungsdichte.

Satz 7.5 (Eindeutigkeit der Dichte). Fiir f,g € &* gilt: Aus f = g [u] folgt fu = gu,
das heif§t SA fdu = SA gdp fir alle A € of. Sind auflerdem f und g p-integrierbar,
so gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus Satz[4.3] Seien nun f und g p-integrierbar
mit fu = gu. Definiere N := {f > g} und h := (f — g) - 1y. Dann gilt:

Jhdﬂ=JNf—gdu=0.

Mit h = 0 folgt: h = 0 [p] und somit p(N) = 0. Analog folgt u({f < g}) = 0 und
damit f =g [p].
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Definition 7.6. In Satz heifit f Version oder Festlegung der Dichte g und um-
gekehrt.

Problem 7.7. Seien p und v zwei Mafle auf einem Messraum (€2, o). Wir stellen
uns die Frage, unter welchen Umsténden v eine p-Dichte besitzt, das heifit, wann es
f = 0 gibt, sodass

o) = | Fan (7.1)
fiir alle A € o gilt.

Lemma 7.8. FEine notwendige Bedingung fir die Existenz einer Dichte f, welche
erfillt, ist, dass jede p-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist.

Beweis. Sei A € & mit u(A) = 0. Dann gilt:

V(A)sz-]lAdu=O.

Die in Lemmal[7.8 beschriebene Eigenschaft wird sich als wesentlich fiir die Losung
von Problem [T.7 herausstellen.

Definition 7.9. Seien g und v zwei MaBle auf einem Messraum (Q, o). v heifit
absolut stetig (engl.: absolutely continuous) beziiglich u, falls jede u-Nullmenge auch
eine v-Nullmenge ist. Wir schreiben auch v « p oder sagen: p dominiert v.

Das folgende Lemma motiviert den Begriff der absoluten Stetigkeit.

Lemma 7.10. Seien p und v zwei Mafe auf einem Messraum (2, 7). Weiterhin
sei v endlich. Dann sind dquivalent:

1. v« p.

2. Fir alle ¢ > 0 gibt es ein § > 0, sodass fir alle A € & mit u(A) < § gilt:
v(A) <e.

Beweis. Sei zunidchst v « p. Angenommen, es gibe ein € > 0, sodass es fiir alle
0 > 0ein As € &7 gibt mit u(As) < 4, aber v(As) = . Dann gébe es insbesondere
zu jedem n € N ein E,, € & mit u(E,) < 1/n2, aber v(E,) = . Definiere

E:=) | Enew.

keNnz=k

Fiir alle k € N gilt aufgrund der Monotonie von

M(E):u(ﬂ UEn><ﬂ<UEn>.

keNnz=k n=k
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Somit erhalten wir mit der o-Subadditivitdt des Mafles i
o 1
0<u(E)<]}Ln}Lu<U En> <]€1qu2 =0
n=k n=k
Da v endlich ist, folgt mit der Stetigkeit von oben
v(E) = ]}LH}I/ <ngk En> = €.

Dies ist jedoch ein Widerspruch zu v « u. Folglich gilt

Gelte nun [2} Sei A € & eine p-Nullmenge. Dann gilt fiir alle 6 > 0: u(A) < 0.
Somit folgt fiir alle e > 0: v(A) < €. Also ist v(A) = 0.

w(A) fiir alle

Lemma 7.11. Seien u,v Mafle auf dem Messraum (Q, &) mit v(A) <
, V) und

A€ . Seip>0. Dann folgt aus f € LP(Q, o, ), dass f € LP(Q
[ av< [1sr an
Beweis. Sei f e £P(Q, <, n). Dann gibt es eine Folge (uy,)nen in & mit Normaldar-
stellungen
Up = Z [CTR ]lA,-,"
i=1

und u,, /' |f|". Es gilt:

fundy—zazn V zn %azn /14 zn :fundﬂ

i=1

Somit folgt:

|fIP dv = lim [wu,dv < lim | up,dp= | [f| dpu.
n—x0 n—90

Lemma 7.12. Seien p und v endliche Mafle auf einem Messraum (Q, o). Seiv < p.
Dann gibt es eine messbare Funktion g: Q — [0,1) mit

Jf-(l—g)dV=ff-gdu

fiir alle f € L?(Q, o, u+v).
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Beweis. Sei f € £%(Q,4,u+v). Da pund v endlich sind, ist f € £ (Q, o, u+v).
Mit Lemma folgt f € £Y(Q, o, v). Definiere

H: 2%(Q,o,p+v) >R, fb—»ffdu.

Diese Funktion ist linear. Mit der Holder-Ungleichung fiir p = ¢ = 2 folgt:

()= |[ 1100 < f|f|2du-m

J 1117 et v /) = 111, VoD,

Somit ist H ein beschrinktes lineares Funktional auf .#2(Q, <7, u + v). Mit dem aus
der Funktionalanalysis bekannten Satz von Riesz (siehe Satz [A.2)) folgt, dass es ein
he ZL%(Q, o, u+ nu) gibt, sodass fiir alle f € £2(Q, .o, u + v) gilt:

) =Jf-hd(u+u). (7.2)

Wir zeigen nun, dass (u+v)-fast-iiberall A > 0 gilt. Angenommen, es géibe ein A € &7
mit h|4 <0, aber (1 + v)(A) > 0. Dann wire

0<(pu+v)(A) = f]lAd(,u+V) =H(l4) = fh-]lAd(u-l-V) <0.
Das ist ein Widerspruch. Somit gilt (1 + v)-fast-tiberall b > 0. Aus der Definition
von H und (7.2) folgt:
ff-(l—h)dusz-hdu (7.3)
fiir alle f € .£2%(Q, o/, u+ v). Durch Einsetzen von f = Tip>1y in (7.3) erhalten wir:

0< .u({h = 1}) = J‘]l{hgl} du < Jh'ﬂ{h>1}dﬂ = J~]1{h>1} . (1 - h)dV <0.

Somit ist {h = 1} eine p-Nullmenge und wegen v « p auch eine v-Nullmenge. Defi-
niere g := h - I;<1y. Nach dem bisher Gezeigten gilt: g(Q2) < [0,1), g = h p- und
v-fast-iiberall und somit nach ([7.3)):

Jf-(l—g)dV=Jf-gdu

fiir alle f € L2(Q,.o, p + v).

Satz 7.13 (Radon-Nikodym fiir endliche Mafle). Seien u und v zwei endliche Maje
auf einem Messraum (Q, o) mit v & u. Dann hat v eine Dichte f beziiglich p und

wir schreiben:
dv

=g
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Beweis. Sei h € &* beschrinkt und g: Q@ — [0,1) wie in Lemma Da g und h
beschréankt sind und (p + v) ein endliches Ma$ ist, gilt:

n—1
h->g'e L, p+v)
=0

fir alle n € N. Mit Lemma, erhalten wir:

n—1 n—1
Jh-(l—g)- Zg’dV=Jh-g- > gtdu.
=0 =0

Mit 0 < g(w) < 1 fiir alle w € 2 erhalten wir:
n g n
J(l—g )-hduzfli-(l—g ) - hdp.
-9

Die Funktionenfolge ((1 —g") - h)neN steigt gegen h auf. Nach dem Satz von der

monotonen Konvergenz folgt:
J’hdu = JL - hdp.
L—yg

Insbesondere folgt fiir h = 1, dass 9/(1—g) € &* ist. Setze f := 9/(1—g).
Ist h unbeschriinkt, so definiere h,, := min {h,n} fiir alle n € N. Diese sind be-
schrankt und es gilt: h,, /" h. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt:

Jhdu= lim | h,dv = lim Jf-hnd;L:Jf-hd,u.

n—xw n—o0

Satz 7.14 (Radon-Nikodym fiir o-endliche Mafle). Seien p und v zwei o-endliche
Mafe auf einem Messraum (Q, &) mit v € p. Dann hat v eine reellwertige Dichte

f beziiglich p und wir schreiben:
dv

f—@-

Auperdem ist f eindeutig in dem Sinne, dass fiir jede weitere Dichte f von v beziiglich
w gilt, dass f = f [u].
Beweis. Seien (A, )nen und (By,)nen Folgen paarweise disjunkter Mengen in 7, so-

dass gilt:
JA4n=]B.=2

neN neN

sowie u(A,) < o und u(B,) < oo fiir alle n € N. Definiere

€ :={An N B,|mneN}c .
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Wir kénnen € zu einer Folge (C),)nen paarweise disjunkter Mengen anordnen. Fiir
alle n € N definiere

Mn;d—)[(),@), AHM(AﬁCn)7
Up: & — [0,00), A v(AnCy).

Somit sind p, und v, endliche Mafle auf (2, &) mit v, < pu, fir alle n € N. Mit Satz
erhalten wir Dichten f,, = d¥n/dp,,. Fiir alle messbaren Funktionen g: 2 — [0, o]
gilt:

fgdl/n = Jg “ fn dpin. (7.4)

Definiere

f:QH[OvOO)v w = an(w).]lcn(w)'

f ist messbar und es gilt fiir alle messbaren Funktionen g: Q — [0, o0]:

fng= D fg-llcndV= > fgdvn = fg'fnd,un

neN neN neN

:ZJ’g-f-]lcndu=Jg'fdM-

neN

Somit ist f eine Dichte von v beziiglich .

Seien nun f und f Dichten von v beziiglich . Angenommen, es gébe ein A € &/
mit pu(A) >0 und f(w) > f(w) fiir alle w € A. Es gibt ein n € N mit u(4 n C,) > 0.
Sei B:= A n C,. Dann ist v(B) < 00, 0 < u(B) und (f — f)|p > 0. Es folgt:

0<J f—fdu=wv(B)-v(B)=0.
B
Dies ist ein Widerspruch und folglich ist f < f p-fast-tiberall. Analog folgt f > f

u-fast-iiberall. Somit gilt die gewiinschte Eindeutigkeit.

Dieser funktionalanalytische Beweis geht auf J. von Neumann zuriick. Wir haben
uns hier an Hewitt und Stromberg [9], Seite 320, orientiert. Einen rein mafitheoreti-
schen Beweis findet man in Bauer, Maf}- und Integrationstheorie [1].

7.2 *Mehr zu Radon-Nikodym

Der Satz von Radon-Nikodym kann unter bestimmten Voraussetzungen an den Mess-
raum (€2, .«7) fiir nicht notwendigerweise o-endliche Mafle verallgemeinert werden.

Lemma 7.15. Seien u sowie v Mafle auf einem Messraum (Q, /) mit u(Q) < oo
und v < p. Dann gibt es ein FE € o/, sodass gilt:
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1. Fir alle Ae of mit AC E ist v(A) € {0, 00}.
2. Fir alle Ae &/ mit AC E ist p(A) =0, falls v(A) = 0.
3. v ist o-endlich auf E°.
Beweis. Definiere
={Ce & |Aus Ae & mit A< C folgt v(A) € {0,0}.}.
Offenbar ist F € %. Definiere
a:=sup{u(C)|CeE}.

Da p endlich ist, gilt: @ < 0. Somit gibt es eine aufsteigende Folge (C,)nen in €
mit lim, ., u(Cy) = a. Setze D := | J, .y Cn. Aus der o-Additivitidt von u folgt:
(D) = a.

Wir zeigen zunédchst D € €. Sei A € &/ mit A € D, so gilt:

neN

v 8]

v(A) =v(AnC)) + Z (Cp N CE_y)).

Esist v(A n (C, n C5_y)) € {0,00}. Somit folgt: v(A) € {0, 0}
Wir zeigen nun, dass D¢ die folgende Eigenschaft besitzt: Fiir alle A € & mit
A < D¢ und v(A) > 0 gibt es ein B € & mit B < A und

0 <v(B) < . (7.5)

Betrachte ein solches A € . Falls v(A) < o0, so ist trivial erfillt. Sei also
v(A) = 0. Angenommen, fiir jede Teilmenge B € A mit B € & wére v(B) € {0, o0}.
Dann widre Au D € €. Aus v <« p und v(A) > 0 folgt: p(A) > 0. Allerdings gilt
wegen A € D° (A v D) = pu(A) + u(D) > a. Dies ist ein Widerspruch. Somit gibt
es eine Menge B € o/ mit B € A, welche erfiillt.

Als n#chstes zeigen wir, dass v auf D¢ g-endlich ist. Definiere

={Ae | AC D und v ist g-endlich auf A}.

Offenbar ist &f € .%. Definiere

8:=sup{u(4) | Ae F}.

Da p endlich ist, gilt: 8 < 00. Somit gibt es eine aufsteigende Folge (H,)nen in F
mit lim,, . p(Hy,) = B. Setze H := |, oy Hn- Aus der o-Additivitdt von pu folgt:
w(H) = B. H ist eine abzihlbare Vereinigung von Mengen, auf welchen v o-endlich
ist. Somit ist auch v auf H o-endlich. Also gilt: H € %. Angenommen, es wire
v(H® n D¢ > 0. Wegen der oben gezeigten Eigenschaft von D¢ erhielten wir ein
Ae o/ mit AS H° n D und v(A) € (0,00). Somit wire H u A € .#. Es gilt aber:

p(H v A) = p(H) + p(A) > p(H) = B.
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Dies ist ein Widerspruch zur Definition von 3. Somit ist v(H¢ n D¢) = 0 und v
o-endlich auf D°.
Um die gesuchte Menge E zu definieren, betrachte

¢ :={Aeo/|Ac Dund v(A) =0}.
Offenbar ist @& € 4. Definiere
v :=sup{u(A)|Aeg}.

Da p endlich ist, gilt: v < c0. Somit gibt es eine aufsteigende Folge (G),)nen in ¢
mit lim, . u(Gyn) = 7. Setze G := |J,,cy Gn- Aus der o-Additivitat von p folgt:
1(G) = . Definiere

E:=DnG".

Wegen v(G) = 0 ist v o-endlich auf D¢ u G = E°. Somit erfiillt F 3| Die Giiltigkeit
von[l} folgt aus £ € D. Angenommen, [2| wiire nicht erfiillt. Dann géibe es ein A € F
mit A e &7, v(A) = 0 und p(A) > 0. Somit wire G U A € ¢4. Dies stiinde jedoch im
Widerspruch zu

WG U A) = pu(G) + p(A) > p(G) = 1.

Somit ist [2 erfiillt und E die gesuchte Menge.

Definition 7.16. Sei (2, &7, u) ein Mafiraum. Es gebe ein & € & mit
1. u(Z) € [0,00) fiir alle Z € Z.

2. Die Mengen in 2 sind paarweise disjunkt und es gilt:

UJz=2

ZeZ
3. Sei A € o/ mit p(A) < co. Dann gilt:

w(A) = > w(An 2).
Ze%

Falls 2 iiberabzihlbar ist, definieren wir

Z wAn2Z):= sup{ Z WANZ) | 2 S % ist endlich}.

zZe%¥ ZeZy

4. Sei BC Qmit BnZe « fiiralle Ze€ &. Dann ist B € 7.

In diesem Fall heifien (9, o7, 1) und p zerlegbar (engl.: decomposable). 2 heifit Zer-
legung (engl.: decomposition) von (Q, .o, u).
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Satz 7.17 (Radon-Nikodym). Sei (2, o7, u) ein zerlegbarer MafSraum und & eine
Zerlegung. Sei v ein Maf auf (Q, &) mit v « p. Dann existiert eine messbare Funk-
tion f: Q — [0,00] (welche auf den Z € &, auf denen v o-endlich ist, reellwertig
gewdhlt werden kann) mit den folgenden Figenschaften:

1. Fir alle A€ of, auf denen p o-endlich ist, gilt:
v(A) = J fdu.
A

2. Fiir alle messbaren Funktionen g: Q — [0, 0], sodass p auf {w € Q| g(w) > 0}

o-endlich ist, gilt:
Joar= [ ran

3. Fiir alle (nicht zwangsliufig positiven) g € L1(Q, o/, v), fiir welche u auf der
Menge {w € Q| g(w) # 0} o-endlich ist, gilt: g- f € L1(Q, o, p) sowie

fgdv = Jg-fdu-

4. [ ist eindeutig in dem Sinne, dass fiir jede messbare Funktion f: Q — [0, o]
mit

o) = [ Fan

fir alle A € & mit p(A) < oo gilt: f-1g = f1g [1] fiir alle E € of, auf
welchen p o-endlich ist.

Beweis. Fiir jedes Z € % ist die Einschrankung v|z von v auf Z absolut stetig
beziiglich der Einschriankung u|z von p auf Z. Wegen u(Z) < oo kénnen wir Lemma
[7.15] anwenden und erhalten Mengen Dy, Ez € &/ mit

DzﬂEZZ@, DZuEZZZ,

sodass Ez die Eigenschaften [T und Pl aus Lemma hat und v o-endlich auf D
ist. Ist v bereits o-endlich auf Z, so wihlen wir Dz = Z. Da v g-endlich auf Dy ist
und 4 endlich auf Dy ist, konnen wir Satz [7.14] anwenden und erhalten eine Dichte
fz: Z — [0,00) von v|z beziiglich u|z. Definiere

fz(w) fallswe Dy

. (7.6)
0 falls we E5

f:Q— 0, ], wr—>{

Somit ist f reellwertig auf Z € 2, falls Z = Dy, falls also v auf Z o-endlich ist.
Offenbar ist f messbar. Definiere

D= U Dy, E:= U Ey.

ZeZ& zZe%
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Wir zeigen nun, dass f die gewiinschten Eigenschaften hat. Sei A € o mit pu(A) < oo.
Da Z eine Zerlegung ist, gilt:

pA) = Y wAn2), (7.7)
Ze%y

wobei Z eine hochstens abzéhlbare Teilmenge von % ist. Dies liefert:

plan | Z]=0

ZeXENZS
Aus v « p folgt:
v iAn Z =0
ZeXNZy
und somit
v(A)= > v(An2). (7.8)
Ze%y
Aus ([7.6)) folgt fiir alle Z € £
VAnZ)=v(AnDgz)+v(An Ey) =J fdu+v(An Ez). (7.9)
AﬂDZ

Nach Lemma ist v(A n Ez) € {0,00} und v(A n Ez) = 0 genau dann, wenn
WA n Ez) =0 ist. Somit gilt:

v(An Ez) = ,[ oody = J fdp. (7.10)
AnEz AnEgz
Zusammen mit (7.8)) und (|7.9)) ergibt sich:
v(A) = Z V(AnZ) = Z J fdp= f fdp. (7.11)
Ze%y ZeZy AnZ A

Sei nun A € & eine Menge, auf welcher p o-endlich ist. Sei (A, )nen eine Folge in
& mit A, /* A und p(A,) < oo fir alle n € N. Somit gilt nach (7.11)) und dem Satz

von der monotonen Konvergenz:

v(A4) = lim v(A,) = lim fdu= J. fdu.
n—x0 n—LC A'n. A
Also gilt [I}
Wir erhalten [2| mittels algebraischer Induktion analog zum Beweis von Satz
Durch Zerlegen von f in Positiv- und Negativteil folgt
Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Betrachte f wie in 4l Fiir alle Z € 2 und
jedes A € of mit A € Dy gilt:

o) = | fan=| Fan
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Nach Satz folgt: f(w) = f(w) fiir p-fast-alle w € Dy. Angenommen, es giibe ein
Ae o/ mit AC Ez, u(A) > 0 und

flw) <o = fw)

fiir alle w € A. Nach Wahl der Ez wiirde v(A) > 0 folgen. Fiir alle n € N definiere

Anzz{weA‘f(w)<n}.

Somit gilt: A, / A. Nach der Stetigkeit des Mafles v von unten folgt:

Folglich gibt es ein n € N mit v(4,,) > 0. Aus A,, € Ez folgt: v(A,) = . Einsetzen
in[4 liefert:

oo=1/(An)=fA fdu<n-pu(A,) <o

Dies ist ein Widerspruch und es folgt: f = f p-fast iiberall auf allen Z € Z.

Korollar 7.18 (Radon-Nikodym). Seien p und v zwei Mafle auf einem Messraum
(Q, o), wobei p o-endlich sei. v hat genau dann eine Dichte [ beziiglich p, wenn
v < p. In diesem Fall ist f p-fast-iberall eindeutig und wir schreiben:

dv
f=@-

Auferdem ist v genau dann o-endlich, wenn f p-fast-iberall endlich ist.

Beweis. Sei zunéchst v « p. Da p o-endlich ist, gibt es eine Folge (A, )nen paarweise
disjunkter Mengen in &/ mit p(A,) < oo fiir alle n € N und Q = |,y An. Dies ist
eine Zerlegung von (£2,.27, 11). Somit koénnen wir Satz anwenden. Beachte, dass
die Einschrankungen in Satz bis , nicht zum Tragen kommen, da p bereits
auf ganz Q o-endlich ist. Folglich ist die durch den Satz gegebene Funktion f eine
Dichte von v beziiglich p. Die Eindeutigkeit folgt ebenfalls aus dem Satz.

Habe nun v eine Dichte f beziiglich p. Sei N € o/ eine u-Nullmenge. Es gilt:

v(N) = JNfduzo.

Somit ist v « p. Der Rest ist eine Ubung. [Ubung]
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7.3 Rechnen mit Dichten

Lemma 7.19. Seien (Q, o7, n) ein Maffraum, ¢, f € &* und v := fu. ¢ ist genau
dann v-integrierbar, wenn ¢ - f p-integrierbar ist. In diesem Fall gilt fiir alle A€ o :

L¢dv=L¢-fdu-

[Ubung]

Regeln 7.20. Seien p, v und T o-endliche Mafle auf einem Messraum (2, <7). Dann
gilt:

1. Seien u <« v, A€ o/ und f integrierbar. Dann gilt:
du
fdu=| f—dv. (Erste Kettenregel)
A A~ dv

Beweis. Nach dem Satz von Radon-Nikodym gibt es eine Dichte dr/av mit
w = du/apy. Nach Lemma gilt fiir alle A € «7:

Lfdu= Lf*du—Lf’d;F fAf+%dV—fAf’%dV=ij—5du.

2. Falls T « v < i, so gilt:

dr . dr dv

T . an (1] (Zweite Kettenregel)

3. Fallsv « p und 7 < p, so gilt:

d(y+7—)_%+di (]
dpdu Tdp M

[Ubung]

Beispiel 7.21. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilung P und g: R — R eine mess-
bare Funktion, sodass E(go X) existiert. Dann folgt aus Regel fiir eine p-Dichte
p von P:

E(g o X) = j o()p(e) p(de).

Bemerkung 7.22. In Regel heiflt d7/a, der Dichtequotient von T und p. Fiir
zwei Mafle u und v kann stets ein Dichtequotient beziiglich des dominierenden Mafles
1+ v angegeben werden.
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Der folgende Satz gibt eine iiberraschend einfache Moglichkeit an, den sogenann-
ten Totalvariationsabstand zwischen zwei Wahrscheinlichkeitsmafien P und ) mittels
Dichten zu berechnen. Beachte, dass P + @ stets ein dominierendes Maf fiir P und

Q ist.

Satz 7.23 (Scheffés Lemma). Sei (Q, A, u) ein Maffraum. Seien P = fu, Q = gu
und P, = fuu fir alle n € N Wahrscheinlichkeitsmafle auf o/ mit p-Dichten f, g
beziehungsweise f,. Dann gilt:

1.
sup [P(4) = QA = 5 [ 17 = gl

Aegf

2. Konvergiert (fn)nen p-fast-iberall gegen f, so folgt:
tim [ 1~ f du = 0.

Beweis.

1. Da P und @Q Wahrscheinlichkeitsmafle sind, gilt:
0= ff—gdu = f(f—g)+du—J’(f—g)_du-
Folglich gilt:
J(f—g)+du= J(f—g)‘du= %Jlf—gl du.

Fiir alle A € & gilt:

IP(4) — Q(A)] = U(f—gﬁ-nAdu—f(f—g)-nAdﬂ\
SJ(f—g)+du=%ff—g-llAdu-

Hierbei herrscht Gleichheit fiir A := {f — g > 0} € &7. Somit folgt die Behaup-
tung.

2. Fiir alle n € N gilt:
0<(f—fa)T <fF=F sowie (f—fu)7 =50 [u].

Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:

flf—fnl du=2j(f—fn)+duﬂ>o.
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7.4 Signierte Mafle und Lebesgue-Zerlegung

Definition 7.24. Zwei Mafle ;1 und v auf einem Messraum (€2, o) heiflen singulir
(engl.: singular), wenn es ein A € & gibt, sodass gilt:

H(A) = p(4) = 0.
Wir schreiben auch p L v.
Satz 7.25 (Lebesgue-Zerlegung). Seien p und v zwei Mafle auf einem Messraum

(Q, o). Ist v o-endlich, dann gibt es eindeutig bestimmte Mafle v, und vs mit fol-
genden Figenschaften:

1. vg L,

2. vs Ly,

3. v =uv,+Us.
Beweis. Wir zeigen zunichst die Existenz der Zerlegung. Definiere

N, ={Aed |u(A) =0}, a:=sup{v(4)|AeN,}.
Nach der Definition des Supremums koénnen wir eine Folge (A, )nen in N, finden,
sodass lim,,_,, ¥(A,) = a. Definiere die Folge (N, )nen in N, mit
N, = LnJ A; sowie N := UAi € Ny.
i=1 ieN

Nach Definition gilt: N,, ,/ N und aus der Stetigkeit von unten folgt: v(NN) = «a. Fiir
alle A € o setze
Vo(A) :=v(An N, vs(A):=v(AnN).

Dann ist v = v, + v. Aulerdem gilt: v, L p, da vs(N¢) = v(N°n N) = 0 und
#(N) = 0. Es bleibt zu zeigen, dass v, < p.
Sei v zunéchst endlich. Sei A€ N,,. Es ist N + (A n N°¢) € N, und somit gilt:

azv(N+(AnN°)) =v(N)+v(An N =a+v,(A).
Da v endlich ist, gilt: a € [0,00) und folglich: v,(A4) = 0.
Sei nun v g-endlich. Somit gibt es eine Folge (By)neny in & mit B, /' Q und

v(B,) < oo fiir alle n € N. Betrachte die Folgen (v™),en und (v7),en endlicher Mafie

v ol — [0,0), A- v(An B,),
vili o = [0,0), A v,(AnB,).
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Dann gilt nach dem oben Gezeigten, dass v, « p fiir alle n € N. Mit v = sup ¢y V"
und v, = sup,oy Vo folgt, dass fiir alle A € N, gilt: v} (A) = 0 fiir alle n € N und
somit v,(A) = 0.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Zerlegung. Sei v = v/ + v, eine weitere
Lebesgue-Zerlegung von v. Aufgrund der Singularitét von v, und v} beziiglich p gibt
es p-Nullmengen N und N’ mit

vs(A) =vs(AnN) und v (A)=v(AnN') (7.12)

fiir alle A € /. Betrachte Ny := N u N’. Dies ist ebenfalls eine y-Nullmenge und
aus v, < p sowie v/, « p folgt fiir alle A € o

I/a(A N No) = I/;(A N No) =0.
Mit (7.12)) folgt:

Vs(A) =vs(An N) =vs(An Non N) =vs(An Ng) =v(An Ny)
=V.(AnNy) =vi(AnNyn N') =v.(An N') = v.(A).
Somit folgt: vs = v, und aus v = v, + vy = V), + v folgt v, = V). Also ist die
Zerlegung eindeutig.

Bemerkung 7.26. In Satz heiflen v, der absolut stetige oder requldre Anteil von
v beziiglich p und vy der singulire Anteil von v beziiglich u.

Definition 7.27. Sei (2, ) ein Messraum. Eine Funktion ¢: &/ — (—o0, 0] oder
¢: o — [—o0,00) mit (&) = 0 und

¢ (2 An) = >, d(4,)

neN neN

fiir alle Folgen (A, )nen disjunkter Mengen in o/ heifit signiertes Maf (engl.: signed
measure).

Beispiel 7.28. Seien (Q, .27, 1) ein Mafraum und f messbar mit f~ € L'(u). Dann
ist
¢ o — (—o0, 0], AHJ fdu
A
ein signiertes MaB. [Ubung]

Lemma 7.29. Fiir jedes signierte Maf gilt die Stetigkeit von unten und die Stetigkeit
von oben.

Beweis. Der Beweis lduft vollig analog zu dem fiir Mafle. Siehe die Regeln [T.27]
Satz 7.30 (Jordan-Hahn-Zerlegung). Sei ¢ ein signiertes Maf$ auf einem Messraum

(Q, ). Dann gibt es eine bis auf Nullmengen eindeutige Zerlegung @ = QT L Q~,
sodass gilt:
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1. ¢(A) = 0 fiir alle Ae o, Ac QF,
2. ¢(A) <0 fiir alle Ae o7, AC Q.

Insbesondere sind
ot/ > [0,0], A G(AnQT)

und
(b_: A — [07 Oo]a A _¢(AHQ_)
Mape auf (2, o). Dariiber hinaus ist eines der beiden Mafe endlich und es gilt:

¢ = ¢T — ¢~ . Desweiteren nennen wir |¢| := ¢t + ¢~ das Total-Variationsmafl auf
(Q, ).

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz der Zerlegung. Ohne Einschréinkung sei
¢(A) < oo fiir alle A € /. Andernfalls betrachte das signierte Mafi —¢. Definiere

Bt i={Aed |6(A) >0}, B :={Aeo|s(A) <0}

sowie

a:= sup ¢(A)=0.
AeB+

Somit finden wir eine Folge (Ag)keny in BT mit limg o #(Ay) = . Fiir alle n € N
definiere .
P, = UAkeM sowie P := Upned.
k=1 neN
AuBlerdem ist ¢(P,) = ¢(A,,) fiir alle n € N. Aus der Stetigkeit des signierten MaBes

von unten folgt:
0 >a=¢(P) = lim ¢(P,) = 0.

n—xK

Angenommen, es giibe ein A € o7, sodass ¢(P n A) < 0 ist. Dann wiirde gelten:
(P\A) = ¢(P) = (P n A) > o

Dies ist ein Widerspruch zur Definition von a. Folglich ist PnA € B™ fiir alle A € «/.
Analog nehmen wir an, es gibe ein A € &7, sodass ¢(P°n A) > 0. Dann wiirde gelten:

P((P°nA)UP)=¢(P°nA)+¢(P) =P nA)+a>a

Dies widerspricht jedoch der Definition von « und es ist P°n A € B~ fiir alle A € 7.

Setze QF := P und Q™ := P¢ Dann ist Q = Q" U Q™ die gewiinschte Zerlegung
von Q. Mit & := |+ und &~ := |- ist auBerdem ¢t := @|,+ ein endliches
MaB auf (Q1, &") und ¢~ := —¢| - ein MaB auf (O, & ).

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, betrachten wir zwei Zerlegungen Q = Qf U Q
und Q@ =QF UQ,. Sei A€ 7. Da AnQf nQ; eine Teilmenge von QF und Q5 ist,
gilt: (A N QF N Q) = 0. Analog folgt: p(A N Qy N NF) = 0. Somit gilt:

HANQ) =¢(AnQ nQF) =p(ANn Q)
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sowie
B(AN QD) = (AN A Q) = G(AnO;).

Damit ist die Zerlegung bis auf Nullmengen eindeutig.

Bemerkung 7.31.

1. Seien ¢ ein c-endliches signiertes Mafl und f eine ¢*- und ¢ -integrierbare

Funktion. Definiere:
[ ra6i= [ rast - [ sa0

\ | fd(b‘ < [iapl. oo

Es gilt:

2. Sei ¢ = ¢T — ¢~ ein o-endliches signiertes Mafl auf (R, %) mit zugehoriger
mafdefinierender Funktion F' = F™ — F~. Sei g eine ¢™- und ¢~ -integrierbare
Funktion. Das Lebesgue-Stieltjes-Integral ist definiert durch

Jng= Jng+ —Jng_.

Ist g: [a,b] » R mit a,b € R stetig, so heiflt es auch das Riemann-Stieltjes-
Integral.

7.5 Funktionen von beschriankter Variation

Monotone Funktionen haben gute Eigenschaften, welche sich zum Teil auf Differenzen
monotoner Funktionen verallgemeinern lassen. Oftmals ist es jedoch schwierig, einer
Funktion anzusehen, ob sie sich als solche Differenz schreiben lasst. Eine Mo6glichkeit
hierfiir liefert die Untersuchung der sogenannten Totalvariation, wie wir in Satz[7.35]
sehen werden.

Definition 7.32. Seien a,b€ R mit a < b und F': [a,b] — R eine Funktion.

TV(F) := TV (F) := sup{Z |F(zr) — Flag1)||la=20 <21 <+ <pp = b}
neN k=1

heifit Totalvariation (engl.: total variation) von F'. F heifit von beschrinkter Variation
(engl.: of bounded variation), falls TV(F) < co. Fiir ein Intervall I € R definieren
wir auerdem:

BV(I):={F: I > R|TV(F) < w}.



Funktionen von beschriankter Variation 117

Definition 7.33. Sei I < R ein Intervall. Eine Funktion F': I — R heifit absolut
stetig (engl.: absolutely continuous), falls es fiir alle € > 0 ein 6 > 0 gibt, sodass fiir
alle Auswahlen disjunkter Teilintervalle (¢1,d1), ..., (¢n,dn) S I aus

(dk —Ck) <4

NgE

k=1

folgt:
DU IF(dy) = Fler)| < e
k=1

Lemma 7.34.
1. Jede Lipschitz-stetige Funktion ist auch absolut stetig.
2. Fir a,b,ce R mit a < b < c gilt: TVjy q(F) = TVia ) (F) + TV o (F).
3. Jede absolut stetige Funktion ist auch von beschrdnkter Variation.
[Ubung]

Satz 7.35. Seien a,b € R mit a < b. Fulls F € BV([a,b]), so gibt es zwei isotone
Funktionen Fy, Fy: [a,b] — R mit Fi(x) = TVq(F) fir alle x € [a,b] sowie
F = Fy — Fy. Umgekehrt gilt fir zwei isotone Funktionen Fy, Fy: [a,b] — R, dass
F = Fy — F; € BV([a,b]). Insbesondere ist jede isotone Funktion G: [a,b] — R von
beschrdankter Variation.

Beweis. Sei zunéichst F € BV ([a,b]). Definiere Fi[a,b] — R mit  — TV, ,1(F)
sowie Fh[a,b] — R mit z — Fi(x) — F(x). Seien x,y € [a,b] mit < y. Dann gilt
wegen Lemma [7.34}

Fi(y) = TViay (F) = TVia o (F) + TV (F) 2 TV, o (F) = Fi().
Also ist F} isoton.
Angenommen, Fy wire nicht isoton. Dann gébe es x,y € [a,b] mit z < y, aber
Fy(z) > Fy(y). Somit gilt:
Fi(z) = F(z) = TV (F) = F(2) > TV, (F) = F(y) = Fi(y) — F(y).
Mit Lemma [7.34] erh&lt man:
F(y) = F(z) > TV (F)

Dies steht im Widerspruch zur Definition der Totalvariation. Folglich ist F5 isoton.
Aulerdem gilt:
h—F=F—(F—F)=F.
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Seien nun Fi, Fy: [a,b] — R isotone Funktionen und F := F; — F. Es gilt:
Tv[a b] (F)

—sup{Z|F F(zp_1)|

neN

=sup
neN

<su§{2 F1 (zx) — Fi(zk—1 |+ |(F2 (zx) — Fg(l‘k_1))|
neN (.=

“un;

+sup { D 1 Fe(r) = Fali)]

a=x0<x1<---<xn=b}

ol
—

— Fi(wpo1) — (Falar) — Falzior))|

a=x0<---<xn=b}

a=x0<---<mn=b}

|Fi(x) — Fi(xr_1)]
1

a=x0<---<xn=b}

=1
=TVia5(F1) + TV[ap1(F2).

a=x0<---<xn=b}

Es bleibt zu zeigen, dass jede isotone Funktion G: [a,b] — R von beschrinkter
Variation ist. Es gilt:

n

TV, b] = sup { Z G(rp—1)]
= sup { Z xk l‘}gfl))

neN ( 121
=G(b) — G(a) < .

A=< T < <Ty = }

a=x0<x1<---<mn=b}

7.6 *Der Hauptsatz der Integralrechnung

Wir erinnern uns, dass fiir eine differenzierbare Funktion F': [a,b] — R der Hauptsatz
der Differenzial- und Integralrechnung gilt:

b
f F'(z)dz = F(b) — Fl(a).

Da die Funktionen, welche uns in der Maf}- und Wahrscheinlichkeitstheorie begegnen,
oft nicht iiberall differenzierbar sind, soll dieser Satz nun verallgemeinert werden.

Fiir den Beweis des Satzes von Lebesgue (Satz [7.39)) werden wir die folgenden
beiden Sétze benotigen.
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Satz 7.36. Seien a <be R und f: (a,b) > R eine Funktion. Definiere

oy SO = T@ ) = (@)
F@) =l ROZHE g )=l SO

falls die Grenzwerte existieren. Dann gibt es nur abzihlbar viele x € (a,b), sodass
fL(z) und f! (x) existieren, aber nicht gleich sind.

Beweis. Definiere
A:={z e (a,b)| f (z) und f, (z) existieren, f’ (z) > f(z)}

sowie

B:={z € (a,b)| f (z) und f/(z) existieren, ' (z) < f} (z)}.
Zu jedem x € A sei 1, € Q mit f/ (x) > r, > fl(x). Desweiteren wihle s,,t, € Q
mit a < s, < x <t <bsowie

fly) — f(=)

- >, fiir alle y € (s4,2), (7.13)
O iG] <r, firalleye (z,t,). (7.14)
y—x
Aus und folgt:
fly) = f(z) <ry(y—2x) fir alle y € (sz,t,) mit y # x. (7.15)

Somit erhalten wir eine Abbildung
¢: A_’Qsa I’P—)(’/’x,sz,tm).
Es bleibt zu zeigen, dass ¢ injektiv ist. Angenommen, es gibe x,y € A mit = # vy,
aber ¢(z) = ¢(y). Dann gilt: ,y € (sg,ts) = (Sy,ty). Aus (7.15) folgt:
fy) = (@) <raly — ),
f@) = fly) <rylz—y).

Dar, = ry, filhrt Addition dieser beiden Ungleichungen auf 0 < 0. Dies ist ein Wider-
spruch. Folglich ist ¢ injektiv und somit A abzdhlbar. Analog folgt die Abzdhlbarkeit
von B.

Definition 7.37. Sei E € R. Eine Familie ¥ von abgeschlossenen Intervallen posi-
tiver Linge in R heit Vitali-Uberdeckung (engl.: Vitali covering) von E, falls es fiir
allexe Fund allee >0ein Ve ¥ mit z € V und A(V) < € gibt.

Satz 7.38 (Vitalis Uberdeckungssatz). Seien E € R und ¥ # & eine Vitali-
Uberdeckung von E. Dann gibt es eine Folge (V,,)nen paarweise disjunkter Intervalle

mn ¥ mit .
A <E A (U vn> ) =0. (7.16)
neN
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Falls \(E) < o0, gibt es fiir alle e > 0 eine endliche Menge {V1,...,Vi,} € ¥ mit

A(Emggu>j<a

Beweis. Sei zunichst A\(E) < co. Betrachte eine offene Menge W € R mit £ € W
und A(W) < 0. Definiere eine Vitali-Uberdeckung

Vo= {VeV|VcW}

von E. Finden wir eine endliche Menge {V4,...,V,,} € % mit E € | J;—, V&, so folgt
die Behauptung. Andernfalls definieren wir rekursiv eine Folge (V) nen in %5, welche
(7.16) erfullt. Wahle V4 € %. Fiir Vi, ..., V, € ¥ paarweise disjunkt definiere

Api=JVhs Bni=Wn A
k=1

Offenbar ist A,, abgeschlossen, B,, offen und B,, n E # . Definiere
On :=sup{A(V) |V e %,V S B,}. (7.17)

Wiéhle V,, 11 € % so, dass Vj,01 € B, und A(Vj,11) > 1/26,. Dies liefert eine Folge
(Vi )nen paarweise disjunkter Mengen in 7j. Definiere A := [, .y Vi Wir wollen
AMENA®) = 0 zeigen. Fiir alle n € N sei U,, das abgeschlossene Intervall mit demselben
Mittelpunkt wie V,,, aber fiinffacher Lange. Dann gilt:

A (U Un> < Y AMUn) =5 D) A(Va) = 5A(A) < BAW) < 0. (7.18)

neN neN neN

Es folgt:
o] [ee]
i < li =
i, (nUkUn) < Jim, 25 A(Tn) =0

Somit reicht es, E n A¢ < U;‘f:k U, fur alle k € N zu zeigen. Seien k¥ € N und
x € En A°. Dann ist x € E n A, € Bj. Da By, offen ist, gibt es ein € > 0 mit
(r —e,x +¢€) € Bg. Da ¥ eine Vitali-Uberdeckung ist, gibt es ein V' € %, mit
x € V und AN(V) < 1/3e. Folglich ist V € (x — e,x + ¢) € Bj. Nach Wahl von
Vst ist 6, < 2A(Vy41) und aus folgt: lim,_ A(V;,) = 0. Da % eine Vitali-
Uberdeckung ist, gibt es somit ein 7 € N mit 6, < (V). Aus folgt: V & B,,.
Definiere ¢ := min{n € N |V & B,,}. Somit ist k¥ < ¢. Da ¢ minimal gew#hlt wurde,
gilt:
VA, #8, VnA 1=

und somit

VAV, #d. (7.19)
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Weiterhin folgt aus V' € B,_; die Ungleichung
AV) <01 < 2M(Vp). (7.20)
Aus (7.19) folgt die Existenz eines y € V n V. Mit (7.20) erhalten wir:

Vely—2y+ 2] U, | Un,
n=k

Somit ist € |J;_, U, und es folgt wie gewiinscht A(E n A°) = 0. Fiir ¢ > 0 wiihle
ein k € N, sodass

i AVp) <e.

n==k
Es gilt:

Somit folgt:

A(EmA;)sA( L/J Vn><oo.

n=k+1
Die Menge {V1, ..., Vi} liefert also das gewiinschte Ergebnis.
Sei nun A(E) = co. Fiir alle z € Z definiere E, := E n (z,z + 1) sowie
V. ={VeV|VcC(zz+1)}.

¥, ist eine Vitali-Uberdeckung von E.. Da A(E,) < oo, finden wir Folgen (V?),en
paarweise disjunkter Intervalle in 7, mit

A (Ezm (U v;) ) =0 fiir alle z € Z.
neN

Sei V :={V7?|neN,zeZ} < V. Nach Definition von E, sind die Mengen in V paar-
weise disjunkt und als abzéhlbare Vereinigung abzidhlbarer Mengen ist V' abzéhlbar.
Somit kénnen wir eine Folge (T),)neny disjunkter Intervalle in V mit V = {T,}

finden. Es gilt:
En (UTn> czul (Ezm (Uv;) )
neN Z€EZL neN

Mit der o-Additivitdt von A folgt:

A(Em(UTn>C> <AMZ)+ ). 0=0.

neN ZEZ

neN
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Satz 7.39 (Lebesgue). Seien a,b € R mit a < b und F': [a,b] — R isoton. Dann
existiert \-fast-iiberall eine Ableitung F' von F, die B[, )-messbar ist.

Beweis. Definiere

E = {x € [a,b)

lim inf Flz+h) = F(z) < lim sup Fla+h) - F(z) } .
h—0 h—0 h

Wir zeigen zunéchst: AM(E) = 0. Zu u,v € Q mit u < v definiere

lim inf Fla+h) - F(z) <u < v <limsup Flz+h) - F(z) .
h—0 h h—0 h

E= |J FEuw

u,vEQ,0<u<v

)

Ey = {er

Es gilt:

Es reicht also, A(Ey,,) = 0 fur alle u,v € Q mit 0 < v < v zu zeigen. Angenommen,
es wiirden w,v € Q mit 0 < u < v existieren, sodass A(E, ) = a > 0. Wéhle ¢ > 0
mit
alv —u)

w420

Es gibt eine offene Menge U 2 E,,, mit A(U) < a + ¢. Fir alle z € E,, gibt es
ein h > 0, sodass [z,z + h] € U n [a,b]. Nach Definition von E,, , kann h sogar so
gewihlt werden, dass aulerdem gilt:

e<

F(x 4+ h) — F(z) < uh. (7.21)
Definiere
YV ={lzr,x+h]|x€ Ey,,h>0,[z,x+h]| S Una,b],F(x+h)—F(z) <uh}.

Dies ist eine Vitali—Uberdeckung von E, ,. Nach Satz gibt es eine endliche Teil-
menge {[z;, z; + h;]}2, € ¥ paarweise disjunkter Intervalle mit

Definiere

Es gilt:
AMEuo NV <e. (7.22)

Aus V C U folgt:
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Mit (|7.21)) erhalten wir:
Z (zi +hi) — F(z;)) <u Z hi < u(a +¢). (7.23)
i=1 i=1
Auflerdem gibt es fiir alle y € B, "'V ein k > 0 mit [y,y + k] SV und
F(y+k)— F(y) > vk. (7.24)
Dies liefert wiederum eine Vitali-Uberdeckung
V' i={ly,y+k]|y€ Eyp nV,k>0,[y,y+k] SV, F(y+k) — F(y) > vk}

von E,, n'V und somit eine endliche Teilmenge {[y;,y; + k‘j]}?:l C ¥’ paarweise
disjunkter Intervalle mit

n C
A( uvmVn(U [ys,y; +k; ) ) <e.

Zusammen mit (7.22)) erhalten wir:

a=ANEyu,) =MNEy, nV)+AXEy,nV) <e+ (a + Z kj> . (7.25)

J=1

Dies ergibt zusammen mit ([7.24]):
v(a — 2e) <v2k‘ < Z (y; + kj) — F(y;))- (7.26)

Da 7 [yj, v + kjl € 202, [, 25 + hi] und F' isoton ist, gilt:

n

Z (y; + kj) i Flzi + hi) — F(x;)). (7.27)

Zusammen mit (7.23) und (7.26)) erhalten wir:

v(o —2¢) < ula+¢).
Dies liefert

alv —u) < e(u+ 2v),

im Widerspruch zur Wahl von . Somit ist A(E) = 0 und folglich existiert F (x)
A-fast-iiberall auf [a,b]. Analog erhalten wir die Existenz von F” (z) A-fast-iiberall
auf [a,b]. Nach Satz folgt die Existenz von F'(z) A-fast-tiberall auf [a, b].
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Es bleibt zu zeigen, dass G := {z € (a,b) | F'(x) = oo} eine A-Nullmenge ist. Sei
B > 0. Fiir alle x € G gibt es ein h > 0 mit [z, + h] € (a,b) und

F(z + h)— F(x) > Bh. (7.28)
Betrachte die Vitali-Uberdeckung
V" = {[z,x +h]|xe G h>0,[z,x+h] S (a,b),F(z+h)— F(x) > Bh}

von (G. Nach Satz konnen wir eine Folge ([xt, Ty + ht]) 1oy Paarweise disjunkter
Intervalle in ¥ finden, sodass gilt:

A <G A (U[mt,xt + ht]> ) =0.
teN

Zusammen mit ([7.28) ergibt sich:

< BN he < Y (Flay + hy) — Flay)) < F(b) — F(a).

teN teN

Somit folgt:
BMG) < F(b) = F(a)

fiir alle 8 € R. Somit ist A(G) = 0.

Satz 7.40. Seien a,be R mit a < b.

1. Jedem endlichen signierten Mafl ¢ auf dem Messraum ([a, b], e%’|[a7b]) entspricht
genau eine mafidefinierende Funktion I € BV([a, b]) und umgekehrt.

2. Sei F: [a,b] — R absolut stetig. Nach Lemma und Satz gibt es isotone
Funktionen Fy, Fy: [a,b] — R sodass F = Fy —F». Fy und Fy sind absolut stetig
und F' ist A-fast-iberall differenzierbar mit F' = F| — F3 A-fast-iiberall.

Beweis.

1. Sei zunéchst ¢ ein endliches signiertes Mafl auf dem Messraum ([a b], # |[a7b]).
Wir betrachten die Jordan-Hahn-Zerlegung (siehe Satz[7.30) ¢ = ¢* — ¢~ mit
zugehorigen mafidefinierenden Funktionen F = F'* F . Aus Satz [7.35] ﬂ folgt:
F e BV([a,b]).

Sei nun F € BV([a, b]) rechtsstetig. Nach Satz gibt es zwei isotone Funk-
tionen Fp, Fy: [a,b] - R mit F = F; — Fy. Beachte, dass nach Konstruktion
von F in Satz diese beiden Funktionen ebenfalls rechtsstetig sind. Somit
handelt es sich um mafidefinierende Funktionen und F' = F; — F5 induziert ein
endliches signiertes Mafl auf dem Messraum ([a, b], L%’|[a,b]).
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2. Nach Satz [7.39] sind F; und F» und somit auch F M-fast-iiberall differen-
zierbar. Es bleibt zu zeigen, dass F; und F> absolut stetig sind. Sei ¢ > 0.
Wiéhle 6 > 0 klein genug, dass fiir alle Auswahlen disjunkter Teilintervalle

(@1,b1),...,(ap, bp) < [a,b] aus
2
i=1

folgt:

Z |F(b;) — F(a;)| < 5

Sei (¢1,d1),...,(cn,dn) S [a,b] eine Auswahl disjunkter Teilintervalle. Nach
der Deﬁnition der Totalvariation gibt es fiir alle k € {1,...,n} eine Zerlegung

7Z = { z k} des Intervalls [cg, di] mit

my
i i €
TViea(F) < Y [F () = FED| + o
=1 n
Es gilt:
n mryg n
Z (an—z k):Z(dk_Ck)<6
k=1i=1 k=1
und somit:
n mg
PN ACIESICIEE
k=1i=1
Es folgt:
Z — Fi(cg |_Z|Tvadk]( ) — TVaCk] |_ZTVCk:dk
k=1 k=1
A ; o€ €.
k=11i=1 k=1

Somit ist F; absolut stetig und daher auch F» = F} — F'.

l\D\(‘n
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Satz 7.41 (Hauptsatz der Integralrechnung). Seien a,b€ R mit a < b.

1. Sei F': [a,b] = R absolut stetig. Dann existiert die Ableitung F’ \-fast-iberall
und ist A\-integrierbar mit

F(x) — F(a) =J[ ]F’d)\

fiir alle x € [a, b].
2. Sei f: [a,b] = R A-integrierbar mit

F(z) — F(a) =J Fd)

[a.z]
fiir alle x € [a,b], so ist F' absolut stetig und es ist F' = f A-fast-iiberall.

Der Beweis des Hauptsatzes erfordert erheblich mehr Vorarbeit, was den Rahmen
dieses Skripts sprengen wiirde. Der vollstindige Beweis kann zum Beispiel in [9], Seite
285, nachgelesen werden.

Man beachte, dass mit den uns zur Verfiigung stehenden Mitteln die A-fast-iiberall
bestehende Existenz von F' bereits gezeigt werden kann. Hierzu zerlege man F in
eine Differenz zweier monotoner Funktionen, fiir welche der Satz von Lebesgue die
gewiinschte Aussage liefert.

7.7 Die Lebesgue-Zerlegung einer Verteilungsfunk-
tion

Analog zu Satz lassen sich auch Verteilungfunktionen auf geeignete Weise zer-
legen, wobei wir anstelle eines allgemeinen Mafles 1 das Lebesgue-Mafl betrachten.
Dies fithrt auf die sogenannte Lebesgue-Zerlegung von Verteilungsfunktionen. Der
folgende Satz zeigt, dass der absolut stetige Anteil in der Zerlegung aus Satz
genau einem absolut stetigen Anteil in der Verteilungsfunktion entspricht.

Satz 7.42. Sei F: R — [0,1] eine Verteilungsfunktion. Dann ist F genau dann
absolut stetig, wenn das durch F bestimmte Wahrscheinlichkeitsmaf$ Pr absolut stetig
beziiglich X\ ist, wenn also \-fast-iiberall die Radon-Nikodym-Dichte

Pt

ezistiert und A-fast-iiberall F' = f gilt.

Beweis. Sei zunichst Pp « A. Nach Lemma [7.10] gibt es fiir alle £ > 0 ein § > 0,
sodass fiir alle A € # mit A(A) < ¢ gilt: Pr(A) < €. Sei (a1,b1),...,(an,bn) € R
eine Auswahl disjunkter Intervalle. Mit

Q) - S
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folgt:
Z (F(bz) — F((ZZ)) = Z PF([ai,bi)) = PF (U[az,bz)) <E.
i=1 i=1 i—1

Somit ist F' absolut stetig.

Sei nun F' absolut stetig. Fiir ¢ > 0 wéhle § > 0, sodass fiir alle Auswahlen
disjunkter Intervalle (a1,b1),..., (an,b,) € R mit

(bi —a;) <9
1

n
1=

gilt:

DI(FD:) = Fa)) <e.

i=1

Sei A eine A-Nullmenge. Dann gibt es eine disjunkte Uberdeckung von A durch
halboffene Intervalle [a1,b1), [az, b2), ... € R mit

Db — a;) < 6.
€N

Beachte hierfiir, dass das Lebesgue-Mafl auf der borelschen o-Algebra definiert ist

durch
Bc U[an,bn)}.

neN

AB) = inf{z M[an, bn))

neN

Die obige Aussage folgt somit aus der Definition des Infimums. Fiir alle n € N folgt:

n

DIF(bi) = F(a;) <.

=1
Somit gilt fiir alle e > 0:
PF(A) < Z PF([ai,bi)) = Z F(bl) — F(al) L e
1€N 1€N

Es folgt: Pr(A) = 0.

Definition 7.43. Wir bezeichnen eine Verteilungsfunktion F': R — [0, 1] als stetig
singuldr (engl.: continuously singular), falls A-fast-iiberall F¥ = 0 gilt. Wir bezeichnen
F als diskret (engl.: discrete), falls das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl diskret ist

(vergleiche Beispiel 4]).

Lemma 7.44. Jede Verteilungsfunktion F: R — [0, 1] hat hochstens abzihlbar viele
Sprungstellen. [Ubung]

Entsprechend gilt: Jede isotone Funktion F': R — R hat hdchstens abzdhlbar viele
Sprungstellen auf einer kompakten Teilmenge von R.
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Satz 7.45 (Lebesgue-Zerlegung einer Verteilungsfunktion).
Jede Verteilungsfunktion F: R — [0, 1] besitzt genau eine Darstellung

F=a1F;+ asF.s + azFy.,

wobet a1, az,a3 = 0 mit a1 + as + a3 = 1, Fy eine diskrete, F.s eine stetig singuldre
und Fy,. eine absolut stetige Verteilungsfunktion ist.

Beweis. Sei D die Menge der Unstetigkeitsstellen von F'. Diese ist nach Lemma [7.44]
hochstens abzihlbar. Definiere

o {0 D=y
YT, (F() — F(z=))  somst

Fiir a1 # 0 erhalten wir eine diskrete Verteilungsfunktion

FiiR—[0,1], ym— ai S P({a}) 1 ().

xzeD

Betrachte eine stetige Verteilungsfunktion F, := F — a;Fy. Nach Satz ist F,
M-fast-iiberall differenzierbar und F A-integrierbar. Definiere

as := JF; dA.
Falls a3 = 0, setze F, := F, und as := 1 — ay. Andernfalls definiere
Focly) == — F!dA
as (7‘74‘7:‘/]
und asg := 1 — a; — ag sowie
1
Foo:= —(F. — a3Fy.).
as

Nach dem Hauptsatz der Integralrechnung (Satz[7.41)) ist F,,. absolut stetig und
es gilt:

!
1
fF' dr = f (F' —azF')d =2 — 2= (f F d>\> A(dy)
az  ag (—o,y

———fF’d/\_——%zo.
a3z

Somit ist F., stetig singulér.

Es bleibt die Eindeutigkeit der Zerlegung zu zeigen. Seien a1 Fy+asFes+a3Fy. und
al Fy 4+ ah F, + a4 F, . zwei Lebesgue-Zerlegungen von F'. Nach Definition liefert
a1 Fy ein endliches diskretes Maf} vs. Ferner liefert as F..s +asF,. ein endliches, stetiges
Maf p. Folglich gilt: v, 1 p. Nun kénnen wir Satz mit v, := p anwenden und
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erhalten die Eindeutigkeit von a1 F; sowie von asFrs+asFy.. Es gilt also a1 Fy = a} F}
und agFes + azFoe = a4F) + a5 F),.. Aus dem Hauptsatz der Integralrechnung folgt:

QSFaC(y) = J F— ale dA = aéFtic(y)
(_Ivy]

Somit folgt auch asFes = a4 F),. Da Fy, Fes, Fue, Fjj, F/, und F}, Verteilungsfunktio-
nen sind, folgt: a1 = a}, as = a, und a3 = af. Somit ist die Zerlegung eindeutig.
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Ubungsaufgaben:

Ubung 1: Beweisen Sie den Fall der o-Endlichkeit des MaBes v im Satz von Radon-

Nikodym (Korollar [7.18)).

Ubung 2: Beweisen Sie, dass man Lemma nicht auf o-endliche Mafle v verall-

gemeinern kann.

Ubung 3: Beweisen Sie die Regeln
Ubung 4: Beweisen Sie Beispiel
Ubung 5: Beweisen Sie Punkt [1|in Bemerkung [7.31

Ubung 6: Beweisen Sie Lemmam
Ubung 7: Beweisen Sie Lemma

Ubung 8: Es bezeichne N, 11,02 das Normalverteilungsmafl mit Erwartungswert ;4 und

ni.0f

d
Varianz o2. Bestimmen Sie einen Dichtequotienten von -
"2,

72

Ubung 9: Seien P und @ WahrscheinlichkeitsmaBe auf einem Messraum (£, .o7).

Wir definieren die Kullback-Leibler-Divergenz von P und @ als

{log (%) AP falls P < Q

00 sonst

KL(P,Q) := {

Die Kullback-Leibler-Divergenz liefert eine Art Abstand zwischen Wahr-
scheinlichkeitsmaflen. Sie ist jedoch insbesondere nicht symmetrisch und
daher keine Metrik. Zeigen Sie, dass stets gilt: KL(P, Q) = 0.

Lernziel-Kontrolle:

Frage 1:

Frage 2:
Frage 3:

Frage 4:
Frage 5:
Frage 6:
Frage 7:

Ist jede differenzierbare Funktion absolut stetig? Wenn ja, wie erhélt man
e und 67

Ist jede absolut stetige Funktion auch Lipschitz-stetig?

Folgt aus der Monotonie einer Verteilungsfunktion bereits absolute Stetig-
keit?

Was besagt der Satz von Radon-Nikodym?
Vergleichen sie die Radon-Nikodym-Dichte mit der Ableitung.
Zu welchem Zweck fiihrt man den Begriff der Dichte ein?

Ist die Cantorsche Verteilungsfunktion absolut stetig?



Kapitel 8

Produktriume und der Satz
von Fubini

Das Ziel dieses Kapitels ist es, auf geeignete Weise Produkte von Mafirdumen zu
konstruieren, sodass auf natiirliche Weise ein Produktmafl entsteht. Dies erlaubt auch
mehrdimensionale Integration auf den eindimensionalen Fall zuriickzufiithren.

Problem 8.1. Seien (Q;, 7, ;) fiir alle j € {1,...,n} Mafrdume, Q := X'_, Q;
der Produktraum, m;: @ — ; die kanonischen Projektionen und

gﬂ=éﬂ%=dmw~mw=a(uﬁf@@)

die Produkt-o-Algebra. Es stellt sich die Frage, ob wir ein Ma8l 1 auf dem Messraum
(Q, &) finden konnen, welches folgende Eigenschaft besitzt:

plAy - x An) =[] (A7) (8.1)

fir alle A; x --- x A,, € &.

Satz 8.2. Gelten die Voraussetzungen von Problem[8.1 und sind die Mafle py, . .., pin
zusdtzlich o-endlich, so gibt es hochstens ein Maf$ p auf (Q, &), mit der Eigenschaft

:

Beweis. Definiere M; := {A; € o7 | u;(A;) < o} fiir alle j € {1,...,n}. Da die pu;
o-endlich sind, gibt es in jedem M eine gegen (1; aufsteigende Folge von Mengen.
Somit ist nach Satz die Menge

M :={A; x---x A, |Aje MV je{l,... ,n}}

ein Erzeuger von ®?:1 ;. Um zu zeigen, dass M auBerdem n-stabil ist, betrachte
Al Xooe XAn,Bl x---x B, € M. Dann ist AiﬁBi € ,5271 und /,LZ(AZﬁBZ) < )U/l(Al) <

131
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fir alle ¢ € {1,...,n}. Folglich ist
(Ag x -+ xA)n(By X+ xBy)=A1nBy x -+ x A, nB,eM.

Also ist M ein n-stabiler Erzeuger von ®;’=1 &/; und mit dem Eindeutigkeitssatz
(Satz[1.30) folgt die Behauptung, da wir fiir & (8.1) fordern.

Definition 8.3. Seien ; und 25 nichtleere Mengen, 2 := Q7 x Q9, Q@ < € und
(w1, w2) € Q. Dann heifien

le = {w € QQ | (Wl,W) € Q}a
wo@ = {we | (w,we) € Q}
w1 - beziehungweise wy-Schnitt von Q.

Lemma 8.4. Seien (2, 94) und (Qa, o) Messriume. Seien weiterhin Q € o/ @ s
und (wi,ws) € Q1 x Qo. Dann gilt: w1 Q € o und wa@ € .

Beweis. Definiere o7 := {Q € Q| w1Q € h}. Dies ist eine o-Algebra, denn es gilt:
e Wi =€ . Somit ist € 7.

e Sei Q € &. Dann ist w1 Q € % und somit w1 Q° = (w1Q)¢ € . Folglich ist
Qe .

e Seien QQ1,Qo, ... € /. Dann ist w1 Q; € <% fiir alle i € N und somit
WlUQi = leQi € .

ieN iEN
Folglich ist |,y Qi € <.

Ferner gilt:
S = {A1 XA2|A1€~Q{1,A2€M2}§%,

denn fiir alle A; x As € S gilt:
e Falls wy € A1, o ist wl(Al X Ag) = Ag € .
e Falls wy ¢ A1, soist wy1(A1 X As) = I € .

Folglich gilt: 0(S) = @ ® o € /. Hiermit folgt der erste Teil der Behauptung. Fiir
den wo-Schnitt fithrt man den Beweis analog.

Lemma 8.5. Seien (Qq, o, u1) und (Qa, 9%, po) o-endliche Mafiriume. Betrachte
Q € A ® 5. Dann ist die Funktion

fo: 0 = [0,0], wi = pa(wiQ)

(o1, B)-messbar und die Funktion

[ Q2 = [0,0],  ws = i (w2Q)

(aty, #B)-messbar.
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Beweis. Sei zunédchst po endlich. Betrachte das Mengensystem
9D = {D € A ® oy | f%) ist ,Qfl—messbar}.

Wir priifen zunéchst nach, dass es sich dabei um ein Dynkin-System auf Q := Q; x Q9
handelt.

o f& = 112(fs) ist konstant und somit messbar. Folglich ist Q € 2.
e Sei D€ 2. Es gilt: fh. = f& — f1. Somit ist D¢ € 2.

e Seien D1, Ds,... € 2 paarweise disjunkte Mengen. Fiir D := Y
fb=2en /D, - Somit ist D € 2.

AufBlerdem gilt fiir A; x A € &) ® ob:

Fhyxa, = H2(A2) - 1a,.

D, gilt:

neN

Folglich ist
S = {Al XA2|A1€,%,A2€%}QQ.

Bekanntlich ist S ein n-stabiler Erzeuger von & ® of5. Daraus folgt:
o(S)=6(S) S 2 C o ® h = o(S).

Somit ist die Behauptung fiir endliche Mafle gezeigt.
Sei nun ps c-endlich. Demnach gibt es eine Folge (B, )neny von Mengen aus <%
mit B, /' Qs und pae(B,) < oo fiir alle n € N. Wir erhalten endliche Mafe

H2n - % g [07 00)7 A2 = M2(A2 N Bn)

Somit sind fiir Q € @ ® 9% die Funktionen wy — po ,(w1Q) < -messbar. Weiterhin
gilt wegen der Stetigkeit von unten:

sup pi2 n(W1Q) = p2(w1 Q).

neN

Damit ist nach Lemma auch fj @/ -messbar.
Fiir f(% folgt die Aussage analog.

Satz 8.6. Seien (1,9, u1) und (Qo, o, ua) o-endliche MafSriume. Dann gelten
folgende Aussagen:

1. Es gibt genau ein o-endliches Maf$  auf dem Messraum (1 x Qo, o) ® o)
mit

,U,(Al X A2) = /J,l(Al) . ‘LLQ(AQ) fur alle A1 X A2 € 42{1 ®Jng (82)

2. Fir alle Q € o/ ® o gilt:

wQ) = Juz(le) pa(dwr) = J,Ul(WQQ)IQ(dU&)‘



134 Kapitel 8. Produktrdume und der Satz von Fubini

w heifst das Produktmafl von py und ps. Wir schreiben: p = p1 @ po.
Beweis. Aus Lemma [8.5 folgt, dass fiir alle Q € @ ® <% die Abbildung

fo: 0 = [0,00],  wi e pa(wni@Q)

messbar ist. Betrachte die Abbildung

ot @ty — [0,0], Qr— fﬂz(le) w1 (dw).
Es gilt:

o (D) = Sp2(D)dp = 0.

e Seien Q1,Q2, ... € ) ® o paarweise disjunkt und Q := > Q. Dann gilt
wegen monotoner Konvergenz:

M(Q) = JMQ (Wl 2 Qn) /Jfl(dwl) = J/JQ (Z len) ,ul(dwl)

neN neN

= 3 [ re@@0) (o) = ¥ @),

neN neN

Somit ist u ein Mafl auf @ ® . Fiir alle A; x Ay € o ® o gilt:

(A % A) = [[a(A2) L, (o0) (o) = g (A1) - pa(Ao).

Analog kénnen wir ein Maf

fi: 9 ® o — [0,0], Q> fﬂl(w2Q)ﬂ2(dw2)

definieren. Aus Satz [8:2] folgt i = p.

Beispiel 8.7 (Lebesgue-Maf8). Fiir alle k,s € N ist A\* @ A* = \F*+5. Dies folgt mit
der Eindeutigkeit des Produktmafes aus der Tatsache, dass \*** die Gleichung (8.2)
erfiillt.

Satz 8.8 (Tonelli). Seien (Q1, 2, u1) und (Qo, o, pa) o-endliche Mafridume und
fi Ql X Qg — [0,00]
messbar numerisch. Definiere

Jur: Q2 — [0,
wa: Ql g [07

I, wer flwr,we),

w?
o], wi e flwr,ws).
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Dann ist die Punktion
fis o [0.0), oo [ S dp
(o), B)-messbar und die Funktion
fa: Q2 — [0,00], wp wazdm
(ty, B)-messbar und es gilt:
[ 7t @) = [ [ fenim) i) ) )
= [ ([ o) pafan)) e (33)

Beweis. Wir fiihren den Beweis mittels algebraischer Induktion. Definiere
(97‘52{7/’[/) = (Ql X QQ;EQZI ®,,Q{2,,U11 ®/’[’2)

Sei zundichst f € &(Q) mit Normaldarstellung

f = Z Ozi]lQi.

i=1
So gilt:
fun(wr) Z a;ly,q, (w)
und folglich: .
falwz) = Jf(whwz)ul(dwl) = Z iy (w2 Qi)
i=1

Nach Satz ist fo somit -messbar und Integration nach uo liefert:

sz dps = gam(@i) = deu.

Seien nun f € &*(Q2) und (u™)nen eine gegen f aufsteigende Folge in &(£2). Dies
liefert eine Folge (uf},)nen in (1), die gegen f,, aufsteigt. Wir erhalten eine Folge
(¢n)nen von h-messbaren Funktionen

On: Qg — [0,00), wo — Juf& dpq,

welche wie (ul), )nen isoton ist. Es gilt:

sup ¢, = fa.
neN
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Also ist auch fy @fh-messbar und nach dem Satz von der monotonen Konvergenz
folgt:

sz dpg = Supf¢n dps.
neN

f¢n dus = Ju” dp.

| éndua 7 | 1

szdm =de,u.

Durch analoge Vorgehensweise fiir f,, folgt die Behauptung.

Auflerdem gilt:
Da u™ / f, folgt:

und somit

Satz 8.9 (Fubini). Seien (Q1, 94, u1) und (Qa, 9, pa) o-endliche Mafriume und
f: Ql X QQ — R

w1 @ po-integrierbar. Dann gilt:

1. Die Abbildungen -
Joit 2 > R, wa > flwr,wa)

sind fiir p,-fast-alle wy po-integrierbar. Die Abbildungen
hW2I Ql g R, w1 — f(wl,(.dg)

sind fir po-fast-alle wo pq-integrierbar.
2. Die Abbildung
g: U —->R, w - ngl dpz

ist uq-integrierbar. Die Abbildung
h:QQ_)E, ngJhwzd,ul

ist po-integrierbar.

und es gilt analog zu .'
ffd(m ® p2) = Jgdlﬂ = Jhd,uz- (8.4)
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Beweis. Definiere p 1= 1 ® po.

1. Betrachte die Abbildung |f|. Diese ist nichtnegativ und messbar numerisch,
weshalb wir den Satz von Tonelli anwenden kénnen:

[ 16l iz pa(@on) = [ [ 1] s atan) = [ 111 e < .

Somit ist
f 9| dpts < 0 [pua]-

Also ist g,,, po-integrierbar fiir 14;-fast-alle wq. Analog folgt die Behauptung fiir
Py -

2. Betrachte die Abbildungen f* und f~. Diese sind nichtnegativ und messbar
numerisch, weshalb wir den Satz von Tonelli anwenden kénnen:

Jran= st an= [ £ au= ] [t dnasm@on) - | [ oz du ()
= fgul(dwl)-

Analog folgt die Behauptung fiir h.

Satz 8.10. Seien (), o, p;) o-endliche MafSridume fiir allei € {1,...,n}. Dann gibt
es genau ein Mafs

e (X Q“éz)%) — [0, 0]

i=1 i=1

3

<>< ) H,uz i) fir alle XAieé,sa/i.

i=1 1=1
Schreibe Q) pt; := p. Wir deﬁmer@n den Produktraum durch

( 7,,42%“}14, = (XQ“®D(ZZ7®'[L1>

=1 i

@:

i=1
[Ubung]
Satz 8.11. Seien Q)_, (%, o, 1;) ein Produktraum und
i=1

&), pi-integrierbar. Dann gilt fiir jede Permutation o der Zahlen {1,...,n}:

de (@ m) = J - Jf(wh s Wn) o (1) (dWe(1)) * * to(n) (AW (n))-
=1
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Beweis. Nach dem Satz von Fubini kénnen wir benachbarte Integrationen vertau-
schen. Da jede Permutation eine Verkniipfung von endlich vielen Transpositionen ist,
folgt die Behauptung.

Beispiel 8.12 (Darstellung des Erwartungswertes). Sei X eine Zufallsvariable mit
Verteilungsfunktion F'. Der Erwartungswert von X existiert genau dann, wenn

fI(I—F(x))dx<w und ' F(z)dx < 0.
0

—C

In diesem Fall gilt:
%© 0
EXzf (1—F(az))dm—j F(z)dx.
0 -

Beweis. Definiere A := {(x, y) € R? | z20,0<y< 1:} xA und yA bezeichnen dann
den z- beziehungsweise y-Schnitt von A (siehe Definition . Nach dem Satz von
Tonelli gilt:

f (1— F(y) dy jP (5. 0)) A(dy) j j 1,4(2) PX (dz) Ady)

0 0

_ j 1A PY @)= f L0, () j L,.4(5) A(dy) PX (dz)

= J]l[071)(x))\([0,x)) PX(dz) = f x PX(dz).

0

Analog gilt:

0 0 )
- J_ﬁ F(y)dy = J_‘ ‘xPX(dx). [Ubung]

Fiir den folgenden Satz ist es sinnvoll, sich die Definition des Lebesgue-Stieltjes-
Integrals ins Gediichtnis zu rufen (siehe Bemerkung [7.31)).

Satz 8.13 (Partielle Integration). Seien a,b € R mit a < b und F,G: R - R
mafdefinierende Funktionen ohne gemeinsame Unstetigkeitsstellen auf (a,b]. Sei p
das von F erzeugte Mafl und sei v das von G erzeugte Mafl. Dann gilt:

Gdp = F()G () — F(a)Gla) — J Fdv.

(a,b] (a,b]
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Beweis. G und G —G(a) erzeugen dasselbe Mafl v. Wir kénnen ohne Einschrinkung
F(a) = G(a) = 0 annehmen, da gilt:

Gdp =F(H)G®) — F(a)G(a) — J Fdv
(a1 (a1

‘I’J( ,,] G dy — G(a) (F(b) — F(a)) =F(b)(G(b) — G(a)) — - Fdv

o f Gdu+ f ~G(a) du =F(b) (G(b) — G(a))
(a,b] (a,b]

+ F(a)(G(a) — G(a)) — ( b]FdV
= - G — G(a) dpu =F(b)(G(b) — G(a))
+ F(a)(G(a) — G(a)) — i Fdv.

Somit reicht es, fiir die Formel fiir die partielle Integration fiir G — G(a) zu zeigen.
Verfahre analog fiir F' — F'(a). Definiere

A:={(x,y)eR2|a<y<x$b}, B:={(x,y)ER2|a<x$y$b}.

Dann gilt:
AUB=(a,b]’, AnB={(z,z)eR*|z€(a,b]}.

Mit dem Satz von Tonelli erhalten wir:

(o) = | (@)~ [ G (.5)
(a,b] (a,b]

wonB) = [ @) = | Fan (56)
(a,b] (a,b]

(h®V)(AnB) = f( vl ), (8.7)

Aus Lemma [7.44 und der Tatsache, dass F und G keine gemeinsamen Unstetigkeits-
stellen haben, folgt, dass die Funktion

hi(a,b] >R, o u({z})
u-fast-iiberall verschwindet. Somit gilt in :
(L®V)(AnB)=0. (8.8)
Folglich erhalten wir mit , und :
FO)G(b) = p((a,b])v((a,b]) = (1@ ) ((a,b]%)

=(pu®v)(AuB) = Gdu—i—f Fdv.
(a,b] (a,b]
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Beispiel 8.14.

1. Betrachte das Integral von Dirichlet:

. tsing
lim
t—0 0 X

dz = g [Ubung]

Hinweis: Verwende den Satz von Fubini sowie

t 1 t 5'e]
S(t) = J PR e = J sinxj e " dudz. (8.9)
0 0

0 X

2. Seien X und Y Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen F'x beziehungsweise
Fy und F die Verteilungsfunktion von (X,Y’). Dann gilt:

Cov(X,Y) = JJ(F(m, y) — Fx (z)Fy (y)) dazdy.

Bewets. Es gilt:
Cov(X,Y) =E((X —EX)(Y —EY)) =E(X -Y) —EX - EY. (8.10)

Zunichst berechnen wir E(X - Y):

JX-YdP=J xy PO (d(x, )
Q R2

= J’RQ (J}R (L0,21(21) = Lpz,01(21)) le>

U (T0.47(22) = Lpy01(22)) dZ2> PXY)(d(z,y))
f f fR’z [2,0](21) - Ly01(22) = Lz 0(21) - Lo,y (22) — Ljo,27(21) - L1y,0(22)

+ 1jg01(21) - Tjo ) (22) PP (d(@, 1)) dardzo
ZJ J Lz <0<t F (21, 22) — Lz <020 503 (Fx (21) — F (21, 22))
R JR

— 12 20,20<0) (Fy (22) — F(21,22))
+ 14z, 50,2500 (1= Fx (21) = Fy (22) + F(21, 22)) dzadzs.
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Mit Beispiel erhalten wir:
EX -EY

= (Lf (1—Fx(z1))dz — fooo Fx(z1) le)
. (f@ ~Fy()dn - |

:J J ]1{21>O,ZQ>0}(1 — Fx ( )) (]_ —Fy( ))
R JR

— L2y 50,20<0) (1 = Fx(21)) Fy (22) — Lz, <0,2050)Fx (21) (1 — Fy (22))
+ 12, <0,z <0y Fix (21) Fy (22) dz1dzs.

Mit (8.10) folgt die Behauptung.

’ Fy (z2) dzg>

Problem 8.15. Seien (Q2;, <%, P;) Wahrscheinlichkeitsrdume fiir alle i € N. Bisher
haben wir nur Produktrdume endlich vieler Mafiriume betrachtet. Um auch Folgen
von Zufallsvariablen untersuchen zu konnen, brauchen wir ein Wahrscheinlichkeits-
maf} P auf einem Messraum (2, 27) mit

P <A1 .k Aux X n) 1740, (8.11)

i=n+1

wobei

o s

= >< Qz = {(wi)ieN |wi € Ql Vie N}
i=1
[v's}
o = (X) ;= o(n;,i € N).

i=1
Satz 8.16 (Fortsetzungssatz). In der Situation von Pmblem gelten die folgenden
Aussagen:

1. Es gibt genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2, /), welches erfillt.
2. Fir allen € N und alle Be @ @ -+ - ® o, gilt:

(o x0)- (@r)w

P heifit Produktmaf der (P;)ien. Wir schreiben ®;'O:1 P; := P. Der Wahrscheinlich-
keitsraum

®(Qz,%Pz >< Qz,®%®P
i=1 i=1 i=1 i=1
heif$t Produktraum.
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Beweis. Fiir alle n € N definiere die Algebren

o
¥ :=a({A1><---><An>< X Q

i=n+1

Ajegz{j‘v/je{l,...,n}}>

sowie die Algebra

o= |
neN
x$L
=a<{A1x---><An>< X neNund&e%Vje{l,...,n}}).
i=n+1

Auf o7* verhilt sich P wie ein Produktmaf endlich vieler Wahrscheinlichkeitsrdume
und ist somit eine endlich-additive Mengenfunktion mit P(¢f) = 0. Wegen Lemma
und Satz reicht es zu zeigen, dass P stetig von oben an J ist. Betrachte
Ay DAy D - € &/* und € > 0, sodass € < P(A;) fiir alle j € N. Es ist zu zeigen:
N jen Aj # . Wir erinnern uns an die Definition des wi-Schnittes (Definition .
Definiere

Bj = {wl € Ql

£ €
®Pi(w1Aj) > 5 .
=2

Fiir alle 5 € N gilt:

e < P(AJ) = épi(wlAj)Pl(dwl)

=2
o0 o c
= ®P¢(w1Aj)P1(dw1)+ ®Pi(UJ1Aj)P1(dw1) $P1(B])+§
Bj i=2 Bf i=2

Folglich ist P;(Bj) > ¢/2 fiir alle j € N. Da P; o-additiv ist, ist es stetig von oben an
& und somit ist [,y B; # . Also gibt es ein w] € [,y Bj, sodass fiir alle j € N
gilt:

7eN 7eN

o8]
Q) Pi(wh4)) =

=2

N ™

Fiir wjA; 2 wjAy 2 -+ € &/* konnen wir das gleiche Verfahren fiir X .-, Q; statt
Q, (W) A4;))jen statt (A;) ey und ¢/2 statt ¢ anwenden und erhalten ein wj € Qo mit

e
® Pl((wlhwé)Aj) =
=3

] ™

fiir alle j € N. Iterativ erhalten wir eine Folge (w!,)neny mit w!, € Q,, fir alle n € N
und

ve
® PZ((w’l,,w;L)AJ) Z 2%

i=n+1
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fiir alle j € N. Wir zeigen nun:
ox
(w;)keN € ﬂ A]’.
j=1
Fiir j € N betrachte A; € /™ und wihle n € N, sodass A; € &7. Aus

o0

® P; ((w’l, ce ,w;)Aj) >0

i=n+1
folgt, dass (wi,...,w))A; nicht leer ist. Somit gibt es ein (wk)ren € (Wi, ... ,wi)A;
mit (wi,...,wp) = (Wi,...,w)). Wegen A; € o7 folgt (w},)ren € A; fiir alle j € N

wie behauptet.

Ubungsaufgaben:

Ubung 1: Beweisen Sie Satz
Ubung 2: Vervollstiandigen Sie den Beweis von Beispiel
Ubung 3: Beweisen Sie Punkt [1| von Beispiel

Lernziel-Kontrolle:

Frage 1: Wozu dient die Betrachtung von Produktmaflen?

Frage 2: Was besagt der Satz von Fubini und worin besteht seine besondere Bedeu-
tung?

Frage 3: Welche praktische Bedeutung haben unendliche Produktriume?






Anhang A

Mathematische Hilfsmittel

Axiom A.1 (Auswahlaxiom). Sei M ein Mengensystem und sei

N:= ] A

AeM

Es gibt eine Abbildung ®: M — N mit ®(A) € A fir alle Ae M.

Satz A.2 (Darstellungssatz von Riesz). Sei H ein Hilbertraum und H' der Raum
der beschrinkten linearen Funktionale. Dann ist die Abbildung

¢:H_)H/a $|—><CI?,>
eine komplex-konjugiert lineare Isometrie.

Fiir einen Beweis von Satz siehe zum Beispiel [8], Seite 81.
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Die MaR- und Integrationstheorie ist ein unabdingbares Werkzeug fiir viele Bereiche
der Mathematik, wie etwa die Funktionalanalysis, die reelle Analysis oder die
Wahrscheinlichkeitstheorie. Sie sollte deshalb in der Mathematikausbildung im zweiten
Studienjahr gelehrt werden. In diesem Skript wird eine knappe, aber vollstindige
Darstellung der wichtigsten Techniken, Resultate und Beispiele gegeben, wobei ein
besonderer Akzent auf die fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie relevanten Konzepte
gelegt wird. Dies beinhaltet insbesondere eine ausfiihrliche Behandlung des Lebesgueschen
MaRintegrals, aber auch des Riemannschen Integralbegriffs, welcher fiir die stochastische
Analysis von grundlegender Bedeutung ist.

GEORG-AUGUST-UNIVERSITAT
GOTTINGEN

ISBN: 978-3-941875-85-2 Universitatsdrucke Gottingen




	Munk_Skript 
	Vorwort
	Motivation
	Das Inhaltsproblem
	Das Maßproblem

	Maßräume
	Allgemeine Maßräume
	Eindeutigkeitssatz
	Satz von Carathéodory
	Maßfortsetzungssatz

	Maße auf Bk

	Messbare Abbildungen und Zufallsvariablen
	Das Maßintegral
	Satz von der monotonen Konvergenz
	Transformationssatz


	Konvergenzsätze
	Fast überall bestehende Eigenschaften
	Markov-Ungleichung
	Tschebyschev-Ungleichung

	Konvergenzsätze
	Satz von der dominierten Konvergenz


	Lebesgue vs. Riemann
	Lp-Räume
	Hölder-Ungleichung
	Konvexe Funktionen und Jensens Ungleichung
	Vollständigkeit der -Räume

	Maße mit Dichten
	Der Satz von Radon-Nikodym
	Mehr zu Radon-Nikodym
	Rechnen mit Dichten
	Signierte Maße und Lebesgue-Zerlegung
	Funktionen von beschränkter Variation
	Der Hauptsatz der Integralrechnung
	Hauptsatz der Integralrechnung

	Die Lebesgue-Zerlegung einer Verteilungsfunktion

	Produkträume und der Satz von Fubini
	Satz von Fubini


	Anhang A - Mathematische Hilfsmittel

	Literaturverzeichnis

	Index

	Buchrücken




