Anhang D: Kugeloberfl acheneinteilun g

Hier wird die in Kapitel 2.5.2ausgwahlte Kugeloberihcheneinteilng detailliert bestimmt,dabeiwird
aufdie Anforderunger(Al) - (A6) andie Teilflachenvon Seite37 zuriickgegriffen:

Sie sollenin ihrer Form maglichst richtungsunatdigig sein, d.h. es sollen gleichseitigeund
gleichwinklige(alsoregelmafiige)Vielecle sein(Al).

Siesollennahezulachengleiclsein(A2).
Die Einteilungsoll hinreichendein sein(A3).

Fernersollenbzgl. desKugelmittelpunkte®inandemegeriberliegendeFlachenfir ein Auswer
teprogrammieichtidentifizierbarsein(A4).

Strahlen,die vom Kugelzentrumausgehenderschiedendeilfachendurchstol3ensollen unter
scheidbasein,d. h. die Entscheidungn welcheTeilflacheein Strahlfallt, muReinfachsein(A5).

Die mittlere Positioninnerhalbeiner Teilflachewird als Richtungsmittelert aller in dieseTeil-

flachefallendenStrahlenbestimmt.Falls dieserMittelwert weit vom Schwerpunkter Teilflache
entferntliegt - z.B. naheeinemEckpunkt-, benutzeich die Mittelwerteder angrenzendeNach-
barteilflacherfiir eineggf. notwendigegewichteteMittelung. Also berbtigeich zu jederTeilflache
aucheineListe derNachbarteilihichen(A6).

Die Numerierungder Ecken der entstehendeachtzig Flachenist der Ubersichthalberhier nochein-
mal wiedegegeben(Abbildung 2.22 und Abbildung 1), ebensadie von mir gewvahlte Numerierungder
FlachenDieseist sogewahlt, dalRbzgl. desKugelmittelpunkteginandemrgyegeriiberligendeFlachen-
analogzur AugensummeiebeneinesWiirfels— die Indexssumme79* haben.

1Esist zu beachtendaRRdie Durchnumerierungler Flachenmit der Zahl Null beginnt. Dies hatzur Folge, daRdie Index-
summe79 statt81 ist.
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Abb. 1: Unterteilterlkosaedenuf der Kugeloberihche(rot: Flachennumerierundplau: Eckennu-
merierung);dicke Linien: projizierte Ikosaederkantes diinneLinien: projizierte Ikosaederdrei-
ecksunterteilung.

Abb. 2: Schemdr die Flacherauf derabgevandtenKugelseitdrot: Flachennumerierungyiines
A : Dreiecksspitzenachoben,griines] : Dreiecksspitzenachunten,grines+ ------ —: weist
aufzuidentifizierendeKantenhin).
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Im folgendensind die Ecken (0,1,2,...41} Fachen(0,1,2,...79) Zuordnungerdesgemrafl Abbildung 1
unterteiltenKugelikosaederswfgelistet; = | sinddie Flachennnummermor derKlammerund P = k
die Eckennummeriin denKlammern(sieheauchAbbildung?).1(i,j,k) bedeutefy = A(R, P;, B), wobei
die PunkteP, (oberebzw. oberelinke Ecke), P; (unterebzw. obererechteEcke) undP (unterelinke bzw,
untereEcke),l =0,1,2,...,79j,j,k =0,1,2,...,41die EckpunktederKugeldreiecksficheR sind:
0( 0, 1,10), 1( 1,11,10), 2( 1, 2,11), 3( 2,1211), 4( 2, 312),
5( 3,13,12), 6( 3, 4,13), 7( 4,1413), 8( 4, 5,14), 9( 5,1514),
10( 5, 6,15), 11( 6,16,15), 12( 6, 7,16), 13( 7,1716), 14( 7, 8,17),
15( 8,18,17), 16( 8, 9,18), 17( 9,1918), 18( 9, 0,19), 19( 0,1019),
20(10,11,20), 21(11,21,20), 22(11,1221), 23(12,1321), 24(132221),
25(1314,22), 26(14,15,22), 27(15,2322) , 28(15,1623), 29(16,1723),
30(1724,23),31(17,18,24), 32(18,1924), 33(19,2024), 34(19,10,20),
35(@2021,25), 36(2122,25), 37(22,2325), 38(23,2425), 39(2420.25),
40(2631,27), 41(2627,28), 42(26,2829), 43(26,2939), 44(26,30,31),
45@3141,32), 46(2731,32), 47(27,3233), 48(27,3334) , 492827 34),
50(28.34,35), 51(28,35,36), 52(29,2836), 53(29,3738), 54(29,37,38),
55(30,29,38), 56(30,38,39), 57(30,3940) , 58(31,3039), 59(314041),
603241, 5),61(32, 5, 4),62(33,32,4),63(33, 4, 3),64(3433, 3),
65@34, 3, 2),66(3534, 2),67(35, 2, 1),68(36,35,1),69(36, 1, 0),
70@37.36, 0), 7137, 0, 9), 72(38,37,9),73(38, 9, 8), 743938, 8),
75@9, 8, 7), 764039, 7), 7740, 7, 6),78(@1,40,6),7941, 6, 5),

Esfolgen nun Lageberechnungemm Anforderung(A5) unter Einbeziehungler AnforderungenAl)
und(A2) zuerfullen:

(a) B)

Abb. 3: (a) : Bezeichnungetim spharischenKugeldreiecka, b, ¢ sind die Offnungswinlel vom

Kugelmittelpunkiausfur die Kugeldreiecksseiter, B, C die Innenwinlel andenEckpunkten(3)

. Im rechtwinkligenKugeldreiecC = 90°) gilt die NapierscheRegel entsprechenderim Kreis
eingetragenenuftretendeWinkel: der Sinuseinesdereingetragenelvinkel (a,b,C =90 — A,

C =90 — cundC = 90 — B) ist gleich demProduktausden Cosinusder gegeriberliggenden
Winkel (entnommerausKorn & Korn1968).

Im spharischerrechtwinkligenKugeldreieckABC der Abbildung 3 gilt:

cOsC = cosa- cosb . 1)
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Fir die FlacheF4, begrenztdurchdie PunktePs7, Py und Py, gilt:
cogPL,Ps;) = cosl® - cogPs7, Proj(Ps; — Aquatoi)

Im bedeuteden Grol3kreisbogewon P, nachPs7 undist geradedie halbeBogeningedeslkosa-
ederdreieckswufderKugel,alsogilt:

Pr, P+ Py, Proj = 90°

wobeiProj = Proj(Ps; — Aquato die ProjektiondesPunktesPs; langsdesGroRkreisesuf denAqua-
tor bedeutetEine guteNaherungst

P;7,Proj ~ 266°,
denn
C0s26.6° - cosl® =~ 0.8503~ cos317°
und
26.6° +2x317° = 90 .

Damitfolgt in F51 U F52U Fs3U F42 wegenGleichung(1)

——— c0s63.4°
cogPsg,P2e) = o7
2
— 0526

also@t—, =582°,d.h. P3g=(318°,0°) undPs7 = (26.6°,0°), wie in Abschnitt2.5.2schonerwahnt.
Ich vereinfichediesjetzt zu derNaherung

b32=033= ... =¢41=28
bro=01= .. =¢19=-28
b27=028= ... =0¢31=60C
bo=021= ... =¢2q=-60

Die Anforderung(A5) kannich alsojetzt leicht erfullen, daeswegen

® <60 : Fas Fag,...Fa

0 €[-60°,—28] : Foo,Fou,...Fas
0 €[-28,0°) : Fo,Fi,...Fig
0 € (0°,28) : Feo,For..Fro

0 €[28,60°] : Fus,Fus,...Fso
®>60 : Fao,Far,...Faa

jetzteinfachist zu entscheidenn welchenderdurchdie Breitenkreise) = 0°, ¢ = +28 und$ = +60°
beagrenzterStreifenauf der Kugelder Strahlfallt.
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Die Rechtfertigundzgl.derAnforderunger(A1) und(A2) emibt sichausfolgenderFlachenberechnung
(esstehth fur denFlacheninhaltervereinfachtend. h. derfiir denEntscheidungsalgdhmusgeander
tenFlachenalsEinheitenkannich die Winkelgradeverwendengdaich nur untereinandevemleiche):

1

Fo=Feo=F=..=F1 = z-28°-36° (# = 20)
~Fg=Fo=Fi—..—Fs ~ F (# =20
Fou=Frs=Foo=Foo= . =Fsu % - 32 - reBBy (# =20
Fso=Fss=Fo1=Foy=..=Fa3 ~ %-32’-red72§oo # = 10)
~Fao=Fs=Fu=Fu=..=Fss X 30 - rediZy (# =10

red\y bedeutetienin derBreite ¢ durcheinenLangeffnungswinlel A erzeugterBogen(sieheAbbil-
dung4), als Grol3kreisbogemit e(Ay) bezeichnetind als BreitenkreisbogeitKleinkreis) mit &Aq). #

stehtfur Anzahl,? und~ soll dabeizusatzlichzu groRerundkleinerungethrgleichbedeuten.

Abb. 4: Skizzezum Seitencosinussat8); e = red\, ist der Grol3kreisbogenon A nachB in der
Breite¢ erzeugidurcheinenLangeffnungswiniel A.

NachdemSeitencosinussagilt fur die reduziertedVinkel red\ (sieheAbbildung4)
cose = sifd +cosd - cosh . ()
Diesliefert

(72%p)~ 34 , e36)g)~31L5°.
Fur denGrofR3kreisgilt Gleichung(3) undfur denKleinkreis

" - A
&Ny) = 180 cos

Dies emibt bei red7 %, fur denGrof3kreis34° und fur denKleinkreis 36° und bei red365g, flr den
GroRkreisundfir denKleinkreisjeweils 31.5° 2. Fiir vierzig Flachererhalteich jeweils 504 Flachenein-
heiten(wie obenerwahntin Winkelgraden)fir zehnFlachens40,fur weiterezehnFlachen528undfir
die restlichenzwanzigFlachernwieder504 Flacheneinheiterd. h. die maximalenAbweichungerliegen

2Jenaherder Breitenkreisdem Aquatorriickt, destostarker naherter sich demzugeldrigen GroRkreisbogefn, der sich
dadurchauszeichnetjie kiirzesteverbindungzweierPunkteauf der Kugelzu bilden.
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bei 7% (gegerilbervon 10% im Falle der exaktenEinteilung).DieseAbweichungersindtolerabelund
werdenbei der Auswertungals Gewichtslorrekturenbetiicksichtigt.

Da achtzig Teilflachenfur meine Zwecke ausreicherund ich auch eine Nachbarschaftslistéir alle
Teilflacheneinfachaufstellerkannn,habeich die Anforderunger(Al) - (A6) erfullt.

Um innerhalbder Breitenstreiferzu entscheidenin welcheTeilflachediesesStreifensder Strahltrifft,

ist die folgendeUntersuchunglurchzutihren(N¢ stehtdabeifiur FlachennummerDie Abbildungen5

und8 zeigendie Verhaltnissen dendemAquatorbenachbarteStreifen Die Begrenzungler Teilflachen
bildendabeidie Kreishigen

A—k-1
\-k18

18 28
A—k- 18 o +28
und g + o

firk = 1,3,5,...19 unterhalbdesAquators(s. Abbildung 5) bzw.
A—j-18
A-j-18

18 28
A—j-18 b
und  —%— - 3¢

fiir j = 0,2,4,...18 oberhalbdesAquators(s. Abbildung8).

Abb. 5: Skizzezu$ € (—28,0°)

Far die EntscheidungaufwelcherSeitedesjeweiligenTrennbogenslie vorgegebeneRichtungliegt und
damitin welcheTeilflachesie fallt, ergibt sichgenmalR Abbildung5 im StreifenunterhalbdesAquators,
alsozwischen0® und—28° :

>0 : Ni=2
<0 : N¢=1

re (1@,36) . A8 L0 }

oy . A=54 L $+28 <0 : Ni=2

AeE (36°,54) 1 AT@T+ o }>O Ny —3
. A=342 ¢ >0 Ni =0

A€ (342,360) : Ty }<o N = 19
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= (00,180) : )\18]580_’_4)4-28J } <0 : NfZO

28 >0 : Nfg=1

Die Abbildungen6 und7 zeigendie Gegebenheiteim mittlerenStreifenderuntererbzw oberenHalb-
kugel; dabeisind die Abbildungen6a und 7 in MercatorProjektionausgeiihrt, da diesedie fur den
Algorithmus wichtigen Zusammen&ngeam bestendarstellt. Weil dieseabernicht flachentreust und
in mittlerenBreitenbereicheschonsehrstarkverzeichne(F,; wirkt doppeltsogroRwie Fy), sinddie
gleichenVerhaltnissein Abbildung6b nocheinmalin einernahezulachentreuederstereographischen
ahnlicherProjektionwiedegegebenDain denmittlerenStreifenderuntererundobererHalbkugelzum
einendie LangenkreiseineeinfacheEntscheidung. B. zwischenF,, und F»3 ermbglichen,verbleiben
nur nochdie EntscheidungemwischendenFlachendie mit der Spitzenachoben(im unterenStreifen,
Abbildung 6a) bzw. nachunten(im oberenStreifen,Abbildung 7) weisen,und ihren Nachbarn Dafur
liegendie folgenderKreisbbgenals Begrenzungerzugrunde:

A—j- 72 28
j n o+

36 37
\=j- 72 $+60
36 37

fur j =0,1,2, 3,4 aufderunterenHalbkugel(s. Abbildung 6a) bzw.

1
A= (k+5)72 , 0-28
36 32

1
A= (k+3)72 L =60
36 37

fur k= 0,1,2,3,4 auf der oberenHalbkugel(s. Abbildung 7). Da dieseKreisbdgenkeine GrolRkreise
sindunddie mit ihrem SchwerpunktlemAquatornaherliggenderohnehinkleinerenFlachenzusatzlich
benachteiligernkorrigiereich die Termemit ¢ in denKreisbbgen,sodalieinefastgenaud-lachengleich-
heit (fir dannnur nochangeiherteDreiecle) in demmittlerenStreifenerreichtwird — getesteanhand
von einesdurchZufallszahlergevonnenergleichwerteiltenRichtungsfeldes-in derForm

o +22 ¢ +64 ¢ —22 b —64

37 und 37 bzw. 37 und 37

Fur die Entscheidungin welcheTeilflacheeinevorgegebeneRichtungfallt, d. h. aufwelcher_Seitedes
jeweiligenTrennbogensieliegt, gilt gemaRAbbildung6a im mittlerenStreifenunterhalbdesAquators,
alsozwischen—28 und—-60 :

0 . AL 0+22 <0 : Nf=20
Ae (0°,36°) : T }>0 C Ny =21

+ 648 }<0 : Ny=21

Ae (36,72) - 7‘—72°+¢320 S0 i N _2

36

Ae (324,360) : 7‘—32060’+¢

+64° <0 : Ny=33
3z >0 : Ny=34

Auf denKugelkapper(also$p < —60° auf derunterenund$ > 60° oberenHalbkugel)sind die Unter
teilungendurchdie Langenkreisgegeben(s. Abbildung 2). Im Streifenum denStidpol,alsozwischen
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=A
a
=A
=A
b
Abb. 6: Skizzezu ¢ € (—60°,—28); (a) in MercatorProjektion,(b) in eineretwa flachentreuen
derstereographischeihnlichenProjektion.
—60° und -9 gilt:

A

d.h.Nf =3536,...,39. Im Streifenum denNordpol,alsozwischen6(* und9(° setzeich
A=\, undfirA <180 :A = A +360 ;
danngilt:

A— 36

¢ > 60° : Ny=46— 7%

d.h.N;s =40,41,...,44.
GemalAbbildung 7 gilt im mittlerenStreifenoberhalbdesAquators,alsozwischer28 und 60 :

Ne (144,180) : 2180 4 0

—2% >0 : N;=45
3z <0 : N;=46
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b =60
b =28
Abb. 7: Skizzezu$ € (28,60°) in MercatorProjektion.
. A=108 , $-64 | >0 @ Nf=46
A€ (108,148) © A0 + 3o } 20+ Ny —47
. A—180 , $—64 >0 : Nf=58
A€ (180,216)) : 3 T3 } <0 : Nj=59
=A
¢ =28
6=0°
306 342 18 54 126 162 198 =A

Abb. 8: Skizzezu ¢ € (0°,28)

GenmaRAbbildung8 gilt im StreifenoberhalbdesAquators,alsozwischen0® und 28 :

- <0 : Nf=61
Ne (144,162) : A=14% 0 }>o N —eo

28
_ >0 : Nf=61
Ae (126,14%) : A éo44’+% }<o N

>0 : Ny=79
<0 : Nf=60

Ne (162,180) : 2180 4 O }

Wie in Kapitel 2.5.2ausgefihrt, wurdederAlgorithmusmit einemausZufallszahlergevonnenergleich-
verteiltenRichtungsfelderfolgreichgetestet.



