
Kapitel 2

Grundlagen

Zur Einführungin dieverschiedenenAspektedervon mir behandeltenβ-Cyclodextrinkristallestelleich
im erstenTeil diesesKapitelsdenAufbauderCyclodextrine vor (2.1). Ich gehedannauf Wasserstoff-
brückenbindungenein (2.2), die bei der Stabilisierungder Struktur der Moleküle in Kristallen einen
wesentlichenAnteil haben.Anschließendgebeich einenÜberblickderverschiedenenUnordnungstypen
im molekularenund kristallinenBereich(2.3). Dies ist wichtig für denVergleich und die Interpretati-
on meinerDatenausderComputersimulationmit MeßdatenausdenExperimenten(Steiner& Koellner
1994).Darauffolgt eineEinführungderEnergiefunktion,diezurComputersimulationderMolekulardy-
namik(MD) verwendetwird (2.4).Abschließendlöseich die Diffusionsgleichungfür denFall derDif-
fusion durcheineKugelschale(2.5), derenErgebnisich für meineBestimmungdesDiffusionsweges
von Wassermolek̈ulendurchdie Cyclodextrinkristalleben̈otige,undbeschreibedie Kugeleinteilungzur
BestimmungderRichtungsmaxima.

2.1 Cyclodextrine

2.1.1 AllgemeineEinf ührung

Cyclodextrine könnendurch enzymatischenAbbau ausSẗarke gewonnenwerden(Schardinger1904,
Schardinger1911,Freudenberg & Meyer-Delius 1938 und Frenchet al. 1949).Sẗarke bestehtzu 10
bis 30% ausAmyloseund zu 70 bis 90% ausAmylopectin (Latscha& Klein 1982).Beidesind aus
D-Glucoseeinheitenzusammengesetzt,dieα-glycosidischmiteinanderverkn̈upft sind.
In Abbildung 2.1 ist die Strukturvon α,D-Glucosedargestellt.Sie bestehtauseinemSechsring,des-
senPositioneneinsbis fünf – bei Zählungim Uhrzeigersinn– mit einemKohlenstoffatom besetztsind.
ZwischenPositioneinsund fünf wird der Ringschlußüberein Sauerstoffatom auf der Positionsechs
vollzogen.An denKohlenstoffatomenC(1) bis C(4) ist je eineHydroxylgruppegebunden,die an den
Positioneneins,zweiundvier liegenunterhalbderRingebene.Die Hydroxylgruppe,dieandemKohlen-
stoffatom auf der Positiondrei gebundenist, liegt oberhalbder Ringebene.Am Kohlenstoffatom der
Positionfünf ist eineCH2OH-Gruppegebunden.DiesessechsteKohlenstoffatomliegt in Abbildung2.1
ebenfalls oberhalbderRingebene.An denKohlenstoffatomenC(1) bis C(5) ist nochje ein Wasserstoff-
atomgebunden.DieseBindungzeigtjeweilsaufdieandereSeitederRingebenealsdieobenbeschriebe-
nenBindungen.Bei derβ,D-GlucosesindamKohlenstoffatomC(1)diePositionenderHydroxylgruppe
unddesWasserstoffatomsmiteinandervertauscht.
DasSauerstoffatom,mit demderRingschlußerfolgt,wird mit O(5) bezeichnet,die anderenSauerstoff-
atomehabenjeweils dieselbeKennzahlwie die Kohlenstoffatome,an denensie gebundensind. Diese
Bezeichnungender Atome werdenin denweiterenErläuterungenverwandt.Die Wasserstoffatomean
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Abb. 2.1: Struktur der α,D-Glucose:die Kohlenstoffatomesind im Uhrzeigersinnvon eins bis
sechsdurchgez̈ahlt, beginnendrechtsvom Ringschluß,der überdasSauerstoffatom erfolgt. (a)
ProjektionderHaworth-Formel:Die SauerstoffatomeandengestricheltenKeilenliegenunterhalb
derRingebene,die andenschwarzenKeilen liegenoberhalbderRingebene.(Dieseundweitere
Skizzenin dieserFormwurdenmit demProgrammisisdraw gezeichnet.)(b) Konformationsformel
(sogenannteSesselform;dieseundalleweiterenStrukturformelnin SesselformsindChristen1982
entnommen).

denKohlenstoffatomenwerdenanalogdurchnumeriert,die Wasserstoffatomean denSauerstoffatomen
erhaltenzus̈atzlichein O alsKennungzwischendemH undderKennzahl.
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Abb. 2.2: Zwei α,D-Glucosenmit einerα � 1 � 4� -Bindung:Die α,D-Glucosensindüberein Sau-
erstoffatom O(4) vom Kohlenstoffatom C(1) deseinenRingeszum Kohlenstoffatom C(4) des
anderenRingesgebunden.DieseBindungliegt unterhalbderEbenederGlucoseringe(Symbole
wie in Abbildung2.1).

Die Glucoseeinheitenvon Amylose und Amylopectin sind über eine α � 1 � 4� -Bindung miteinander
verbunden,wie in Abbildung2.2dargestellt,d.h. daßdasC(1)-AtomdereinenGlucoseüberein Sauer-
stoffatommit demC(4)-AtomderanderenGlucoseverkn̈upft ist. Eineα � 1 � 4� -Bindungliegt vor, da
die Verkn̈upfungunterhalbderGlucoseringeliegt. DasbindendeSauerstoffatomwird mit O(4) bezeich-
net.Esgibt kein Sauerstoffatommit derBenennungO(1).
Wird am C(1)-Atomdie BindungzumSauertoffatommit der zumWasserstoffatom getauscht,d.h. die
Sauerstoffbindungliegt jetzt oberhalbdesGlucoseringes,soentstehteineβ � 1 � 4� -Bindung.Dabeiist
zubeachten,daßdannderzweiteGlucoseringum180� gedrehtist (sieheAbbildung2.3).DieseDrehung
derRingebeneführtbeiBindungengleichenTypsvonweiterenGlucoseeinheitenzueinemWechselvon
oberhalbundunterhalbderRingebeneliegendenBindungenzwischendenGlucoseringenundsozuden
für CellulosetypischenKetten(sieheAbbildung2.4).
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Abb. 2.3: Zwei β,D-Glucosenmit einerβ � 1 � 4	 -Bindung:Die β,D-Glucosensindüberein Sau-
erstoffatom O(4) vom Kohlenstoffatom C(1) deseinenRingeszum Kohlenstoffatom C(4) des
anderenRingesgebunden.Sowohl die Bindungzum C(4) deseinenwie zum C(1) desanderen
Glucoseringesliegt oberhalbderRingebene(SymboleundErklärungvon (a) und(b) wie in Ab-
bildung2.1).

Durchmehreregleichartigeα � 1 � 4	 -Bindungen,wie in Abbildung2.2dargestellt,entstehtin derAmy-
lose – sieheAbbildung 2.5 – eine links-g̈angigeSchraubemit sechsGlucoseeinheitenpro Windung
(Winter & Sarko 1974a,Winter & Sarko 1974b,Murphy et al. 1975und Banks& Greenwood 1975).
Eine Windungder Sẗarke-Schraubekannvon Cyclodextrin-Glucosyltransferasen abgel̈ost und die bei-
denEndendesFragmentszuzyklischenMolekülenzusammengefügt werden.Ein Zusammenschlußvon
fünf oderwenigerGlucoseeinheitenist dabeiausSpannungsgründennicht möglich (Sundarajan& Rao
1970).Die Hauptfraktionenenthaltenα-, β- undγ-Cyclodextrin1 (mit sechs,siebenbzw. achtGlucose-
einheiten).DieZusammensetzungdererhaltenenCyclodextrineist abḧangigvomEnzymundkanndurch
die ZugabeorganischerVerbindungenbeeinflußtwerden(French1957).
Cyclodextrine habendie Form einesKegelstumpfes.Die Abbildung2.6zeigteinenβ-Cyclodextrinring
in Aufsicht. Die kleinereÖffnungbefindetsichoberhalb,die größereunterhalbderZeichenebene.Bei
denα-, β- undγ-Cyclodextrinenbildendie Seiten,bei denendie SauerstoffatomeO(6) liegen,denklei-
nerenInnenradius.Die SauerstoffatomeO(2)undO(3)befindensichaufderäußerenSeitederbreiteren
Basisder Cyclodextrinringe. Die C(6)H2-Gruppensorgen im Innenraumder Cyclodextrinringe für ei-
ne hydrophobeUmgebung.Nachaußensind die Cyclodextrine durchdie Hydroxylgruppenhydrophil.
DieserStrukturaufbaukanndie Löslichkeit in Wasserbei Einschlußverbindungen positiv beeinflussen
(Saenger1980).

1Hier werdenim GegensatzzuderBindungsbenennungdiegriechischenBuchstabenzurZählungderAnzahlderGlucosen
in denCyclodextrinenbenutzt.
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Abb. 2.4: Cellulosemit derβ 
 1 � 4� -Bindung(Konformationsformel).

Abb. 2.5: Amylosemit derα 
 1 � 4� -Bindung(Konformationsformel).

Abb. 2.6: Aufsicht auf einenβ-Cyclodextrinring: Sie zeigt von der kleinenÖffnung in Richtung
zur großenÖffnung.BeschreibungdesFarbschemas:schwarzeKugeln:Kohlenstoffatome;graue
Kugeln: Sauerstoffatome;weißeKugeln: Wasserstoffatome;weißeStifte: Bindungenzwischen
denAtomen.(Dieseund die weiterenball and stick Darstellungenwurdenmit demProgramm
Molscripterstellt(Kraulis 1991).)
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Esgibt auchCyclodextrine mit neun,zehn,elf, zwölf, dreizehnundvierzehnGlucoseeinheiten,siewer-
denmit δ-, ε-, ζ-, η-, ϑ- undι-Cyclodextrin durchbuchstabiert(French1957,Frenchetal.1965,Fujiwara
et al. 1990,Miyazawa et al. 1995und Jacobet al. 1998).NeunGlucoseeinheitenbilden einezu lange
Kette für einegleichm̈aßigeKegelstruktur, wie sie bei denα-, β- und γ-Cyclodextrinen zu finden ist.
Deshalbbilden die δ-Cyclodextrine eineEllipse mit einemKnick in der Ausrichtungeinerα 
 1 � 4� -
Bindung(Fujiwaraet al. 1990).Auch ζ-, η- undϑ-Cyclodextrine habenkeineKegelstumpfform mehr,
sondernsinddurchKnicke deformiert,sodaßdie Cyclodextrine mit mehralsachtGlucoseeinheitenin
ihrerFähigkeit, größereGastmolek̈ule aufzunehmen,eingeschr̈anktsind(Szejtli 1998).
Beim ε-Cyclodextrin bildensichzwei Knicke,die einandergegen̈uberliegen.DieseKnicke könnensich
wie DefektedurchdenRing bewegen.Im Falle desι-Cyclodextrin liegendie beidenKnicke einander
nicht gegen̈uber. In beidenFällensinddie Moleküle schmetterlings̈ahnlich (Jacobetal. 1998).

2.1.2 Cyclodextrinkristalle

Cyclodextrine bilden bei der Kristallisation Kanal- oder Käfigstrukturen(McMullan et al. 1973),bei
denendie Cyclodextrinmolek̈ule geldrollenartiggestapeltodergegeneinanderversetztangeordnetsind
(Saenger1980).

(α) (β)

Abb. 2.7: SchematischerAufbau von Cyclodextrinkristallen(demÜbersichtsartikel von Saenger
1980 entnommen)
 α � Seitenansichtund Aufsicht einerKanalstrukturgebildetdurchgestapel-
te Cyclodextrinringe 
 β � Seitenansichtvon Cyclodextrinringenentlangder Kristallachsea: Die
AnordnungderCyclodextrinringebildet eineStrukturkleinerRäume(Käfige).

In Abbildung2.7sindKristallstrukturenschematischdargestellt.In Teil 
 α � ist obeneineSeitenansicht
undunteneineAufsichtaufeineKanalstrukturzusehen.DieKanälewerdendurchdieCyclodextrinringe
gebildet,die bei diesemBeispiel wechselweisemit den engenbzw. den breitenÖffnungeneinander
zugekehrtgestapeltsind.Die Kanälesindhexagonalzueinanderangeordnet.Bei diesemKristallaufbau
ist auchein Einschlußvon längerenGastmolek̈ulen möglich, die denInnenraumvon zwei odermehr
Cyclodextrinringeneinnehmen.
In Teil 
 β � ist dasSchemaeinerKäfigstrukturabgebildet.Bei einerSeitenansichtbildendie Mäntelder
Cyclodextrinringe ein Fischgr̈atmuster(McMullan et al. 1973und Saenger1985).Die Ringöffnungen
werdendabeijeweils zum größtenTeil von der SeiteeinesbenachbartenCyclodextrinringesverdeckt.
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Dadurchwird derKristall in kleinereRäumeeingeteilt.Zum einensind esdie Innenr̈aumederCyclo-
dextrine, zumanderenkönnenesdie Zwischenr̈aumezwischendeneinzelnenCyclodextrinen sein,die
keineVerbindungmiteinanderhabenundsomitfür Lösungsmittelmolek̈ule Käfigebildenkönnen.
Cyclodextrine mit längerenGastmolek̈ulenbildendabeiKanalstrukturen,währenddie β-Cyclodextrine,
derenmolekulareDynamikich mittelsComputersimulationenuntersuchein einerKäfigstrukturkristalli-
sieren.β-Cyclodextrine sinddabeiallerdingsnichtaufKäfigstrukturenbeschr̈ankt,sondernkönnenauch
Kanalstrukturenbilden(Saenger1985).

2.1.3 β-Cyclodextrin

Der Außendurchmesserder kegelförmigenβ-Cyclodextrine wird durch die Wasserstoffatomean den
C(3)-Atomengebildetund betr̈agt 15.4Å. Die Wasserstoffatomean denC(5)-Atomenbegrenzenden
InnendurchmesserdesKegelstumpfesauf 6.0Å bis 6.4Å (Saenger1980),dabeiwird eineMessungdes
Durchmessersder Öffnungender Cyclodextrinringe an Kalottenmodellendurchgef̈uhrt. Die Höheder
Kegelsẗumpfebetr̈agtetwa 8.0Å (Saenger1980).In Tabelle2.1 sindeinigevergleichendeAngabenzu
AbmessungenundEigenschaftenvon α-, β- undγ-Cyclodextrin aufgef̈uhrt.

α-CD β-CD γ-CD
Anzahlvon Glucose-Einheiten 6 7 8
Molekulargewicht [u] 972 1136 1297
Innendurchmesser[Å] 4.7- 5.3 6.0- 6.5 7.5- 8.3
HöhedesKegelstumpfes[Å] 7.9 � 0.1 7.9 � 0.1 7.9 � 0.1
Außendurchmesser[Å] 14.6 � 0.4 15.4 � 0.4 17.5 � 0.4
Innenraumvolumen[Å3] 174 262 427
Kristallform hexagonale monokline quadratische

Platten Parallelogramme Prismen
Kristallwasser[%] 10.2 13.2- 14.5 8.13- 17.7

Tab. 2.1: AbmessungenundEigenschaftenvon α-, β- undγ-Cyclodextrin (nachSzejtli 1998).

2.1.4 β-Cyclodextrinkristalle

Die β-Cyclodextrinkristalle (Steiner& Koellner1994),die ich in dieserArbeit behandle,geḧorender
RaumgruppeP21 an. Mit P21 wird ein monoklinerKristall mit einer Schraubendrehachsebezeichnet
(Bergmann& Schaefer1980).Die Röntgenkristallstrukturanalysen wurdenbei verschiedenenFeuch-
ten bei 18� C durchgef̈uhrt. Die Positionender Sauerstoffatome der Wassermolek̈ule konntendabei
vollständigbestimmtwerden.SiesindzumTeil delokalisiert,sohatz.B. dasWassermolek̈ul W52 drei
möglichePositionen,die esmit verschiedenenWahrscheinlichkeiten(Besetzungswahrscheinlichkeiten)
einnimmt.Die kristallographische AuflösungderMessungenbetr̈agt0.89Å, undderR-FaktorderVer-
feinerungliegt zwischen0.059und0.068.
In Abbildung 2.8 ist eine Aufsicht einesder Kristalle entlangder b-Achsein ball and stick Darstel-
lung gezeigt.Die Blickrichtung verläuft von dergroßenÖffnungderCyclodextrinringe zu derkleinen
Öffnung.Die Kristallachseb liegt senkrechtzur Bildebene.Die WasserstoffatomesindwegenderÜber-
sichtlichkeit in der Darstellungweggelassen.Zur Unterscheidungvon den anderenSauerstoffatomen
sinddieSauerstoffatomederWassermolek̈ule in blauerFarbeabgebildet.In grünsinddieKristallachsen
aundc, die in derBildebeneliegen,eingetragen.

2Die BezeichnungderWassermolek̈ule habeich von Steiner& Koellner1994übernommen.
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a

c

Abb. 2.8: Kristallaufbauin dervon denKristallachsena undc aufgespanntenEbene:Aufsichtauf
ein β-Cyclodextrinkristall entlangderKristallachseb. Die WasserstoffatomesindausÜbersicht-
lichkeitsgr̈undenweggelassen.Farbschema:grüneLinien: die Kristallachsen;blaueKugeln:die
Sauerstoffatomeder Wassermolek̈ule; schwarzeKugeln:Kohlenstoffatome;rote Kugeln:Sauer-
stoffatomederβ-Cyclodextrine; weißeKugeln:Wasserstoffatome;weißeStifte: Bindungenzwi-
schendenAtomen.

Esbefindensichje zwei Cyclodextrine in einerEinheitszelle,die bei einerProjektionin die von a undc
aufgespannteEbenesich leicht überschneiden.DiesebeidenCyclodextrine lassensichdurcheineDre-
hungvon 180� um die Kristallachseb ineinander̈uberf̈uhren.
Die Abbildung 2.9 zeigt eineSeitenansichtder Kristalle. Auch hier habeich für die Übersichtlichkeit
derDarstellungdieWasserstoffatomeweggelassenunddieSauerstoffatomederWassermolek̈ule in blau
eingetragen.Die Projektionin dievondenKristallachsenaundb aufgespannteEbenezeigtsehrdeutlich
dasFischgr̈atmuster, in demdieCyclodextrineangeordnetsind.DiebeidenCyclodextrineinnerhalbeiner
Einheitszelleliegendabeiumdie HälftederLängederKristallachseb schr̈agversetzẗubereinander.



20 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

b

a

Abb. 2.9: Kristallaufbauin dervondenKristallachsenaundb aufgespanntenEbene:Seitenansicht
einesβ-Cyclodextrinkristalls entlangder Kristallachsec. Die Wasserstoffatomesind ausÜber-
sichtlichkeitsgr̈undenweggelassen.Farbschemawie in Abbildung2.8.

Die geometrischenMaßederβ-Cyclodextrinkristallesindin derTabelle2.2zusammengestellt.Die Ein-
heitszellenhabendie Maße 21Å � 10Å � 15Å undeinenWinkel zwischendenKristallachsena und
c von 112� . Die Kristallachseb stehtsenkrechtauf demParallelogramm,dasvon a undc aufgespannt
wird. Die Abnahmeder Feuchteführt in denKristallabmessungenzu einerstetigenAbnahmein den
LängenderKristallachsena undb – um 2% bei Abnahmevon 100% auf 15% Feuchtebei a undum
knapp2% bei b – undeinerstetigenZunahmein derLängederKristallachsec – um 0.3% für denglei-
chenBereich–. Der Winkel β zwischendenKristallachsena undc nimmt ebensostetigvon 100% zu
15% Feuchtehin um insgesamt1 � 5� ab.

Außerdemsind in derTabelle2.2 die AnzahlenderWassermolek̈ule zu finden,die sichpro Cyclodex-
trin (CD) in denKristallenbei denverschiedenenFeuchtenbefinden.In denbeidenletztenSpaltender
Tabelleist eingetragen,mit wievielenWassermolek̈ulen ich die Computersimulationenbei vier bzw. 24
β-Cyclodextrinendurchgef̈uhrt habe,umdie jeweiligeFeuchtederkristallographischenDatenmöglichst
genauzuerreichen.
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Einheitszelle AnzahlderH2O

Feuchte a b c β H2O
β-CD 24 β-CD 4 β-CD

sym. 21.283 10.322 15.092 112.41 12.00 288 –
100% 21.283 10.322 15.092 112.41 12.26 294 49
78% 21.233 10.294 15.103 112.22 11.89 285 48
58% 21.161 10.254 15.110 111.91 11.56 275 46
42% 21.080 10.192 15.131 111.58 11.19 269 45
15% 20.857 10.158 15.140 110.94 9.35 224 37

Tab. 2.2: Maßeder Kristalleinheitszellenund Anzahl der in denRechnungenverwendetenWas-
sermolek̈ule.Kristallachsena,b undc in Å ; β: Winkel zwischenaundc; H2O/β-CD: Wassermo-
leküle pro β-Cyclodextrinmolek̈ul; in denSpalten24 β-CD, 4 β-CD: die AnzahlderWassermo-
leküle, die bei derComputersimulationmit 24 bzw. 4 β-Cyclodextrinmolek̈ulen benutztwerden.
Die in der Tabellemit sym.bezeichneteZeile gibt die theoretischeKonstellationbei exakt 12
Wassermolek̈ulenpro β-Cyclodextrinmolek̈ul an.

2.2 Wasserstoffbrücken

Wasserstoffbrückenbindungen entstehendurchanziehendeelektrostatischeKräftezwischeneinemDo-
natoratomD deskovalentenAtompaaresD – H, bei demein WasserstoffatomH anein elektronegatives
Atom D gebundenist, undeinemnicht kovalentgebundenennahenelektronegativem AkzeptoratomA.
DurcheineElektronenverschiebung vom WasserstoffatomzumDonatoratomD entstehteinzus̈atzliches
Dipolmoment,dasdie Bindungversẗarkt. Vom Charakterher wird die Bindungvon Pauling 1939als
größtenteilsionisch beschrieben,die nur zwischenelektronegativen Atomen gebildetwird. Mögliche
DonatorenundAkzeptorensindin Tabelle2.3aufgelistet.� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Donatoren

O–H

N–H� � � � ������
N–H

S–H

C–H

Akzeptoren

O=P
� � � � �

O=C
� � � � �

, O=C� � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � , O C
H
� � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � , O� � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � �CC

O=S
� � � � �
N � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � , N� � � � � � � � � � �� � � � � � � � � �� � � � � � � � � � �
S=C� � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � �

Tab. 2.3: DonatorenundAkzeptorenbei Wasserstoffbrückenbindungen (Jeffrey & Saenger1994).

In derLiteraturwird bei derDefinition von Wasserstoffbrückenbindungen zwischenstarkenundschwa-
chenBindungenunterschieden.Die Kriterien für die beidenFälle sindin derTabelle2.4aufgef̈uhrt.
Für die ExistenzeinerWasserstoffbrückenbindung dient bei Koehleret al. 1987aein Abstandskriteri-
um, bei demeineLängevon höchstens2.5Å zwischendemWasserstoff- unddemAkzeptoratomnicht
überschrittenwerdendarf.Als Winkelkriteriumwird derWinkel ��� D � H � � � A � zwischendemDonator,
demWasserstoffatom und demAkzeptorgewählt. Diesersollte größerals 135� sein,damit die Wech-
selwirkung als Wasserstoffbrücke gewertet wird. DieseEntscheidungensind beim Abstandskriterium
etwasstrengergewählt als sie in derTabellevon Jeffrey & Saenger1994angegebensind,währendim
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starke Bindungen schwacheBindungen
Bindungstyp F � H � � � F D � H � � � A, wobei

O � H � � � O A ein elektronegatives
F!"� H � � � O Atom ist
nurzwei Zentren-Bindungen zwei,drei undvier Zentren

Bindungsl̈angen H � � � A 1.2bis 1.5Å H � � � A 1.5bis 3.0Å
Bindungswinkel #�$ D � H � � � A %'& 180( #�$ D � H � � � A %'& 160(*) 20(
Bindungsenergien + 40kJmol 1 , 20kJmol 1

Tab. 2.4: Kriterien für starke oder schwacheWasserstoffbrückenbindungen (Jeffrey & Saenger
1994).

WinkelkriteriumeingrößererBereichzugelassenwird, alsausderTabellegefolgertwerdenkann.In der
vorliegendenArbeit sinddie Akzeptor- undDonatoratomediverseSauerstoffatome.
SchonfrühequantenmechanischeRechnungen(Hankinset al. 1970)anWassertrimerenzeigteneindeu-
tig, daßsequentielleWasserstoffbrücken energetischwesentlichgünstigersindalssolchemit doppelten
AkzeptorenoderdoppeltenDonatoren,wie siein Abbildung2.10gezeigtwerden.

Abb. 2.10: möglicheWasserstoffbrücken (jeweils durcheinenPfeil dargestellt):1 sequentiell,2
doppelterAkzeptor, 3 doppelterDonator.

AusdiesenSequenzenlassensichzyklischeWasserstoffbrückensysteme zusammenstellen.DieseSyste-
mewerdenje nachderRichtungderWasserstoffbrücken mit homo-,anti- undheterodrom3 beschrieben
(Saenger1979).Für dieseSysteme(sieheAbbildung2.11)kannmittelssemiempirischerquantenmecha-
nischerRechnungenabgescḧatzt werden,daßdie sequentiellenWasserstoffbrücken deshomodromen
Systemsgegen̈uberdenenderanderenbeidenSystemeenergetischfavorisiertwerden(Lesyng& Saen-
ger1981,Koehleret al. 1987c).
Die Kristallstrukturenvonβ-Cyclodextrin � 12H2O zeigeneinkomplexeresBindungsmusterfür dasWas-
serstoffbrückenbindungssystem alsdie in α-Cyclodextrinhydraten(Saengeret al. 1998,Jeffrey & Saen-
ger1994,Betzelet al. 1984).Ich betrachtedie statistischeVerteilungvon O-H GuppenundWasser, die

3αντίδρoµoς entgegenlaufend;oµóδρoµoς zusammenlaufend;έτερoς anders
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Abb. 2.11: zyklischeSystemevon Wasserstoffbrücken (A stehtfür Akzeptor- undD stehtfür Do-
natoratom):4 homodrom(sequentiell),5 antidrom(ein doppelterDonatorund ein doppelter
Akzeptor),6 heterodrom(zwei doppelteDonatorenundzweidoppelteAkzeptoren).

zu Unordnungin Wasserstoffbrückenbindungen führt.DerProtonentransfer

O 5 H 6 6 6 O 7 O 6 6 6 H 5 O (2.1)

bildet ein statistischesMittel überO-H 6 6 6 O und O 6 6 6 H-O, die ungeordnetenFlip-Flop Wasserstoff-
brückenbindungen. Die BeobachtungallerAbsẗandevomTyp Gleichung(2.1),d.h.kovalenteO-H,Was-
serstoffbrückenH 6 6 6 O,TrennungenO 6 6 6 O undWasserstoffbrückenO-H 6 6 6 O,ergibt Absẗandederbei-
denPositionenderWasserstoffatomeum1 Å herum.WegendervanderWaalsRadienvon2.4Å können
abernicht beidePositionengleichzeitigbesetztsein.Dadurchkommt eszu einemEffekt, der mit der
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Abb. 2.12: Beispiel für das
”
Umspringen“ einerWasserstoffbrücke, dieswird mit Flip-Flop be-

zeichnet.

Die Unordnungin denWasserstoffbrückenbindungenkannaufzweiArtenbeschriebenwerden.Im Falle
derKonfigurations̈anderungwerdendie O-H BindungenaufgebrochenunddasWasserstoffatomdurch
einenProtonentransferprozess entlangderO-H 6 6 6 O Bindungenverschoben.Im anderenFall, derÄnde-
rungdurchEinnahmeeineranderenKonformation,bleibtdiekovalenteBindungerhaltenunddie Ände-
rungderRichtungderWasserstoffbrückenbindung geschiehtdurchzweiRotationenvon Bindungenvon
einemDonorzu einemWasserstoffatomum die BindungdesResteszumDonor, wie sie in Abbildung
2.12 dargestelltsind; dabeidrehensich die Bindungenzum Wasserstoffatom um die Bindungdeszu-
geḧorigenSauerstoffatomszu denRestenR1 und R2. Experimentellsind beideMechanismennicht zu
unterscheiden.
Tritt dieseFormvonUnordnungin langenkooperierendenKettenoderin zyklischenSystemenvonWas-
serstoffbrückennetzwerkenauf,somußsievonBindungzuBindungfortschreitenwie einDominoeffekt.
EstretenalsonurzweistabileZusẗandeauf,daherdieBezeichnungFlip-Flop-Mechanismus(vgl. Saen-
geretal. 1982undAbbildung2.12).
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Mittels Wasserstoffbrückenbindungen, derenUnordnungdurch die obenbenanntenEffekte bestimmt
wird, könnenalsogrößereSystemeaufgebautwerden.DieseSystemestabilisieren̈uberintramolekulare
Flip-FlopsderWasserstoffbrückendieKonformationdesβ-Cyclodextrin Makromolek̈uls im Kristallver-
bundunddamitdieKristallstruktur. SiesindvomDrei-Zentren-Typ, d.h. dasWasserstoffatomliegt zwi-
schendreielektronegativenAtomenundist aneineskovalentundzudenbeidenanderenmit schwachen
Brückenbindungengebunden.TheoretischeUntersuchungenzuDrei-ZentrenMechanismenwurdenvon
Newtonet al. 1979undNewton 1983durchgef̈uhrt.
Im β-Cyclodextrin 8 11H2O habenalleanintramolekularenFlip-FlopsbeteiligtenWasserstoffatomezum
zugeḧorigenSauerstoffatomO(4) Absẗandevon 2.23Å bis 2.58Å (vgl. Jeffrey & Saenger1994).Hier
liegenunsymmetrischeDrei-Zentren-Bindungenvor:9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9:�:": :�:":: : :: : :O ; 2< O ; 3<O ; 3= < O ; 2= <

O ; 4= < O ; 4<H H

Ob Flip-Flop-Wasserstoffbrückenbindungen dynamischeoderstatischeUnordnungrepr̈asentieren,läßt
sichim temperaturabḧangigenExperimententscheiden(vgl. Jeffrey & Saenger1994,Steineretal. 1989,
Fujiwaraetal. 1983undZabeletal. 1986).

2.3 Unordnung

Mit Unordnungwird die fehlendeRegulariẗat in einemKristall oderMolekül bezeichnet.Sie entsteht
durchSchwingungenderAtomeunddurchstatischeoderanderedynamischeVerrückungen.Informatio-
nenüberdasMaßmolekularerUnordnungin einemKristall liefert die Röntgenstrukturanalyse. Dunitz
et al. 1988beschreibenperfektgeordneteKristalle als solche,in denenjedesAtom einenfestenPlatz
in einerEinheitszellehatundzwar zu jedemZeitpunkt.Davon abweichendgibt esverschiedeneArten
vonUnordnungwie periodischeSchwingungen,gemischtestatischeunddynamischeUnordnung,sowie
reinedynamischeundreinestatischeUnordnung.DabeisindBeiträgederSchwingungenderAtomezur
Unordnungexperimentellnur schwervon den übrigenUnordnungstypenzu trennen.Abbildung 2.13
zeigtaneinigenBeispielenverschiedeneModelleatomarerUnordnung.DurchRotations-undTransla-
tionsunordnungkommt eszur Kristallunordnung.Konformationsunterschiede, Bindungs-und Winkel-
schwingungenführenzuMolekülunordnung.
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Abb. 2.13: schematischeDiagrammeder potentiellenEnergie atomarerPositionen:a) perfekte
Ordnung(ein scharfesMinimum), b) statischeUnordnung(zwei odermehrerescharfeMinima),
c) gemischtstatisch-dynamischeUnordnung(zu je 45% hält sich dasmolekulareSystemin ei-
nembestimmtenMinimum auf undmit 10% Wahrscheinlichkeit dazwischen/ zwei Minima mit
niedrigerPotentialschwelle),d) dynamischeUnordnungfür die PositioneinesAtoms(ein flaches
breitesMinimum); vertikaleAchse:Energie, horizontal:Prozentzahlenbezogenauf die Position
desAtoms(nachGlusker etal. 1994).

DurchEinführungzus̈atzlicheratomarerParameter– im isotropenFall von einem,im anisotropenvon
sechs(symmetrischerTensor, sieheGleichungen(2.2)und(2.4))Parametern– kanndieAuswertungder
MessungenderElektronendichtezu einerInterpretationin Schwingungen,statischerUnordnung,dyna-
mischerUnordnungodereinerKombinationderbeidenletzterenführen.VerschiedenemolekulareKom-
ponenteneinerKristallstrukturkönnensehrunterschiedlicheatomareVerrückungsparameteraufweisen,
so daßder relative Einfluß dieserverschiedenenKomponentenauf die Beugungsbilderunterschiedlich
ist (Glusker et al. 1994).Ein Beispiel für einenβ-Cyclodextrin-Komplex mit N-acetylphenylalanine-
Methylesterliefert Abbildung 2.14 (Stezowski 1984).Hier zeigt sich, daßder Gastsẗarker ungeord-
net ist als die durchihre Wasserstoffbrücken besserstabilisierteStrukturdesWirtes.Die mit sin> θ ?

λ ra-
scherabfallendenStreuintensiẗatenderRöntgen-Diffraktionsmessungen charakterisiereneinengrößeren
VerrückungsfaktorunddamitgrößereUnordnung.

UnterderAnnahmeeinerisotropenVerteilungderFluktuationenderAtomkoordinatenbesitztderVerrük-
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Abb. 2.14: Streukurvenfür denKomplex β-Cyclodextrin (Wirt) mit Gastfür zweiunterschiedliche
Temperaturen(ausGlusker etal. 1994entnommen).

kungsfaktor denWertUiso (vgl. Fischer& Tillmanns1988,Schomaker & Marsh1983,Willis & Pryor
1975).Er berechnetsichfolgendermaßenausdenanisotropenKomponenten:

Uiso @ 1
3∑

i
∑

j

Ui jaAi aA j Bai Ba j@ 1
24π2 ∑

i
∑

j

Bi jaAi aA j Bai Ba j C (2.2)

dabeisinddieUi j undBi j dieanisotropenVerrückungsparameter, dieVektorenBai D i @ 1C 2C 3E dieKristal-
lachsenunddie aAi die zugeḧorigenreziprokenLängen(z.B. Sands1982).Die im Experimentbestimm-
tenKoeffizientenUiso sind analogGleichung(2.2) in die B-FaktorenBiso überf̈uhrbar. Die B-Faktoren
zeigenin der Regel innerhalbder verschiedenenFeuchtengeringereAbweichungenals zwischenden
AtomengleicherFeuchte.AuftretendegenerelleTrendswerdenin Zusammenhangmit derDiskussion
derSimulationsergebnissein Kapitel 5 behandelt.
Die Annahme,daßein Molekül bzw. eineatomareGruppierungsichwie ein starrerKörperim Kristall
verḧalt, führtaufeinfachemWeg zurEinführungvonAmplituden-undPhasen-Relationenzwischenden
Bewegungender einzelnenAtome.Die atomarenVerrückungsparameter(ADPs) der einzelnenAtome
in einemMolekül lassensichmit Hilfe derTensorenfür die TranslationT – Schwingungenlängseiner
Achse–,dieLibrationL – Rotationsschwingungen–,unddieSchraubungS–quadratischeKorrelationen
ausreinerLibration undreinerTranslation(Dunitz et al. 1988)–, tensoriellbeschreiben(Johnson1970
undSchomaker & Trueblood1968).Um dieseinzusehenwird für die infinitesimaleVerrückung Bu eines
AtomsausderRuhelageBr in einemstarrenMolekül angesetzt(Dunitz etal. 1988)Bu @ Bt F Bλ G Br C (2.3)

wobeidasAtom in Br um Bt transliertundum denWinkel λ @IH Bλ H um eineAchseBλ durchdenUrsprung
rotiert. Probleme,die sich durchdie Wahl einesgeeignetenBezugspunktesergeben,werdendurchdie
AnwendungdesKabsch-Algorithmus,der anschließendbehandeltwird, behoben.DasdyadischePro-
duktvon Gleichung(2.3)mit sichselbstliefert:Bu Bu @ BtBt F BtBλ G Br J Br G BλBt J Br G BλBλ G Br K
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AnschließendeZeit-Orts-MittelungüberalleVerrückungendesstarrenKörpersergibt:LNM
u
M
u OQP : U P T R ST S Mr T Mr S S T Mr S L S Mr (2.4)

mit T : P L Mt Mt OVU S : P L MλMt OWU L : P L MλMλ OYX
T undL sindsymmetrischeTensorenderStufe2, S ist ein in derRegelunsymmetrischerTensorzweiter
Stufe.Aus denADPskönnenfür die Hauptdiagonalelementevon S nur die Differenzenbestimmtwer-
den,sodaßinsgesamtzwanzigunabḧangigeTensorelemente(je sechsfür T undL undachtfür S) aus
denADPsbestimmbarsind.DasfehlendeneunteElementvon Swird in derRegeldadurchergänzt,daß
dieSummederDiagonalelementezuNull normiertwird. SverschwindetbeizentralsymmetrischenMo-
lekülen,sodaßin diesemFall dasSystemnurauszwölf Parameternbesteht.Ausführlich diskutiertsind
dieseTensorenbei Schomaker & Trueblood1968undDunitz et al. 1988,die bei derBewegungstarrer
KörperauftretendenWinkel bei Goldstein1987.Für viele Makromolek̈ule ist die Auflösbarkeit in den
ADPsdurchVerfeinerungbeschr̈ankt.In diesenFällenbestehtnundie Möglichkeit durchBestimmumg
derTensorenT, L undS für

”
starre“ Teilgruppenin denMakromolek̈ulen4 durchReduzierungdesRau-

schensin denFourierdarstellungenzu weiterenPositionsaufkl̈arungenzu gelangen(Dunitz et al. 1988).
EinesolcheUntersuchungeinesOligonucleotidsführtebei Holbrooket al. 1985zur Aufkl ärungvon 15
zus̈atzlichenWasserpositionengeringerBesetzungswahrscheinlichkeiten.

Abb. 2.15: SkizzezumModell vonDunitzandWhite1985:DasAtom C rotiertdurchLibrationum
die BindungA-B mit demBindungsachsenvektor

M
a in Richtung

M
Ω, esgilt

M
n P Mm S Ma undR P[Z Mn Z

(entnommenDunitz andWhite1985).

DasModell einesstarrenKörpersist eineApproximation,diedieEffektederinternenmolekularenBewe-
gungenaufdieADPsnochnichtber̈ucksichtigtwie z.B. Torsionsschwingungen.EineBerücksichtigung
dieserEffekteerfordertein Modell für nicht starreKörper(vgl. He andCraven1985,Dunitz andWhite
1985,Hirshfeld1976).Für einennichtstarrenKörpersetzenDunitzet al. 1988anMu P Mt R Mλ S Mr R MΦ S]\ Mr T MŝP Mt T MΦ S Ms R \ Mλ R MΦ ^ S Mr U (2.5)

wobei
M
Φ jetzt die Schwingungendernicht starrenAtomgruppenum denstarrenHauptk̈orperrepr̈asen-

tiert und
M
s einenVektor vom Ursprungzu einembeliebigenPunkt auf der Achsevon

M
Φ angibt.Die

4mit einemsogenannten“ segmentedrigid bodymodelof thermalmotion“
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ImplikationendiesesAnsatzessind bei Dunitz et al. 1988diskutiert.Ein Beispieldafür ist im Modell
von DunitzandWhite1985gegeben(sieheAbbildung2.15)mit _s `a_a und _Φ ` _Ω.
DergemesseneisotropeVerrückungsparameterUExp b c k d für dask-teAtom entsprichẗuberdieGleichung

rmsftotal c k de`gf 3UExp b c k d (2.6)

den
”
root meansquare“ (rms)-Fluktuationen rmsftotal c k d für dasAtom k, die ausMD-Simulationsdaten

durch

rmsftotal c k d'`ih j msftotal k Ensb l Zeit m 12 `on 1
NCDNt

NCD

∑
i p 1 Nt

∑
t p 1 c _r i

k c t d qajr_r i
k k Zeit d 2 s 1

2

(2.7)

bestimmtwerden.Dabeibedeuten:NCD die Anzahl der Cyclodextrine, Nt die Anzahl der Zeitschritte;
undessind _r i

k c t d die Koordinatendesk-ten Atomsdesi-ten β-Cyclodextrinmolek̈uls zumZeitpunktt,jt_r i
k k die überdie Zeit gemitteltenKoordinatendiesesAtoms.Der Schwerpunktdesjeweiligen Sy-

stemswird zur Berechnungder Fluktuationenim UrsprungdesKoordinatensystemsfestgehalten.Die
statischeUnordnungim Kristall, die durcheinemittelsTranslationoderRotationvon derKristallsym-
metrieabweichendeAnordnungderβ-Cyclodextrine beiderSimulationeingenommenwird, kanndurch
die Berechnung̈uber

rmsfmol c kd'`ih j msfmol k Ensb l Zeit m 12 `on 1
NCDNt

NCD

∑
i p 1 Nt

∑
t p 1 c _d i

k c t d qaj _dk k Ensb l Zeit d 2 s 1
2

(2.8)

unterdr̈ucktwerden.DabeiwerdendieVektorenj _dk k und _d i
k c t d durchTransformationderentsprechen-

denVektoren jt_r i
k k und _r i

k c t d nachdembestenFit mit demKabsch-Algorithmus(Kabsch1976)auf
die Kristallstrukturdesentsprechendenβ-Cyclodextrinmolek̈uls erhalten.Bei diesemVerfahrenwerden
zwei Strukturenübereinandergelegt, um die rms-Abweichungenzu minimieren.Dabeiwird zun̈achst
derSchwerpunktderMoleküls i zur Zeit t mit demVektor _t i c t d auf denSchwerpunktdesMoleküls der
Kristallstrukturverschoben.Anschließendwird eineDrehmatrixD sobestimmt,daßdieSummederrms-
Abweichungenaller sich entsprechenderAtompaaremit derDrehoperationminimal wird. Auf diesem
Weg wird die Kristallunordnungbestehendin TranslationundReorientierungderMoleküle, die in den_r i
k c t d enthaltenist, durch _r i

k c t de` _t i c t dvu Di c t d _d i
k c t d (2.9)

wegtransformiert,wobeiDi c t d dieabschließendeDrehmatrixdesKabsch-Algorithmusdarstellt.Mit die-
senrms-Fluktuationenrmsfmol wird der molekulareAnteil der Fluktuationenin denKoordinatender
Atomebeschrieben.DerreinzeitlicheAnteil dermolekularenrms-FluktuationenohnedieFluktuationen
in derUnordnungderKristallstrukturdurchRotationundTranslationoderdurchKonformationsunter-
schiedezwischendeneinzelnenβ-Cyclodextrinmolek̈ulenwird mit

rmsfZeit c k d*` h j msfZeit k Zeit m 12 Ensb ` 1
NCD

NCD

∑
i p 1 n 1

Nt

Nt

∑
t p 1 c _d i

k c t d qaj _d i
k k Zeit d 2 s 1

2

(2.10)

beschrieben.Dasbedeutet,eswerdennur die rms-FluktuationeneinesjedenAtomsbestimmtunddann
wird überdie äquivalentenAtomederverschiedenenβ-Cyclodextrinmolek̈ule gemittelt.Der translatori-
scheAnteil rmsftrans andenrms-Fluktuationenist für alle Atomeeinesβ-Cyclodextrinmolek̈uls gleich
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undwird durch

rmsftrans wix y msftrans z Ens{ | Zeit } 12 wo~ 1
NCDNt

NCD

∑
i � 1 Nt

∑
t � 1 � �t i � t � � y �t i z � 2� 1

2

(2.11)

bestimmt.Die Vektoren�t i � t � sinddieTranslationsvektorendesi-ten β-Cyclodextrinmolek̈uls zumZeit-
punktt ausderGleichung(2.9).Mit

rmsfrot � k � wix y msfrot z Ens{ | Zeit } 12 w ~ 1
NCDNt

NCD

∑
i � 1 Nt

∑
t � 1 � �u i

k � t � � y �u i
k z � 2� 1

2

(2.12)

wird derrotatorischeAnteil derrms-Fluktuationenbeschrieben.DabeientsprechendieVektoren�u i
k � t � wDi � t � �vk und y �u i

k z denVektorenderAtomederKristallstruktur �vk nachdembestenFit mit demKabsch-
Algorithmus(Kabsch1976)aufdieSimulationsdaten.
Für die Temperaturabḧangigkeit deratomarenVerschiebungenwird bei Frauenfelderet al. 1979 ange-
geben: y x2 z�w const.Tα � α z 0 � (2.13)

wobeiα auseinergraphischenAuftragungvon log y x2 z gegenlogT zubestimmenist5. Vorausgesetzt
sindIsotropieundGaußverteilung,sodaßfür die Gesamtverrückungy x2 z�w�y x2

cv z��iy x2
ld z (2.14)

angesetztwerdenkann, wobei y x2
cv zQw : y x2

c z[��y x2
v z die Anteile ausKonformation(Index c)

undSchwingungsunordnung(Index v) zusammenfaßtund y x2
ld zQw : y x2

d za�iy x2
l z die Anteile aus

Diffusion(Index d) undGitterunordnung(Index l). Dabeientsprichty x2 z demrmsftotal , y x2
cv z dem

rmsfmol und y x2
v z demrmsfZeit ; rmsftrans und rmsfmol beschreibenAnteile von y x2

ld z . Für Atome
in einemexaktenKristallgitterverschwindetderdiffusive Anteil zusammenmit derGitterunordnung,so
daß y x2 zQw�y x2

cv z übrig bleibt,worausdannfür die einzelnenKomponenten

α w : α0 log � � ξ2 y x2
cv z � (2.15)

durchAuftragenvon log y x2
cv z gegenlogT bestimmtwird. Für α ergibt sich(Frauenfelderetal. 1979)

ein Mittelwert von zwei, im Einzelnenliegt α fastimmeruntervier undseltentritt derWert α w 1, der
für ein harmonischesPotentialcharakteristischist, auf.
ThermischeBewegungundUnordnungsindzwei wesentlicheFaktoren,die exakteAbstands-undWin-
kelmessungenerschweren.Die Winkelschwingung(Libration) verkürzt scheinbardie Bindungsl̈angen
(vgl. Abbildung2.16).Esgilt für die Verkürzung∆d derBindungsl̈anged

∆d w d � dcosω � dω2

2
(2.16)

bei einermittlerenWinkelschwingungω (vgl. Glusker etal. 1994,Cruickshank1956a-d).
Ein weitererEffekt der thermischenBewegungkannbei der BindungeinesleichtenAtoms mit einem
wesentlichschwererenAtom auftreten.So kanneszu BewegungendesleichtenAtoms kommen,die
einemReiterauf einemPferdähneln,d.h.dasleichteAtom führt die BewegungdesschwererenAtoms
ausundzeigtnochzus̈atzlicheSchwingungen(Johnson1970,Busing& Levy 1964).

5α � 1 stehtfür einharmonischesPotential.
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Abb. 2.16: DurchLibration hervorgerufenescheinbareBindungsl̈angenverkürzung: (a) dasAtom
schwingt,aberdieBindungsl̈angebleibt gleich,(b) dasAtom führtWinkelschwingungenaus(Li-
bration),(c) die Elektronendichtewird alsEllipsoid interpretiert,(d) im äquivalentenEllipsoid ist
die Hauptachseverschoben.� gibt die scheinbareBindungsl̈angenverkürzung an (entnommen
Glusker etal. 1994).

2.4 Molekulardynamik

2.4.1 Energiefunktion

Bei derMolekulardynamikwerdendie NewtonschenBewegungsgleichungenfür alle AtomeN desSy-
stemsgel̈ost:

d2 �r i � t �
dt2 � m� 1i

�
Fi , i � 1 � � � � N (2.17)

mi ist die Masseund �r i derOrtsvektordesi-ten Atoms(McCammon& Harvey 1989).Die Kraft
�
Fi , die

aufdasi-te Atom wirkt, ergibt sichausdemGradientenderEnergiefunktionE desgesamtenSystems:�
Fi ��� ∂E � �r i � � � � � �rN �

∂ �r i
. (2.18)

WerdenbeiSimulationendieNewtonschenBewegungsgleichungenintegriert,soführtdieszueinemmi-
krokanonischenEnsemblevonZusẗanden,d.h. im thermodynamischenEnsemblebleibendieextensiven
GrößenVolumen,TeilchenzahlundinnereEnergiekonstant.Mit MD-Methodenist esdurchErweiterung
derBewegungsgleichungenmöglich,kanonischeZusẗandezuerzeugenundzwardurchEinführungeiner
Zufallskraft

�
Ri � t � , die demSystemEnergie zuführt,undeinemzurGeschwindigkeit proportionalenDis-

sipationstermmit einerReibungskonstantenβ. Dadurchläßtsichdie NewtonscheBewegungsgleichung
(2.17)zu einerLangevin Gleichungerweitern:

d2 �r i � t �
dt2 � m� 1i � �Fi � �Ri � t � � � β

d �r i

dt
, i � 1� � � �N � (2.19)

wobeidie ZufallskrafteinerGaußverteilunggen̈ugt,d.h. esgilt:� �
Ri � t ��� � 0 �

undim einfachstenFall zeitlicherundräumlicherUnkorreliertheitgilt:� �
Ri � t � �Rj � t � ��� � 6miβkBTδ � t � t � � δi j �
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mit derBoltzmannKonstantenkB, derDiracschenDeltafunktionδ � t   t ¡ ¢ und demKronecker Symbol
δi j . Die Reibungskonstanteβ beschreibtdie Stoßfrequenzmit Atomen,die nicht explizit im Systembe-
handeltwerdenund beispielsweiseeinestrukturloseFlüssigkeit darstellen,die als Wärmebadmit der
TemperaturT dient (Loncharichet al. 1992).Die Zufalls- unddie Reibungskraftin derLangevin Glei-
chunggarantierenwährendder Simulationeine im Mittel konstanteTemperatur. Zu beachtenist, daß
einehoheReibungskonstanteβ, d.h. einegroßeKollisionsfrequenz,die Relaxationsprozessewie z.B.
die EinstellungdesGleichgewichtsdesSystemsverlangsamenkönnen(Blumhagenet al. 1995).
Die Energiefunktionin Gleichung(2.18)setztsichausmehrerenTermenfür diebindendenundnichtbin-
dendenWechselwirkungendereinzelnenAtomezusammen.Die verschiedenenProgrammefür Moleku-
lardynamikunterscheidensichdabeisowohl in denbenutztenFunktionenfür dieverschiedenenEnergie-
termealsauchin denWechselwirkungsparametern (Bookset al. 1983,Weinert& Kollmann1981,van
Gunsterenet al. 1970,Allinger 1977undAllinger et al. 1989).EinetypischeEnergiefunktionsetztsich
alsoausbindendenundnichtbindendenEnergietermenzusammen,dasbedeutet:

E £ Ebond ¤ Enonbond

mit

Ebond £ Eb ¤ Eϑ ¤ Eϕ ¤ Eω

und

Enonbond £ Ecoul ¤ EvdW .

Die Bindungsstreckenergie Eb, Bindungswinkelenergie Eϑ undExtraplanarwinkelenergie Eω werdenals
harmonischeOszillatorenbehandelt.Ein weitererTeil der bindendenWechselwirkungen ist die Tor-
sionsenergie Eϕ. In

Ebond £ ∑
b

1
2

kb � rb   r0 ¢ 2 ¤ ∑
ϑ

1
2

kϑ � ϑ   ϑ0 ¢ 2¤ ∑
ϕ

kϕ � 1   cos� nϕ   δ ¢ ¢ ¤ ∑
ω

1
2

kω � ω   ω0 ¢ 2 (2.20)

beschreibendie beidenerstenTermedie Bindungsstreck-bzw. Bindungswinkelenergie um eineGleich-
gewichtslagein einerharmonischenNäherungunddervierteTermentsprechenddie Extraplanarwinkel-
energie.Derdritte Termstellt die Torsionswinkelenergie dar. Esbedeutendarin:

r0 GleichgewichtsabstandderkovalentgebundenenAtome
ϑ0 Gleichgewichtswinkel derBindungswinkelschwingung
ϕ Diederwinkel (mit derPeriodiziẗat n undderPhaseδ)
ω0 Extraplanarwinkel
δ Phase
n Periodiziẗat

DernichtbindendeAnteil derEnergiesetztsichausderelektrostatischenunddervan-der-Waals-Energie
zusammen.

Enonbond £ ∑
i ¥ j

Ei j � r ¢£ ∑
i ¥ j

1
4πε

qiq j

r i j
¤ 4∑

i ¥ j

εi j ¦v§ σi j

r i j ¨ 12   § σi j

r i j ¨ 6©
(2.21)



32 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Für die van-der-Waals-Wechselwirkung wird dasLennard-Jones-(12,6)-Potential verwendet,daseinen
mit r ª 6i j verlaufendenAnziehungstermsowie einenAbstoßungstermderForm r ª 12

i j entḧalt. εi j beschreibt

die Tiefe desPotentialtopfes,σi j definiert überρi j « 2ª 1¬ 6σi j die Summeder van-der-Waals-Radien.
Diesist derAbstandderbeteiligtenAtome i und j, für denEvdW verschwindet.
Die Anzahl der bindendenEnergietermewird durchdenchemischenAufbau der Moleküle bestimmt
undsteigtlinearmit derAnzahlderAtome.Die AnzahldernichtbindendenWechselwirkungenist iden-
tischmit derAnzahlallerAtompaareim System.Bei einemSystemmit periodischenRandbedingungen
wärensomitunendlichviele Energietermezu berechnen.Da sowohl dasCoulombpotentialalsauchdas
Lennard-Jones-Potentialbei größerwerdendemAbstandder Atome verschwinden,läßt sich die An-
zahlderEnergietermebegrenzen,indemdie langreichweitigenWechselwirkungenbei derBerechnung
der nichtbindendenEnergietermevernachl̈assigtwerden.Der Fehler, der dadurchentsteht,ist eineder
größtenUnzul̈anglichkeitenkonventionellerMD-Methoden(Warshel& Russel1984).
Die RealisierungdiesesAbschneidensderEnergiefunktionfür großeAtompaarabständegeschiehtdurch
HerunterfahrenderentsprechendenEnergietermeauf denWert Null innerhalbeinesAbstandsbereiches
von typischerweise1.5Å mit einerstetigdifferenzierbarenFunktion fSWITCH ­ r ® , d.h.

ESWITCH
i j ­ r ® « Ei j ­ r ®°¯ fSWITCH ­ r ®

mit

fSWITCH ­ r ® «²±³³´ ³³µ
1 : r ¶ ron­ rof f · r ® 2 ­ rof f ¸ 2r · 3ron ®­ rof f · ron ® 3 : ron ¹ r ¶ rof f

0 : r º rof f » (2.22)

Damit werdenUnstetigkeiten in denEnergien und Kräftenvermieden,die auftretenkönnen,wennein
Atom in denWechselwirkungsbereich einesanderenAtoms gelangtoderdiesenBereichverläßt.Die
Anzahl der nichtbindendenWechselwirkungenhängt so von demAbschneideradiusab und steigtbei
sehrgroßenSystemennur nochlinear mit der Anzahl der Atome im System.Zur Bestimmungdieser
Wechselwirkungspartnerwerdendie Absẗandealler möglichenAtompaareim Systemberechnet.Diese
Anzahlwächstnachwie vor quadratischmit derAnzahlderAtome.Zur ReduktionderRechenzeit,die
zur BestimmungallerAbsẗandemöglicherWechselwirkungspartner ben̈otigt wird, könnenzwei Metho-
deneingesetztwerden:dasAufstelleneinerVerletliste(Verlet1967)odereineEinteilungderAtomedes
molekularenSystemsin eineZellenliste(Quentrec& Brot 1975undHockney & Eastwood1981).

2.4.2 Verletliste

Bei dieserMethodewerdenListen aufgestellt,in denenfür jedesAtom die Atome stehen,die inner-
halbdesmaximalenAbstandsrof f liegenundsomitWechselwirkungspartner sind.Um nicht für jeden
ZeitschrittdieseListeaufstellenzumüssen,enthaltendieseAtompaarlistenzus̈atzlicheinReservoir von
Atomen,derenAbstandzum Referenzatomnur um die Differenz ∆rres « rof f ¼ res · rof f außerhalb
desAbschneideradiusrof f liegt (sieheAbbildung 2.17). Durch dieseListe einschließlichdesReser-
voirs müssennicht nachjedemDynamikschrittfür die nächsteEnergieberechnungsämtlicheAtompaar-
absẗandeneuberechnetwerden,sondernnurdieAbsẗandederAtompaarein derListe.Diesreduziertdie
Rechenzeiterheblich,soist z.B. dieben̈otigteZeit für dieEnergieberechnungundeinenDynamikschritt
schonbei einemSystemmit 904Wassermolek̈ulen mit periodischenRandbedingungenundeinemRa-
dius rof f « 9Å um denFaktorzwei kleiner, wenndie Liste nur für jedenviertenSchrittneuaufgestellt
wird.
Abbildung 2.17 zeigt ein zweidimensionalesSystemmit mehrerenAtomen,die mit kleinen Kreisen
eingezeichnetsind. Der gestrichelteKreis mit dem Radiusrof f umschließtden Bereich,in dem die
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Abb. 2.17: Skizzezur VerletlisteeineszweidimensionalenSystemsvon Atomen (Kreise); aus-
gefüllt ist dasReferenzatom,zu demdie Verletliste(Abschneideradiusrof f gestrichelterKreis)
aufgestelltist. Der starkausgezogeneKreis umschließtdie Atome der Verletlisteeinschließlich
desReservoirs alsPufferzonemit demRadiusrof f À res.

WechselwirkungspartnerdesReferenzatomsmit demausgef̈ullten Kreis liegen.Der starkausgezogene
Kreis umschließtzus̈atzlichdasReservoir, dasalsPuffer ben̈otigt wird.
Bei derBestimmungderGrößedesReservoirs unddesZeitabstandeszwischendemErneuernderVer-
letliste ist zu beachten,daßkein AbstandeinesAtoms außerhalbdesReservoirs denRadiusrof f zum
Atom innerhalbdiesesZeitraumesunterschreitendarf.
Wird der Zeitabstand,für den eine Erneuerungder Verletlisteerfolgt, vergrößert, so wird auch ein
größeresReservoir ben̈otigt, dasmehrAtompaareentḧalt, derenWechselwirkungsenergienschließlich
nicht bestimmtwerden.Es wird dementsprechendmehr Speicherplatzbelegt. Die Liste entḧalt dem-
nachzus̈atzlicheAtompaare,dienichtzurEnergieberechnungben̈otigt werden,vondenenabertrotzdem
zun̈achstAbsẗandeberechnetwerden,daerstbestimmtwerdenmuß,daßderAbstandgrößeralsderAb-
schneideradiusrof f ist. Auch dieserVorgangkostetschonRechenzeit.Wird dagegendasReservoir zu
klein gewählt, so ist einehäufigeErneuerungderListennotwendig,d.h. auchhier ist einehöhereRe-
chenzeitwegendeshäufigenErneuernsderListenerforderlich,diebeigroßenSystemenstarkanẅachst,
dadieRechenzeitfür dasAufstellenderListequadratischmit derAnzahlderAtomewächst.
Dafür jedesAtom eineeigeneListenotwendigist,wird beidiesemVerfahrenviel Speicherplatzben̈otigt.
Sowerdenbeieinemrelativ kleinenSystemmit 904Wassermolek̈ulenundeinemAbschneideradiusvon
8.0Å schon13MB ben̈otigt undderSpeicherplatzsteigtmit demAbschneideradiusunddemReservoir.

2.4.3 Zellenliste

Für dieseMethodewird dasSystemin gleichgroßeZelleneingeteiltundeinmalzumBeginn derRech-
nungbestimmt,welcheZellenin jederkartesischenRichtungim BereichdesRadiusrof f für die Atome
einerZelle liegen.
In Abbildung 2.18 ist mit gepunktetenLinien einemöglicheZelleneinteilungdesgleichenmolekula-
ren Systemsvon Abbildung 2.17dargestellt.Der starkdurchgezogeneGraphumschließtdie Wechsel-
wirkungszellenbei demgleichenRadiusrof f , die zu der Zelle geḧoren,in der sich dasReferenzatom
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Abb. 2.18: Skizzezur Zellenliste:Im Unterschiedzu Abbildung 2.17 ist hier schwarz punktiert
einemöglicheZelleinteilungeingezeichnet;mit durchgezogenerLinie eingefaßt ist dasZellen-
ensemble,dasbeigleichemRadiusrof f – wie beiderVerlet-Liste– alleZellenentḧalt, die für das
Referenzatom(gefüllter schwarzerKreis)mit seinerReferenzzelle(gestrichelteLinie) notwendig
sind– übrigeSymbolikwie in Abbildung2.17.

befindet.
NachjederZeitpropagationwerdendieAtomedenZellenzugeordnetunddanndieAtompaarebestimmt,
die sich ausder bekanntenZellenstrukturergeben.Die günstigsteZelleneinteilungergibt sich bei un-
gef̈ahreinemAtom proZelle,dasoausderbekanntenZellenstrukturdirektdieWechselwirkungspartner
bestimmtwerdenkönnen.Da der Rechenzeitaufwand für die Erzeugungder Zellenlistelinear mit der
AnzahlderAtomeim Systemansteigt,weil zu diesemZweck jedesAtom nur einmalangefaßtwerden
muß,um eseinerZelle zuzuordnen,nimmt auchdie Rechenzeitnur linear mit derGrößedesSystems
zu.
Der SpeicherplatzbedarfdieserMethodeist wesentlichgeringer, danicht für jedesAtom eineListe ge-
haltenwerdenmuß,sondernnurdieDifferenzindizesderZellenpaarebez̈uglicheinerReferenzzelle.Die
Rechenzeitergibt sich ausder Zellengr̈oße.Bei zu großenZellen werdenzuvieleAtompaarezusam-
mengestellt,derenWechselwirkungsenergien schließlichabernicht ben̈otigt werden.Wird dasSystem
dagegenin zuvieleZelleneingeteilt,soerḧohtsichderAufwandmit denDifferenzindizes,undeskönnen
leereZellenauftreten,die dieben̈otigteRechenzeitunddenben̈otigtenSpeicherplatzerḧohen.

2.5 Diffusion

2.5.1 Diffusionskonstante

DasFickscheGesetzbeschreibtdie Diffusion von Teilchenin einemruhendenMedium.Es drückt die
Proportionaliẗat desGradientenderKonzentrationzumdiffusivenFlußaus:

q Ä�Å D
∂C
∂n Æ (2.23)

wobei C die Konzentrationder diffusiven Substanzund q der diffusive Fluß ist, d.h. die Mengeder
Substanz,die durcheineEinheitsfl̈achein einerZeiteinheithindurchtritt.D heißtDiffusionskoeffizient.
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In Flüssigkeiten und Gasenwird dieseBewegung von der Eigenbewegung desMediumsüberlagert.
Gleichung(2.23) ist von der gleichenForm wie dasGesetzüber die Wärmeleitung.Genauwie bei
der Wärmeleitungergibt sich hierausdurch Integration von (2.23) über Volumenund Zeit und unter
AusnutzungdesGaußschenIntegralsatzes(Carslaw & Jaeger 1946 und Koshlyakov et al. 1964) die
Kontinuiẗatsgleichung

∂C
∂t Ç ∂

∂x È D∂C
∂x ÉvÊ ∂

∂y È D∂C
∂y ÉvÊ ∂

∂z È D∂C
∂z ÉvÊ F È xË yË zÉÇ ∇ Ì È D∇C É�Ê F È xË yË zÉ Ë (2.24)

wobeiF(x,y,z) für Quelltermebei chemischenReaktionensteht.Im Fall, daßdie DiffusionskonstanteD
ortsunabḧangigist undQuellenfreiheitvorliegt, folgt

∂C
∂t Ç D∇2C (2.25)

Für die Diffusionskonstantegilt dieEinsteinrelation(Gardiner1985)

D Ç�ÍÏÎÑÐr 2 Ò
6∆t

(2.26)

mit ÎÑÐr Ç Ðr È t Ê Î t É°Ó Ðr È t É .
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Abb. 2.19: Skizzezur DiffusiondurcheineKugelvom Radiusa in einemGesamtsystemmit Ku-
gelradiusb.

Um eineortsabḧangigeDiffusionskonstantein einemkleinenGebietzu bestimmen,ist die Einsteinre-
lation ungeeignet.Deshalbist essinnvoll, die Diffusion von WasserauseinerKugel vom Radiusa in
ein Gesamtsystemz.B. einerKugel vom Radiusb zu betrachten(vgl. Abbildung 2.19). Im Fall einer
homogenenKugel,d.h. bei Richtungsunabḧangigkeit, gilt

∂C
∂t Ç D

∂2C
∂r2 Ê 2

r
∂C
∂r

(2.27)

undandenreflektierendenRändernfür AbgeschlossenheitdesGesamtsystems

∂C
∂r ÕÕÕÕ r Ö b Ç 0 × (2.28)

Mit v : Ç C Ì r läßtsichdie radialeDiffusionsgleichungwie folgt umformen:

∂v
∂t Ç D

∂2v
∂r2 (2.29)

∂v
∂r Ó v

b ÕÕÕÕ r Ö b Ç 0 (2.30)
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Esgilt dieAnfangsbedingung

v Ø t Ù 0 Ú rc0 Û r Ü Ý (2.31)

wobeic0 Û r Ü Ú C Ø t Ù 0 die Anfangskonzentration ist. Bei BenutzungderFouriermethodeergebensichdie
partikul̈areLösungenvon (2.29)in derForm

v Ú�Þ Deß λ2Dt sinλr Ý (2.32)

unddie Randbedingungenergeben

λbcosλb à sinλb Ú 0 á (2.33)

-8

-4

0

4

8

0 pi 2pi 3pi

tan(x)
x

Abb. 2.20: Positive Schnittpunktevon y Ú tanµ mit y Ú µ (abz̈ahlbarunendlichviele), je einerpro
Intervall Û 0Ý π2 Ü , Û π Ý 3π

2 Ü , â â â . Für n ã ∞ strebendie Schnittpunktegegen Û 2n ä 1Ü π2 (die negativen
Schnittpunkte(x¡0, y¡0) entsprechendenobigendemBetragenach).

Mit λb Ú µ erhalteich die Lösungvon (2.33) durchdie Schnittpunktevon y Ú tanµ mit y Ú µ (siehe
Abbildung2.20).Ich bezeichnedie positiven Lösungenmit µn, danngilt für die EigenwertederRand-
wertaufgabe(2.29) ã (2.31)

λ2
n ÚgÛ µn

b
Ü 2 (2.34)

undfür die Eigenfunktionen

ωn Û r Ü Ú sin
µnr
b

(2.35)

für n = 1,2, á á á ; somitbilde ich jetzt

v Û r Ý t Ü Ú a0exp Û à µ2
0

b2 Dt Ü"ä ∞

∑
nÙ 1anexp Û à µ2

n

b2 Dt Ü sin
µnr
b

(2.36)
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mit µ0 å 0. Die Anfangsbedingung(2.31)liefert

rc0 æ r ç å a0 è ∞

∑
né 1an sin

µnr
b ê (2.37)

WegenderOrthogonaliẗat derEigenfunktionengiltë b

0
sin

µnr
b

sin
µkr
b

dr å²ìí î 0 für k ïå n

b
2

µ2
n

1 è µ2
n

für k å n ê (2.38)

Also folgt für die Koeffizientenmit positivenIndizes

an å 2
b

ë b

0
rc0 æ r ç sin

µnr
b

dr (2.39)

undsomit für die LösungdergestelltenAufgabederDiffusiondurcheineKugelvom Radiusa (dieser
Kugelradiusgehtin dieAnfangsbedingungc0 æ r ç ein)

C æ r ð t ç å 2
br

∞

∑
né 1 1 è µ2

n

µ2
n

exp æ ñ µ2
n

b2 Dt ç sin
µnr
b

ë b

0
r ò c0 æ r ò ç sin

µnr ò
b

dr òè 3
b3

ë b

0
r ò 2c0 æ r ò ç dr ò ê (2.40)

In demzeitunabḧangigenSummandengilt für die Anfangsverteilung

c0 æ r ç å ìóóí óóî
3
b3 für 0 ô r ô a

0 für a õ r ô b
(2.41)

mit ö b
0 r ò 2c0 æ r ò ç dr ò å 1 . Auf dasErgebnis(2.40)wird bei derAuswertungderSimulationsergebnissein

Abschnitt5.7zurückgegriffen.
Bei der Aufstellungvon Gleichung(2.27)wird Richtungsunabḧangigkeit vorausgesetzt.Auch im Fall
vonAnisotropiekannfür diedementsprechendeGleichungeinewennauchaufwendigesodochdarstell-
bareLösungin KugelfunktionenunterZuhilfenahmeder Nullstellenvon Besselfunktionenangegeben
werden(Koshlyakov et al. 1964). Ihre Behandlungsprengtden RahmendieserArbeit. Die Diffusi-
onskonstanteist dabeidurcheinenTensorDi jk dargestellt,von demdie Lösungfür die Konzentration
C æ r ð ϕ ð λ ç abḧangt.Aus dieserLösungist derTensorderDiffusionskonstantendanndurchInvertierung
iterativ zu bestimmen.

2.5.2 Richtungsmaxima

Zur AuswertungmeinerErgebnisse,d.h. der BestimmungeinerHauptrichtungfür die Diffusion von
Wassermolek̈ulendurchdasKristallgitter, ben̈otigeich eineEinteilungderKugeloberfl̈achein möglichst
gleichekleine Teilflächen.JederDurchtritt einesWassermolek̈uls durcheineTeilflächeder Kugel um
einenReferenzpunktführtzudenKoordinatenϕ undλ, die ich alsvomKoordinatenursprung(Kugelmit-
telpunktundReferenzpunkt)ausgehendeStrahlenmit denKoordinatenϕ (Breitenkreis)undλ (Längen-
kreis) interpretiere.Um nun die Hauptrichtungzu bestimmen,ben̈otige ich einenmöglichstschnellen
Algorithmus,derentscheidet,welcheTeilflächederKugelvon einemsolchenStrahlmit denKoordina-
tenϕ undλ getroffenwird. SomitmüssendieTeilflächenderKugeloberfl̈achefolgendenAnforderungen
(A1) - (A6) gen̈ugen:



38 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN÷ Sie sollen in ihrer Form möglichst richtungsunabḧangig sein, d.h. es sollen gleichseitigeund
gleichwinklige(alsoregelmäßige)Vielecke sein(A1).÷ Siesollennahezuflächengleichsein(A2).÷ Die Einteilungsoll hinreichendfein sein(A3).÷ Fernersollenbzgl. desKugelmittelpunkteseinandergegen̈uberliegendeFlächenfür ein Auswer-
teprogrammleicht identifizierbarsein(A4).÷ Strahlen,die vom KugelzentrumausgehendverschiedeneTeilfächendurchstoßen,sollenunter-
scheidbarsein,d.h. dieEntscheidung,in welcheTeilflächeeinStrahlfällt, mußeinfachsein(A5).÷ Die mittlere PositioninnerhalbeinerTeilflächewird als Richtungsmittelwert aller in dieseTeil-
flächefallendenStrahlenbestimmt.Falls dieserMittelwert weit vom SchwerpunktderTeilfläche
entferntliegt - z.B. naheeinemEckpunkt-, benutzeich die MittelwertederangrenzendenNach-
barteilfl̈achenfür eineggf. notwendigegewichteteMittelung.Also ben̈otigeich zujederTeilfläche
aucheineListederNachbarteilfl̈achen(A6).

Da in jedemkonvexenPolyederdie Summealler Kantenwinkel einerEcke kleinerals360ø ist, kannes
nur fünf regelmäßigeKörper, d.h. solchedie nurdurchgleicheFlächenbegrenztsind,gebenundzwar:÷ Bei BegrenzungdurchgleichseitigeDreiecke (d.h. Kantenwinkel je 60ø ) kanneineEcke nur aus

drei(Tetraeder, vierFlächen),vier (Oktaeder, achtFlächen)oderfünf (Ikosaeder, zwanzigFlächen)
Seitenfl̈achengebildetwerden.÷ WerdennurQuadratealsBegrenzungsfl̈achenverwendet(d.h.Kantenwinkel je 90ø ), soergibt sich
alseinzigeLösungeinWürfel (sechsFlächen).÷ Die VerwendungregelmäßigerFünfecke (Pentagon,Kantenwinkel je 108ø ) für die Begrenzungs-
flächenergibt alsalleinigeLösungeinDodekaeder(zwölf Flächen).÷ Begrenzungdurchregelmäßigen-Ecke mit n größergleich sechswidersprechender Forderung,
daßfür die Summealler Kantenwinkel einerEckederWinkel kleiner360ø seinmuß.

In Abbildung2.21sindalle möglichenregulärenPolyederdargestellt.Die beidenkugel̈ahnlichstensind
DodekaederundIkosaederin derunterenReihederAbbildung2.21(zur Berechnungihrer elementaren
Grundgr̈oßensieheTabelle2.5). Ich entscheidemich für die Projektion6 desIkosaedersauf die ihn
umschreibendeKugel,dasichdie dabeientstehendenspḧarischenDreiecke – wie in Abbildung2.22zu
sehen– nochmalsin Dreiecke unterteilenlassen,und zwar je vier pro Ikosaederfl̈ache(dicke Linien:
Ikosaederdreiecke aufderKugel;dünnereLinien: UnterteilungderIkosaederkugeldreiecksflächen).

6EineProjektionheißthier: durchdie EckendesIkosaederswerdenGroßkreisegelegt, derenKreissegmentezwischenden
EckendanndieKugeldreiecke bilden.
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Tetraeder Würfel Oktaeder

Dodekaeder Ikosaeder

Abb. 2.21: regulärePolyeder

Dodekaeder Ikosaeder

Oberfl̈acheO 3a2 ù 5 ú 5 û 2ü 5ý 5a2 ü 3

VolumenV 4Fr þ a3

4 ú 15 û 7ü 5ý 5
12a3 ú 3 û ü 5ýþ 10a3

3 cos236ÿ
UmkugelradiusR a

4 ú 1 ûrü 5ý ü 3 a
4
ù 2 ú 5 ûrü 5ý

Innenkugelradiusr a
4 � 50 û 22ü 5

5
a
2 � 7 û 3ü 5

6þ acot36ÿ�� cos36ÿ þ a
4

3 û ü 5ü 3þ 2acos236ÿü 3

Kantenl̈angea � ü 3
3 ú ü 5 � 1ý � ü 10

5 � 5 � ü 5

(für R=1) � 0 � 7 � 0 � 9
Anzahl

ederEcken 20 12
k derKanten 30 30
f derFlächen 12 20

Tab. 2.5: ElementareGrundgr̈oßenfür Dodekaederund Ikosaedermit einerKantenl̈angea (F ist
die Seitenfl̈ache).
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F69

F68

F0

P37

P10

P35

P0 P1

P36

a b

Abb. 2.22: (a): Unterteilter Ikosaederauf der Kugeloberfl̈ache(rot: Flächennumerierung,blau:
Eckennumerierung);dicke Linien sind die auf die Kugeloberfl̈acheprojiziertenKanten(Groß-
kreisb̈ogen) des Ikosaeders;dünne Linien gebendie Projektionender Dreiecksunterteilungen
(ebenfalls Großkreisb̈ogen)wieder. – (b): BeispieleinerunterteiltenIkosaederdreiecksflächean
HanddesKugeldreiecksP10P35P37.

Die NumerierungderEckenderentstehendenachtzigFlächenist in Abbildung2.22eingetragen,ebenso
die von mir gewählteNumerierungderFlächen.Dieseist sogewählt, daßbzgl.desKugelmittelpunktes
einandergegen̈uberliegendeFlächen– analogzurAugensummesiebeneinesWürfels– die Indexsumme
797 haben.Damithabeich Anforderung(A4) erfüllt.
DasSchemafür die abgewandteKugeloberfl̈acheist im AnhangD dargestelltim Zusammenhangmit
derListe derEckpunktealler achtzigKugeldreiecksfl̈achen.Für die vorgenommeneEinteilunggilt z. B.
P10 
�� 
 26� 6� � 0� � 8 undP36 
�� 31� 7� � 0� � , wie in AnhangD berechnetwird, alsoF69 � F0, d.h. diese80
Flächensindnicht mehrflächengleich.Also ist eserlaubt,Abänderungenim gleichenGenauigkeitsrah-
menvorzunehmen,umdieLagebestimmungfür dieAuswertungwesentlichzuvereinfachenundumdie
Anforderung(A5) zu erfüllen. DaßdabeiderFehlerbei denFlächengr̈oßensogargeringerwird, ergibt
die im AnhangD ausgef̈uhrteBerechnungfür die auftretendenTeilflächen.

7Es ist zu beachten,daßdie DurchnumerierungderFlächenmit derZahl Null beginnt. Dieshatzur Folge,daßdie Index-
summe79 statt81 ist.

8Pi ��� ϕ � λ � ist derPunktPi mit derBreiteϕ undderLängeλ aufderKugel.
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Abb. 2.23: Ikosaeder-Dodekaeder-Dreieckseinteilung (rot: Ikosaederkanten,blau:Dodekaederkan-
ten, grün: weitereUnterteilungzu Kugeldreiecken, je eineKante rot,blau,gr̈un); die Ecken des
Ikosaederliegenin denSchwerpunktendesDodekaederundumgekehrt.

Bemerkung:Wegender Dualität9 von Ikosaederund Dodekaeder, ist esmöglich die Kugeloberfl̈ache
(sieheAbbildung 2.23) in sechzigflächengleiche- abernicht gleichwinklige - Vierecke zu untertei-
len und diesenochmalsin flächengleicheDreiecke, so daßim Endeffekt 120 flächengleicheDreiecke
entstehen,die abernicht mehrgleichseitigund auchnicht gleichwinklig sind. Außerdemist ein Ent-
scheidungsalgorithmus(in welcheFlächefällt ein beliebigerStrahl,dervom Kugelmittelpunktausgeht)
hierfür sokompliziert,daßsichdieserAufwandnicht lohnt.

Abb. 2.24: Ikosaeder-Dreiecksnetz ausSadourny 1973

Eine weitereMöglichkeit der Dreiecksunterteilungim Kugelikosaedergeht auf Sadourny et al. 1968
zurück (sieheAbbildung 2.24); die Kugeldreiecke sind hier auchnicht mehrflächengleich,jedochist
einebeliebigfeineEinteilungmöglich.Auch hier ist derAufwandfür einenEntscheidungsalgorithmus
sehrhoch.Daherhabeich michfür dieobenausgef̈uhrteAlternativeentschieden.Die Lageberechnungen
unddamitverbundendieErfüllung derAnforderung(A5) in Zusammenhangmit (A1) und(A2) sindim

9Dualität zweierregulärerPolyederbesagt,daßsichbei gleicherKantenanzahlzweierKörperihre Ecken-undFlächenan-
zahlenaustauschenunddieEckendeseinenKörpersin denSchwerpunktenderFlächendesanderenKörpersliegen(sieheauch
Tabelle2.5).
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AnhangD ausgef̈uhrt. Mit einemProgramm,dasmit ausZufallszahlengewonnenengleichm̈aßigüber
dieKugelverteiltenRichtungendenim AnhangD im Detail entwickeltenEntscheidungsalgorithmuste-
stet,habeich dessenRichtigkeit überpr̈uft undauchdie dort angef̈uhrteWichtungfür die Einzelflächen
besẗatigt gefunden(sieheTabelle2.6). Zu diesemZweck wurdenausZufallszahlen400.000Winkel-
paare10 zufälliger gleichverteilter Richtungenerzeugt,die mit demEntscheidungsalgorithmus auf die
Teilflächenverteilt wurden.

Teilfläche Häufigkeit p Varianz

F0 � F2 � � � � F18

F60 � F62 � � � � F78 0.890 � 0.015
F1 � F3 � � � � F19

F61 � F63 � � � � F79 0.899 � 0.013
F35 � F36 � � � � F44 1.014 � 0.010
F20 � F23 � � � � F32

F45 � F48 � � � � F57 0.957 � 0.021
F21 � F24 � � � � F33

F46 � F49 � � � � F58 1.075 � 0.016
F22 � F25 � � � � F34

F47 � F50 � � � � F59 1.006 � 0.011

Tab. 2.6: Mittlere auf1 normierteTrefferhäufigkeitenfür dieFlächenderKugeleinteilung.

In der Tabelle2.6 sind die mittleren auf 1 normiertenTrefferhäufigkeiten p für jeweils gleichgroße
TeilflächenderKugeloberfl̈acheeingetragenzusammenmit denzugeḧorigenVarianzen.Die Wertefür
dieHäufigkeitenunddieVarianzenin derTabelleuntersẗutzendieWahlderKugeloberfl̈acheneinteilung.

10ErstbeidieserGrößenordnungwar dieVarianzderWertepaarehinreichendgering.
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